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• 
Предисловие 

В основу настоящего издания положены лекции по теории упругих 

волн, читавши ее я на протяжении многих лет студентам-геофизикам до

центом кафедры разведочной геофизики РГУ нефти и газа имени И.М. 

Губкина Львом Александровичем Сердобольским, и соответствующие 

«Конспекты лекций ... » по отдельным частям курса. Вместе с тем, в от
личие от конспектов, изложение материала существенно расширено, 

добавлены главы, касающиеся отражения волн от свободной поверх

ности, распространения Рэлеенеких волн и волн Лява. Впервые в учеб

ной литературе даётся единое представление обобщённых уравнений 

Цёппритца, описывающих поведение плоских гармонических волн на 

границах раздела слоёв, и приводятся алгоритмы и программные коды 

их решения. Описание распространения волн производится на основе 

спектральной теории. 

Книга изобилует большим количеством примеров, характерных для 

практической сейсморазведки, а также содержит значительное число 

детально выверенных иллюстраций, способствующих лучшему усвое

нию материала. 

Данное издание подготовлено после смерти автора."' 

А.В. Белоусов, Г.А. Карапетов 

Апрель 2011 

• Набор и вёрстка текста выполнены А.В. Белоусовым в системе lhTEX2c с использо
ванием макрапакета A.;\18-IhTEX для набора математических формул. Редактирование, 
сверка формул проведены Г.А. Карапетовым и А.В. Белоусовым. Программный код 

решения уравнений Цёппритца реализован совместно Л.А. Сердобольским и ГА. 
Карапетовым. 



• 
Введение 

Сейсмическая разведка является ведущим методом геофизических 

исследований земной коры с целью поиска и изучения месторождений 

нефти и газа, а также и других полезных ископаемых. Метод основан на 

возбуждении и регистрации упругих сейсмических волн, отражённых и 

преломлённых на геологических границах раздела сред с различными 

физическими свойствами. Среды, в которых распространяются .волны, 

оказывают на них фильтрующее воздействие, изменяя форму волновых 

импульсов и их спектральный, частотный состав. Время пробега отра

жённых и преломлённых волн даёт информацию о глубинах залегания 

границ, на которых они возникают, а также позволяет определить ско

рости распространения волн. Изменения фазы сейсмических импуль

сов и их спектральный состав позволяют судить об изменениях физи

ческих свойств пород, залегающих между границами. Таким образом, 

сейсмическая разведка решает структурные задачи и создаёт основу 

для прогнозирования геологическоГо разреза. 

Среда, в которой расnространяется сейсмическая волна, является 
весьма сложным физическим объектом. Прежде всего, геологиЧеская 

среда существенно неоднородна, и размеры неоднородностей меняются 

в ней в огромных масштабах: от планетарных до атомарных. Однако 

сейсмические волны имеют длины волн, измеряемые десятками и сот

нями метров. Ясно, что неоднородности меньших размеров мало вли

яют или совсем не влияют на волновые процессы. Неоднородности с 

размерами, сравнимыми с длиной волны или большими, чем длина вол

ны, и являются предметом исследования сейсмической разведки. Неод

нородность среды- именно то её свойство, которое определяет эффек

тивность любой геологической разведки. В однородной среде разведы
вать нечего. 

Уnругие свойства горных пород различны для различных направ
лений их измерения. Говорят, что среда анизотропна («а» - отрица-
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ние, «изо»- равный, «тропос»- свойство: неравносвойственна). Кри

сталлы обладают специфической кристаллографической анизотропи

ей. Однако в кристаллических породах, состоящих из множества кри

сталлов, направления анизотропии хаотично распределены в простран

стве, и в целом эти породы изотропны. В осадочных породах наблюда

ется слабая анизотропия, возникающая в процессе осадконакопления: 

упругие свойства этих пород моrут различаться при измерениях вдоль 

и вкрест их простирания. 

Третья отличительная особенность геологической среды - неиде

альная упругость. Упругие колебания в среде уменьшаются по ам

плитуде, затухают под действием сил внутреннего трения, сопутству

ющих каждому относительному смещению частиц среды. Силы трения 

существенно зависят от их характера: различают сухое и жидкое тре

ние (со смазкой). В горных породах это определяется характером по

рового пространства - пустое оно или заполненное газом, водой или 

нефтью. Очевидно, что в нефтегазовой сейсмической разведке эти ха

рактеристики пород исключительно важны. Заметим, однако, что влия

ние неидеальной упругости на характер волновых процессов очень сла

бо. Обнаружение таких слабых аномалий требует специальных прие

мов обработки сейсмической информации. 

Наконец, отметим, что породы геологического разреза простран

ственно структурированы, состоят из атомов, молекул, частиц среды и 

т.д. и не являются сплошным телом. 

Таким образом, геологическая среда неоднородная, анизотропная, 

неидеально упругая и несплошная. Ясно, что изучать упругие процессы 

в столь сложной среде весьма затруднительно. Поэтому изучение це

лесообразно разбить на этапы, и на первом из них сознательно отстра

ниться, абстрагироваться от сложностей, создав упрощенную идеали

зированную модель среды. В качестве абстракций в теории упругости 

выдвигаются четыре свойства идеально упругой среды: однородность, 

изотропность, идеальная упругость, сплошность. Последнее свойство 
предполагает, что все физические параметры среды распределены в ней 

непрерывно и не привязаны к каким-нибудь объектам. Упругие свой
ства среды и процессы в ней являются функциями координат простран

ства. 

На последующих этапах изучения эту модель можно усложнять, 

шаг за шагом приближая к реальной геологической среде. Такой 

способ исследования позволит на каждом шаге изучить те особенности 

волновых процессов, которые связаны именно с д~нным усложнением. 



• 
Используемые переменные 

Переменизя Значение 

а (1) малый угол поворота (гл. 1 - 4 ); 
(II)угол падения волны (гл. 7 и далее) 

/3 малый угол поворота 

Г вектор-потенциал внешней силы 

'У акустическая жёсткость 

б дельта-функция Дирака 

Е потенциальная энергия 

е малая величина 

е дилатация, или относительное объёмное расширение 
() зенитный угол (в сферической системе координат), т.е. 

угол между осью Oz и отрезком, соединяющим начало 
координат с рассматриваемой точкой 

к пространствеиная частота - величина, обратная мине 

волны 

Л длинаволны 

Л константа Ламэ 

1-t константа Ламэ (модуль сдвига) 

11 круговое волновое число 

р плотность породы 

и . коэффициент Пуассона 
т временная задержка 

Т скалярный потенциал внешней силы 
Ф скалярный потенциал упругих смещений 

продолжение на следующей странице 



продолжение 

Переменнан Значение 

<р азимутальный угол (в сферической системе координат), 

т.е. угол между осью Ох и nроекцией отрезка, соединя

ющего начало координат с рассматриваемой точкой, на 

nлоскость хОу 

А 

в 

Е 

е 

F 

f 

r 

i 
i 
~ 

j 
j 
k 
к 

k 
l 

т 

n 
jJ 
р 

вектор-nотенциал уnругих смещений 

(l)угол nоворота как комnонента малой деформации (гл. 

1 - 4); 
(II) круговая частота (гл.5 и далее) 
коэффициент отражения 

коэффициент прохождения 

модуль Юнга 
(1) обозначение малой деформации; 
(11) эксnонента 
сила 

( 1) общее обозначение для функции (г л. 1 - 4 ); 
(11) частота (гл. 5 и далее) 
радиус-вектор 

единичный вектор наnравления Ох 

nеременная - счётчик в формулах 

единичный вектор наnравления Оу 

nеременная - счётчик в формулах 

единичный вектор направления Oz 
сnектральная характеристика 

масштабный множитель 

(1) наnравляющий косинус оси Ох; 
(11) в гл. 3.1 длина 
наnравляющий косинус оси Оу 

направляющий косинус оси Oz 
направлениенормали 

(1) напряжение; 
(11) в индексном начертании - обозначение продольной 

волны 

продолжение на следующей странице 

9 
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продолжение 

Перемевная Значение 

р в индексном начертании обозначение главной 

( «principal») системы координат 
Q обобщённый арrумент волнового уравнения 

R в индексном начертании - обозначение волны Рэлея 
S (1) площадь поверхности; 

(11) в индексном начертании - обозначение поперечной 

волны; 

t время 

И относительное смещение 

V скорость распространения упругой волны 

v скорость распространения упругих смещений 

W угловая скорость 

w объём 

х декартова координата (абсцисса) 

у декартова координата (ордината) 

z глубина 



• 
Глава 1. Основы теории деформаций 

Теория деформаций изучает кинематику упругих процессов и опи

сывает упругие смещения и вызванные ими изменения формы и разме

ров элемента~ среды, возникающие под действием внешних сил. 

1.1. Понятие о деформации 

Представим себе эллипсоид как часть упругой среды, и в нём два 

тонких прямолинейных стержня АВ и CD (рис. 1.1 ). Пусть под дей
ствием внешних сил эллипсоид изменил свою форму и стержни где

то растянулись, где-то сжались, где-то изогнулись. При произволь

нам распределении внешних сил по поверхности эллипсоида трудно да

же представить себе многообразие и многочисленность трансформаций 

таких отрезков прямых конечной длины. 

Но если от конечных отрезков перейти к бесконечно малым их ча

стям (Аа, ВЬ, Се, Dd), то число возможных изменений малых отрез
ков резко сократится. Такиедифференциальномалые отрезки, не меняя 

своей прямолинейности, моrут лишь: 

а) удлиниться (Аа) или сжаться (Се); 

б) повернуться (ВЬ) влево или вправо; 

в) сделать и то и другое ( Dd). 
Поэтому условимся, что будем рассматривать именно такие беско

нечно малые отрезки, которые как были прямолинейными до деформа

ции, так и остались после неё такими же прямолинейными. Так как два 

отрезка прямых определяют плоскость, то и бесконечно малая часть 

плоскости после деформации остается плоской. Более того, любая по
верхность второго порядка, имеющая дифференциально малые разме
ры, в результате деформации не меняет свой порядок, лишь трансфор-



12 Глава 1. Основы теории деформаuий 

Рис. 1.1. Эллипсоид с закреплённымн в нём тонкими 

прямолинейными стержнями до (слева) н после (справа) 

деформации 

мируясь из одного вида поверхности в другой (сфера в эллипсоид, на

пример). 

Подчеркнём ещё раз, что речь идет о дифференциально малых 
окрестностях какой-либо точки. При конечном переходе по объёму 
тела деформации изменяются, являясь функциями координат про

странства. Постоянство деформации в пределах дифференциально 

малого объёма позволяет рассматривать её как однородную деформа

цию. 

Для изучения деформации бессмысленно следить за перемещения
ми какой-либо одной точки. Ведь её смещения моrут быть вызваны не 

только деформац~:~ями, но и общим перемещением всего тела без де

формации. Поэтому необходимо рассматривать как минимум две диф
ференциально близкие точки и следить за изменениями их взаимного 

расположения. 



/./. Понятнеодеформацнн 13 

Выберем две дифференциально близкие точки среды: М {х, .и z} и 
N{x+dx, y+dy, z+dz}. Здесьdх, dy, dz- бесконечно малые величины 
1-го порядка малости. Пусть поддействием произвольных внешних сил 

каждая точка получила свой вектор смещения: Л1- й м(х, у, z), а точка 
N- йN(х + dx,y + dy,z + dz). Проекции векторов на оси координат 
обозначим добавлением соответствующих координатных индексов: 

Имх = Их(х,у,z); 
Иму = Иу(х,у,z); 
Имz = Иz(х, у, z); 

ИNх = Их(х + dx,y + dy, z + dz); 

И N у = И у ( х + dx, у + dy, z + dz); 

ИNz = Иz(х + dx, у+ dy, z + dz), 

(как обычно, й =Их· i + Иу · J + Иz · k). 

Поскольку точки М и N дифференциально близки, можно вектор 
смещения точки N i й N) разложить в ряд Тейлора, выразив его через 
«опорный» вектор И м. 

Для функции одной переменной ряд Тейлора имеет вид: 

f( d) -j() 2_df(x)d 2_d
2
f(x)d 2 2_d

3
f(x)d 3 

х + х - х + 1! dx х + 2! dx2 х + 3! dx3 х + ··· 

В случае разложения функции трёх переменных первых производ

ных должно быть 3, вторых производных - 6, третьих производных -
10 и т.д. Однако у каждого слагаемого ряда Тейлора есть множитель 

1 
типа -,dxn. 

n. 
· Если dx - бесконечно малая величина первого порядка малоr.ти, то 

dx2 -второго порядка, а dxn - п-го порядка малости. Пренеfiрегая ма
лыми величинами всех порядков малости, кроме п~вого, можно вектор 

смещения точки N выразить с помощью вектора И м: 

Вычислим разность векторов йN и йм: 

- - - ай м ай м ай м 
tlИ = ИN- Им= --dx + -a-dy + -a-dz. 

ах у z 
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Опуская в правой части этого выражения индекс М, в проекциях на 

оси координат запишем: 

дИх дИх дИх 
!:::J.Ux = дх dx + ду dy + дzdz, 

дИу дИу дИу 
ClUy = дх dx + ду dy + дz dz, 

Как в векторной ф~ме, так и в скалярной записи вектор относи

тельного смещения ClU является линейной функцией относительных 
координат двух близких точек dx, dy, dz. Такого рода малая деформа
ция называется линейной. Множителями перед относительными коор

динатами выступают пространствеиные производные компонент векто

ра смещения, физический смысл которых предстоит выяснить. 

1.2. Компоненты малой деформации 

Упростим исследование, предположив, что как до деформации, так 

и после неё точки М и N были и остались в плоскости хОу. Пусть 
также до деформации отрезок М N был параллелен оси Ох. Поэтому в 
уравнениях связи относительных смещений и относительных координат 

лишь dx отличен от О, а dy и dz равны О (рис. 1.2). Тогда проекции 
вектора относительного смещения можно описать так: 

Вычислим относительное удлинение отрезка М N вдоль оси , как 
отношение разности проекций отрезка М' N' (после деформаЦии) и от
резка М N (до неё) к первоначальной длине этой проекции, обозначив 
искомое относительное удлинение вдоль оси Ох как ехх: 

(М' N')x -(М N)x 

(MN)x 

dx + СlИх- dx ClUx дИх 
dx = ~:::: дх · 



1.2. Компоненты малой деформацнн 15 

N' 

L.....Oi--l------~--4~x 
dx=(MN}. 

Рис. 1.2. Отрезок до (MN) н после (М' N') деформации 

Значит, «одноимённые» производные компонент вектора отно

сительного смещения являются относительными удлиненнями вдоль 

координатных осей Ох, Оу и Oz: 

дИу 
Еуу = ду ' 

Два последних определения записаны по аналогии. 

Но, как показано на рис. 1.2, деформация не ограничена удлинением 
отрезка вдоль оси Ох. Одновременно отрезок М N повернулся вокруг 
точки М (вокруг оси, параллельной Oz- перпендикуляра к чертежу) 
на малый угол а:. В силу малости угла его можно оценить значени\:М 

тангенса•: 

• Угол считается бесконечно малой величиной, следовательно, здесь прнменима 

таблица эквивалентных бесконечно малых: а ::::: sina ::::: tga и т.п. Функция 
тангенса выбирается как наиболее удобная из всех эквивалентов, так как катеты 

рассматриваемого прямоугольного треугольника полностью определены проекциямн 

векторов смещений на координатные оси. (При.м. ред.) 
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(M'N')y 
а ~ tga = (М' N')x dx + !:::J.Ux 

Глава 1. Основы теории деформаций 

~d дх х 

dx + Q!Ь..dx · 
дх 

Вспомним, что точки М и N бесконечно близки друг к друrу, и по
этому dx - бесконечно малая величина первого порядка малости. Того 

же порядка малости и относительное удлинение вдоль Ох: ехх = !lf:. 
Поэтому в знаменателе дроби, определяющей угол а, второе слагаемое, 

Представленное произведением двух бесконечно малых величин, явля

ется бесконечно малой величиной более высокого (второго) порядка 

малости, чем первое слагаемое dx. Пренебрегая этим вторым слагае
мым, получим определение угла поворота отрезка М N: 

дUу 
а=--. 

дх 

Однако отрезок М N может повернуться вокруг оси Oz на угол а 
не только в результате деформации, но и вследствие общего малого 

вращения плоскости хОу вокруг той же оси. Чтобы различить эти два 

вида кинематической реакции среды на внешнее воздействие, одного 

отрезка М N мало. Надо следить за поведением двух первоначально 
перпендикулярных друг друrу отрезков (М N и М Р, рис. 1.3). Отрезок 
М Р параллелен оси Оу: (М Р)у = dy, а его проекции на две другие 
оси (Ох и Oz) равны 0: dx = dz = О. Поэтому для него относительные 
смещения вдоль координатных осей задаются вторым столбцом общего 

определения: 

д Их 
!:lUx = ду dy, 

Значение !:lUy определяется множителем ?!J:, являющимся относи
тельным удлинением вдоль оси Оу ( еуу ). По аналогии с определением 
угла а, определим малый угол поворота отрезка М Р вокруг той же оси 

Oz: 

{3 = f:lИx ~ дИх. 
dy ду 
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Мерой с кошения первоначально прямого угла Р М N является по
лусумма углов а и (3, называемая едаиговой деформаци']й, или просто 
сдвигом в плоскости хОу, и обозначаемая еху: 

1( ) 1 (дИх дИу) 
еху = 2 а + f3 = 2 ду + дх . 

Запишем по аналогии определения сдвигов в плоскости yOz ( eyz) и 
в плоскости zOx (ezx ): 

_ ~ (дUу дИz). 
eyz - 2 дz + ду ' 

Чтобы определить, существует ли вращательное движение вокруг 

оси Oz, будем следить за поведением 45-градусной диагонали угла 
Р М N. Если повороты сторон прямого угла направлены навстречу 
и углы а и f3 равны, то диагональ MD (рис. 1.4) не изменит своего 

~--~------~----------~~х 

AU 

Рис. 1.3. Взаимно перпендикулярные отрезки MN и МР до и 
после деформации 
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у 

м N 

~------------------------~х 

Рис. 1.4. Определение поворота по изменению положении 
диаrоиали изиачальио примоrо уrла 

положения после деформации. Когда хотя бы одна прямая в плоскости 

хОу при деформации не исnытывает вращательного движения, то и вся 

малая окрестность данной точки О не вращается вокруг оси Oz. Значит, 
равенство углов встречного nоворота сторон nервоначально nрямого 

угла является условием отсутствия вращения в nлоскости хОу. 

Различие углов nоворота сторон прямого угла (а и /3) свидетельствует 
о присутствии вращения. 

Определим угол поворота диагонали (DM D'), обозначив его wz. 
Пусть а > f3 (рис. 1.4). В результате деформации угол PMN = rr/2 
стал острым: L.P' М N' = rr/2 - а - [3. Новая диагональ этого угла 
отклоняется от вертикали МР на угол PMD' = f3 + ~(LP'MN'), то 
есть LP М D' = rr /4 - а/2 + /3/2. Тогда угол Wz поворота диагонали 
определится как разность углов PMD = 1Г/4 и PMD': 

1Г а-/3 
w = - - LP М D' = --z 4 2 . 
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Вспоминая определения углов а=~ и (3 =~·запишем для (l..lz: 

(l.)z = ~(а_ (3) = ~ (дUу _ дИх). 
2 2 дх ду 

Для углов вращения вокруг других координатных осей запишем вы
ражения по аналогии: 

(1..1 = ~ (дИz _ дИу). 
х 2 ду дz ' 

_ ~ (дИх _ дИz) 
Wy- 2 дz дх . 

Заметим формальное сходство определений сдвигов и малых вра
щений: описания сдвига в какой-либо плоскости и вращений вокруг 

оси, перпендикулярной этой плоскости, различаются лишь знаком вто

рого члена в скобках. Кроме того, можно заметить определенную упо

рядоченность и соответствие индексов в левой части определений и пе

ременных, по которым выполняется дифференцирование правой части. 

Для сдвиговых деформаций существует полное соответствие - для eyz 

выполняется, например, дифференцирование по у и z. Для компонент 
вектора угла поворота iJ = (l.)x · i + (I.)Y • J + (l.)z · k действует правило 
круговой подстановки переменных х, у, z. Для (l.)x используются произ
водные по у и z, для Wy- по z их, для Wz- по х и у. 

Как для сдвигов, так и для поворотов выбор дифференцируемых 

компонент смещения определяется переменными, по которым 

выполняется дифференцирование, но с перестановкой. Например, в 

определениях eyz и (l..lx используются производные по у от z-компонент 

" " дИ ~ смещении и по z от у-компонент смещении: "ff:: и cz . 
Составим общую таблицу определения компонент малой деформа

ции (Табл.l.l ). 

Таблица 1.1. Комnоненты малой деформации 

Удлинения Сдвиги Повороты 
-

!l!l.z.. ехх = дх 1 (~+~) eyz = 2 i'z ду -!(~-~) (l.)x- 2 ду i'z 

~ еуу = ёiJL 1 (~ + ~) ezx = 2 дх дz (1..1 =!(~-~) 
у 2 дz дх 

е - !Ш.... zz- дz 1(~ ~) ежу= 2 ду + х -!(~-~) (l..}z - 2 дх ду 



20 Глава 1. Основы теории деформаций 

1.3. Разложение малой деформации на удлинения, 
сдвиги и повороты 

Используя определения компонент малой деформации, трансфор

мируем выражения для компонент вектора относительного смещения. 

Проведём это преобразование на примере х-компоненты: 

дИх дИх дИх 
11Их = дх dx + ду dy + ~dz. 

Заметим, что в правой части присутствует относительное удлинение 

вдоль Ох: ехх = ~. а также производные, входящие в определения 

сдвига еху и поворота LVz ( ~), сдвига ezx и поворота LVy ( P!J:). Для 
первой пары не хватает ~. для второй - ~. чтобы иметь полные 
определения сдвигов и поворотов. Поэтому, не меняя равенство, доба

вим и вычтем ~ ~dy и ~ f{l:dz к правой части: 

дU = дИх dx + дИх dy + дИх dz + ~ дИу dy + ~ дИz dz. 
х дх ду дz - 2 дх - 2 дх 

Разделив второе и третье слагаемые на две «половины» каждое, 
запишем: 

ли _ дИхd 1 (дИх дИу) d 1 (дИх дИz) d 
L!. х - -- х + - -- + -- у + - -- + -- z+ 

дх 2 ду дх 2 дz дх 

+ ~ (дИх _ дИz) dz _ ~ (дИу _ дИх) dy. 
2 дz дх 2 дх ду 

Используя определения ехх. еху. ezx( = exz), LVy и LVz, получим окон
чательно: 

11Их = ехх · dx + еху · dy + exz · dz + LVy · dz- LVz · dy. 

По аналогии для двух других компонент вектора относительного 
смещения запишем: 

дИу = еху · dx + еуу · dy + ezy · dz + LVz · dx- LVx · dz, 

f1Иz = exz · dx + eyz · dy + ezz · dz + LVx · dy- LVy · dx. 
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Таким образом, в определении компонент относительного смещения 
как функций относительных координат присутствуют удлинения ехх. 

еуу, ezz, сдвиги еху. eyz, ezx и nовороты I.J.Jx, I.J.Jy, I.J.Jz - и только они. 

Следовательно, малая деформация полностью описывается этими 

тремя видами деформации. 

В заключение отметим, что 12-кратное повторение знаков относи

тельности смещения (д) и координат (d) несколько утомительно и, в 
общем, необязательно. Если твердо условиться, что, говоря о смещени

ях, мы всегда имеем в виду относительные смещения, и, говоря о ко

ординатах, всегда имеем в виду относительные координаты, то эти 

внешние признаки относительности (д и d) можно опустить и впредь 

записывать определения более кратко: 

Их = ехх • Х + еху ·У+ exz • Z + I.J.Jy • Z - I.J.Jz ·у, 

Uy = еху • х + еуу ·у+ ezy • z + i.J.Jz • х - I.J.Jx • z, 

Иz = exz • х + eyz ·у + ezz • z + I.J.Jx ·у - i.J.Jy • х. 

1.4. Выражение вектора упругого смещения через 
скалярный и векторный потенциалы 

Обратим внимание на очевидное разделение правых частей опреде

лений компонент вектора относительного смещения на группу слагае

мых, в которую входят удлинения и сдвиги, и группу. содержащую толь

ко повороты. За этим стоит фундаментальное положение теории по

ля, определяемое как теорема разложения Гельмгольца. В соответ

ствии с ней, любое векторное поле U(x, у, z) может быть представлено 
в виде суммы безвихревого поля Up(x, у, z) (Р- первая f.--.ква слова 
«primary» - первичный, первый) и соленоидального поля Us(x, у, z) 
( S - nервая буква слова «secondary» - вторичный, второй): 

U(x, у, z) = Up(x, у, z) + Us(x, у, z), 

если этому не препятствует неопределённость дивергенции ( divU) и ро
тации (rot U). 
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Выпишем определения компонент вектора смещения безвихревого 

поля: 

И Рх = ехх · Х + еху ·У+ exz · z, 

И Ру = еху · х + еуу ·у+ ezy · z, 

И Pz = exz · Х + eyz ·У+ ezz · Z. 

Для этого поля существуетскалярная функция координат Ф(х, у, z), 
называемая скалярным потенциалом упругих смещений: 

1( 2 2 2 ) ф = 2 еххХ + еууУ + €zzZ + 2exyZY + 2ezxZX + 2ехуХУ . 

Определим пространствеиные производные функции Ф, учитывая, 

ЧТО еху = еух. exz = ezx И ezy = eyz: 

дФ 
ОХ = ежх · Х + еху · У + exz · Z = И Рх, 

дФ 
ду = еху · х + еуу ·у+ ezy · z =Иру, 

дФ 
дz =exz·x+eyz·y+ezz·z=Иpz. 

Следовательно, 

~ - - - дФ - дФ - · дФ -
Ир = И Рх · i + И Ру · j + И Pz · k = - · i + - · j + - · k. 

дх ду дz 

Мы определили первую часть представления произвольно ориентиро
ванного вектора относительных смещений: О р = grad Ф. 

Со скалярным потенциалом Ф связаны удлинения, сдвигавые де
формации и, как будет показано позже, продольные упругие смеще
ния, направление которых совпадает с направлением распространения 

упругих колебаний. Удлинения и сдвиги образуют упорядоченную мат
рицу размера 3 х 3: 

exz ) 
eyz , 
ezz 

называемую тензором чистой деформации. 
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Рис. 1.5. Оnисание вращательного 

движения 

Перейдём к анализу второй половины разложения Гельмгольца -
вектора О s. 

Прежде всего, определим математическое описание вращательных 

движений. Пусть точка М вращается относительно точки О (рис. 1.5). 
Как всякое движение, вращение характеризуется линейной скоростью 

iJ'(м/c), а как собственно вращение, ещё и угловой скоростью W (ра
д/ с). Эти скорости связаны между собой формулой 3йлера v = W х r, 
где r- радиус-вектор точки м. 

Умножив равенство на интервал времени dt, получим в левой части 
вектор вращательного смещения О s = v · dt, а в правой части - вектор 
угла поворота Q = W · dt. Тогда получим соотношение· 
~ 

Иs = Q х f. 

Пусть Q = UJx -i +UJy .J +UJz · k. Векторное произведение раскрывается 
в координатной форме с помощью определителя: 

~ 

j 
Иs = W Х f= c..Jx UJy UJz · = 

х у z 

= (UJzY- c..Jyz)i + (wzX- c..Jxz)] + (c..JxY- UJyX)k. 

Сравнивая это определение со второй половиной правых частей 

представления вектора относительного смещения, убеждаемся в том, 

что О s -действительно вектор вращательного движения. 
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Для этого вида смещений существует векторная функция коорди

нат: 

Ф(х, у, z) = Фх · i +Фу· J + Фz · k = 

= Х • (CJ.JyY + CJ.Jzz)i +у· (CJ.JzZ + CJ.Jxx)} + Z · (CJ.JxX + CJ.Jyy)k, 

называемая вектор-потенциалом упругих смещений. 

Определим ротацию этого вектора: 

Найдём проекции вектора rot Ф на оси координат: 

( -) дФz дФу 
rot Ф х = ду - дz = ZCJ.Jy- YCJ.Jz = Иsх, 

( -) дФх OWz 
rot Фу= дz- дх = XCJ.Jz- ZCJ.Jx = Иsу, 

- дФу дФх 
(rot Ф)z = дх - ду = YCJ.Jx- XCJ.Jy = Иsz· 

Таким образом, Us = rot Фи можно описать произвольно ориенти
рованный вектор относительного смещения О суммой 

О = О р + О s = grad Ф + rot Ф. 

При этом rot О р = rot grad Ф 'е7 х 'еlФ = О, то есть в поле 
Ор(х, у, z) отсутствует ротация. Такое поле называется безвихревым. 
Для компоненты Os имеем divOs = 'el(V х Ф) =О. Как будет показано 
позже, дивергенция вектора О является мерой относительного объём
ного расширения. Поэтому поле Os(x, у, z) называют эквиволюмиаль
ным полем вращения ( «экви»- равный, «волюм»- объём). 

Полученное представление векторного поля упругих смещений в 

виде суммы безвихревого поля смещения О р = grad Ф ( rot О р = 
О) и эквив'олюмиального поля упругих вращений Os rot Ф 
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(divOs О) является краткой записью теоремы разложения 
Гельмгольца: всякое однозначное, непрерывное, стремящееся к нулю 

на бесконечности векторное поле 0(х, у, z) может быть единственным 
образом представлено в виде суммы градиента скалярного потенциала 

Ф(х, у, z) и ротора вектор-потенциала Ф(х, у, z). 

В сейсморазведке векторное поле О р(х, у, z) соответствует полю 
продольных волн, а поле Os(x,y,z) есть поле поперечных волн. На
помним еще раз, что с полем О р связаны удлинения и сдвиги, называ
емые чистой деформацией. Тогда поле Os можно назвать полем чистых 
вращений. 

1.5. Преобразование компонент тензора чистой 
деформации к новой системе координат 

Вопрос о связи компонент деформации ехх. еуу. ezz, еху. exz. eyz. 
определённых в одной системе координат (х, у, z), и компонент той же 
деформации в другой системе координат (х', у', z')- ех'х'• еу'у'• ez'z' и 
т.д., на первый взгляд, кажется служебным. Однако в математической 

теории тензоров тип объекта - скаляр, вектор, собственно тензор -
- определяется именно тем, каким законом связаны компоненты этих 

объектов в разных системах координат. Например, скаляр определяет

ся так: если объект в системе координат (х, у, z) определён функцией 
a(x,y,z), а в другой системе (x',y',z')- функцией a'(x',y',z'), и при 
этом в каждой точке пространства эти определения связаны между со

бой соотношением а = а', то этот объект называется скаляром, или 
тензором ранга О. Схоже определение вектора: если объект Os в си
стеме (х, у, z) задан тремя упорядоченными функциями координат Их. 
И у, Иz, а в другой системе координат (х', у', z')- другой упорядоченной 

тройкой функций Их'• ИУ'• Иz•, и эти компоненты связаны соотношени
ями 

Их' = Их · cos(;,-;') + Иу · cos(Y,";') + Иz · cos(.;,;'), 

Иу' = Их · cos(x:?l') + Иу · cos(i/:Y') + Иz · cos(;,y'), 

Иz' = Их · cos(;,;') + Иу · cos(iJ:;') + Иz · cos(;,;'), 
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то этот объект называется вектором, или тензором ранга 1. Множи
телем в этих определениях являются направляющие косинусы коорди

натных осей х', у', z' относительно другой системы координат. Из них 
можно собрать определитель 3-го порядка, обладающий определён

ными и важными для дальнейших выводов свойствами. Для краткости 

обозначим направляющие косинусы оси Ох' как l1, т1, n1; косинусы 
оси Оу' - как l2, т2, n2; косинусы оси Oz' -как lз, mз, nз. Уточним 
обозначения примерами: 

l1 = cos(x, х'); mз = cos(Y,;"'); n2 = cos(.:,Y'). 

Таблица направляющих косинусов в этих обозначениях принимает 

вид: 

х' 

у' 

z' 

Определитель преобразования 

l1 m1 n1 
D = l2 m2 n2 

lз тз nз 

обладает следующими свойствами: 

х 

l1 
l2 
lз 

у z 
т1 n1 
т2 n2 
тз nз 

1. D = 1, если обе системы координат имеют один и тот же тип- левый 
или правьrй 

2. D = -1, если тиnы систем координат различны- правая преобра
зуется в левую или наоборот 

3. Сумма квадратов элементов любой строки или столбца равна 1: 

з з з 

2: ll = 2: тт = 2: пт = 1' 
i"'l i"'l i"'l 

lT +т?+ п; = 1 (i = 1, 2, 3) 
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4. Сумма парных произведений элементов любых двух строк или 

столбцов равна 0: 

3 

2::: mini 
i=l 

3 

2::: lini =О, 
i=l 

lilj + mimJ + ninJ =О (i,j = 1, 2, 3; i "#- j). 

Третье и четвёртое свойства играют существенную роль в дальней

ших выводах. t 

Определим теперь способ, с помощью которого преобразуются 

компоненты чистой деформации при переходе от одной системы 

координат в другую. Пусть в системе х, у, z заданы шесть компонент 
чистой деформации. «Новая» система координат х', у', z' определена 
таблицей направляющих косинусов. Требуется установить связь 

между «новыми» компонентами деформации ех'х', еу'у', ez'z' и т.д. и 
«старыми» компонентами, заданными в системе координат х, у, z. 

В решении этой задачи видятся два шага. Прежде всего, надо 
определить «новые» компоненты (проекции) вектора, выразив их через 

«старые» компоненты этого вектора. Проекция вектора на какое-либо 

направление равна сумме проекций его компонент на это направление, 

и можно записать: 

Их' =Их· cos(;,-.;') + Иу · cos(Y,";') + Иz · cos(;-;') = 
= Иxll + Иyml + Иznl. 

t Эти свойства вытекают из определения и свойств ортанормированного баJиса. 
Так, третье свойство утверждает, что сумма квадратов злементов любой строки или 
столбца равна единице. Действительно, строки матрицы содержа1 напрамяющие 

косинусы векторов:/?, i}, ~в базисе (х, у, z). Очевидно, что сумма их квадратов, равно 
как и сумма квадратов любых направляющих косинусов произвольнога вектора, равна 

единице. Столбцы матрицы содержат направляющие косинусы векторов х, fi, z в базисе 
(х', у', z'), следовательно, для них также верно вышеприведённое рассуждение. 
Парные произведения, используемые в четвёртом свойстве, суть скалярные произве

дения: векторов х1 и у1 , xl и z'. i} и z1 в базисе (х, у, z), если рассматривать строки; 
векторов х и if, хн z, iJ н z в базисе (х', у', z'), если рассматривать столбцы. Поскольку 
векторы, на которых построен базис, взаимно ортогональны, угол между ними составляет 

90°. Следовательно, скалярные произведения разноимёнJIЫХ базисных векторов равны 
нулю. Что и требовалось доказать. (Прим.ред.) 
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Аналогично 

Далее используем правило дифференцирования по направлению, 

например по направлению N: 

дд -д -д-
дN = дх ·cos(N,x) + ду ·cos(N,y) + дz ·cos(N,z), 

для вычисления производных: 

дИх' дИх' --. дИх' --. дИх' -
дх' = ~ · cos(x, х') +----а:;}· cos(y, х') + Тz · cos(z, х') = 

дИх' дИх' дИх' 
= -- ·l1 + -- ·m1 + -- ·n1; 

дх ду дz 

дИх' дИх' дИх' дИх' 
-- = -- ·l2 + -- ·m2 + -- ·n2· 
ду' дх ду дz , 

дИх' дИх' дИх' дИх' -- = -- ·lз + -- ·mз + -- ·nз. 
дz' дх ду дz 

Аналогичные выражения можно получить и д.пя остальных производ-
ги,/ i'И71 1 f1U71 , f!U , i'U , i'U, 

НЫХ i'x' ' i'y' ' i'z' ' '-f;;i-' W И ff. 

Подставляя определение Их'• получим д.пя относительного уд.пине
ния вдоль оси Ох': 

Окончательно: 
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и по аналогии для двух других удлинений: 

ez'z' = exxl~ + eyym~ + ezzn~ + 2lзmзеху + 2lзnзexz + 2mзnзeyz· 

Если сложить эти три определения «новых» удлинений, то при «ста

рых» удлиненияхобразуется сумма квадратов направляющих косину

сов, равная 1, а при сдвиrовых деформациях -сумма парных произве
дений направляющих косинусов двух осей, равная О. 

Поэтому Рх'х' + еу'у' + ez'z' = ехх + еуу + ezz- сумма относитель
ных удлинений для данного деформированного состояния не зависит от 

того, в какой системе координат ее определять. Коротко говорят, что 

сумма удлинений инвариантна по отношению к преоС:разованию коор

динат. 

Для сдвигавой деформации ех'у', надо складывать две строки опре-
" сИ, ё'Uу, В u 

делении ff и сх' . результате подстановки этих определении и пе-

регруппировки слагаемых получим: 

ех'у' = exxl1l2 + eyym1m2 + ezzn1n2 + exy(llm2 + l2m1)+ 

+ exz(ltn2 + l2n1) + eyz(m1n2 + m2n1). 

Несмотря на видимые различия формул преобразования для удли

нений и сдвигов, закон преобразования в обоих случс.ях один и тот же. 

Чтобы убедиться в этом, заменим в полученном выражении индексы 

х' и у' у сдвигавой деформации и 1 и 2 у направляющих косинусов на 
общие индексы: i соответствует х' и 1, а j -у' и 2. Тогда формулу пре
образования для сдвиговых деформаций можно з~писать в обобщенном 

виде: 

eij = exxlilj + eyymimj + ezzninj + exy(limj + ljmi)+ 

+ exz(linj + ljni) + eyz(minj + mjni)· 

Здесь, как было условлено, для ет'у' i = 1, j = 2, для ey'z' надо при
нимать i = 2, j = 3, для ez'x'- i = 3, j = 1. Эта же формула преобразо
вания описывает и новые удлинения. Для них индексы i и j одинаковы: 
для ех'х< i = j = 1, для еу'у': i = j = 2, для ez' z': i = j = 3. Поэтому для 
удлинений произведения направляющих косинусов превращаются в их 

квадраты, а суммы парных произведений - в удвоенные произведения, 
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что и было получено в результате непосредственного вывода формулы 

nреобразования относительных удлинений. 

Как видно, закон преобразования компонент деформации к «но

вым» координатным осям совсем не похож на законы преобразования 

векторов и тем более скаляров. Этот новый закон свидетельствует 

о том, что компоненты чистой деформации, образующие матрицу 

размером 3 х 3, являются тензором ранга 2. 
Поскольку сдвигавые деформации попарно равны между собой 

(еху = еух. exz = ezx• ezy = eyz по определению), то матрица тензора 
деформации является симметричной относительно главной оси, на 

которой расположены удлинения. 

Если скалярную величину можно представить точкой в про

странстве (х, у, z), векторную величину - стрелкой, исходящей из 

начала координат, имеющей определённые длину и направление, то 

для тензора ранга 2 необходимо построить непрерывное (контину
альное) бесчисленное множество векторов, концы которых образуют 

некоторую поверхность, замкнутую вокруг точки, где определена 

деформация~. Именно эта поверхность может служить графическим 
образом тензора ранга 2. 

Благодаря формулам преобразования, для полного описания де

формированного состояния достаточно задать лишь шесть компонент 

(ехх. еуу. ezz, еху. eyz• ezx) внекоторой системе координат х, у, z. Для 
любой другой системы координат деформации можно вычислить по 

формулам преобразования. 

1.6. Поверхность деформации 

Поставим задачу графически изобразить деформированное состо

яние, заданное в некоторой системе координат шестью компонентами 

чистой деформации. Ориентировка любой площадки задаётся направ

ляющими косинусами её нормали N: 

l = cos(;,iV); т = cos(y, N); n = cos(zfl). 

t Тензор можно рассматривать как оnератор, который no оnределённому закону ставит 
в соответствие каЖдому вектору nоля новый вектор, nричем данный оnератор является 

линейным. (Прим. ред.) 
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Вычислим относительное удлинение вдоль нор:.1али eNN• используя 

формулу преобразования этой компоненты деформации к новым осям 

координат: 

Определим веJiичину r = vrЬ, где k- масштабный цифровой мно
житеJiь. Отложив отрезок длиной r вдоль нормали N, получим первую 
точку искомой П()Верхности. 

Далее, меняя направление нормали N(l, m, n) непрерывно, по всему 
полному телесному углу (41Г), дЛЯ каждого направления выполним те 

же операции, что и дЛя первой точки. В результате получим некоторую 

поверхность. 

Для нахождения уравнения этой поверхности выразим ')ТНоситель
k2 

ноеудЛинение е N N из определения r: е N N = 2 . Направляющие коси
т 

нусы определим так: 

- х l = cos(x, N) = -; 
r 

m= '#..; 
r 

z 
n= -. 

r 

Подставим эти определения в формулу преобразования для eNN: 

k2 х2 у2 z2 2ху 2xz 2yz 
r 2 = ехх r 2 + еуу r 2 + ezz r 2 + --;:2еху + --;:2exz + --;:2eyz. 

Умножив на r 2 , получим искомое уравнение поверхности деформа
ции: 

2 2 2 2 2 ' 2 ,_2 еххХ + еууУ + ezzZ + хуеху + xzexz + yzeyz = r.: . 

Это - уравнение поверхности 2-ro порядка типа сферы, эллипсоида, 
гиперболоида и прочих. Поскольку в уравнении нет членов с 11ервы

ми степенями х, у, z, а есть только их квадраты и произведения, эта 
поверхность является центральной - у нее центр си'VIметрии совпадает 

с началом координат. Можно так повернуть систему координат, чтобы 

её оси стали осями симметрии. В этом случае уравнение поверхности 

примет канонический вид и упростится, так как при переходе от про

извольной системы координат к этой специальной коэффициенты при 

произведениях координат обращаются в О. Такая специальная система 
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координат называется главной. Поскольку в этой системе множите

ли при произведениях переменных - сдвигавые деформации - равны 

нулю, то тензор чистой деформации в главной системе координат опи
сывается наиболее просто - лишь тремя удJlинениями вдоль главных 

осей, называемыми главными удлинениялtu. 

Главные оси обозначим добавлением индекса р ( «priпcipal» -глав
ный): хр. Ур· zp. Чтобы избежать трёхступенчатого обозначения глав
ных удлинений типа ехрхр' вводится специальная нотация: е 1 - удлине

ние вдоль хр. е2 - вдоль Ур и е3 - вдоль zp. 

Учитывая инвариантность суммы относительных удлинений по от
ношению к преобразованию координат, сумма главных удJlинений- та 

же, что и в .любой другой системе: 

В главных удлиненияхуравнение поверхности деформации записыва
ется наиболее кратко: 

е1х2 + ezy2 + езz2 = k2
• 

Компоненты чистой деформации в произвольной системе координат 

также выражаются через главные удJlинения наиболее просто, так как в 

главной системе нет сдвиговых деформаций. Наnример, относительное 

удJlинение вдоль оси Ох, заданной направляющими косинусами l 1 , m 1 , 

n 1 , относительно главной системы координат, описывается так: 

Сдвиговая деформация в nлоскости хОу (ось Оу задана направляю

щими косинусами 12 , m 2 , n 2 ) определяется выражением 

Для главной системы координат матрица тензора чистой деформации 
имеет лишь главную диагональ, отличную от 0: 
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1.7. Относительное объёмное расширение 

Вычислим относительное изменение объёма прямоугольного 

параллелепипеда, построенного на главных осях деформации. Так как в 

главной системе отсутствуют сдвигавые деформации, прямоугольность 

параллелепипеда в результате деформации не нарушается. Лишь вдоль 

его граней произойдут удлинения или сжатия. 

Пусть до деформации размеры параллелепипеда определялись его 

ребрами dxp. dyP. dzp и объём был равен: 

После деформации каждая сторона параллелеnипеда изменится по 

длине в соответствии со значениями главных относительных удлинений 

и объём станет равным: 

Вычислим относительное изменение объёма, обозначив его 6: 

6.w'- 6.w 
6 = 6.w = (1 + е1)(1 + с2)(1 + ез)- 1, 

(дробь сокращается на dxp. dyp. dzp). Раскрывая скобки и !lроизведя 
сокращение, nолучим: 

Поскольку мы уеловились рассматривать дифферею.:.иаJtьно ( беско
нечно) малые деформации, е 1 , е 2 , t;з - бесконечно ШiЛые величины 

первого nорядка малости, а величинами е1е2, е 1 ез, е2ез 11 тем более 

е 1 е2ез можно пренебречь как малыми 2-ro и 3-го порядков малости, 
много меньшими главных удлинений. Тогда относительное uоьёмное 

расширение, называемое дилатацuей, равно: 

Становится ясна физическая причина инвариантности суммы удJtине

ний: относительное изменение объёма для данного деформированного 

состояния nри любых его измерениях, конечно же, одно и то же. 
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С учётом этой инвариантности можно записать: 

- дилатация является дивергенцией вектора относительного смещения. 

Дивергенция есть мера источников или количества вещества, «проте

кающего» через данную поверхность. Это «протекание» вещества и со

здает увеличение объёма при наличии источников поля и положитель

ной дивергенции или его уменьшение, если вместо источников - стоки, 

а дивергенция отрицательна. 



• 
Глава 2. Основы теории напряжений 

Теория напряжений описывает динамику упругих процессов и ис

следует те силы, которые возникают в упругой среде в ответ на внешнее 

силовое воздействие. 

2.1. Понятие о напряжении 

В физике сила определяется как векторная величина, являющая

ся мерой воздействия на тело со стороны других тел или полей. Сила 

полностью определена, если заданы точка её приложенин, направление 

действия и величина силы. В зависимости от объекта, на который дей

ствует сила, различают массовые и поверхностные силы. 

Массовая сила действует на весь объём тела, и uеличина её про

порцианальна массе тела: 

f _ mdv _ d20 
m - dt - pw dt2 ' 

где т- масса, р- плотность, w- объём тела (m = р · w); Й, v = ~~ 
2-

и '1df - соответственно векторы смещения, скорости и ускорения сме-
щения. Пропорциональность массовых сил массе и объёму тела созда

ёт некоторые неудобства при анализе и сопоставлении сил, действую

щих на разные объекты. Поэтому в теории упругости принято понимать 

массовую силу как величину, отнесённую к единице массы: 
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В таком понимании массовая сила имеет размерность ускорения м/с2 . 
Типичными массовыми силами являются сила тяжести и сила инерции. 

Поверхностные силы действуют на некоторую поверхность, и их 

величина пропорциональна площади S этой поверхности: 

fs = s. ?. 

Подобно массовой силе, для удобства анализа и сравнения поверхност

ную силу относят к единице площади поверхности, на которую она дей

ствует: 

~ Fs 
F=s· 

Типичной поверхностной силой является давление. Соответственно, 

поверхностные силы имеют размерность Н/м2 или Па. Внутреннее 
давление среды, возникающее как реакция на внешнее воздействие, 

называют напряжением. Именно оно является объектом исследо

вания в данном разделе. Чтобы ввести понятие «напряжение» внутри 

упругого тела и разобраться в сущности этого понятия, представим 

себе прямоугольный параллелепипед, на две противоположные грани 

которого действуют равные и противоположно направленные силы, 

сжимающие или растягивающие параллелепипед (рис. 2.1 ). Мысленно 
и на рисунке разделим это тело пополам вертикальным сечением S. 

Чтобы состояние каждой половины осталось таким же, как до раз

деления тела, на поверхности раздела каждой половины надо непре

рывно распределить поверхностные силы, компенсирующие, заменяю

щие то воздействие одной половины тела на другую, какое существо

вало внутри целого тела. Эти силы - компенсаторы и являются на

пряжением. Для выбранного вертикального сечения и горизонтально 

ориентированных сил напряжение является нормальным, проекции на

пряжения на саму площадку равны нулю. Но если изменить направле

ние воображаемого сечения и сделать его наклонным (рис. 2.2), то при 
том же силовом воздействии напряжение приобретет обе компонен

ты: нормальную ( проекция на нормаль площадки среза) и касательную 
( проекция на саму плоскость). 

Если менять направление сечения (направление нормали JV к 

поверхности сечения), для каждого JV будет свое соотношение между 
нормальной и касательной компонентами напряжения. Поэтому 
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напряжение является как бы дважды векторной величиной: вектор 

внутренней поверхностной силы (напряжения) зависит от вектора 

нормали N к площадке, на которой напряжение определяется. Чтобы 

подчеркнуть это, принято обозначать напряжение на площадке с 

нормалью N как PN. 

При непрерывном изменении ориентации площадки, вращении нор

мали N по всему полному телесному углу 4п, концы стрелок поверх
ностных сил образуют вокруг исследуемой точки некоторую поверх

ность, которая и иллюстрирует напряжённое состояние в заданной точ

ке. Напряжение невозможно охарактери?овать одной векторной вели

чиной. Оно - бесчисленное множество векторов для всех возможных 

направлений нормали N. Математически напряжение описывается как 
тензор ранга 2. Лишь при закреплении нормали N к площадке в ка
честве константы напряжение можно рассматривать ка" вектор и, со

ответственно, изобразить его на рисунке одной стрелкой и описать тре

мя компонентами - проекциями PN на оси координат: 

PN = PNx · i + PNy · l + PNz · k. 

z б z 

... ~-Vx ... ... ... F F F F 

у у 

Рис. 2.1. Прямоуго.1ьнь1й nараллелеnиnед, находящийся nод наnряжени
ем, как часть уnругой среды: 

а -силы, растягивающие параллелепипед; б- силы. сжимающие параллеле

пипед; в- деление параллелепипеда сечением S 
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а 

Рис. 2.2. Наnряжения nри nронзвольном сечении элементарного объёма: 
а ~ сечение nараллелеnиnеда nлоскостью S; б - наnряжения на nлощадке с 

заданной нормалью 

2.2. Компоненты тензора напряжения 

Пусть под действием произвольных внешних сил упругое тело объ

ема w, ограниченное поверхностью S, находится в деформированном и 
напряжённом состоянии. Выберем произвольную точку О внутри тела и 
построим из нее прямоугольную систему координат (рис. 2.3). Постро
им также произвольно ориентированную «косую» плоскость с норма

лью N. Совместно с координатными плоскостями она образует тетра
эдр с тремя координатными гранями dSx, dSy, dSz и одной косой гра
нью dSN. Обозначения граней предполагаютдифференциальномалую 
их площадь, а индексы соответствуют нормалям к граням. 

Мысленно вынесем этот малый тетраэдр из упругой среды и сильно 

его увеличим на рис. 2.3. Чтобы извлечённый из тела тетраэдр остался 
в том же состоянии, в каком он был внутри тела, на всех четырёх гранях 

надо задать силы- компенсаторы напряжения: PN на косой грани, Рх. 
Ру, Pz -на координатных гранях. Заметим, что внешними нормалями к 
координатным граням служат отрицательные полуоси координат. 

Всё тело, как и его часть - малый тетраэдр, находится в состоянии 

динамического равновесия. Для этого сумма всех сил, действующих на 

данный объект, должна уравновешиваться силой инерции. На тетраэдр 

действуют четыре поверхностные силы Рх, Ру, Pz, PN, отнесённые к 
единице площади, а также массовая сила F и сила инерции~. отне
сённые к единице массы. При записи уравнения динамического равно-
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весия поверхностные силы надо умножать на площади соответствую

щих площадок, а массовые силы - на элементарную массу dm = pdw 
(где р - плотность, dw - малый объём ), на которые они действуют. 

Тогда условие динамического равновесия для малого тетраэдра 

можно записать в векторном виде: 

Заметим, что координатные площадки dSx, dSy, dSz являются 

проекциями косой площадки на координатные плоскости и опре

деляются умножением dSN на косинусы углов между нормалью и 

отрицательными координатными полуосями: 

dSx = dSN · cos( ::;:N), 
dSy = dSN · cos(~), 

dSz = dSN · cos( ~). 

Все углы между N и отрицательными полуосями являются тупыми, по
этому косинусы этих углов отрицательны: 

cos( ::;:N) = - cos(-;Jil) = -l, 

cos(~) =-т, 

а z 

х 

у 

б 

dSx 

у 

Рис. 2.3. Элементарный тетраэдр напряжений: 

z dSN 
N 

1
dSY 

х 

а - Произвольное сечение тела и выбор начала координат; б - грани тетраэдра 
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cos(~) = -n. 

Введены обычные сокращённые обозначения направляющих косинусов 

( l, т, n ). С учётом этих определений, условие динамического равнове
сия можно переписать в виде: 

Разделим обе части уравнения на dSN, тогда у объёмных сил появится 
dw 

множитель dS N . 

Устремим косую площадку к началу координат. При этом dN, dx, 
dy, dz станут бесконечно малыми величинами первого порядка, dS N -

второго порядка, а dw- третьего порядка малости. Поэтому в пределе, 

при стягивании тетраэдра в точку, множитель dw при массовых силах 
dw 

dS N становится равным О, и мы получим: 

Обозначая проекции на оси координат добавлением соответствую

щего индекса к Рх. Ру, Pz, PN, получим в проекциях на оси координат: 

PNx = Pxxl + Рхут + Pxzn, 

PNy = Pyxl + Руут + Pyzn, 

PNz = Pzxl + Pzym + Pzzn. 

Если считать N, х, у, z фиксированными, то можно для каждого напря
жения записать обычные векторные определения: 

PN = PNx · J + PNy · l + PNz · k, 
Рх = Рхх · J + Рху · l + Pzx · k, 
Ру = Рху · J + Руу · J + Pzy · k, 
Pz = Pxz о r + Pyz о J + Pzz о k. 

Таким образом, тензор напряжения на любой площадке с нормалью 

N однозначно определяется тремя векторами напряжения (тензорами 
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на координатных площадках) Рх, Ру, Pz или девятью скалярами- ком
понентами тензора напряжения Рхх. Руу. Pzz, Рху. Pxz, Pyz, Рух. Pzx, 
Pzy· В матричной форме можно записать: 

В матрице компонент тензора напряжения на главной диагонали рас

положены нормальные компоненты: Рхх есть проекция напряжения Рх 
(на площадке с нормалью Ох) на эту же ось Ох, Руу - проекция Ру 
на ось Оу, Pzz - проекция Pz на ось Oz. Остальные шесть компонент 
тензора напряжения являются касательными напряжениями: Рух есть, 

например, проекция напряжения Ру (на площадке с нормалью Оу, т.е. 
на координатной площадке xOz) на ось Ох, а Pzx- проекция напря

жения Pz (на площадке хОу) на ось Ох и т.д. 
Заметим полное внешнее структурное сходство описания тензора 

напряжения и тензора чистой деформации (см. гл. 1.4, стр. 22). В этом 
сходстве проявляется то важное обстоятельство, что напряжения опи

сывают динамику, а деформации - кинематику одного и того же упру

гого процесса. 

2.3. Уравнения динамического равновесия в 
напряжениях 

Использованный в предыдущем разделе принцип динамического 

равновесия справедлив и для всего объема w упругого тела. Для сохра
нения его динамического равновесия необходимо, чтобы интегральная 

сумма поверхностных и массовых сил, исключая силу инерции, 

равнялась О. Массовые силы надо суммировать (интегрировать) по 

всему объему w среды. Нет необходимости учитывать поверхностные 
силы - напряжения на внутренних площадках среды. Ведь на 

каждой внутренней площадке действуют равные и противоположно 

ориентированные напряжения, компенсирующие друг друга. Поэтому 

в условиях динамического равновесия должны учитываться только те 

напряжения, которые не скомпенсированы, - напряжения на внешней 
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поверхности S тела. Таким образом, можно заnисать общее уравнение 
динамического равновесия в векторной форме: 

или в nроекциях на оси координат: 

ff PNxdS + fff Р (Fx - d~~x) dw = О, 
s w 

ff PNydS + fff р (Ру- d~~y) dw =О, 
s w 

Восnользуемся оnределением PN Pxl + Рут + Pzn и заnишем 
nоверхностный интеграл Is для PNx в виде 

Is = ff PNxdS = ff(Pxxl + Pyxm + Pzxn)dS. 

s s 

Примени м к этому интегралу теорему Остроградского - Гаусса: 

I = fff (дРхх дРух дРzх) d s дх + ду + дz w. 
w 

Тогда можно заnисать уравнение динамического равновесия в од

ном объёмном интеграле: 

JIJ ( дРхх дРух дРzх (F _ d2Их)) d = О 
дх + ду + дz + р х dt2 w . 

w 

Поскольку пределы интегрирования (весь объём тела w) никак не 
были оговорены, уравнение должно быть сnраведливым для любого 

объёма: и конечного, и бесконечно малого. 
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Значит, подынтегральное выражение должно быть равно О, и можно 

записать для х- и по аналогии для у- и z-проекций три уравнения: 

Эту систему уравнений называют уравнениями Коши. Они связыва

ют компоненты тензора напряжения в упругой среде с вызвавшими их 

массовыми силами и силой инерции. Уравнения Коши явля;отся фунда

ментальными соотношениями для идеально упругой среды, на которых 

строится весь вывод уравнения динамического равновесия в упругих 

смещениях (вывод волнового уравнения). 

2.4. Попарное равенство касательных напряжений 

Подобное равенство для сдвиговых компонент чистой деформации 

доказывать было не нужно, поскольку они равны по определению сдви

гавой деформации: 

ех = ~ (дИх + дИу) = ~ (дИу + дИх) 
У 2 ду дх 2 дх ду = еух · 

Для компонент напряжения подобное равенство необходимо доказать. 

Математическим обоснованием этого доказательства служит условие, 

обеспечивающее отсутствие общего вращательного движения упругой 

среды. Для этого необходимо, чтобы сумма моментов всех сил равня

лась моменту инерции. Момент силы F, вращающей точку М относи
тельно точки О, определён как векторное произведение радиус-вектора 

т точки М на вектор силы F: 

momf = rx f. 
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Если r = х . i + у . J + z . k и F = Fx . i + Fy . J + Fz . k, то векторное 
произведение раскрывается с помощью определителя: 

~ 

i j 
momF = х у z 

Fx Fy Fz 

= (yFz- zFy) · i + (zFx- xFz) · J + (xFy- yFx) · k. 

Условие отсутствия вращений упругой среды можно записать в инте

гральной форме: 

В проекции на ось Oz это векторное уравнение принимает вид: 

JJ(xPNy- yPNx)dS+ 

s 

Преобразуем поверхностный интеграл Is, вначале используя опре
деления 

PNy = Pyxl + Pyym + Pyzn, 

PNx = Pxxl + Pxym + Pxzn, 

где l, т, n- направляющие косинусы вектора нормали N, а затем тео
рему Остроградского - Гаусса: 

Is = JJ(xPNy- yPNx)dS = 
s· 

= Jf (x(Pyxl + Pyym + Pyzn)- y(Pxxl + Pxym + Pxzn)) dS = 

s 
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= JJ ((хРху- yPxx)l + (хРуу- yPyx)m + (xPz- yPzx)n) dS = 
s 

= JJJ ( :Х (хРху- уРхх) + ~ (хРуу - уРух)+ 
w 

+ :z (xPz - yPzx)n) dw = 

- х --+--+-- -_ Jff ( (ОР.ту ОРуу OPyz) 
ОХ оу дz 

w 

( ОРхх дРух дРzх) ) 
-у -а;- + ау + дz + Рху - Рух dw. 

45 

Тогда условие отсутствия вращения можно записать в виде одного объ

ёмного интеграла: 

JIJ( ( дРху дРуу дРуz (F o2
Uy)) 

х --+--+--+р --- -
ОХ ду oz у дt2 

w 

В первой подынтегральной скобке - левая часть второго уравнения 
Коши, во второй - левая часть первого уравнения Коши, равные О. 

Поэтому условие отсутствия вращений вокруг Oz Jаписывается совсем 
просто: 

JJJ(Pxy- Pyx)dw =О. 
w 

Так как объём w интегрирования произвольный, отсюда следует равен
ство Рху = Рух . По аналогии Pxz = Pzx и Pyz = Pzy· Таким образом, 
матрица компонент напряжения обладает такой же симметрией, как и 

матрица компонент чистой деформации. По главной диагонали матри

цы- нормальные напряжения, а касательные напряжения, симметрич

ные относительно этой диагонали, попарно равны. 
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2.5. Преобразование компонент тензора 
напряжения к новым осям координат 

Пусть в системе координат (х, у, z) заданы шесть комnонент наnря
жения: Рхх. Руу. Pzz, Рху. Pxz. Pyz· Также оnределены наnравляющие 
косинусы осей новой системы координат (х', у', z'): 

х у z 
х' lt m1 n1 
у' l2 ffi2 n2 
z' lз mз nз 

Наnомним, что сумма квадратов элементов любой строки или лю

бого столбца равна l, а сумма nарных nроизведений любых двух строк 
или столбцов равна О (глава 1.5, стр. 26). 

Ставится задача: выразить «новые» комnоненты того же наnряже

ния через его «старые» комnоненты. На nервом этаnе будем рассматри

вать каждую новую ось как нормаль к косой nлощадке, для наnряжения 

на которой было nолучено основное соотношение: 

где l, т, n- наnравляющие косинусы нормали N. По аналогии оnре
делим: 

Рх' = Pxl1 + Pym1 + Pzn1, 

Ру' = Pxl2 + Pym2 + Pzn2, 

Pz' = Рхlз +Ру тз+ Pznз. 

Выnолним вывод формул nреобразования на nримере Pz', для nроекций 
которой на оси координат х, у, z заnишем: 

Pz'x ;"" Рххlз + Рхутз + Pxznз, 
Pz'y = Рухlз + Руутз + Pyznз, 
Pz'z = Pzxlз + Pzymз + Pzznз. 
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Теперь определим проекцию напряжения на какую-либо новую ось 

как сумму проекций старых координатных компонент на эту новую ось. 

Для нормального напряжения можно записать: 

Аналогично для касательного напряжения: 

Подставляя определённые на первом этапе Pxz', Pyz', Pzz', получим для 
нормальной компоненты: 

Pz'z' = (Рххlз + Рхуmз + Pxznз)lз + (Рухlз + Рууmз + Pyznз)mз+ 
+ (Pzxlз + Pzymз + Pzznз)nз = 

= Pxxl~ + Pyym~ + Pzzn~ + 2lзmзРху + 2lзnзPxz + 2mзnзPyz, 

а для касательного напряжения: 

Pz'x' = (Рххlз + Рхутз + Pxznз)ll + (Рухlз + Руутз + Pyznз)ml + 
+ (Pzxlз + Pzymз + Pzznз)nl = Pxxlзll + Pyymзml + Pzznзn1 + 
+ Pxy(lзml + l1mз) + Pxz(lзnl + l1nз) + Pyz(mзnl + m1nз). 

Видно, что закон преобразования компонент напряжения к новым 

осям координат в точности повторяет аналогичный закон преобразо

вания компонент чистой деформации. Вид этогu закона является фор

мальным математическим признаком для классификации напряжения 

и чистой деформации, как тензоров ранга 2. 

Мы рассмотрели преобразование на примере Pz'. По аналогии 
запишем вместе с Рх'х' формулы преобразования других '-юрмальных 

компонент Ру'у' и Pz'z': 

Рх'х' = Pxxl~ + Руут~ + Pzzn~ + 2l1m1Pxy + 2l1n1Pxz + 2m1n1Pyz, 

Ру'у' = Pxxl~ + Pyym~ + Pzzn~ + 2l2m2Pxy + 2l2n2Pxz + 2m2n2Py2 , 

Pz'z' = Pxxl~ + Руут~ + Pzzn~ + 2lзтзРху + 2lзnзPxz + 2mзnзPyz· 

Если сложить эти три определения, то при нормальных напряжени

ях появится сумма квадратов направляющих косинусов, равная еди-
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нице, а при касательных напряжениях - равная нулю сумма парных 

произведений этих косинусов. 

Поэтому можно записать: 

- сумма нормальных напряжений для данного напряжённого состоя

ния не зависит от того, в какой системе координат она определена, т.е. 

она является величиной, инвариантной к преобразованию координат. 

2.6. Поверхность напряжений 

Пользуясь законом преобразования компонент напряжения к но

вым осям, определим нормальное напряжение на площадке с произ

вольно ориентированной нормалью N(x, у, z): 

Вычислим длину отрезка r = ~ (k- масштабный множитель) 
IPNNI 

и отложим её вдоль нормали N. Получим первую точку поверхности 
напряжения. 

Выполняя эти операции для каждого направления нормали N, ва
рьируя эти направления по всему полному телесному углу (41Г), полу

чим бесчисленное непрерывное множество точек- поверхность напря

жения. Найдём уравнение этой поверхности. Для этого определим: 

- х l = cos(x, N) = -; 
r 

m='#... 
r' 

z 
n = -. 

r 

k2 
А из выражения для r найдем: PNN = 2 , и подставим эти определения 

r 
в фор~улу для нормального напряжения: 

k2 х2 у2 z2 2ху 2xz 2yz 
2 = Рхх2 + РУУ2 + Pzz2 + -2-Рху + - 2-Pxz + - 2 Pyz· 
r r r r r r r 
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Умножив на r 2 , получим искомое уравнение поверхности напряже
ний: 

Это уравнение поверхности 2-го порядка с центром симметрии в начале 
координат (типа сферы, эллипсоида и т.д.). 

Оставляя начало координат неизменным, одним лишь поворотом 

осей координат (таким, чтобы они стали осями симметрии поверх

ности) приведем уравнение к каноническому виду, в котором все 

коэффициенты при произведениях координат равны нулю: 

Индексом р отмечены главные оси координат, а множители при них -
Р1, Р2 и Р3 - являются главными напряжениями (Р1 = Pxvxv и т.д.). 

Если в произвольной системе координат (х, у, z) для определения 
напряжения PN на площадке с нормалью N(x, у, z) необходимо задать 
полную матрицу компонент тензора напряжения: 

то в главной системе координат (хр, Ур, zp) для этого надо знать только 
три главных нормальных напряжения: 

~ ), 
Рз 

- в главной системе координат касательных напряжений нет. 

Компоненты напряжения на любой произвольной площадке с 

нормалью N(x, у, z) выражаются через главные напряжения наиболее 
просто - например, для нормальной компоненты: 
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Как и в любой системе координат (х, у, z), сумма главных напряжений 
равна той же величине, не зависящей от выбора системы координат: 

где С - инвариантная к выбору координатной системы константа для 
данного напряжённого состояния в данной точке среды. 

Заметим большое сходство описаний напряжённого состояния 
упругой среды и её деформации. Физической причиной этого сходства 

является то, что напряжения и деформации - элементы описания 

динамики и кинематики одного и того же упругого процесса. Ма

тематической причиной тождественности описаний является общая 

классификация напряжений и чистых деформаций в качестве тензоров 

ранга 2. 
Отмеченная общность напряжений и деформаций предполагает на

личие однозначной связи между ними, к рассмотрению которой мы пе

реходим в следующем разделе. 
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Схожесть математического описания деформаций и напряже

ний как тензоров ранга 2 отображает физическую связь между 

кинематическими и динамическими сторонами упругого процесса. 

Такая связь была установлена экспериментально Робt:ртом Гуком 

(англ. Robert Hooke) ещё в XVII в. - напряжение пропорционально 

упругой деформации. Рассмотрим вначале современные объяснения 

существования такой связи. 

3.1. Физические основы связи 

Причиной сопротивления тел изменению их размеров и формы под 

воздействием внешних сил являются силы внутреннего взаимодействия 

частиц тела (атомов, молекул). Приложеине внешних сил к телу вызы

вает возникновение сил противодействия внутри него. При сжатии рас

стояния между атомами сокращаются, их электронные оболочки сжи

маются, сминаются - и возникают силы взаимного отталкивания, 

которые носят квантово-механический характер. Величина сил оттал
кивания частиц очень быстро и нелинейно увеличивается с увеличением 

сил сжатия и уменьшением расстояния между частицами. Очевидно, 

дЛЯ любого тела есть предел сжатия: силы отталкивания возрастают 

настолько, что никаким внешним силам ещё более увеличить сжатие не 

удается. 

Если упругое тело растягивается, то расстояния между атомами 

увеличиваются и возникают силы электростатического при

тяжения атомов, препятствующие растяжению. При увеличении 

растягивающего усилия силы притяжения вначале растут, достигают 

максимума при некотором удалении атомов друг от друга, а при 
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Рис. 3.1. Зависимость сил взаи
модействия частиц от межато

мариого расстояния 

дальнейшем увеличении растяжения силы противодействия начинают 

уменьшаться и в пределе стремятся к нулю. Значит, внешние силы 

оказались настолько велики, что внутренние связи разорвались, и 

целостность образца нарушилась. 

Таким образом, зависимость внутренних сил противодействия от 

межатомных расстояний имеет сугубо нелинейный характер (рис. 

3.1 ). В отсутствии внешних сил притяжение и отталкивание частиц 
взаимно компенсируются, и сила взаимодействия f равна О. Этому 

уравновешенному состоянию соответствует расстояние т0 между 

частицами, при котором потенциальная энергия взаимодействия Е 

имеет глубокий минимум («потенциальная яма»). При сближении 

частиц Е стремительно растет, а при растяжении- плавно убывает. 

Очевидно, что величина межатомного расстояния покоя то специ

фична и для каждого вещества своя, определяемая структурой атомно

го строения (числом электронных оболочек, плотностью электронов на 

них и т.д.). 

Если рассматривать внешние силы, малые по сравнению с внут

ренними силами межатомных связей и, соответственно, малые измене

ния внутренних сил !::!..f и расстояний между частицами !::!..т вокруг точ

ки покоя то, то можно аппроксимировать кривую касательной к ней в 

этой тоуке. При этих условиях приращение сил взаимодействия частиц 

оказывается пропорционально приращению межатомных расстояний: 

дf = ko · D..r, где k0 -угловой коэффициент касательной к кривой f(r) 
в точке r =то. 
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Рис. 3.2. Закреплённый стержень, рас
тягиваемый внешней силой 
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Пусть закреплённый с 'одной стороны стержень сечения S и длины 
l растягивается внешними силами F (рис. 3.2). Такой стержень в пер
вом приближении можно представить совокупностью многочисленных 

атомных цепочек, вытянутых вдоль стержня. Если по - число таких 

цепочек, приходящееся на единицу площади поперечного сечения, то 

общее числоих-по · S. Предположим также, что все цепочки одина
ковы по своим свойствам. Тогда внешняя сила уравновешивается сум

марным противодействием всех цепочек: 

F = 2:: 75:} = пoSkol:1r. 

~ F !:1r !:1l 
Введём Pj1 = - - нормальное напряжение и ell 

s ~ 
относительное продольное удлинение. Тогда можно записать: 

Здесь Е = п0k0r0 - модуль Юнга, величина, определяемая физи

ческими свойствами материала стержня: плотностью распределения 

атомных цепочек в поперечном сечении (по), угловым коэффициентом 

сил притяжения атомов (ko) в точке r = ro, межатомным расстоянием 
покоя (r0 ). Величина Е, таким образом, определяется многими 

факторами и потому изменяется в широких пределах в зависимости от 

литологии горных пород и условий их залегания. 

Поскольку относительное удлинение е11 - безразмерная величина, 

размерность модуля Юнга совпадает с размерностью напряжения (Па, 

например). Если оценить рассматриваемые величины их средними зна

чениями: Р11 = 2000 Па, Е = 2 · 106 Па, то им соответствует относи
тельное удлинение е 11 = 10-3 , т.е. растяжение стержня длиной в l м на 
l мм. 
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При растяжении стержня из-за увеличения межатомного рассто

яния взаимное отталкивание атомных цепочек уменьшается. Поэтому 

одновременно с растяжением образца происходит уменьшение его 

поперечных размеров - поперечное сжатие е1.. Можно считать, что 

оно пропорционально вызвавшему его продольному растяжению: 

е1. -ае 11 , где знак «минус» указывает на противоположность 

продольных и поперечных изменений, а а - коэффициент Пуассона, 

неотрицательная безразмерная величина (а ~ 0). Маловероятно, 
что продольное растяжение может сопровождаться увеличением 

поперечных размеров. 

Пусть внешнее воздействие характеризуется силой, действующей 

на площадку с нормалью Ох. Тогда продольное растяжение е11 = ехх. а 
поперечное сжатие 

Определим относительное объёмное расширение при односторон
нем растяжении стержня: 

Маловероятно, что при растяжении образца его объём будет умень

шаться и, наоборот, при сжатии - увеличиваться. Это обуславливает 

неотрицательность величины (1 - 2а) ;;;:;: О. Отсюда видно, что коэф
фициент Пуассона имеет и верхнюю границу: а ~ 0.5. Таким образом, 
этот коэффициент может изменяться в относительно узких пределах: 

О~ а~ 0.5. 

Как мы увидим в дальнейшем, коэффициент Пуассона существенно 

влияет на другие уnругие константы. В частности, он оnределяет соот

ношение скоростей распространения продольных и поперечных волн. 

Простые соотношения между наnряжениями и деформациями nолуче
ны для одностороннего сжатия (растяжения) образца. Обобщим соот

ношения связи nоследовательно: вначале для главных наnряжений и 

удлинений, а затем для nроизвольных деформаций и напряжений, ис

nользуя формулы nреобразований напряжения и деформаций к новой 
системе координат. 
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удлинений 
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Выделим из упругой среды малый объект- прямоугольный парал

лелепипед, построенный на главных осях напряжения и деформации 

(хр, Ур, zp). В главной системе координат и наnряжения, и деформации 
оnисываются лишь тремя главными компонентами- нормальными на

пряжениями Р1 , Р2 и Рз и главными удлинениями е1, е2 и ез. Сдвигавые 

деформации и касательные напряжения в главной системе координат 

отсутствуют. Поэтому прямоугольность параллелепиледа в результате 

деформации не нарушится -лишь его прямоугольные грани расянутся 

или сожмутся. 

Ввиду малости упругих напряжений и деформаций они подчиняются 

принцилу сулерпозиции: реакция среды на сложное, суммарное воз

действие равна сумме реакций на компоненты суммарного воздействия. 

Проанализируем nоследовательно деформации, соответствующие на

пряжениям Р1 , затем Р2 и Рз. 

Наnряжению Р1 на площадке с нормалью Охр соответствует 

продольное сжатие (или растяжение) вдоль той же оси е 11 (первый 
индекс соответствует напряжению Р1 , второй указывает, вдоль какой 

оси удлинение рассматривается): е 11 = 1;PI, а вдоль двух друi'ИХ осей 
(второй- Оур, третьей- Ozp) возникнут поnеречные растяжения (или 
сжатия): е12 = е1з = -ае11 = -ЁРl. 

Напряжению Р2 на площадке с нормалью ОуР соответствует про
дольное растяжение вдоль той же оси: е22 = -JEP2, и два nоперечных 
сжатия вдоль осей ОхР и Ozp: е21 = е2з = -ае22 = --ЕР2. 

Аналогично, напряжению Р3 соответствует продольное растяжение 
вдоль оси Ozp: е33 = 1;Р3 , и полеречные сжатия вдоль осей Охр и Оур: 
е31 = ез2 = -аезз = --ЕРз. 

При одновременном действии трех напряжений деформации вдоль 

каждой оси складываются из одного продольного растяжения и двух 

поперечных сжатий: 
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Соотношения между главными компонентами напряжения и деформа

ции можно унифицировать, прибанив и вычтя Epl к первому уравне
нию, Е Р2 - ко второму и Е Рз - к третьему. Тогда в каждом уравнении 

появится общее слагаемое: 

- сумма нормальных напряжений инвариантна к выбору системы ко

ординат. Тогда получим: 

В каждом уравнении присутствует жёсткое соответствие ei и Pi, а все 
1 а 

остальные параметры связи одни и те же: ei = Е Pi - Е s. 

3.3. Общие соотношения закона Гука для 
однородной изотропной идеально упругой среды 

Для перехода от соотношений связи в гЛавной системе координат к 
общим выражениям используем формулы преобразования компонент 

напряжения и деформации к новой системе координат (х, у, z). 
В качестве старой системы координат используем главные оси 

(хр, уР, zp). Как обычно, новые оси заданы таблицей направляющих 
косинусов: 

х у z 
х' ll ffil n1 
у' l2 ffi2 n2 
z' lз mз nз 
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Напомним, что сумма квадратов строки или столбца равна 1, а сумма 
парных произведений двух строк или двух столбцов равна 0: 

3 3 3 
2:: z; = 2:: тт = 2:: пт = 1, 
i=l i=l i=l 

3 3 3 

2:: limi = 2:: mini = 2:: lini = О. 
i=l i=l i=1 

Воспользуемся формулами преобразования компонент напряжения 
чистой деформации от одной системы к другой. Учтём, что в главной 

системе координат нет ни касательных напряжений, ни сдвvговых 

деформаций: 

Рхх = P1l~ + P2mi + P3ni, 

Руу = P1l~ + P2m~ + Рзп~, 
Pzz = P1l~ + P2m~ + Рзп5, 
Рху = P1l1l2 + P2m1m2 + Pзn1n2, 
Pxz = Ptl1l3 + P2m1mз + Pзn1n3, 
Pyz = P1l3l2 + P2m3m2 + Рзnзn2, 

_ z2 2 2 
ехх- е1 1 + e2m1 + езn1 , 

еуу = e1l~ + e2m~ + езn~, 
ezz = e1l~ + e2m~ + e3n~, 
еху = e1l1l2 + e2m1m2 + eзn1n2, 
exz = e1l1lз + e2m1m3 + e3n1n3, 

eyz = e1lзl2 + e2m3m2 + e3nзn2. 

Подставим в определение ехх полученные в предыдущем разделе соот

ношения закона Гука для главных осей координат ei = iPi- Es: 
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В первых скобках - выражение для Рхх через главное напряжение; 

сумма, заключённая во вторые скобки, равна 1: 

Запишем по аналогии для двух других удлинений: 

Как видим, соотношения для удлинений и нормальных напряжений ин

вариантны к выбору системы координат. 

Произведём те же действия для сдвигавой деформации: 

eyz = (~Р1- ~s) l2lз + (~Р2- ~s) m2mз+ 

(
1 а) l+a + ЕРз- Es n2nз = ----в- (P1l2lз + P2m2mз + Рзn2nз)-

а 
- Es(l2lз + m2mз + n2nз). 

В первых скобках- определение для Pyz; во вторых- О, поэтому: 

По аналогии для других сдвиговых деформаций запишем: 

Если бы целью вывода было выражение деформаций через напряже

ния, то цель достнгнута. Однако для вывода уравнений динамического 

раnиовесия в упругих смещениях необходима обратная зависимость -
напряжения как функции деформаций. Это связано с тем, что основой 

для этого вывода служат уравнения Коши -уравнения динамического 

равновесия в напряжениях. 
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Получить обратную зависимость для сдвиговых деформаций и ка
сательных напряжений не составляет никакого труда: 

Е 
Pxz = -

1
--exz· 
+а 

Для удлинений и нормальных напряжений это· сделать сложнее. 

Приходится рассматривать полученные уравнения связи как систему 

трех уравнений с тремя неизвестными: Рхх. Руу. Pzz· Решение системы 
осуществим по правилу К.рамера. Из коэффициентов при неизвестных 

образуем и вычислим главный определитель системы (DM): 

1 ст ст 1 -а -а Е -lE -Е 1 
DM= ст ст =-· -а 1 -а -Е Е -lE вз 

-~ ст 1 
Е -Е Е -а -а 

(1 + а)2 (1- 2а) 
Е3 

Определители д.ля неизвестных получают из главного определителя 

заменой соответствующего столбца его столбцом свободных членов 

уравнений (у нас ехх. еуу. ezz ). Например, д.ля первойнеизвестной Рхх: 

ехх 
ст ст 

ехх -а -а -lE -Е 1 
D1= еуу 

ст =-· еуу 1 -а Е -lE Е2 
ezz -~ 

Е ezz -а 1 
Е 

1+а 
= Е2(ае + ехх(1- а)), 

где е= ехх + еуу + ezz· Тогданеизвестное напряжение Рхх определя
ется как частное от деления D1 на DM: 

D1 аЕ Е 
Рхх =- = )( )е+ -Схх· DM (1 +а 1 - 2а 1 -а 

По аналогии, без вывода, запишем д.ля двух других нормальных напря

жений: 

D2 аЕ е Е 
Руу = DM = (1 + а)(1- 2а) + 1- а еуу, 

DЗ аЕ Е 
Pzz = DM = (1 + а)(1- 2а) е+ 1- а Czz· 
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Заметим, что в полученных выражениях множители при удлинениях и 

сдвигах одни и те же. Для сокращения записи вводят новые упругие 

константы, предложенные Ламэ и носящие его имя: 

Л_ crE 
- (l+cr)(l-2cr)' 

Е 

Тогда, окончательно, общие соотношения закона Гука принимают вид, 
удобный для записи, восприятия и запоминания: 

Рхх = ле + 2J.1Exx, 
Руу = ле + 2J.Ieyy, 
Pzz = ле + 2J.1Ezz, 
Рху = 2J.LExy 1 

Pxz = 2f.lExz, 
Pyz = 2J.LEyz· 

Одна из двух математических констант Ламэ имеет явный физический 

смысл: J.l является модулем сдвига, константой связи касательных на
пряжений и сдвиговых деформаций. 
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Глава 4. Кинематические уравнения 
динамического равновесия 

В теории напряжений были получены уравнения Коши, удовлетво

рение которых обеспечивает динамическое равновесие упругой среды. 

В каждый момент времени, в каждой точке среды сумма всех сил -
внутренних (напряжений) и внешних- должна уравновешиваться си

лой инерции. Поставим задачу nерейти от этих уравнений к уравнению 

динамического равновесия среды в уnругих смещениях. Для удобства 

nерехода соберём вместе итоговые определения деформаций, наnряже

ний и уравнения связи между ними. 

4.1. Полная система уравнений для идеально 
упругой изотропной среды 

Из теории деформаций, изучающей кинематику уnругих nроцессов 

и оnисывающей уnругие смещения и вызванные ими изменения формы 

и размеров элементов среды, возникающие поддействием внешних сил, 

известно, что малая деформация nолностью оnисывается тремя видами 

компонент: удлинениями, сдвигами и nоворотами. 

Удлинение оnределяется как относительное изменение линейных 

размеров тела вдоль заданного направления. Удлинения вдоль 

координатных осей описываются следующим образом: 

дИу 
еуу = ду i 

Отметим, что сумма удлинений инвариантна к nреобразованию ко

ординат и является дилатацией е (т.е. относительным объёмным рас-
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ширением), или дивергенцией divU вектора относительного смещения 
U = Их · i + U11 • J + Иz · k: 

дUх дUу дИz . -
е = ехх + е1111 + ezz = дх + ду + дz = d1vU. 

Сдвиговые компоненты показывают скошения изначально прямых 

углов и вводятся следующим образом: 

_ 1 (дИж дИ11 ). 
ежу - 2 ду + дх ' 

_ 1 (дИх дИz). 
€xz- 2 дz + ОХ ' 

_ 1 (дU11 дИz) 
eyz - 2 дz + ду . 

Очевидно, что Ежу = е11х, Ежz = ezx, e11z = ezy· 

Повороты свидетельствуют об общем вращении соответствующей 

координатной плоскости: 

1 (дИz дU11 ). r..J =- -----
х 2 ду дz ' 

r..J = ~ (дИж _ дUz). 
у 2 дz дх ' 

1 (дU11 дИж) 
r..Jz = 2 ОХ + ду . 

Множитель ~ при определении сдвигов и поворотов введён как мас
штабный - для описания деформации в виде единообразного тензора 

второго ранга. 

В теории напряжений получены уравнения динамического равнове
сия (уравнения Коши), отображающие дИнамику упругого процесса: 

Эти уравнения связывают компоненты тензора напряжения и компо-

- д20 
ненты векторов внешней силы F и силы инерции дt2 • Установлено 
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также, что касательные напряжения попарно равны (Рху = Рух и т.д.), 
а сумма нормальных напряжений инвариантна к выбору системы коор

динат: Рхх + Руу + Pzz =С, гдеС-константа для данного наr1rяжён
ного состояния, не зависящая от того, в какой системе координат она 

определена. 

Третья группа соотношений описывает закон Гука и устанавливает 

связь между напряжениями и деформациями: 

Рхх = Ле + 2J..Lexx, 
Руу = ле + 2J..Leyy, 
Pzz = Ле + 2J..Lezz, 
Рху = 2J..Lexy, 
Pxz = 2J..Lexz, 
Pyz = 2J..Leyz· 

Здесь Л и J..L - константы Ламэ, Е и О' - физические константы - мо

дуль Юнга и коэффициент Пуассона соответственно. 

Таким образом, для описания всех сторон упругих процессов в иде

ально упругой однородной изотропной среде требуются всего две kЛН

станты- Л и J..L(или Е и 0', или, как будетпоказано позже, Vp и Vs)- и 

18 уравнений и определений (9 + 3 + 6 ), не считая описаний свойств де
формаций и напряжений, как тензора ранга 2. Однако упругий процесс 
в среде един в разных своих измерениях, и потому существует его еди

ное и единственное описание - уравнение динамического равновесия 

в упругих смещениях, являющееся, как станет ясно из анализа его ре

шения, волновым уравнением - математическим описанием процесса 

распространения упругой волны в среде. 

4.2. Уравнения динамического равновесия в 
упругих смещениях 

Проведём вывод на примере преобразований первого из трех урав

нений Коши: 

дРхх дРух дРzх (F _ д2Их) =О 
дх + ду + д z + р х дt2 о 



64 Глава 4. Кинематические уравнения дИ113мического равновесия 

Подставим в это уравнение соотношение закона Гука для входящих 

в него компонент напряжения: 

Поскольку Л и f-L- константы для однородной среды и не являются 
функциями координат, они выходят за знак дифференцирования nри 

подстановке определений комnонент наnряжения в рассматриваемое 

уравнение Коши: 

Исnользуем кинематические оnределения компонент чистой деформа

ции: 

д Их 
Ехх = дх ; 

Получим: 

_ ~ (дИх дUу) о 
Еху - 2 ду + ОХ ' 

_ ~ (дИх дИz) 
Exz- 2 дz + дх о 

«Чистые» вторые nроизводные компоненты смещения Их по х, у, z 
можно объединить одним знаком лаnласиана: 

iPV i12 V iJ2 U . 
а оставшиеся nроизводные ~, ~ и "--"'-Lд д содержат общее диффе-(-х схсу х z 
ренцирование по х: 

1-L (д2Их + iРИу + iPИz) = !_ (дИх + дИу + дИ") = д8 
дх2 дхду дхдz /-L дх дх ду дz J.L дх о 

Здесь ИСЛОJJЬЗОВЗНО оnреде.лениедилатации; е=~+~+ ~о 
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Поэтому преобразованное первое уравнение Коши может быть за

писано в более компактной форме: 

Без вывода, по аналогии запишем результаты таких же преобразований 

второго и третьего уравнений Коши: 

Полученные скалярные уравнения динамического равновесия в 

упругих смещениях носят название уравн.ен.ия Ламэ. Они связывают 

координатные компоненты вектора внешней массовой силы: F = 
Fx · i + Fy · J + Fz · k, вектора упругих относительных смещений: 
й = Их· i + Uy · J + Иz · k, а также градиента относительного объёмного 
расширения - дилатации е: grad е = ve = ~~ . i + ~~ . ; + %~ . k. 

Поскольку е есть дивергенция вектора смещения U: е = divU, то 
grade = graddivU. 

Учитывая эти определения, умножим первое уравнение Коши на i, 
второе - на J, третье - на k, сложим их и получим векторное уравне
ние динамического равновесия: 

- - (- iРй) (.Л+JL)graddivИ+JLV2U+p F- дt2 =0. 

Для придания этому уравнению вида, более приближенного к сей

смическим процессам, воспользуемся известным соотношением век

торного анализа: 

rotrotй = graddivй- V2U, 

из которого определим 

V2 й = grad divй - rot rot й' 
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и представим уравнение в виде 

- - (- д2й) (>. + 2J.L) grad divи- JL rot rot и+ р F- дt2 = О. 

Теперь разделим уравнение на плотность р и определим новые упру

гие константы: 

v§ =!!. 
р 

Оставляя в левой части уравнения слагаемые, содержащие вектор 

упругого смещения й, получим окончательно: 

2-
2 - 2 - ди -Vp grad divи - V8 rot rot и - дt2 = - F. 

Таким образом, условие динамического равновесия среды может быть 

описано либо тремя скалярными уравнениями Ламэ, либо единым век

торным уравнением. Эта вторая форма имеет ясное физическое истол

кование. Справа в уравнении стоит F- вектор внешней массовой си
лы, возбуждающий в среде упругие колебания. В левой части расnоло

жено слагаемое, содержащее дилатацию divЙ с множителем Vfi - это 
описание продольных колебаний, связанных с изменениями элементар

ных объёмов. Второе слагаемое с множителем Vj содержит rot Й и 
описывает вращательные поперечные смещения. Последнее слагаемое 
в левой части уравнения есть «остаток» от силы инерции - ускоре

ния уnругого смещения. Уравнение в целом является математическим 

выражением физического принцила Даламбера- сумма всех сил, ис
ключая силу инерции, равна О - в его «nереложении на язык» упругих 

смещений. 
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4.3. Частные формы уравнения динамического 
равновесия 

4.3.1. Безвихревое поле 

67 

Если поле упругих смещений О безвихревое, то есть й йv и 
rot й = О, то оно описывается векторным уравнением 

2 -
2 - д Ир -Vp graddivИp- д{2 = -Fp. 

При этом в выражении V'2 И-;, = grad divИ-;, - rot rot и-;, второй член 
правой части равен О, и V'2 И-;, = grad divИ-;,. 

Тогда можно записать: 

2 -
2 2 - д Ир -

VpV' Ир- д{2 = -Fp. 

4.3.2. Эквиволюмиальное поле 

Если упругое поле таково, что от9'Тствует изменение объёма, то 

есть равна нулю дилатация: е = divИ = О, то оно называется экви

волюмиальным полем вращений ( й = й s) и описывается уравнением 

2 -
2 - д Иs --V8 rotrotИs- --at2 = -Fs. 

При этом в выражении дЛЯ V'2И~ = grad divИ~- rot rot И~ первый 
член правой части равен О, и V'2И~ = - rot rot И~. 

Тогда уравнение принимает вид 

2 -
2 2 - д Иs -V8 V' Иs- --at2 = -Fs. 
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4.3.3. Уравнение дли дилатации вектора упруrих смещений 

Продифференцируем nервое уравнение Ламэ по х, второе - по у, 

третье- по z, а результаты сложим: 

В первых скобках - лапласиан дилатации: 

во вторых и третьих скобках -дивергенция векторов Й и F 

d
. и- дUж дUу дUz 
IV = -- + -- + --

дх ду дz ' 

d
. F- дFх дFу дFz 
IV =--+-+-. 

дх ду дz 

Поэтому два первых члена уравнения можно объединить, добавив вто

рую константу Ламэ f.L к множителю (Л+ f.L): 

2 - д2 - -
(Л+ 2f.L)V' divU- р дt2 divU = -pdivF. 

Разделив уравнение на р и введя V) = л~2Р., получим окончательно: 

22·- а2.- .-
Vp \7 d1vU - дt2 d1vU = -d1v F. 

В другой форме: 

v2v2e - д2е = -Ф 
р дt2 ' 

гдеф = divF. 
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4.3.4. Уравнение для ротации вектора ynpyrиx смещений 

Продифференцируем третье уравнение Ламэ no у, второе- no z и 
вычтем второй результат дифференцирования из nервого: 

(' ) ( а2е а2е) "2 (аиz дИу) л+J.L ----- +J.Lv --- + ozoy oyoz ду oz 
+ Р (iJFz _ oFy _ ~ (iJИz _ дИу)) =О. 

оу oz ot2 оу oz 
В nервых скобках, очевидно, О, а в оставшихся членах уравнения - х

комnоненты rot tJ и rot F : 

и- (iJИz дИу) 7 (дИх дИz) """! (дИу дИх) k-rot = -- - -- z + -- - -- J + -- - -- , 
ду дz дz ах ох ду 

F- (iJFz оРу)"""! (дFх дFz)-: (oFy дFх) k-rot = ---- z+ ---- J+ ---- . 
ду oz oz ОХ ох ду 

Для nолучения у- и z-комnонент ротации векторов tJ и F нужно вычис
лить (:z{l}- ~{з}) и (:х{2}- :У{l}).гдецифрамивфиrурных 
скобках обозначены nервое, второе и третье уравнения Ламэ. 

Объединяя все проекции в один вектор, получим уравнение для ро

тации произвольно ориентированного вектора упругих смещений: 

22- az- -
V8 V rot И - iJtZ rot U = - rot F. 

4.3.5. Уравнение для скалярноrо потенциала смещений 

Используем уравнение для дивергенции е = divtJ и подставим туда 
формулу Гельмгольца для вектора относительных смещений tJ и воз
буждающей силы F: 

О= gradФ + rot Ф, F = gradT + rot:f, 

где Ф и Т - скалярные, а Ф и Г - векторные потенциалы векторов 
смещений и внешней силы соответственно. 
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Получим: 

2 2 - iP -Vp V div(grad Ф + rot Ф) - дt2 (grad Ф + rot Ф) = 

= -div(grad т + rot Г). 

Заметим, чтodivgradФ = V("VФ) = V2Ф. 
Аналогично div grad Т = V 2T. 
Кроме того, div rot Ф = V (V х Ф) = О, так как V и V х Ф -взаимно 

перпендикулярные векторы, скалярное произведение которых равно О. 

Аналогично div rot Г = О. 
Поэтому уравнение принимает вид: 

Меняя порядок дифференцирования, можно записать: 

С точностью до линейной зависимости Ф(х, у, z) =ах+ Ьу + cz от
сюда следует уравнение для скалярного потенциала упругих смеще11ий: 

4.3.6. Уравнение для вектор-потенциала смещений 

Подставим формулу Гельмгольца в уравнение для ротации векторов 

UиF: 

2 - 82 - -V8 rot(grad Ф + rot w)- дt2 (grad Ф + rot w) = - rot(grad Т+ rot Г). 

Но rot grad Ф = V х ('\7Ф) = О и аналогично rot grad Г = О. 
Так как вихревое поле упругих вращений является эквиволюмиаль

ным, то divФ =О и rot rot Ф = -V2Ф. 
Аналогично rot rot Г = - V 2f. 
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Поэтому уравнение примет вид: 

Меняя порядок дифференцирования, можно записать: 

С точностью до линейной функции Ф(х, у, z) = iix + Ьу + ёz отсюда 
следует уравнение для скалярного потенциала упругих смещений: 

4.3. 7. Колебания, возбуждаемые жёстким экраном 

Рассмотрим ещё один частный случай- уравнения Ламэ для упру

гих колебаний, возбуждаемых жёстким экраном. Предположим, что с 

плоскостью хОу совмещен жёсткий бесконечный по х и у экран (рис. 

4.1 ). 

Жёсткость экрана означает, что все точки этой поверхности испы

тывают одни и те же смещения: О = Их· i + Uy · J + Иz · k. Векторы 
возбуждающей силы и упругих смещений являются функциями только 

одной пространствеиной координаты z и не зависят от х и у, т.е. О = 

U(z, t) и F = F(z, t). Поэтому ~~ = ~~ = ~~ = ~~ = О. Тогда 

Рис. 4.1. l(олебания nлоского 

жёсткого зкрана в безграничной 

среде 

х 

у 

z 
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- д2Й д2Й д2Й лапласиан равен 'fil2U = v + 7iif- +~·а дилатация определяется 
ЛИШЬ ОДНИМ ЧЛеНОМ: е = ~. 

Первые два уравнения Ламэ при этом пр иннмают вид: 

или при переходе к константам Vfi, V§: 

В третьем уравнении Ламэ содержатся подобные члены (Л+ J.L) д;Sz 
2-

и J.L д д~~ , поэтому уравнение может быть представлено в виде: 

или при переходе к константам Vfi, V§: 

2- 2-v2 а Иz _а Иz = -F 
Р дz2 at2 z· 

Как видно, снова форма уравнений одна и та же. Только х- и 

у-компоненты вектора смещения описываются уравнениями с 

множителем V§. Смещения Их и Uy распространяются как попе
речные. Смещение Иz описывается уравнением с множителем Vfi и 
распространяется как продольное, поскольку ось Oz - направление 

расnространения. 

4.3.8. Обобщение частных случаев 

Как видно из анализа рассмотренных частных случаев, все частные 

случаи уравнений имеют одну и ту же форму: 
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ЕслиР ~ { Fp }.тоQ~ { Up 
} иV ~ Vp divF-;, divu-;, =е 

у ф 

ЕслиР ~ { Fs }.тоQ~ { Йs } rotF~ ro~Us и V = Vs. 
г 

Заметим, что продольные смещения, дивергенция произвольнога 

вектора смещения (дилатация) и скалярный потенциал описываются 

уравнениями с одним и тем же множителем Vfi. Поперечные смещения, 
ротация произвольнаго вектора смещения и векторный потенциал 

упругих смещений описываются такими же уравнениями, но с 

множителем V§. Это свидетельствует о том, что дивергенция и 
скалярный потенциал соответствуют продольным смещениям, а 

ротация и вектор-потенциал- поперечным смещениям. 

Все полученные частные уравнения динамического равновесия яв

ляются дифференциальными уравнениями 2-го порядка, наличие пра

вой части определяет их как неоднородные уравнения. В математике 
решениенеоднородного дифференциального уравнения (с правой ча

стью) вначале редуцируется к нахождению общего решения соответ

ствующего однородного уравнения, а затем ищется частное решение 

подстановкой правой части в полученное общее решение. 

В сейсморазведке обнуление правой части уравнения динамическо

го равновесия соответствует «отключению» источника сейсмических 

колебаний - возбуждающей массовой силы F. Но без причины 
никакие упругие процессы в среде не возникают. Поэтому решать 

приходится всё женеоднородное дифференциальное уравнение второго 

порядка. Однако решение можно упростить, если считать, что источник 

сейсмических колебаний действует практически мгновенно, в момент 

t = О. В любой иной момент времени t "# О источник отсутствует 

и можно рассматривать однородное дифференциальное уравнение с 

нулевой правой частью и искать его решение. Найдя это решение, надо 
учесть начальные (t = О) или граничные (х, у, z = О) условия. Это 
позволяет конкретизировать решение, привязав его к определённому 

описанию действия источника. 

Существует и более общий подход к решению дифференциальных 

уравнений с применением спектральных преобразований, которые сво

дят дифференциальные уравнения к алгебраическим уравнениям для 

спектров функций источника P(w) и упругих процессов Q(w). 
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Все полученные в предыдущем разделе виды уравнения ди

намического равновесия дЛЯ идеально упругой среды являются 

линейными дифференциальными уравнениями второго порядка в 
частных nроизводных. Используем дЛЯ решения типового уравнения 

наиболее общий спектральный метод и применим математический 

аппарат аналитического исследования линейных систем. 

5.1. Спектральный метод решения 

Рассмотрим типичное уравнение динамического равновесия упру

гой среды: 

V2V2Q- д2Q = -Р 
дt2 , 

где Р = Р(х, у, z, t) - функция, описывающая действие источника, а 
Q = Q(x, у, z, t) - искомая функция, описывающая упругие процессы 

в среде с параметром V.* 

* Решение такого уравнения стандартно ищется в .а.ва этапа. Вначале находится 

фундаментальное решение (называемое функцией Грина)уравнения V2~2G- ~ = 
8(х, у, z, t), то есть уравнения с импульсным точечным источником в правой части; а 
затем- решение исходного уравнения как свёртка функции Грина и функции источника: 

Q(x,y, z, t) = Р * G. (Прим. ред.) 
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Зададим функцию источника в виде произведения двух сепарабель
ных (с разделёнными переменными) функций: 

Здесь б(z)- импульс Дирака, соответствующий возбуждению колеба

ний всей плоскостью (z = О) как жестким экраном; U1(t)- функция 

времени, описывающая смещения, задаваемые источником; ~ -
ускорение этого смещения. 

Тогда и функция Q, описывающая упругие процессы, возбуждаемые 
жестким экраном, также является функцией лишь двух переменных: 

Q = Q(z, t) = U2(z, t). 

В этих ограничениях :х = :У = О и \72 = ~.а уравнение прини
мает вид 

После умножения на -1 и перестановки членов в левой части получим: 

Решение уравнения динамического равновесия должно установить 

связь между функцией источника U1 (t), и иЗJJучаемым им сигналом 
U2(t). Задача является типичной д.ля теории линейных систем - зная 
сигнал на входе системы и её характеристики, найти сигнал на выходе 

системы. 

Применим к полученному уравнению двумерное преобразование 

Фурьепопеременным t +-+ (LI, z +-+ v, где (LI- круговая частота (рад/с), 
v - круговое волновое число, или пространствеиная частота (рад/м). 
Пусть сигнал U1 (t) имеет одномерный спектр U1 ((LI ), а выходной сигнал 
U2 (t, z)- двумерный спектр U2 ((LI, v). Импульсу Дирака соответствует 
спектр, равный 1, -константа по переменной v: 8(z) +-+ 1. Тогда в 
соответствии с теоремой о спектре сеnарабельных функций: 
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Используя теорему о спектре производной, найдем: 

Данное утверждение верно при нулевых начальных и граничных 

условиях д.nя функций смешения и их производных: 

И\ - dUll -О 
1 t=O - -;[l t=O - ' 

И2(О, z) = И2(t, О) =О, 
дИ2(О, z) = дИ2(О, z) = дИ2(t, О) = дИ2(t, О) =О. 

дz дt дz дt 

В этих определениях переведем уравнение динамического равновесия 

из пространственно - временной (t, z) в спектральную частотно- вол

новую (w, v) форму: 

((j(IJ)2 - (jvV) 2
) Й2(w, v) = 1· (j(IJ)2U1(w). 

Отсюда определим спектральную частотно-волновую характе
ристику среды K((l.), v) как отношение спектра сигнала на выходе 
Й2(w, v) к спектру сигнала на входе Й1 ((1.)): 

В соответствии со спектральной теоремой свертывания, произведе

нию Фурье-трансформзит одного типа соответствует свёртка соответ

ствующих Фурье-трансформзит другого типа: 
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Здесь k(t, z)- импул~сная пространствеино-временная характеристи
ка среды и k(t, z) .._.. K(r.,;, v). 

Таким образом, д,ля спектрального решения уравнения равновесия 
надо найти импульсную характеристику среды. Используем для этого 

теорему разложения Хевисайда, обычно применяемую для аналитиче

ского исследования линейных систем. 

Обозначим р = jv, q = jv и будем считать вначале р переменной 
величиной, а q - константой. При таком подходе 

K(r.,;, v) = К(р, q = const) = Kq(p), 

- спектральная волновая характеристика среды по параметру q 
(для гармоники частоты r.,; ): 

В соответствии с теоремой Хевисайда, линейная система с функцией 
передачи К(р) , представимой частным от деления степенного много
члена степени т числителя на такой же многочлен степени n знамена
теля (Ка(р), Кь(р) соответственно и т< n): 

m + m-1 + m-2 + + + к- ( ) К(р) = Р am-1P am-2P · · · щр ао а р 

pn + Ьn-1Pn- 1 + Ьn-2Pn-2 + · · · + Ь1р + Ьо = Кь(р) 

имеет импульсную характеристику (в нашем случае функцию z) вида 

Здесь Pi - корни знаменателя, т.е. результат решения уравнения 

Кь(р) = О; Кь'(р) = dk;JP) - производная многочлена зна\'/енателя 
по переменной р, и Кь'(Рi) -значение этой производной прн р = Pi· 
Аналогично Ka(Pi) - значение многочлена числителя при том же 
аргументер = Pi· 

В рассматриваемой волновой характеристике Кч(Р) по параметру 
q в числителе- постоянная величина, не зависящая от р: Ка = -q2 . 

Многочлен знаменателя и его производная равны: Кь(Р) = р2 - q2 , 
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i<~(p) 2р. Приравнивая Кь(р) нулю: р2 - q2 = О, найдём корни 
знаменателя: Р1,2 = ±q. Тогда f<~(p1,2) = ±2q. 

Используя формулу Хевисайда, найдём пространствеиную характе

ристику среды по параметру q: 

2 f< ( ) . ~ ( qz -qz ) а Pi . z 2 е е q z - z kq(z) = 2:: - ·еР' = -q - + -- = -(eq -е q ). 
i=l Кь'(Рi) 2q -2q 2 

Восстановим значение q = j v и запишем решение как выражение 
спектральной пространственно- частотной характеристики 

среды: kq(z) = k(w, z) = ~(eJ"'v - e-J"'v). 

До получения искомой импульсной пространствеино-временной 

характеристики среды остался один шаг - обратное преобразование 

Фурье функции k(w, z) ~ k(t, z), которое можно осуществить 
простыми рассуждениями. Прежде всего заметим, что множитель jw 
является спектральным «образом» операции дифференцирования по 

переменной t: jw ~ ft при нулевом начальном условии. Функцианалы 
e±J"-'v являются функциями запаздывания в соответствии со спек
тральной теоремой смещения: U(t ± т) ~ U(w) · е±J""т. Наконец, 
«невидимый» множитель 1 имеет Фурье-трансформзиту в виде 

импульса Дирака: 1 ~ t5(t) и 1·e±J"'v ~ t5(t=F v ). Поэтому импульсная 
пространствеино-временная характеристика упругой среды k(t, z) 
определяется выражением k(t, z) = 2~ Jt (б(t- v)- б(t + v )) . 

Тогда искомое решение уравнения динамического равновесия мо

жет быть найдено свёрткой: 

Так как операция дифференцирования является линейной, её можно 
отнести ко второму операнду свёртки: 

dU(t) - . - dИt(t) 
-- • U1(t) ~ U(w) · зr..v · И1(w) ~ U(t) • --, 

dt dt 

и тогда 

1 ( z z ) dU1(t) U2(t z) =- б(t--)- t5(t +-) • --' 2V V V dt . 
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При этом dИJP) = v1 (t)- скорость упругого смещения, и решение 
можно записать в виде 

1 ( z z ) И2(t,z) = 
2

V J(t- V)- J(t +V) * v1(t), 

или 

1 ( z z ) И2(t,z) =- v1(t- -) -v1(t+ -) . 
2V V V 

Здесь использован интеграл Дирака: 

00 

v1(t) * J(t) = J v1(т)J(t- т)dт = v1(t), 
-00 

и аналогичное соотношение для свёртки v1 (t) с J(t ± v ): 

Таким образом, упругие смещения в среде пропорциональны не смеще

нию, задаваемому источником, а скорости этого смещения. (Для крат
кости опустим в дальнейшем индекс у скорости смещения, задаваемого 

ИСТОЧНИКОМ: V 1 := V.) 

5.2. Анализ полученного решения 

Основной особенностью полученного решения уравнения динами

ческого равновесия является связанность временной и пространствен

ной переменных в аргументах (t ± z/V), имеющих очевидную размер
ность времени (с). Тогда константа V должна иметь размерность м/ с, 
если размерность z - метры (м). Становится ясно, что V является ско
ростью распространения упругого колебательного процесса - скоро

стью волны в среде. Поэтому уравнение динамического равновесия в 

упругих смещениях можно назвать волновым. уравнением.. 

Необходимо строго различать понятия скорость смещения и ско

рость волны. 
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Если оценить амплитуду смещения U1 (t) величиной а = 0.5 мм -
максимальным значением, при котором смещения в среде ещё остаются 

упругими, период коJJебаний- величиной Т = 0.02 с (частота колеба
ний f = 1/Т = 50 Гц), то за четверть периода Т /4 = 0.005 с точка 
среды смещается на 0.5 мм, и средняя скорость упругого смещения на 
этом пути равна v = 100 мм/с, или 0.1 м/с. При уменьшении амплитуды 
коJJебаний скорость смещения частиц уменьшается, а с увеличением 

частоты - растёт, но во всяком случае скорость упругих смещений из

меряется метрами и долями метров в секунду. 

Скорость распространения упругих колебаний в среде намного 

больше - она измеряется сотнями и тысячами метров в секунду. Как 

видно, понятия скорость смещения и скорость волны описывают 

просто несопоставимые величины ( v « V ! ). 
Заметим, что скорость распространения воJJны V является также 

и амплитудным множителем в полученном решении волнового уравне

ния: чем больше скорость волны, тем меньше амплитуда колебаний. 

Обычно более высокоскоростные среды являются и более пJJотными. 
Произведение скорости V на плотность р (/ = V · р) называют воJJно
вым сопротивлением или акустической жёсткостью. Становится ясно, 

почему в среде с большей скоростью распространения упругой волны 

ампJJитуда колебаний меньше - среда как бы сильней сопротивляется 

упругим смещениям. 

Сосредоточим теперь внимание на первом функционаJJе решения: 
v (t- zjV). Обозначим волновой аргумент т = t- zjV. Если т- кон
станта, то постоянно и значение функции v(т). Но из определения т 

следует: z = V(t- т) и видно, что одному и тому же значению величи

ны v(т) соответствует z, увеличивающееся с ростом времени t. Упру
гая волна распространяется в среде, удаляясь от источника (nлоскости 

хОу) в сторону положительных значений z (z > 0). Скорость распро-
• dz V 

странения волны определяется производнон dt и равна . 

Во втором функционале решения имеется знак «плюс»: v (t + z/V), 
т= t + zjV и z = V(т- t)- удаJJение z с ростом времени t уменьша
ется, уходя в отрицательные значения z. Такая форма записи волнового 
аргумента, следоватеJJьно, соответствует упругой волне, распространя

ющейся в сторону z < О. 
Если пJJоскость z = О является внутренней плоскостью упругой 

среды, то оба вида волнового аргумента имеют ясный физически~ 

смысл: t - zjV соответствует нисходящей волне (бегущей вниз, I 
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нижнее полупросгрантво z > 0), а t + z/V восходящей волне 
(бегущей вверх, в верхнее полупространство z < О) (рис. 5.1 ). 

Если же, приближаясь к практике сейсморазведки, считать, что по

верхность z = О является дневной поверхностью, то в безграничном 

нижнем полупространстве z > О существует только нисходящая волна 
v (t- z/V). 

Так как упругие колебания возбуждаются плоскостью, волна имеет 

плоский фронт и потому назЬiвается плоской упругой волной. Таким 

образом, полученное решение является решением волнового уравнения 

для nлоской волнЬI, распространяющейся вдоль вертикали Oz. 

Как отмечалось, волновой аргумент в решении имеет размерность 

времени (с). Такая форма представления решения соответствует записи 

t 

Рис. 5.1. Процесс распространения колебаний как результат решения 
волнового уравнения 
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(z = const) Рис. 5.2. Запись 

волны 

волны. Она описывает, как данная точка среды (z = const) колеблется 
во времени, т.е. представляет собой временную развёртку упругих ко

лебаний данной точки среды (рис. 5.2). 
~ерой упорядоченности записи колебаний является их период Т, 

измеряемый в секундах (с). Обратная величина называется частотой 

колебаний: f = 1/Т (Гц= 1/с). Применяют также круговую (цикличе
скую) частоту w = 2'л} (рад/с). Строго говоря, эти понятия применимы 
к стационарным гармоническим колебаниям (например, синусоидаль

ным). Для нестационарных, импульсных (коротких по времени суще

ствования) колебаний Т, f и w имеют смысл видимых или преобладаю
щих периода и частоты. 

Волновой аргумент можно записать и в другой форме, с размерно-

стьюдлины(м): t- ~ = ~(z-Vt), тогда: v(z-Vt) = v ( -V (t- ~) ). 
Умножение аргумента записи на (-V) изменяет направление раз

вёртки и её масштаб (рис.5.3). Форма представления решения в виде 

v(z- Vt) называется профиле.м. волны- это как бы моментальная фо
тография отклонения разных точек среды в заданный момент времени. 

~ерой упорядоченности профиля является длина волны Л (м). 

Обратная величина "' = 1/ Л ( м- 1 ) называется волновым числом, 
или пространственной частотой. Используется и круговое волно

вое число v = 2?r"' (рад/м). 
Понятия длина волны, пространствеиная частота (волновое число) 

имеют строгий смысл только для гармонических колебаний, для 

импульсных они применяются в смысле видимых или преобладающих 

волновых параметров. 

Упругие колебания, регистрируемые в сейсморазведке, имеют спек
тры в диапазоне частот, измеряемых единицами, сотнями герц. 



5.2. Анализ полученного решения 

Им соответствуют периоды в 
диапазоне единиц- сотен миллисекунд. 

Скорость распространения упругих 
колебаний измеряется сотнями и 

тысячами метров в секунду. Учитывая 

очевидное соотношение А = VT (мина 
волны есть путь, проходимый волной 

за время, равное периоду колебания), 

приведённым оценкам V и Т можно 

поставить в соответствие мины волн, 

измеряемые величинами от единиц до 

сотен метров. 

В практике сейсморазведки упругие 

колебания возбуждаются не плос

костью z О, а некоторой малой 

частью её или малой областью, где 

U(z) 

(t = const) 

z 

действует источник, и можно считать, Рис. 5.3. Профиль волны 
что колебания возбуждаются точкой. 

В однородной среде точечный источник 
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возбуждает сферическую волну. По мере распространения волны её 

фронт выполаживается, и на удалениях, во много раз больших мины 
волны, фронт можно считать локально плоским. Таким образом, 

полученное решение описывает упругую сейсмическую волну в дальней 

от источника области, называемой в физике зоной Фраунгофера. В 
этой зоне фронт волны является плоским, луч - прямолинейным, и 

волна распространяется без изменения амплитуды и формы волнового 

импульса. Очевидно, это - наиболее простая модель сейсмического 

волнового процесса. 

Восстановим обобщённое обозначение волновой функции Q = v. 
Ясно, что волна, распространяющаяся вдоль оси Ох, должна описы
ваться функцианалом вида Q (t - v), а вдоль оси Оу- вида Q (t - ~). 
По аналогии, плоская волна, бегущая в произвольнам правлении OL, 
может быть описана как Q (t- {т). Направление распространения за
даётся направляющими косинусами углов между ним и осями коорди

нат: 

cos(L,"X) = l; cos(.L,'Y) =т; cos(L,'Z) = n. 
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Любой отрезок вдоль OL имеет длину L, которую можно выразить че
рез координаты его конца х, у, z: 

L = xcos(L,'X) + ycos(.f.Y) + zcos(.L,'Z) = xl + ут + zn. 

Поэтому для nлоской волны, бегущей в направлении OL, функционал 
Q оnисывается формулой 

( 
xl + ym+ zn) Q(t,L) = Q(t,x,y,z) =:= Q t- V . 

Множители nри х, у, z в волновом аргументе можно nредставить в виде: 

l cos(L,";) 
v = v 
т cos(L,"y) sin(~) 1 
V = V =-у--= V"' 

у 

n cos(.L,':z) 
=-~--v v 

sin(L:P'z) 
v 

1 
= v·· 

z 

Здесь перпендикуляры к осям координат обозначены: Рх. Ру. Pz и вве
дены кажущиеся скорости волны: 

. v 
v = -' х sin(L,px) 

• v 
Vy= -' 

sin(L,py) 

. v vz = -. 
sin(L,pz) 

Кажущиеся скорости определены вдоль осей координат, не совnада

ющих с направлением распространения волны. Например, v; измере
на вдоль оси Ох, с которой луч составляет угол Г,;, называемый уг
лом. выхода. Угол между лучом и перпендикуляром к оси, на которой 
Dnределяется кажущаяся скорость, или между фронтом волны и данной 

Dсью, называют углом. падения, и он дополняет угол выхода до nрямо

rо угла. Поэтому~ = ~ - L,X и sin(G) = cos(.C,X). 

Так как sin(G) не больше 1, кажущаяся скорость больше истин
е~ой скорости в среде. Если волна бежит вдоль Ох, угол L,X = 7Г/2 и 
v; = V. Если же волна распространяется по перпендикуляру к Ох, 
{Гол L,X = О и v; = оо. Таким образом, всегда имеет место соотноше
~ие v ~ v; < 00. 
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5.3. Решение волнового уравнения для 
сферической волны 
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Если упругие колебания возбуждаются точечным источником и рас

пространяются в однородной и изотропной среде, её фронт имеет форму 

сферы с центром в точке возбуждения. Иными словами, точечный ис

точник в этом случае возбуждает сферическую волну. Упругие процес

сы распространяются в любых направлениях и описываются функцией 

Q, зависящей только от расстояния до источника по радиусу сферы r и 
времени пробега t: Q(r, t). 

Для описания сферической волны естественно использовать сфе

рические координаты: r - радиус сферы, IP - долгота и () - широта. В 

этой системе координат лапласиан "V2Q определен в виде: 

В условиях сферической, центральной симметрии упругие процессы 

зависят только от одной пространствеиной переменной r, и Q не явля
ется функцией rp и О. Поэтому f3; = iJfj = О и лапласиан равен 

Вычислим ~(rQ), где Q = Q(r): 

д2 д ( дQ) д2 Q дQ 
-(rQ)=- Q+r- =r-+2-. 
дr2 дr дr дr2 дr 

Сравнив этот результат с описанием лапласиана, видим, что они 

различаются лишь множителем 1/r: 

Поэтому волновое уравнение можно записать в виде 
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Предположим, что источник действует мгновенно и правую часть 

волнового уравнения можно считать равной О при t > О. 

Умножив уравнение на т и введя этот множитель в производную по 

t, перепишем его в виде 

Если обозначить произведение rQ одним симвоЛом: Qr = rQ, то урав
нение примет вид 

полностью совпадающий с волновым уравнением для плоской волны, 

беrущей по направлению т. Общее решение для этого случая известно: 

Qr(t, т) = Q (t- ~) , 
или, заменяя Qr: тQ(t, r) = Q (t- fr) , 

или, наконец, деля на т: Q(t, т)= ~Q (t- fr ). 

В отличие от решения для плоской волны, оnисание сферической 

волны содержит множитель 1/т, из-за которого волновая функция за
тухает, уменьшается по амплитуде обратно пропорционально т - пути, 

пройденному волной. Это затухание является следствием непрерывно

го увеличения площади сферического фронта волны. Площадь сферы, 
как известно, равна 4?rт2 . Поэтому nлотность упругой энергии (в рас
чёте на единицу площади) убывает пропорционально 1/т2 . Амплитуде 
колебаний, в свою очередь пропорциональная квадратному корню и: 

плотности энергии, убывает как 1/т. Таким образом, множитель 1/т 1 

описании сферической волны отображает геометрическое расхож 
ден.ие её фронта. 

Для комплексной гармоники сферической волны имеем: 

Q(t,т) = ~ (cosw(t- ~) +jsinw(t- ~)) = ~e3"'(t-r/V)_ 
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Раскрывая в показателе скобки, можно разделить пространствен
ный и временной арrументы функции: 

где v = r.vjV- круговое волновое число, как было оnределено ранее. 
Это разделение может оказаться удобным для математических оnера
ций в дальнейшем. 

Сферические волны широко nрименяются в теории распростране

ния сейсмических волн. Прежде всего, отметим их роль в построении 

волновых фронтов произвольной формы с использованием элементар

ного принципа Гюйгенса. Напомним, что в соответствии с этим принци

пом каждая точка фронта излучает элементарную сферическую волну. 

Поэтому, зная положение фронта волны в некоторый момент времени 

t, при известной скорости распространения волны V легко построить 
фронт для момента времени t + l:!t как поверхность, огибающую мно
жество сфер радиуса r = V l:!t с центрами в точках фронта для момен
та времени t. Сферические волны описаны как волны, возбуждаемые 
точечным источником. На практике сейсмические волны возбуждает

ся, конечно, не точкой, а некоторой областью среды l:!w, ограниченной 
конечной поверхностью дS. Эта область имеет средние линейные раз

меры, измеряемые метрами и первыми десятками метров. В ближней к 
неточнику зоне фронты волны повторяют форму поверхности дS. Но 

по мере распространения волны все неровности поверхности сглажи

ваются и на удалениях, больших v'li:§ на порядок, становятся весьма 
похожими на сферические поверхности. 

Правда, в ближней к вогнутой части произвольной поверхности 

фронта волны зоне наблюдается схождение элементарных волн 
Гюйгенса. В области, близкой к центру кривизны вогнутой части 

исходного фронта волны, они фокусируются, образуя локальную 

область повышенной амплитуды суммарных колебаний, называемую 

областью каустики. За её пределами процесс сглаживания 

неровностей исходного волнового фронта восстанавливается. По 
мере удаления от этой области фронт волны стремится к сферической 

форме. 



• 
Глава б. Механизм распространения упругой 
волны 

6.1. Постановк-а задачи 

Полученное решение уравнения динамического равновесия позво

лило раскрыть его суть как уравнения волнового. При этом основное 

внимание было уделено виду, форме записи волнового аргумента ре

шения для простейших случаев плоской и сферической волн. Удалось 

выяснить, что распространяющаяся волна пропорциональна скорости 

смещения, задаваемого источником. 

Однако всё это не раскрывает механизм передачи колебаний от воз

буждённой зоны во все более отдаленные от неё области среды. Не 

ясно, как и из чего формируются упругие колебания, что и как «ра

ботает» на фронте волны. Ответы на эти вопросы позволят раскрыть 

сущность процесса распространения упругих колебаний в среде. Для 

этого необходимо специальное исследование. 

Цель такого исследования формулируется в духе классической ма
тематической задачи Дирихле: зная значение функции Q и её произ
водной на некоторой поверхности S, определить функцию в точке М 
внутри объёма w, ограниченного этой поверхностью. Применительно 
к теории упругих волн Q - волновая функция, и, значит, в задаче Ди

рихле рассматривается распространение упругой волны от замкнутой 

поверхности S во внутреннюю точку объёма w. Упругие колебания как 
бы излучаются всеми точками поверхности S внутрь объёма w, сходяс1: 
в точке М. 

В практике сейсморазведки ситуация обратная. Упругие колебаниs 

возбуждаютсявнекоторой точке (или в малой области вокруг точки) 1 

распространяются в объёме w, удаляясь от точки возбуждения. Фрон 
ты упругой волны замкнуты вокруг источника, а в точку регистраци 
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приходит расходящаяся волна. Несколько смягчает это противоречие 

между условиями задачи Дирихле и практикой сейсморазведки осново

полагающий для неё принцип Ферма. В соответствии с ним, волна все
гда распространяется по пути с экстремальным - обычно минималь

ным - временем пробега. Поэтому при перемене точек возбуждения 

и приёма местами волна распространяется по одному и тому же пути. 

Действует принцип взаимности: если условия возбуждения и приёма в 
двух точках О и Р одинаковы, то при возбуждении в точке О в другой 

точке Р будет зарегистрирован в то же время и в точности такой же вол

новой процесс, какой может быть зарегистрирован при возбуждении в 

точке Р и приёме в точке О. 

В соответствии с принципом взаимности, выводы, которые могут 

быть получены из решения задачи Дирихле д.ля сходящихся фронтов 

волны, можно распространить и на обратный случай расходящихся 

фронтов, учитывая, конечно, геометрическое расхождение или 
схождение фронта волны. 

Но более важно то обстоятельство, что рассмотрение задачи Ди

рихле и её решение позволяют раскрыть механизм передачи упругих 

колебаний от начального фронта волны во все более удаленные от него 

области среды. 

До постановки и решения этой задачи необходимо рассмотреть 

некоторое предварительное соотношение (лемму), нужное для 
дальнейших математических выводов. В роли такой леммы выступает 

вторая формула Грина, связывающая поверхностный и объёмный 

интегралы. 

6.2. Вторая формула Грина 

Пусть две функции пространствеиных координат q1 (х, у, z) и 
q2(x, у, z) являются гладкими, непрерывными и дифференцируемыми 
функциями в пределах некоторого объёма w, ограниченного замкнутой 
поверхностью S (рис. 6.1 ). 
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Рис. 6.1. Объём, оrраниченный замкну
той поверхностью 

Рассмотрим объёмный интеграл I от произведения градиентов этих 
функций: 

I = JJJ gradq1 gradqzdw. 
w 

Посколькуgrаdq = Vq = ~i+ ~J + ~k. nодинтегралом -скалярное 
nроизведение двух векторов, равное сумме парных произведений одно

именных их комnонент: 

1 = JJJ (дq1 дqz + дq1 OQ2 + дq1 дq2) dw. 
дх дх ду ду дz дz 

w 

Оnределим производную no х от nроизведения q1 ~: 

Отсюда найдём первый член nодынтегрального выражения: 

То же nроизведение можно оnределить и вторым способом: 
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Действуя первым способом, определим по аналогии второй и третий 

члены подынтегрального выражения: 

Используя эти определения, представим I в виде разности двух инте
гралов: 

1= - q1- +- Ql- +- q1- dw-fff ( д ( дq2) д ( дq2) д ( дq2)) 
дx дх ду ду дz дz 

w 

Второй интеграл можно записать кратко, используя оператор Лапласа 

( 
2 (!2 д2 д2 ) . 

V'=~+дУ2"+"<3?. 

Первый интеграл преобразуем в поверхностный с помощью теоремы 

Остроградского - Гаусса: поток вектора через замкнутую nоверхность 

равен интегралу от дивергенции по объёму, ограниченному этой поверх
ностью. Поток вектора О через поверхность S равен интегралу от ска
лярного произведения вектора О на вектор площадки dS по поверхно
сти S, и теорема имеет вид 

ff Ods = fff divOdw, 
s w 

или в координатной форме: 

JI fff ( дИх дИу дИz) 
(Ихl + Иут + Иzn)dS = дх + ду + дz dw. 

s w 
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Здесь l, т, n - направляющие косинусы нормали N к элементарной 
площадке dS поверхности S. 

Преобразуем по этому алгоритму первый интеграл разностной фор
мы интеграла I: 

JJJ ( д ( дq2) д ( дq2) д ( дq2)) I = - Ql- + - Ql- + - Ql- dw = 
дх дх ду ду дz дz 

w 

Здесь производная по нормали fN = fxt + JY т + -lzn. 

Таким образом, рассматриваемый интеграл может быть записан 
кратко: 

Исnользуя второй способ определения суммы парных произведений 
одноимённых производных: 

дql дq2 - !_ (q2 дql ) - Q2 д2 Ql 
дх дх - дх дх дх2 ' 

и т.д., получим второе выражение рассматриваемого интеграла: 

Приравнивая правые части двух преобразований интеграла! и разводя 

поверхностные и объёмные интегралы по разные стороны знака равен

ства, получим вторую формулу Грина: 



6.2. Вторая формула !рнна 

Рис. 6.2. Двухсвязная область 

интегрировании 

93 

Здесь объём w ограничен единственной внешней nоверхностью 8, 
так что область интегрирования называется односвязной*. Если же 

область интегрирования снаружи ограничена поверхностью 81, а 

внутри этой области есть вторая ограничивающая поверхность 8 2 

(своего рода «дырка» внутри объема w ), то область интегрирования 
становится двухсвязной (рис. 6.2). 

Так как внешние нормали N1 к 81 и N2 к 8 2 направлены в проти
воположные стороны, д.ля двухсвязной области в левой части формулы 

должна стоять разность поверхностных интегралов: 

JJ (q1 дq2 - q2~) d81- JJ (q1 дq2 - q2~) d82 = 
дN1 дN1 дN2 дN2 

s1 s2 

= fff (q1 V 2
q2- q2V

2
q1) dw. 

w 

Подчеркнем ещё раз, что функции q1, q2 определены как неnрерыв

ные гладкие функции координат, нигде в области интегрирования не 

равные бесконечности. Такие же требования предъявляются и к про

изводным ~.~.так что ни при вычислении подынтегральных выра
жений, ни при интегрировании не предполагается никаких трудностей. 

• Дадим более развернуrые оnределения, руководствуясь классическим трудом по 

гидродинамике- книгой Г.Ламба «Гидродинамика» (М.: ОГИЗ, 1947): 
«Область nространства, заключенную внуч>н определенной границы, называют 

связной, если возможно от некоторой точки области перейти к другой её точке вдоль 

бесконечно большого числа путей, каждый нз которых полностью лежит внутри области. 

Любые два nронзвольных пути, которые непрерывным изменением, не выходя нз 

области, можно совместить, называются взаимно nереводнмыми. 

Область называется однсхвязной, если все пути, проведеиные между какими

нибудь её точками, взаимно переводи мы. 

Область называется двухсвязной, если между двумя ее точками А н В могут быть 

проведены два н только два пути, взаимно непереводимые; всякий другой путь между А и 

В переводим в одни нз этих обоих или в комбинацию их, в которой каждый может входить 

несколько раз». (Прия.ред.) 
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6.3. Вывод формулы Кирхгофа 

Приступим теперь к решению задачи Дирихле применительно к 
некоторой обобщающей волновой функции Q(x, у, z, t). Пусть все 

источники сейсмических колебаний расположены вне замкнутой 

поверхности S. Внутри неё в объёме w выберем произвольную точку 
М и поставим задачу: по известным на поверхности S значениям Q и 
~ определить волновую функцию в точке М:- Q(M). 

Такая постановка задачи позволяет рассматривать волновое урав

нение с нулевой правой частью: 

Предположим, что зависимость Q от времени t задана в виде комплекс
ной гармонической функции частоты w: 

Q(x,y,z,t) = q(x,y,z,t)ej"Jt. 

Здесь q(x, у, z, t) описывает пространствеиное распределение амnли
туды комплексной гармоники. Это несколько упростит задачу, сведя её 

к определению амплитуды гармоники точки М, и само волновое урав.:. 

нение: 

или 

Очевидно, что комплексная амплитуда гармоники должна удовлетво

рять более простому уравнению, не содержащему eJOJt: . 

V2rт2 iJ2 q - а· 
v q- дt2 - о 
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Решим вначале это уравнение. Разделив уравнение на V 2 и введя кру
говое волновое число v = f.JJjV, получим 

-стандартное дифференциальное уравнение Гельмгольца, содержащее 

лишь пространствеиные производные функции Q(x, у, z, t). 

Это уравнение второго порядка должно иметь два корня q1 , q2 . Под

становка их в уравнение Гельмгольца превращает его в тождество. 

Поэтому можно определить лапласианы функций q1 , q2 : 

n2 2 
v Ql = -1/ q1, n2 2 

v Q2 = -v Ч2· 

Предположим, что q1, q2 удовлетворяют условиям вывода формулы 
Грина, и эта формула может быть к ним применена. Тогда правая часть 

формулы может быть записана в виде 

Таким образом, если, помимо выполнения требований о непрерывности 
функций q1 , q2 , они являются ещё и решениями уравнения Гельмгольца, 

2-я формула Грина приходит к виду: 

ff ( дq2 дq1) 
Ql дN - q2 дN dS = О. 

s 

Из двух решений уравнений Гельмгольца q1, q2 одну функцию мож
но выбрать по своему усмотрению из числа тех, про которые заведомо 

известно, что они удовлетворяют волновому уравнению и уравнению 

Гельмгольца. При этомнеизвестной останется лишь одна, вторая функ

ция q. В качестве известной функции выберем амплитуду комплексной 
гармоники сферической упругой волны: 

Q(x, у, z, t) = Q(r, t) = ~ej..,(t-r/V) = ~e-jur ej""'t, 

т.е. пусть q1 = ~e-jиr. Тогда у второго корня уравнения Гельмгольца 

индекс можно опустить: q2 = q. 
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~ Рис. 6.3. Исключение точки ис
N точника nутем окружения её ма

лой сферой 

Заметим, что начало координат расположено в точке М, где r = О . 
В этой точке q1 1r=O = оо, и поэтому она является особой, которую надо 
исключить из области интегрирования, окружив точку м малой сферой 

Se (рис. 6.3). 

В результате область интегрирования стала двухсвязной, и надо 

применять второй вариант формулы Грина, не забывая о равенстве 

объёмного интеграла в ней О. Нормалью к поверхности сферы служит 
её радиус: Ne = r. Подставляя Ч2 = q и q1 = .;e-jvr, получим: 

ff (1 -jvr дq д (1 -jvr)) dS -е --q- -е -
r дN дN r 

s 

ff (1 -jvrдq д (1 -jvr)) dS _ 0 - -е - - q- -е е - . 
r дr дr r 

s. 

Предстоит провести предельный переход от малой сферы Se к точке 
М, устремив радиус сферы к нулю. В этом переходе площадь сферы 

Se = 4nr2 и её элемента dSe, непрерывно уменьшаясь, также стремят
ся к нулю. Поэтому интегрирование по площади сферы надо заменить 
на интегрирование по телесному углу. Телесный угол dfl. определен как 
отношение площади элемента сферы dSE к площади квадрата, постро
енного на её радиусе: dfl. = dSefr2 . Поэтому полный телесный угол 
равен отношению 4nr2 fr2 , т. е. равен 4n. Из определения телесного угла 
найдём: dSe = r 2dfl.. 

П реобразуем интеграл Ie по малой сфере Se в интеграл по полному 
телесному углу: 
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Выполним подынтегральное дифференцирование и умножим каждое 

слагаемое на r 2 : 

1" = JI (re-jvr :: + qe-jvr + jvrqe-jvт) r2 dП. 
411" 

Устремим теперь r к нулю, а малую сферу стянем в точку М. При этом 
множитель e-jvт устремится к l, а функция q- к своему значению в 

точке М ( qм ), которое мы и хотим определить: 

!~le: = JJ q(r-+ О)dП = qм JJ dП = 41Гqм. 
411" 411" 

Формула Грина в пределе принимает вид 

Отсюда,наконец,найдём: 

_ 1 JJ (1 -jvr дq iJ (1 -jvr)) dS Qм - - -е - - q- -е . 
47Г r iJN дN r 

s 

Чтобы получить определение самой волновой функции Q(x, у, z, t) в 
точке М, достаточно умножить полученное выражение для qм на ej"'t, 
восстановив этот сокращенный ранее множитель: 

Qм = qмej"'t = ~ JJ (~ej(r.Jt-vr) ~ - q_!__ (~d("'t-vr))) dS. 
47Г r дN дN r 

s 

Продифференцируем под интегралом комплексную амплитуду сфе
рической гармонической волны, представив показатель ( wt- vr) в виде 
w(t- ~r) = w(t- r/V) (напомним, что ~ = V- скорости расnростра
нения волны): 
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Тогда: 

Qм = ~ JJ (~!:J...,}UJ(t-rjV) + _!_qejUJ(t-rjV)l::_+ 
471' r oN r2 дN 

s 

+ r~jи.rqeiUJ(t-r/V) :~) dS. 

Обратим внимание на то, что у каждого подынтеГрального слагаемого 
появился множитель ejt..J(t-r/V). Если Q(x, у, z, t) = q(x, у, z, t)eiUJt, то 
q(x, у, z, t)e1UJ(t-r/V) = Q(x, у, z, t - r/V}. Рассматриваемый множи
тель есть функция запаздывания волны на пути r от точек поверхности 
S до точки М. Принято для краткости обозначать это запаздывание 
заключением соответствующего функцианала в квадратные скобки: 

r 
Q(x, у, z, t- v) = [Q], ;~ ( х, у, z, t- ~) = [ ;~] . 
Множитель jw у третьего слагаемого под интегралом является спек
тральным отображением операции дифференцирования по времени t: 

· t о · t oQ 
jwqe:IUJ = дt ( qe1UJ ) = 7ft . 

Тогда третье слагаемое обозначают: 

J'wqeiUJ(t-r/V) = дQ (х у z t- !....) = [дQ]. 
ot ' ' ' v at 

Используя эти условные обозначения, заnишем определение волновой 

функции в точке М в окончательной форме: 

1 JJ (1 [oQ] 1 or 1 дr [дQ]) Qм = 47Г ;: oN + r 2 oN[Q] + rV дN 7ft dS. 
s 

Это определение носит название формулы. Кирхгофа, no имени ав· 
тора. Формула позволяет определить, описать волновую функцию <; 
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в любой внутренней точке М с помощью значений этой функции и её 

производных на поверхности S, оконтуривающей эту точку. 

6.4. Истолкование формулы Кирхгофа 

Раскроем механизм передачи упругих волновых колебаний от на

чального фронта волны во всё более удаленные от него области среды 

с помощью анализа формулы Кирхгофа. 

В элементарной теории распространения упругих волн широко 

используется принцип Гюйгенса. В соответствии с ним, каждую точку 

фронта волны в момент времени t можно рассматривать как точечный 
источник элементарной сферической волны. Сигнал в любой точке М 

вне фронта представляется интегральной суммой элементарных волн, 

излучаемых всеми точками фронта. 

Но время пробега волны по нормали к фронту в точку М мини

мально, тогда как по всем остальным направлениям в эту точку элемен

тарные волны приходят с увеличивающимся - по мере удаления точек 

фронта от основания нормали - запаздыванием. Поэтому элементар

ные волны суммируются в точке М несинхронно, что должно приво

дить к растяжению волнового импульса во времени и к непрерывному 

изменению его формы. Этого никак не может быть в идеально уnругой 

среде. 

На это противоречие впервые обратил внимание Френель, а разре
шение его он нашел в формуле Кирхгофа. В соответствии с ней, в сум

мировании волновой функции в точке М участвуют как сама функция, 
так и её производные по нормали и по времени. Даже если предполо
жить, что Q является униполярной возрастающе-затухающей функци
ей (это соответствует последовательному сжатию - растяжению сре

ды), то её производные обязательно биполярны и меняют свой знак 

(рис. 6.4). При интегрировании (суммировании) сигнала и его произ
водных синфазное сложение происходит лишь в начальной часrи сум
марного импульса. Его «хвост» гасится противdфазным сложением. В 
результате волновой импульс при распространении не растягивается во 

времени и пространстве, а сохраняет свою форму неизменной. 
С учетом этого разъяснения, формулу Кирхгофа считают матема

тическим выражением принцила Гюйгенса - Френеля: каждую точку 
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фронта волны можно считать источником, излучающим как саму вол
новую функцию Q, так и её производные ~ и W. 

Обратим ещё раз внимание, что они должны быть заданы в каждой 
точке поверхности S в момент времени t - rjV,' предшествующий мо
менту t, в который производится интегрирование (суммирование) коле
баний в точке М. Это, как было оговорено, условно обозначено квад-

ратными скобками - [ Q], [ ~], [ PJf]. 
Обсудим теперь роль каждого слагаемого подынтегрального выра

жения в формировании сигнала в точке М. Первое слагаемое имеет 

множитель 1/r, являющийся «видовым» признаком-сферической вол
ны, излучаемой точечнJ:>!м источником. Однако эта сферическая волна 

несёт не саму волноеую функцию Q, а её производную по нормали~
Амплитуда этого слагаемого определяется только удалением r от точки 
излучения и не зависит от направления из.f!учения. В nространстве это 
распределение амплитуд может быть изображено сферой (в плоскости 

окружностью) с центром в данной поверхности S (рис. 6.5). 
Второй и третий чле!lы подынтегрального выражения содержат 

множитель j~ = lim;!I.N-'+0 t~ = cos(;::N) (рис. 6.6"). 
Если• направление f'на точку М .совпадает с направлением нормали 

N, то cos(;:N) = 1, и роль этих слагаемых максимальна. "Если -же, 
наоборот, f' перпендикулярна N, то cos(rfl) -= О, и слагаемые обра
щаются в нуль. Поэтому в зависимости отуrла ;::N роль 2.,ro и 3-ro 
слагаемых изменяется от максимальной вдоль луча(перпендикуляра к 

поверхности S) до нулевой вдоль фронта (поверхности S). 
rрафически эта зависимость амплитуды излучения от угла ;::N 

изображается в виде окружноdти ·радиуса 0.5 с центром в точкЕ 

~ 
·~~ 

~ 

о~ 
"( 

>Рис. 6.4. Пример укипо 
лпрной ~ункцим Q·fl·e 
·проиsво-дио·Й'nо•времени 
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Рис. 6;5. Расnре.nеление ампли
туд первоrо слагаемого ·форму

лы Кирхгофа 

10-1 

·Рис. 6:6. Раеrфе:Целение амплм
туд второго и третьего слагае

мых формулы Кирхrофа 

нормали iJ на удалении 0.5 ьт поверхности S. Такая характеристика 
направленности излуче~ия tрис. 6.6) соответствует источнику типа 
сосредоточенной силы F 11 N, действующей в данной точке поверхно
сти S. 

Кроме drt;, = cos(;::N), второе слагаемое имеет множитель 1jr2, 
обуславливающий более быстрое, чем у сферической волны, затухание 
амплитуды с увеличением удаления от· поверхности S. 

Амплитуда третьего слагаемого ~ определяется множителем 
r~ cos(;:;7V) и затухает по мере распространения nропорционально 1/r 
( каксферическая волна). 

Лоскольку iJ - нормаль к rюверхности S (фронту волньi) и дли
на nути вдоль неё·равна N = Vt, где\V- скорость расnространения 
волны, то дифференциал dN определяется как V dt. Позтому ·можно 
объединить первое и третье слагаемые подынтегрального выражения 

формулы Кирхгофа: 

1 i [ дQ ·] 1 дr [ дQ] 1 . . ---- · [ дQ] 
; дN + rV дN дt = rV (1 + cos(r, N)); дt , 
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и записать формулу в виде 

1 ff ( 1 -- 1 [ дQ] -- ) Qм = 
4

11" r 2 [Q] cos(r, N) + rV Тt (1 + cos(r, N)) dS. 
s 

Теперь можно считать, что в каждой точке поверхности S действует 
источник сигнала Q с амплитудой излучения ~ cos(.;::iV) и источник 
произврдной сигнала - с амплитудой r~ (1 + cos(.;::iV)). Заметим, что 
если в качестве волновой функции Q избрать смещение U(t), то произ
водная W = дд~ = v(t)- скорость смещения. С увеличением удаления 
от фронта (с ростом r) аммитуда U(t) убывает быстрее(~ 1/r2 ), чем 
амплитуда v(t) <~ 1/r). В ближней к фронту зоне колебания форми
руются в результате интерференции функции самого смещеция и функ

ции скорости смещения. В дальней зоне колебания могут быть описаны 

лишь функцией скорости смещения. 

Полярные диаграммы зависимости амплитуд излучения Q и ?.jf от 
угла излучения (.;::iV) приведены на рис. 6.7. 

Обратим внимание на то, что в излучении каждой точки фронта вол

ны присутствуют как продольные смещения вдоль луча, так и попереч

ные смещения вдоль фронта волны. При этом продольные смещения 

формируются в результате сложения Q и W и имеют амплитуду, в три 

Рис. 6.7. Полярные 

диаграммы зависимости 

амnлитуд иЗJJучения 

функции и её 

производной по времени 

от угла излучения 
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раза большую амплитуды поперечных смещений, возбуждаемых только 

производной ~. 
Заканчивая анализ решения волнового уравнения, которое 

даёт формула Кирхгофа, отметим, что в настоящее время эта 
формула превратилась из сугубо теоретического описания процесса 
распространения упругих волн в практический инструмент решения 

разнообразных прямых (моделирование) и обратных (обработка и 

интерпретация) задач сейсморазведки. К числу прямых задач, решае

мых с помощью интеграла Кирхгофа, можно отнести моделирование и 

изучение дифракции волн на сбросах, выклинивающихся горизонтах, 

шероховатых границах. В обратных задачах на формуле Кирхгофа 

основывается одна из наиболее распространённых групп миграционных 

алгоритмов. Это стало возможным в результате широкого внедрения 

в практику сейсморазведки быстродействующих вычислительных 

средств. 
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Глаt;tа 7. Сейсмические волны на границе раздела 
упругих сред 

В предыдущих частях объектом изучения были упругие процессы 
в безграничной идеально упругой среде, однородной и изотропной по 

своим упругим свойствам. Будем последовательно усложнять модель 

среды, постепенно приближая её к реальному геологическому разрезу, 

неоднородному по своим упругим параметрам. Первым шагом на этом 

пути является рассмотрение сейсмических явлений на границе раздела 

двух упругих сред. 

При падении сейсмической волны на такую границу часть энергии 
вмны отражается и уходит в верхнее полупространство. Оставшая

ся часть энергии проходит через границу в нижнее полупространство. 

Очевидна огромная важность исследования этих явлений: ведь сейсмо

разведка базируется на возбуждении, регистрации и обработке сигна

лов - сейсмических волн, отражённых и преломлённых на границах 

раздела сред с различными физическими свойствами. На каждом этапе 

важно знать и понимать особенности регистрируемых волн. Эти осо

бенности определяются, прежде всего, упругимипроцессамина грани

цах раздела. 

7.1. Характеристики границ раздела 

Обсудим реальные свойства границ раздела, контактирующих на 
них геологических сред и конкретизируем объект исследования, по воз

можности упростив на этом этапе задачу исследования. 

Геологические среды, в общем, являются неоднородными по своим 

физическим свойствам как по вертикали ( вкрест nростирания пород), 
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так и по горизонтали (по простиранию). Обычно изменения свойств по 
простиранию значительно менее выражены, чем вертJiкальные измене

ния упругих параметров. Это позволяет несколько. упростить исследо

вания в предположении, что на границе контактируют горизонтально 

однородliые среды. 

Переход от одной среды к другой может сопровождаться как 

скачкообразным, так и непрерывным изменением свойств. Если 

контактирующие среды имеют постоянные скорости и плотности, а их 

изменения на границе происходят скачкообразно, граниuу называют 

разрывно-резкой, или границей разрыва первого порядка (рис. 7.1, а
б; рис. 7.2, а). При контакте сред с изменяющимиен по вертикали 

параметрами на границе могут изменяться зависимости упругих 

свойств от глубины z. Если нет скачкообразного изменения свойств на 
границе, а скачком меняется их пройзводная по z, граниuу называют 
нерезкой границей разрыва второго порядка (7.1, в; рис. 7.2, 6). 
Если непрерывны V(z) и ~~, а скачком меняется производная ~. 
граница называется границей разрыва третьего порядка (.рис. 7.2, 
в) и т.д. Естественно, моrут встречаться границы с комбинацией 

разрывов разного порядка. Например, смена зак-онов V(z) и p(z) 
может сопровождаться и скачкообразным изменением скорости и 

плотности на границе. 

Другой характери~тикой границы служит её геометрическая форма. 
Конечно, в шарообразной Земле все границы не являются плоскими. 

Но роль кривизны зависит от того, как соотносятся радиус кривизны 
границы R и длина сейсмической волны Л. Если оценить скорость вол
ны V километрами в секундУ, а период колебаний Т - первыми десят-

а в· 

z . У2 z 

Рис. 7 .1. ТИRЬI г.рани ц рм)l;ела: 
·а, б - :раэрывно-,резкая граница; в - нерезкая граница 
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дz. 

z 

z 

z 

Рис. 7.2. Виды границ раздела: 
а - граница nервого nорядка; б - граница второго порядка; в - граница 

третьего nорядка 

ками миллисекунд (lо-з с), то д.пины сейсмических волн измеряются 
десятками и сотнями метров. Наnример, nри V = 2500 м/с, Т= 0.025 с 
(f = 40 Гц) д.пищ1 волны составляет А = VT = 62.5 м. 

Когда радиус кривизны границы на порядок больше длины волны 

(R » Л), границу считают плоской. Если R > Л, границу называю1 
криволинейной (в разрезе). Если же R и А соизмеримы ( R ~ Л), те 
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границу считают шероховатой или волнистой. Наиболее прост для ис
следования волновых процессов на границе случай плоской границы, 

который и будет объектом изучения в данном разделе. Относительно 

других типов геометрии границы ограничимся пока общими замечани-
ями. . 

Криволинейность границы искажает форму годографа t(x) отра
жённой или преломлённой волны. Выпуклые границы делают годограф 
отражённой волны более крутым, а вогнутые границы выползживают 

его. При значительной кривизне вогнутой границы на годогр<:iфах могут 

образовываться петли. Таким образом, криволинейность границы 

искажает годографы (кинематику) волн. 

Более своеобразен и интересен случай шероховатой границы. В 
первом приближении такую границу можно уподобить совокупности 

точек дифракции, расположещfЬiх на гребнях волн границы через рас

стояния L между соседними точками. Вторичные волны, образующиеся 
на такой границе, можно считать суммарными дифрагированными 

волнами. В таком подходе задача схожа с рассматриваемым в 

оптике отражением света от дифракционной решетки. В направлении 
зеркального отражения, когда угол падения равен углу отражения, 

элементарные дифрагированные волны складываются синфазно, 
образуя главный максимум излучения. Существуют и побочные 
максимумы суммарного излучения, в которых элементарные волны 

складываются с временной задержкой 1::1t, кратной периоду колебаний 
Т (1::1t = kT, k - целое число), или с пространствеиным сдвигом 1::1r, 
кратным длине волны Л = VT (1::1r = kA). На рис. 7.3 видно, что 
Ar = Psinan, где Р- период шероховатости, а an- угол побочного 

излучения. Тогда условия побочного максимума излучения можно 

записать в виде kA Р sin an. Отсюда определим направление 
побочного излучения через синус этого угла: 

. Л VT V 
SlПan = k- = k-- = -. 

Р Р Pf 

Видно, что направление побочного излучения зависит от длины вол

ны Л или от частоты колебаний f = V /Л. В этом главное отличие 
незеркального побочного излучения от зеркального отражения, для ко

торого закон отражения справедлив всегда, вне зависимости от частоты 

колебаний. 
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Геометрическая шероховатость границы - не единственная и не са

мая тооичная причинанезеркального отражения. Более часто встреча

ются физически незеркально-отражающие границы, вдоль которых с 

определенной пространствеиной упорядоченностью изменяются отра

жающие свойства грающы. Причиной таких изменений служит лате

ральная (по простиранию) изменчивость физических свойств контак

тирующих на границе сред. 

Таким образом, реальные границы раздела геологических сред 

обладают большим разнообразием отражающих свойств. Оставляя 

сложные случаи для последующего изучения, здесь по возможности 

упростим условия задачи. Будем рассматривать сейсмич.еские 

процессы на плоской, горизонтальной и разрывно-резкой границе 

раздела двух однородных идеально упругих сред. 

Напомним, что физическими константами упругой среды являются 

модуль Юнга Е и коэффициент Пуассона а (О ::::; а ::::; 0.5). Математи-
ческие константы Ламэ Л и J-l определены в виде · 

Л_ аЕ 
- ( 1 + а) ( 1 - 2а) ' J..L = 2(1 +а)· 

Е 

Константа J..L является также и физическим параметром - модулем 

сдвига, коэффициентом пропорциональности между касательным 

напряжением и сдвигавой деформацией. 

Рис. 7.3. Вторичные вQJJ.н.ы наше
роховатой границе 
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Сейсмическими константами служат скорости распространения 

продольной (Vp) и поперечной (Vs) волн: 

Vip = {Ш;; = Е l-u 
у ~ р p(l+u)(l-2u)' 

V,2 - Гн. - !i 1 
S - у р - р 2(1+и) · 

При этом соотношение f; = ~ = ~варьирует в интервале 
О ~ VsfVp ~ 1/-J'i. при изменении коэффициента Пуассона а в теоре
тически возможных пределах: 

-при а= ~: Vs/Vp =О (жидкая среда); 
-при а= О: Vs/Vp = 1/-J'i. ~ 0.7071 ... (несжимаемая среда). 
Индексируем параметры верхней среды единицей: константы Ламэ 

>. 1 и ftl, скорости упругих волн Vp1, VSl, плотность Р1. а параметры 
нижней среды- двойкой: >.2 и Р,2. Vp2 , Vs2 , Р2· Совместим с границей 

плоскость хОу и направим ось Oz вниз. Тогда мя верхней среды z < О, 
мя нижней z > О. 

7.2. Граничные условия 

Обсудим теперь существующие на границе раздела условия мя 

упругих процессов. Прежде всего заметим, что давление вышележащих 

пород на глубинную границу ни в коей мере не сопоставимо с 

добавочным давл~нием, которое создают на границе упругие волны, и 

иревосходит его на несколько порядков. Поэтому ясно, что никакие 

упругие процессы на границе, создаваемые всеми - первичными и 

вторичными - волнами не могут нарушить или изменить целостность, 

сплошность всей среды, неразрывность и неизменность контакта 

пород на границе. Из этого очевидного физического постулата можЩJ 

сформулировать три группы граничных условий- кинематические (д.ля 

уnругих смещений),. динамические (д.ля напряжений, создаваемых вол

нами на границе) и геометрическ~ (м я направления распространения 

волн}. 

Начнём с кинематических граничных условий. 

Для сохранения сплошности среды необходимо, чтобы сумма век

торов упругих смещений всех волн, существующих в верхней среде, при 
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z = О равнялась сумме векторов смещения, проходящих в нижнюю 

среду волн: 

(индексом 1 обозначена верхняя среда, индексом 2- нижняя). Вектор

ное равенство выполняется, если равны суммарные компоненты (про

екции на оси координат) векторов: 

LИxlz=O = LИх, 
1 2 

L Uylz=O = L Uy, 
1 2 

Проекции векторов на оси координат опреде.nяются умножением дли

ны (модуля) вектора на тригонометрические функции (синусы, коси

нусы) углов между направлением смещения и координатными осями. 

После их вычисления и подстановки в описания волн z = О кинема
тическая группа граничных условий образует систему из трёх алгебра

ических уравнений с неизвестными модулями векторов смещения всех 

волн. 

Динамическим следствием постулата о нерушимой сплошности 

всей среды на границе являются требования к напряжениям, со

здаваемым на границе упругими волнами. Необходимо, чтобы сумма 

напряжений, создаваемых первичной и отражённой волнами на границе 

сверху, уравновешивалась суммарным напряжением, создаваемым на 

ней снизу проходящими волнами: 

Напомним, что z- нормаль к элементарной площадке границы. В ком
понентах напряжений можно записать три скалярных уравнения: 
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В соответствии с законом Гука, компоненты напряжения связаны с 

упругими деформациями: 

Pzx = 2pezx 7 

Pzy = 2j.Lezy, 

Pzz = Л8 + 2J.Lezz· 

Деформации определяются пространствеиными производными компо

нент вектора упругого смещения: 

сдвиговыедеформации· е = ! (~ + ~) ·е = ! (~ + Ш..) · · xz 2 дz дх ' yz 2 дz iJy ' 

относительные удлинения вдоль оси Ох: ехх = !Zf:; 
е + + ~+~+~ ДИЛаТаЦИЯ: = e'fX еуу ezz = дх ду дz • 

Из этих определений видно, что вторая груnпа граничных условий 

образует систему трех дифференциальных уравнений с производными 

неизвестных компонент векторов смещения всех волн. 

Различие типов уравнений - алгебраические для компонент 

смещений и дифференциальные для комnонент напряжений - создаёт 
определённые трудности nри их совместном решении. Преодолеть 

их можно, перейдя от nространственно-временного описания волн 

И(х, у, z, t) к их спектральному пространственно-частотному описанию 
U(x, у, z, w) с помощью преобразования Фурье: 

00 

И(х, у, z, t) +-+ U(x, у, z, w) = J U(x, у, z, t)e-jUJtdt. 
-00 

В соответствии с теоремой о спектре производной: 

dИ(t) . и-( ) 
-- +-+)I.J.J I.JJ 

dt 

при условии, что U(t)jt=O = О, т. е. при нулевых начальных условиях, что 
вполне оправдано физически - ведь до прихода волны граница раздела 
находилась в покое. 
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Однако вторая группа граничных уСJJовий содержит не производные 

по времени, а пространствеиные производные по х, у, z. Эти перемен
ные входят в связанном виде в оолновой арrумент. Например, плоская 

волна,,распространяющаяся в произвольном направлении L, описыва
ется выражением 

и( ) =и ( _ xcos(L,";;) + ycos(L,y) + zcos(L,":Z)) 
x,y,z, t t V 

= и ( t _ xl + у; + zn) . 
Если вычислять лроизводные по х, у, z, то это надо делать по правилам 
дифференцирования сложной функции и(т), где 

( ) 
_ _ xcos(L,";:) + ycos(L,"y) + zcos(L,";) 

т х, у, z, t - t v . 

Используя определение волнового аргумента, найдём: 

дU iJU 
ЗИЗJIОГИЧНО ДЛЯ ду , Тz. 

Поэтому при составлении уравнений д.ля групnы динамических гра

ничных условий (для наnряжений) тригонометрические функции появ
ляются дважды: при нахождении проекций векторов смещения на оси 

координат и при вычислении производных. Так как nроизведение си

нуса на косинус определяет синус двойного угла, а разность квадратов 

косинуса и синуса - косинус двойного угла, во второй груnпе гранич

ных условий в качестве коэффициентов выстуnают тригонометрические 

функции двойных углов падения и вторичного излучения (отражения и 
прохождения ). 

Поскольку все действии - вычиСJJение производных и проекций -
надо производить в каждом члене каждого уравнения динамического 

равновесия, после Фурье-преобразования все эти уравнения можно 

сократить на общий множитель jr..; и получить вторую группууравнений 
в том же алгебраическом виде, что и уравнения nервой группы 

граничных условий мя компонент смещений {также представленных 
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их спектрами). Это делает возможным и облегчает совместное решение 

всех уравнений равновесия на границе раздела. 

Кроме кинематических и динамических граничных условий, гипоте

за о неразрывности контакта сред на границе имеет ещё одно следствие. 

Для сохранения сплошности среды необходимо, чтобы каждая точка 

границы имела один и тот же период колебаний Т для всех волн - пер

вичной и вторичных. С другой стороны, в любой момент времени рас

пределение смещений по границе (кажущийся профиль волны) также 

должно быть одинаковым для всех волн. В частности, волны должны 
• л 

иметь одинаковую кажущуюся длину Л =-.-(рис. 7.4). 
sша 

Объединяя эти два условия - Т = const и Л • = const , nолучим 
закон Снеллиуса: 

л· . 
- = V = const 
т , 

- закон равенства кажущихся скоростей всех волн на границе (третье 

граничное условие). 

Если Vp1, Vs1 -скорости в верхней среде, Vp2, Vs2 -скорости в 
нижней среде, а0 и У{!- угол падения и скорость первичной волны, ар1 
и as1 - углы отражения продольной и поперечной волн, ар2 и а82 -

соответствующие углы прохождения, то закон Снеллиуса записывается 

в виде: 

v· = ~ = Vp1 

sinao sinap1 
VSl 

sina51 

Рис. 7.4. Оnределение ка.жу
щейся ,дJIИНЫ BOJIHЫ 

z 
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Заметим, что закон Снеллиуса применим не только к упругим вол

нам. Из аналога закона Снеллиуса для оптики вытекают известные в 

физике законы отражения и преломления света - угол падения равен 

углу отражения и синусы углов падения и прохождения соотносятся как 

скорости света в контактирующих средах. 

7 .3. Типы первичных волн и образуемые ими на 
границе вторичные волны 

Продолжим упрощение условий исследования и будем считать, что 

на :1лоскую, горизонтальную, разрывно-резкую граниuу раздела двух 

однородных сред падает сверху плоская волна с фронтом, паралжiль
ным Оу. В такой постановке задачи волновая функция не зависит от у, 

и вектор смещения можно описать так: 

и-( ) =О ( _ xcos(L,;i:) + zcos(L,Z)) x,z,t t V 

=О (t _ xsina: ~ zcosa:), 

где L - направление, по которому распространяется волна (луч), а: = 

(L,Z)- угол падения волны, и (L,;i;) = тг/2- (L,Z). Поэтому: 
~ 1Г 

cos(L,x) = cos(2 - а:)= sina:. 

Напомним, что фронт волны можно считать плоским, если рассматри

вать удаления, превосходящие длину сейсмической волны на порядок. 

Как было установлено в теории деформаций, в упругой среде мо

гут существовать смещения двух типов- продольная (Р) и поперечная 

(S). Произвольно ориентированный вектор упругих смещений О можно 
спроектировать на луч и получить продольную компоненту О р, а про
екция вектора и на фронт волны образует поперечную компоненту О 8 . 

В соответствии с теоремой разложения Гельмгольца, вектор О равен 
сумме векторовОР и 08 (рис. 7.5): 

О = О р + О s = grad Ф + rot Ф. 
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Напомним, что в общем случае: 

- дФ - дФ - дФ -
grad Ф = V'Ф = - · i + - · j + - · k, 

дх ду дz 

rot Ф = V' х Ф = -- - -- z + -- - -- J + - - - (дФz дФу).,. (дФх дФz) "1 

ду oz oz дх 

+ (дФу _ дФх) k. 
ОХ ду . 

Поэтому: 

(j = ·(дФ + дФz _ дФу) i + (дФ + дФх _ дФz) ]+ 
дх ду дz ду . дz дх 

+ (дФ + дФу _ дФх) k. 
дz дх ду 

Для плоской волны с фронтом, параллельным оси Оу, JY = О, и вектор 

О представляется в виде 

и-_ (дФ дФу).,. (дФх дwz) "1 (дФ дФу) k-- -+- z+ --- J+ -+- . 
дх дz дz дх . дz дх 

При этом условии х- и z-компоненты вектора О определяются ска
лярным потенциалом Фи у-комnонентой вектор-nотенциала Ф, а еле-

Рис. 7.5. 
Разложение 

вектора смещений 

на продольную 

и поперечную 

составляющие 

1 

... 

1 

... 

1 
1 

1 

1 1 

~~' ,' 1 
1 

- 1 и, 1 
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довательно, несут в себе продольные ( Й р) и поперечные (Й s) смеще
ния: 

Оба вида смещений происходят в вертикальной плоскости xOz: 

Й Р = 1':1 J?x • i + И Pz • k, 
Йs = Usx · i + Иsz · k. 

П0nеJDечную волну, локализованную в в.ертикальной плоскости, назы

ваю;г вертикально поляризованной (SV): Us = Йsv. 
Напротив·, у-компон~нта вектора смещения' плоской волны с фрон

ТО1111', параллельным Оу, определяется исключительно компонентами 

вектор-потенциала Ф поперечной волны: 

( дФх дФz) """! -
Uy = --- -- J = Иsн. 

iJz дх 

Смещения этой волны Йsн происходят вдоль горизонтальной оси Оу, 
и волна называется горизонтально-поляризованной (SH), 

На рис. 7.6 произвольно-ориектированный вектор поперечыых сме
щений Й s представлен в виде суммы вертикально- и горизонтально
nоляризованных компонент: Us = Йsv + Йsн. 

Таким образом, произвольный вектор смещения Й выразим вектор
ной суммой: 

Продольные и nоперечные волны распространяются с разной ско

ростью ( Vp ;;:: Vs-/2), и волнаР обгоняет волну S. Возможно раздель
ное существованиеР-и S-волн. 

Итак, можно рассматривать первичные волны трёх типов: продоль
ная (Р) волнз, поперечная вертикально-поляризованная (SV) волна и 
поперечная горизонтально-поляризованная (SH} волна. 

Если на горизонтальную границу под произвольным углом а -:;1: О 
падает плоская продольная волна, то на границе вектор смещения пер-
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х 

у 

Рис;. 7.6. Разложение вектора смещений на nродольную, верти.к_ально
nолярнзованн~ю и rоризонтально-n.оляризованную поперечные состав

л.яющие 

вичной волны совпадает с лучом падающей волны и отклонён от лучей 

вторичны~ - отражённой и проходящей - волн. Поэтому существуют 
отличные от нуля проекции вектора смещения как на лучи вторичных 

волн, так и на перпендикуляры к ним (на фронты этих волн). При на
клонном падении (а # О) Р-волна порождает как продольные, мо

нот.ипные GPP) так и поперечные, обменные (PS) вторичны(' волны. 
Существуют ч,етыре вторичные волны (рис. 7. 7, а): две отражённые -
монотипная и обменная и две проходящие - также монотипная и об

менная. 

Ситуация аналогична. и при падении на границу плоской вертикаль

но- пол·яризованной поперечной (SV) волны. Снова имеются условия 
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для образования при наклонном падении четырех вторичных волн: двух 

монотипных (SS)- отражённой и проходящей и двух обменных (SP)..,... 
также отражённой и проходящей (рис. 7.7, 6). 

Наиболее 11ростым является третий возможный тип первичной вол,... 

ны- горизонтально-поляризованная поперечная волна SH. Из-за то
го, что вектор смещения такой волны перпендикулярен лучу и паралле

лен границе (оси Оу ), ни при каком угле падения невозможно образо
вание обменных волн. 

Первичная SH -волна порождает на границе только две вторичные 
волны- отражённую и проходящую SH -волны (рис. 7.8). 

При проведении сейсморазведочных исследований чаще других ис

пользуются продольные волны. Это связано с большей простотой их 

возбуждения: как взрывные истоЧЮfКИ, так и источники ударного rипа 

в обычных условиях, без специальных на то усилий возбуждают имен

но Р-волны. Для работы с В-волнами нужны специальные и потому 

менее технологичные приёмы возбуждения. Исследования на попереч

ных волнах выполняются реже и носят обычно опытно-методический 

характер. 

Тем не менее, следуя принцилу «от простого к сложному», 

начнём изучение явлений на границе раздела сред именно со случая 

падения поперечной горизонтально-поляризованной (SH) волны. 

При этом особое внимание следует обратить на методику и аппарат 

исследования, а также на анализ полученных результатов. Если эти 

а б 

Рис. 7.7. Вторичные волны nри nадении на границу: 
а - nродольной волны; б- поnеречной вертикально-поляризованной волны 
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Рис. 7.8. Вторичные волны при 
падении на границу поперечной 

горизонтально-поляризованной 

волны. Вектор смещений 

перпендикулярен 

чертежа 

плоскости 
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вопросы полно освоены, то рассмотрение более сложных случаев 

падения продольной (Р) и поперечной вертикально-поляризованной 

(SV) волны существенно облегчается. Эти два случая роднит число 
вторичных волн (четыре) и такое же число граничных условий и 

уравнений, и, кроме того, имеется возможность некоторого обобщения 

этих случаев. 
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Пусть верхняя среда имеет скорость поперечной волны V81 , плот

ность р1, и модуль сдвигаJL1 , а нижняя среда характеризуется шфамет

рами Vs2. Р2. f:l2. Напомним, что V§ = J.L/ р, и для сокращения записи 
опустим индекс поперечной волны (S) и будем обозначатьV1 = Vs1 , 

не забывая, конечно, о том, что в этом разделе речь идёт о попереч

ной горизонтально-поляризованной волне, падающей на плоскую, го

ризонтальную, разрывно-резкую границу раздела. 

8.1. Оnисание волн и создаваемых ими на границе 
наnряжений 

Пусть первичная плоская SH -волна падает на границу (z = О) под 
углом а и имеет фронт, параллельный оси Оу. Она описывается векто

ром смещения Us =О= иv · J. также ориентированным вдоль Оу, но 
не зависящим от у: 

и-( ) =и- ( _ xsina + zcosa) =и-(. ) х, z, t t v; - 7 . 
. 1 : 

Как отмечалось, SH -волна в выбранных условиях порождает на 
границе только монотипные (также S Н) вторичные волны. 

Отражённая SH -волна й1 (х, z, t) распространяется вверх, в nро
тивоположном по отношению к первичной волне напраВJJении. 
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Ilоэтому в её волновом аргументе перед переменной z меняется 
знак: 

Ilроходящая SH -волна распространяется в том же направлении, что и 
падающая волна (вниз), но во второй нижней среде со скоростью V2 и 

подуглом а2: 

7-; ( ) тт (· xsina2 + ZCOSй2) _ U- ( ) V2 Х, Z, t = V2 t- v
2 

= 2 Т2 · 

7"2 

Закон Снеллиуса для SН-волн имеет вид: 

sin а sin а1 sin а2 
т = ----v;- = ----v;-' 
Горизонтальное вдоль Оу смещение S Н-волн создает на границе лищь 
касательное напряжение: 

в соответствии с законом Гука, где ezy - сдвигоная деформация в плос

кости zOy: 

1 (дUу дИz) 
eyz = 2 дz + ду . 

Но SH -волна несёт смещение, ориентированное вдоль Оу, и для неё 
Иz = О . Кроме того, фронты всех волн параллельны той же оси Оу, и 
поэтому ~ = О. Следовательно, для касательного напряжения можно 
записать (приняв для простоты записи Uy =И): 
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Напряжение, создаваемое на границе падающей волной, описывается 

так: 

2 д · 2 dU ( cosa) dU 
Pzy = Pl Vi oz (И( т))= Pl V1 dт -т = -pl V1 dт cosa. 

Отражённая волна создает на границе касательное напряжение 

Наконец, проходящая волна создает напряжение 

Поскольку а= а1 , для унификации обозначений будем всегда исполь

зовать угол а1. 

8.2. Граничные условия и спектральные 
коэффициенты рассеивания 

Из общих трёх граничных условий для компонент векторов смеще

ния и стольких же граничных условий для компонент напряжений в 

условиях рассматриваемой в данном разделе задачи актуальны лишь 

два граничных условия: равенство суммарных у-компонент смещений 

(кинематическое) и равенство суммарных касательных Pzy напряжений 
(динамическое). 

На границе, при z = О, сумма смещений падающей И(т) и отра
жённой И1 (т1) волн должна быть равна смещению И2 (т2 ) проходящей 
волны: 

При подстановке z = О волновые аргументы всех трёх волн равны: 

( 1 
xsina) ( l xsina1) Т =t---- = Т1 =t- = 

z=O Vl z=O Vi 
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_ ( l _ xsina2) - т2 - t- . 
z=O \12 

Т.е. т = т1 = т2, так как t их- общие время и координата точки гра
ницы, а множители при х равны в соответствии с законом Снеллиуса. 

Поэтому первое граничное условие даёт уравнение: 

или в спектрах: 

Обратим внимание на отсутствие в первом уравнении углов падения, 
отражения и прохождения. Это значит, что уравнение должно быть 

справедливым при любом угле падения О ~ а1 ~ 1r /2. 

Динамическое граничное условие требует, чтобы на границе, при 

z = О, сумма напряжений, создаваемых падаюЩей и отражённой 

волнами, равнялась напряжению, создаваемому проходящей волной: 

Используя определения касательных напряжений, получим, подстав

ляя z = О, второе уравнение: 

или в спектральной форме после сокращения на jw: 

Вместе уравнения для смещений и напряжений создают систему из двух 

уравнений, в которые входят спектры трех волн - отражённой, прохо

дящей и породившей их первнчной (падающей): 

{ 
U(w) + U1 (w) = U2(w), 
-pl vl U(w) cos Q'l + Pl vl [Jl (w) cos Q'l = -Р2 V2U2(w) cos а2. 
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Очевидно, эта система позволяет определить лишь отношения спек

тров вторичных волн к спектру первичной волю~!. Так вводятся спек

тральные коэффициенты рассеяния: 

-спектральный коэффициент отражения А= ~1 (""'); 
И(""') 

-спектральный коэффициент прохожденИя В = ~2 (""'). 
И(""') 

Как в любой линейной системе, чья спектральная характеристикll. 

определена отношением спектра сигнала на выходе к спектру входного 

сигнала, в данном случае спектры «выходных сигналов» - отражённой 

ВОЛНЫ («ВЫХОД } ») И ПрОХОДЯЩеЙ ВОЛНЫ («ВЫХОД 2»). СООТНОСЯТСЯ СО 
спектром «входного сигнала» - падающей волны. 

Разделив уравнения на U(""') и введя и, запишем: 

Решая любым способом эту простую систему уравнений, получИм 
определения спектральных коэффициентов рассеивания: 

А = 'V1P1 cos а1 - V2P2 сьs а2 
VI PI cos Oil + V2P2 cos Oi2 

1 

В= 1 +А= 2V1P1COSOi1 
VIPl cos Oi} + V2P2 cos Oi2 

Обратим внимание на очень удобную особенность - при любом угле 

падения коэффициент прохождения на единицу больше коэффициента 
отражения. 

Лроизведение скорости на плотность в сейсморазведке называют 

волновым сопротивлением (или акустической жёсткостью ): 

i = 1,2. 

Используя оnределение спектральных коэффициентов рассеивания, 

можно заnисать для спектров вторичных волн: 
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Так как В = 1 + А, то nри любом угле падения сnектры волн связаны 
соотношением 

В том же соотношении находятся и сами сигналы - первичная и !ПО
ричные волны: 

И2(t) = U(t) + И1 (t). 

Видно, что всегда проходящая волна представляет собой сумму волн 

падающей и отражённой. Заметим, что для SIJI -волн так и должно быть 
для соблюдения неизменной сплошности всей среды и неразрывности 

контакта пород на границе. 

При нормальном (по перпендикуляру к границе) падении а1 = а:2 = 
О и коэффициенты рассеивания равны: 

А= 11 -12 
1'1 + 1'2, 

В = 1 + А = · 
211 

1'1 + 1'2 

Очевидно, что условием возникновения отражённой волны служит 

неравенство волновых сопротивлений контактирующих на I:ранице сред 

1 1 # '/'2. вне зависимости от тоrо, чем это неравенство вызывается -
различием скоростей или различием плотностей. Отражающей явля
ется граница с.различными волновыми сопротивлениями. Могут быть 

«скоростные» границы, на которых изменяются скорости, могут суще

ствовать «плотностные» границы, на ·которых меняются плотности, - и 

границы обоих типов являются отражающими .. Наоборот, граница, на 
.которой V1 :F V2 и Pl :f.·P'J, но 1'1 = ъ. не является отражающей. 

1В большинстве случаев скорости и плотности пород изменяются со

гласованно- более плотные породы яВJiяются,и более высокоскорост

ными и наоборот. Исключения из этого. правила довольно редки. Наlt

более JJркий пример - граница между залегающими над соляным ку

ПОj/]ОМ известняками и каменной. солью. Скорость волны в известняках 
.может быть меньше скорости в соли, тогда как плотность соли меньш€ 

плотности известняка. 

В зависимости от знака неравенства 1'l # ')'2, выделяют. различные 
случаи: 1'l > ')'2, КО!'да в~рхняя среда имеет большее волновое сопро-
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тивление, чем нижнее, и обратный случай, когда нижняя среда харак

теризуется большим волновым сопротивлением: -у1 < -у2 · В геологи

ческом разрезе из-за статического давления вышелеЖащих пород вол

новое сопротивление обь1чно растет с увеличением глубинЬI залегания. 

Уменьшению его на границе обычно соответствуют границы перерыва 

в осадканакоплении (границы разрыва). 

Проведём последовательный анализ поведения коэффициентов 

рассеивания А и В вторичных волн при изменении угла падения 

первичной SH -волны: О :::::; о: 1 :::::; 1r /2. Угол о: = О соответствует 

нормальному падению волны, угол о: = 1r /2 является теоретически 
возможным пределом изменения угла падения, при котором волна 

скользит вдоль границы. 

8.3. Волны рассеивания при падении sн.:.волны 
на кровлю низкоскоростной среды 

Верхняя среда более плотная и имеет большую скорость распро
странения волны, чем нижняя: 

Из закона Снеллиуса следует, что в том же соотношении находятся 
углы падения и отражения о: = 0:1 и угол прохождения о:2 : 

Поэтому при изменении угла падения от О до теоретически возможного 
предела 1r /2 угол прохождения этого предела не достигает: 
всегда о:2 < 1r /2. 

Коэффициенты рассеивания при любых углах падения являются 
действительными числами - просто амплитудными множителями, 

лишь уменьшающими (при А, В. < 1) или увеличивающими (при 
В > 1) амплитуду ~торичной волны по сравнению с амплитудой 
первичной, падающей волны. 

Возможно еще одно воздействие коэффициента отражения А на от
раженную волну. Если А > О, то отраженная волна имеет тот же знак 
(направление) смещения, что и первичная волна. Если же А < О, то 
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Рис. 8.1. Наnравления смещений 
nервичной и отражённс;~й волн в 

завиенмости от знака кс;~эффици

ента отражения 

первичная и отражённая волны имеют разные направления смещения 

(рис. 8.1 ). Пусть, например, падающая волна имеет направление пер
вого смещения в сторону у > О. 

Тогда при А < О первое смещение отражённой волны направлено 
в сторону у < О • В физике такое явление называют отражением с по
терей полуволны, в сейсморазведке - изменением полярности первого 

вступления волны. 

При нормальном падении 

А = 'YI - 'У2 > О, В = 1 + А > 1. 
'Yl + 'У2 

Например, при V1 = 2 км/с, р1 = 2.5 г/см3 , V2 = 1.5 км/с, Р2 = 2 г/см3 

коэффициенты рассеивания имеют значения: А = 0.25, В = 1.25. При 
нормальном падении отражённая волна имеет амплитуду, в четыре раза 

меньшую амплитуды первичной волны, а проходящая волна превосхо

дит её по амплитуде на 25%. 
Подстановка теоретически возможного предела изменения угла па

дения а = а1 = 7Г/2 даёт cosa1 = 1 н А = -1, В = О. Отражённая 
волна имеет ту же амплитуду, что и волна падающая, но инвертирована 

(обращена) по знаку смещения в сравнении с ней •. Проходящая волна 
отсутствует, что вполне естественно. 

• То есть имеется просто гармоническая волна, двнгающаяся в направлении, 

параллельном границе. (При.м. ред.) 
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Обратим внимание на то, что nри изменении угла nадения от О до 1rj2 
коэффнциент отражения меняет знак: при а = 0: А > О, а nри о: = 1Г /2: 
А<О. 

Значит, при некотором угле nадения о:0 коэффициент отражения ра
вен О и отражённая волна отсутствует(!). Так как В = 1 +А, то при 
о: = о:0 : В = 1 и проходящая волна имеет в точности ту же амплитуду, 
что и первичная волна. 

Найдём этот угол о:о из условия А = 0: 11 cos а1 = 12 cos а2. 

п с . v2 . 
о закону неллиуса, sшо:2 = V

1 
sшо: 1 , следовательно, 

Поэтому условие А = О принимает вид: 

Отсюда. nосле преобразований найдём а0 по его синусу: 

sino:o = 
)

2 
2 У2. 

Tl - ( Vr /2 

При уменьшении различия физических свойств nлотности пород сбли
жаются более быстро, чем скорости. При Р2/ р1 -+ 1: 

sino:o-+ 
1- (~)2 

1- (~)4 
1 

В пределе, когда и V2/Vi -+ 1, sino:o -+ 1/../2, т.е. а0 -+ 7Г/4. Сле
довательно, в рассматриваемом случае угол падения о:0, nри котором 

А = О, находится в диаnазонеуглов падения, больших 1r j 4, удаляясь от 
этой величины в сторону больших углов по мере увеличения различий 

физических свойств контактирующих сред·(контрастности границы). 
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Для выбранных ранее в качестве примера сред sin а0 ~ 0.84, а угол 
ао ~ 1 рад(57°). Значит, в диапазоне углов падения от О до 57° коэф
фициент отражения А положителен, коэффициент прохождения В > 1. 
При а0 ~ 57°: А = О, В = 1, а при а0 > 57°: А < О, О ~ В < 1. При 
углах, меньших 57°, отражённый сигнал имеет тот же знак смещения, 
что и первичная волна; nри угле падения, равном 57°, отражённая волна 
отсутствует, а при углах, больших 57°, она подобна первичной волне с 
инвертированным знаком смещения. 

Для выбранных параметров разреза на рис. 8.2 nриведён единый 
график А(а) и В(а) = 1 +А( а), снабжённый двумя шкалами оси орди
нат со смещёнными на единиuу нулями. В нижней части рисунка изоб

ражены схематические импульсоиды nадающей волны U(t) и вторич
ных волн- отражённой V1 (t) и nроходящей U2 (t) для различных углов 
падения. Как видно из рисунка, nри малых углах nадения изменения 

спектральных коэффициентов А и В незначительны. Соответственно, 

малы и изменения амnлитуды вторичных волн. Это является благоnри

ятным фактором для сейсмической разведки. С приближением угла па

дения к а0 спад кривой ускоряется, отражённая волна затухает до нуля 
при а = а0 , а амnлитуда проходЯщей волны стремится к амnлиту

де волны падающей. При углах, больших а0 , происходит стремитель

ное nадение кривой к nределам А(а - 90°) - -1; В(а - 90°) -
О. Отражённая волна, nоменяв знак смещения на обратный при а = 
а0 , стреми:rся к nадающей волне с инвертированным знаком смещения. 

Проходящая волна столь же быстро затухает до нуля. 

8.4. Волны рассеивания при падении SН-волны 
на кровлю высокоскоростной среды 

Нижняя среда - более плотная и имеет большую скорость расnро

странения волны, чем верхняя: 

В соответствии с законом Снеллиуса, угол прохождения всегда больше 

угла nадения и равного ему угла отражения: а2 > а = 0:1. 
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Рис. 8.2. График коэффициентов отражения и прохождения для SН
волны в зависимости от угла падения, соответствующие волновые 

импульсы. 

Ilpи изменении угла падения а = а1 от нуля до теоретически 
возможного предела 90° угол прохождения растет быстрее и ста
новится равным 90° при а1 < 90° . В этом случае sina2 = 1, 
sin а = sin а1 = ~ = sin а к и а = а к, где а к - критический 
угол падения. Ilpи таком падении проходящая волна не уходит 
в глубь нижней среды, а скользит вдоль границы со скоростью 
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V2. Эта скользящая волна по рождает в верхней низкоскоростной 
среде вторичную волну, называемую в сейсморазведке головной или 

преломлённой. На регистрации таких волн основан второй метод 

сейсморазведки - метод преломлённых волн (МПВ), - первым и 

основным, но вторым по времени возникновения, является метод 

отражённых волн (МОВ). 

При нормальном падении все косинусы равны единице, коэффици

ент отражения отрицателен, а коэффициент прохождения меньше еди

ницы. Следовательно, в этом случае отражённая волна противополож

на падающей по знаку смещений (отражение с потерей полуволны), а 

проходящая волна имеет меньшую амnлитуду, чем nадающая: так, при 

о:= О: А< О и И1(т) = -/А/И(т), В< 1 и И2(т) = ВИ(т) < И(т). 

При критическом угле падения О:к = arcsin ~ -угол прохождения 
о:2 = 90° и А = 1, В = 1 +А = 2. Отражённая волна имеет ту же 
амплитуду, что и падающая, а проходящая волна по амплитуде вдвое 

превосходит её, ~о есть nри о: = о:к: А = 1 и И1 (т) = И(т), В = 2 и 
И2(т) = 2И(т). 

Видно, что и при /'1 < /'2 коэффициент отражения меняет свой знак: 
при нормальном падении А < О, а при о: = о:к: А = 1 > О, и существует 
угол о:< О:к, nри котором А= О и И1(т) =О, В= 1 и И2(т) =И( т),
отражённой волны нет, есть только nроходящая вторичная волна сам

плитудой, равной амплитуде nадающей волнь1. Синус этого угла опре

делен ранее, но, так как 11 < 12. формулу д.пя sin о:0 удобнее записать, 
умножив числитель и знаменатель подкоренного выражения на ( -1): 

sino:o = 

При дальнейшем увеличении угла падения, когда о: -+ о:к, коэффициент 

отражения А стремительно возрастает от О при о: = о:0 до 1 при о: = о:к, 

одновременно и так же быстро В растет от l до 2. 

Однако более существенные изменения коэффициентов А и В и 

вторичных волн - отражённой и проходящей - происходят, когда угол 

падения становится больше критического. 
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Если а > ак (напомним, sinaк = ~),в соответствии с законом 
Снеллиуса: 

синус угла прохождения при закрнтическом падении становится 

больше единицы ( ?!). Этого не может быть в области действительных 
тригонометрических функций. 

Определим косинус угла прохождения по обычной формуле: 

Синусу, большему 1, соответствует чисто мнимый косинус. 

Встретившись с этой неожиданной трансформацией косинуса, мы, 

из осторожности, записали оба возможных знака (±)корня. Устано

вим, какой из них имеет физический смысл. Для этого вспомним опи

сание проходящей волны (в волновой аргумент которой и входит cos а2) 
и её спектра: 

и-:: ( ) u- ( х sin а2 + z cos а2 ) 2X,z,t = 2 t- V
2 

+-+ 

_ .f.IJxsino2+zcosoa 
+-+ И2(x,z,w) = U2(w)e-3 V2 • 

Подставим в последнее определение е = .)1 - sin2 а2 , cos а2 = ±je: 

Наличие мнимой единицы в определении косинуса выводит зависи

мость от z из функции запаздывания и превращает её в амплитудный 
"'" множитель е± V2 z 

Если определить cosa2 = +je, то с ростом z (т.е. при удалении от 
границы и от предполагаемого источника колебаний) амплитуда гармо-

"'" ники частоты w неограниченно возрастает: при z --. оо е± V2 z -. оо. 
Физически это абсолютно невозможно, поэтому из двух знаков мнимо
го косинуса следует выбрать минус: cosa2 = -je. 
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Тогда амплитуда вторичной волны, определяемая множителем 
UJE: 

e-V2z, стремится к нулю при удалении от границы (z--+ оо). Однако 
спектр импульсного сигнала определён на всём бесконечном интервале 

частот: -оо < w < оо, и в волновом импульсе присутствуют как 

гармоники с положительными частотами, так и гармоники w < О. Знак 
минус в определении cos а2 = - je «правильно действует» только для 
положительных частот. Для отрицательных частот знак минус гаснет и 

амплитуда гармоники частоты w < О неограниченно возрастает по мере 
удаления от границы z --+ оо. Это - снова нереально. 

Чтобы обеспечить затухание всего спектра волны U2 как для поло

жительных, так и для отрицательных частот, определим: 

cosa2 = -jesgn(w), 

где sgn(w) - знаковая функция частоты: 

{ 

1, 
sgn(w) = О, 

-1, 

VJ >о, 

VJ =о, 

VJ <о. 

wesgn(w) 
В таком определении амплитудный множитель е- V2 z обеспечи-
вает затухание гармонических составляющих со всеми частотами: если 

WE 

w > О, sgn(w) = 1 и е- V2 z -функция, убывающая с ростом z; если же 
~ 

w < О, sgn(w) = -1 и е- V2 z -так же убывающая по мере удаления от 
границы функция. 

Обратим внимание на то, что с ростом абсолютного значения часто

ты w затухание ускоряется, чем выше частота гармоники, тем быстрее 
она затухает с ростом z. 

В функции запаздывания спектра проходящей волны U2(x, z, w) 
. xвinQa+zcoвa2 

осталась лишь пространствеиная переменная х: е -зw V2 

Эта функция соответствует скольжению плоской волны И2 вдоль 
границы со скоростью v; = \12/ sin а2 - меньшей истинной скорости 
V2 волны в нижней среде, так как sina2 > 1. Эта скользящая с 
«неправильной» скоростью волна имеет амплитуду, экспоненциально 

уменьшающуюся с глубиной, вдоль фронта волны. Эти две особенности 
закритической проходящей волны дают основание для её специального 
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наименования - она называется неоднородной плоской волной, в 
соответствии с характером распределения её амплитуды по фронту. 

Неоднородные плоские волны играют главенствующую роль в 

образовании преломлённой (головной) волны, которую рассмотрим 

несколько позже в отдельном разделе. Здесь подчеркнем одно - все 

особенности неоднородной волны выявлены в результате анализа лишь 

волнового аргумента проходящей волны при закритическом падении 

плоской волны на границу раздела. Вид С(!МОЙ волновой функции 

U2 (r) этим анализом не затронут. Поэтому вернемся к исследованию 
поведения спектральных коэффициентов рассеивания и вторичных 

волн при закритическом падении первичной волны. 

Итак, установлено, что при а > ак: вin а2 > 1, сов а2 = -je вgn(w), 

где с:= .Jвin2 a2 -1 = V(tf;вina1) 2 
-1. 

Коэффициенты рассеивания А и В в этом случае описываются вы

ражениями: 

А= 'Yl сова1 + ~С:/'2 вgn(w) = A(w) =~{А}+ j~{A}, 
'Yl сов а1 - JC:/'2 вgn(w) 

В= 1 +А= 2')'1 с~ваl = B(r..;) =~{В}+ j~{B}. 
'Yl сов а1 - JC:/'2 вgn(r..;) 

Знаком тождества подчёркнута комплексная зависимость коэффици
ентов рассеивания от частоты, оправдывающая введенное ранее опре

деление А и В как спектральных коэффициентов рассеивания. 

В числителе и знаменателе дроби, определЯющей А - комплексно

сопряженные выражения: 'Yl сов а1 ±jc:')'2 вgn(r..;), имеющие одинаковый 
модуль (так как вgn2 (r..;) = 1) и противоположные по знаку аргументы. 

Поэтому модуль спектрального коэффИциента выражения равен l: 
IA(r..;)l = 1, и не зависит ни от частоты, ни от угла падения. Фазаво
частотный коэффициент отражения как аргумент дроби с комплексно
сопряженными числителем и знаменателем, равен: 
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Действительная !R{A} и мнимая IJ{A} части спектрального коэффици
ента отражения (СКО) равны: 

( 
. Е/2 sgn(w) ) 

Щ А} = IAI cos 'ФА = cos 2 arcsш = cos 2/3, 
vЪ1 cosa1)2 + (е12) 2 

<J{ А} = IAI sin 'ФА = sin (2 arcsin Е/2 sgn(w) ) = sin 2(3. 
V('YI cosa1)2 + (е12) 2 

При этом 

Используя формулы косинуса и синуса двойного угла (sin 2(3 = 
2sinf3cosf3, cos2(3 cos2 f3 - sin2 (3), получим выражения мя 
действительной и мнимой частей СКО: 

Действительная часть СКО не зависит от частоты, а зависимость мни

мой части от неё задается множителем в виде знаковой функции часто

ты. Обе части СКО являются функциями угла падения. 

Спектральная характеристика отражения обладает всеми свой

ствами устойчивой линейной системы: чётными амплитудно-частотной 

характеристикой (модулем СКО) и действительной частью СКО и 
нечётными фазаво-частотной характеристикой (аргументом СКО) и 

мнимой частью СКО. При этом чётность обеспечивается отсутствием 

зависимости IA/ и ~{А} от частоты, а нечётность 'ФА и ~{А} -
множителем в виде знаковой функции sgn(w). 
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Таким образом, комплексный спектральный коэффициент отраже

ния может быть записан в виде 

A(w) = !R{A} + j~{A}. 

Вынесем знаковую функцию sgn(w) как отдельный множитель к мни-
" ~ {А} ~{А}/ ( ) 21112 cos а1 мои части спектра, тогда вgn = ~· sgn w = (J1 сова1)2+(е:J2)2. 

Спектр отражённой волны разделяется на два слагаемых: 

U1(w) = A(a)U(w) = !R{A}U(a) + j · ~sgn{A}(a) sgn(w)U(w). 

В первом слагаемом присутствует спектр первичной волны с ампли

тудным множителем (весом) ~{А}(а), независимым от частоты и ме:

няющимся с увеличением угла падения. Во втором слагаемом - произ

ведение двух частотно-зависимых функций -знаковой sgn(w) и ком
плексного спектра nервичной волны U(w)- с амплитудным множите
лем ~{А}(а), также изменяющимся с увеличением угла падения. 

Так как nреобразование Фурье- линейная операция, сам отражён

ный сигнал также является взвешенной суммой Фурье-трансформзит 

слагаемых своего сnектра: 

И1(t) = ~{A}(a)U(t) + j · ~sgn{A}(a)~- {sgn(w)} • U(t). 

Здесь~- {sgn(w)}- результат обратного Фурье-преобразования зна
ковой функции частоты вgn(w), U(t) +-+ U(w), а nроизведение сnектров 
заменено свёрткой Фурье-трансформант сомножителей в соответствии 
со спектральной теоремой свёртывания функций. В теории сnектров 

рассматривалась знаковая функция времени sgn(t) и её спектр: 

2 1 
~+{sgn(t)} = -. = -. -. 

JW J1Гf 

Аналогично определяется обратное сl>урье-преобразование знаковой 
функции частоть1: 

1 
~- {sgn(w)} = - j7tt. 

Здесь появился знак минус как следствие nротивоположных знаков 
ядер прямо го ( e-j<.Jt) и обратного ( e+j"'t) преобразований Фурье. Тогда 
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отражённый сигнал может быть описан выражением 

И1 (t) = ЩА}(а)И(t) + j · ~sgn{A}(a) (-_;_) * И(t). 
J7rt 

Сокращая мнимую единицу и раскрывая символьную запись свёртки, 

получим описание отражённого сигнала при углах падения, превыша

ющих критический угол: 

И1(t) = ЩА}(а)И(t) + ~sgn{A}(a) (-~ Jrю И(7) d7). 
J1Г t- 7 

-ОС) 

В скобках записано обратное Гильберrп-преобразование функции 

И(t), описывающей первичную волну: 

(1J 

.ж'- {И(t)} = -~ f И(7) d7 = И~(t). 
J1Г t- 7 

-ОС) 

Таким образом, отражённый сигнал за критическим углом падения 

представляется взвешенной суммой падающего сигнала И ( t) и его 
Гильберт-трансформанты И ~(t): 

И1(t) = ЩА}(а)И(t) + «:J's9n{A}(a)И~(t). 

Веса слагаемых- !R{A}(a) и ~{А}(а) -изменяются при увеличении 
угла падения. Соответственно, изменяется по форме и суммарный от

ражённый сигнал И1(t). 

Проведём анализ зависимости от угла падения а весовых множи

телей ЩА}(а) и «J{A}(a) и структуры суммарной отражённой волны 
при изменении а от критического угла ак до теоретически возможного 

предела 90°. Как отмечалось, при а = ак А(ак) = 1 = !R{А}(ак). 
~{А}(ак) = О. Отражённая волна имеет те же форму и амплитуду, что 
и падающая волна: И1(t) = И(t). 

Как только угол падения превысит критический угол, !R{A}(a) 
стремительно уменьшается, а мнимая часть ~{А}(а) столь же 
быстро возрастает. Доля первичноrо сигнала в суммарной отражённой 
волне быстро уменьшается, и так же быстро растет доля Гильберт

трансформанты падающей волны. 
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При некотором угле падения а = а01 действительная часть спадаеr 
до Q, а мнимая- возрастает до 1: R{A}(ao1) =О, <J{A}(ao1) = 1. 

Отражённый сигнал представлен только Гильберт-трансформантой 

первичной волны: И1(t) = Изrе(t). 

Угол а01 находится из условия R{A}(a01) =О: 

(1'1 cosa1)2
- (е-12) 2 =О, е2 = (~ sina1) 

2

- 1. 

Синус его равен 

sinao1 = 

и не намного превышает sinaк = V1/V2, т.е. ао1 не намного больше ак. 

Дальнейшее увеличение угла падения (а > ао1) приводит 

к перемене знака действительной части и к соответствующему 

инвертированию знака смещения первичной волны в суммарном 

отражённом сигнале. При а -+ 90°: R{A}(a) -+ -1, <J{A}(a) -+ О, 
а U1(t) -+ -U(t). С увеличением угла падения при а > ао1 доля 
падающей волны с инвертированным знаком смещения в суммарной 

волне растет, а доля Гильберт-трансформанты уменьшается в пределе, 
при а = 90°, до О. При этом отражённый сигнал повторяет по форме 
и амплитуде колебаний падаюшую волну с инвертированным знаком 

смещений. Напомним, что такой же предел был выявлен и в случае 

11 > 12 (см. раздел 8.3 ), что вполне естественно. 

Анализ закритических изменений спектрального коэффициента 

прохождения В и вызванных ими трансформаций неоднородных 

плоских волн U2(t) фактически не нужен, так как имеется связь между 
коэффициентами рассеивания SH -волны: В= 1+А, справедливая при 
любых углах падения. Для комплексных коэффициентов рассеивания 

А= R{A} + j<J{A}, В= !R{B} + j<J{B} имеем: 

R{B} + j<J{B} = 1 + R{A} + j<J{A}. 
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Видно, что А и В имеют действительные части, различающиеся на еди
ницу, и равные мнимые части: 

R{B} = 1 + R{A}, 

~{В}= ~{А}. 

Напомним, что связь между А и В получена из первого граничного 
условия (для упругих смещений): 

х 
т=t-v•· 

В соответствии с ним, при любых соотношениях физических 
свойств контактирующих на границе сред и при любом угле падения 

первичной SH -волны при z =О проходящая во.'1на И2 (т) представляет 
собой простую сумму падающей волны И (т) и отражённой волны 

И1 (т). Поэтому все трансформации отражённой волны в закритической 
зоне входят составной частью в изменения проходящей волны. 

Вне зависимости от угла падения в этой волне всегда присутствует 

«постоянная» составляющая - первичная, падающая на границу 

волна, по предположению, не меняющаяся с изменением угла падения. 

В заключение приведём цифровые оценки особых углов падения 

(ао, ак, ао1 ) для границы раздела сред со следующими упругими 
параметра ми: 

V1 = 1414 м/с, Pl = 2120 кг/м3 , --у1 = 3 · 106 кг/(с·м2 ), 
V2 = 2000 м/с, Pl = 2500 кг/м3 , 11 = 5 · 106 кr/(с·м2 ). 
Это довольно «сильная>> отражающая граница. Ей может соответ

ствовать, например, граница между обводнённой верхней средой (где 

скорость В-волны резко уменьшена) и «сухим>> нижним полупростран

ством. 

Коэффициенты рассеивания при нормальном падении (а = О) S Н
волны: 

А(О) = 11 
-

12 = 3 
-

5 
= -0.25 

""Yl + ""У2 3 + 5 ' 
В(О) = 1 + А(О) = 0.75. 

Отражённая волна имеет амплитуду, в четыре раза меньшую ампли

туды первичной волны, и инвертирована по знаку смещения. Проходя

щая волна ослаблена по амплитуде на четверть в сравнении с падаю-
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щей волной. Для выбранных параметров сред определим отношения 

волновых сопротивлений "У2/"У1 ~ 1.667 и скоростей V2/V1 ~ 1.414 
(Vi/V2 ~ 0.707). Используя их, найдём особыеуглы падения первичной 
волны: 

-угол а0 , при котором А= О, В= 1, И1 (т) =О и И2(т) =И( т): 

ао = arcsin 
1.6672 - 1 

1.6672 ·1.4142 - 1 ~ 38'
70

; 

-критический угол ак. при котором А= 1, В= 2, И1 (т) = И(т) и 
И2(т) = 2И(т): 

йк = arcsin0.707 = 45°; 

-угол а01 , при котором ~{А} = О, ~{А} = ~{В} = ~{В} = 1, 
И1(т) = И~(т) и И2(т) = И(т) + И~(т): 

ао1 = arcsin 1.6672 + 1 ~ 49 40 
1.6672 . 1.4142 + 1 . . 

Как видно из этих оценок, зона наибыстрейшего и наибольшего изме

нения спектральных коэффициентов рассеивания ( СКР) и вторичных 
волн весьма узка: ао1 -ао = 10.7°. В интервале йк- а0 = 6.3° коэффи
циенты А и В возрастают на единицу: А от О До 1, В от 1 до 2. Затем, как 
только угол падения превысит критический, коэффициенты становятся 

комплексными. В интервале а01 - ак = 4.4° действительная часть А 
спадает от 1 до О (R{B} от 2 до 1 ), а мнимая часть А и В возрастает от 
О до 1. 

Вне зоны (ао, ао1) коэффициенты рассеивания ведут себя более 
спокойно. При изменении а от О до а0 отрицательный коэффициент 
отражения увеличивается от -0.25 до О (уменьшается по модулю). 
В ближней к источнику зоне, при а ~ a0 j3, СКР изменяются 
незначительно. Соответственно, и вторичные волны в этой зоне 
изменяются мало. 

С увеличением различия свойств контактирующих на границе сред 
все особые точки (ао. ак. aol) смещаются в сторону меньших углов 
падения, а интервалы между ними уменьшаются. Наоборот, для гра

ниц раздела сред с близкими уnругими константами критический угол 

большой, и углы а0 , ао1 отдалены от него. 
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Описание изменений СКР SH -волны иллюстрирует рис. 8.3, на ко
тором построены графики !R{A}(a), ~{А}(а) и импульсоиды первичной 
волны и её Гильберт-трансформанты, а также импульсоиды суммар

ных вторичных волн И1 (т), U2 ( т) для различных углов падения. Так как 
iR{B} = 1 + iR{A}, график !R{A}(a) снабжён второй осью ординат для 
!R{B}(a) со смещенной на 1 шкалой. График ~{А}(а) одновременно 
является и графиком ~{В}( а). Импульсаиды вторичных волн соответ
ствуют углам падения, отмеченным на шкале оси абсцисс стрелками. 

В заключение анализа отметим, что угол падения а определяет уда

ление х в точке приема Р от точки возбуждения О (рис. 8.4 ). 
Тангенс этого угла равен отношению половины удаления х/2 к эхо

глубине границы h: tga = xj2h. Поэтому малые углы падения соответ
ствуют ближней к источнику зоне, а большие- дальней. 

Приведем оценки xjh, соответствующие особым углам для выбран-
ных ранее параметров сред: 

-при а = а0 ~ 38.7°: xjh = 2tga0 ~ 1.6; 
-при а= ак = 45°: x/h = 2; 
-при а = ао1 ~ 49.4°: xjh ~ 2.33. 
Добавим ещё оценку границы ближней зоны: 

-при а = а0/3 ~ 12.8°: xjh ~ 0.46. 
Таким образом, область наибольшей стабильности отражённой 

волны не превышает половины эхо-глубины границы. Наибольшие 

изменения этой волны начинаются на удалениях, в полтора раза 

превышающих глубину. В промежуточной зоне с ростом х изменения 

отражённой волны становятся все более существенными и заметными. 

8.5. Образование преломлённой волны 

В элементарной геометрической сейсмике преломлённая волна рас

сматривается как вторичная волна, возбуждаемая в верхней низкоско

ростной среде проходящей волной, при критическом угле падения пер

вичной волны, скользящей вдоль границы со скоростью V2 > V1. 

Представим источник сейсмических колебаний точкой на поверх

ности однородной среды, покрывающей высокоскоростной nласт боль

шой мощности. Точечный источник возбуждает в верхней среде сфери-
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Рис. 8.3. График КО3ффицнентов отражения н прохождения для sн
волны в завиенмости от угла падения, соответствующие волновые 

импульсы 

ческую волну. В любой момент времени t энергия источника равномер
но распределена по площади S полусферы радиуса R = Vt (рис. 8.5). 

Построим коническую поверхность, вращая луч, отклонённый от 
вертикали на критический угол, вокруг вертикальной оси Oz. Эта 
коническая поверхность, пересекаясь на границе с полусферой фронта 
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Рис. 8.4. Удаление в точке приема от 
точки возбуждения как функция угла 

падения 

Рис. 8.5. 
границы, 

Часть 

на которой 

образуется 

преломлённая 

волна 
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nадающей волны, образует окружность, в каждой точке которой угол 

падения равен О:к. 

Очевидно, что на образование скользящей волны расходуется лишь 

та часть общей энергии колебаний, которая приходится на эту «крити

ческую» окружность. Эта часть ничтожно мала, как мала площадь ли

нии окружности в сравнении с общей площадью полусферы. Поэтому 

скользящая волна, возникающая при критическом угле падения, долж

на иметь бесконечно малую амплитуду. Тем более мала амплитуда пре
ломлённой волны, возбуждаемой в верхней среде этой скользящей вол

ной. Преломлённая волна nросто не должна существовать. Тем не ме

нее, она существует, регистрируется, обрабатывается в методе nрелом

лённых волн, nредложенном ещё в начале ХХ в. 

Наличие неоднородных волн кардинально меняет энергетические 

соотношения и снимает отмеченное nротиворечие элементарной теории 

и nрактики. 

Скользящая и nорождаемая ею головная (nреломлённая) волна об

разуются не только при критическом угле падения, но и при всех углах 

падения, больших О!к, на всей плоскости границы за пределами окруж-
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ности ОК (зона заштрихована на рис. 8.5). Преломлённая волна пред
ставляет собой интегральную сумму бесчисленного множества элемен

тарных головных волн, возникающих при критическом угле падения и 

при всех уг:Лах, больших критического. 

Элементарная скользящая волна, возникающая при а: = а:к. 

распространяется вдоль границы со скоростью '!:! и имеет постоянную 
амплитуду по фронту, перпендикулярному границе. Неоднородные 

скользящие волны, возникающие при всех углах падения а: > а:к. 

распространяются вдоль границы с меньшей скоростью v; = V2/ sin а:2 
(sina:2 > 1) и имеют амплитуду, экспоненциально убывающую по 
их фронтам. Скорость v; уменьшается по мере удаления точки 
образования неоднородной скользящей волны от критической точки, а 

затухание амплитуды ускоряется. Каждая элементарная неоднородная 

волна «тянет» за собой головную волну. Все бесконечное множество 

таких элементарных головных волн, возникающих при всех углах 

а: ~ а:к. складываясь, интерферируют между собой и образуют 
суммарную преломлённую волну, которая и регистрируется на дневной 

поверхности. Для всех элементарных головных волн начальный луч 

совпадает с лучом отражённой волны. Поэтому годографы всех этих 

волн начинаются на годографе отражённой волны и представляют 

собой линии, касательные гиперболическому годографу отраженной 

волны в точке выхода начального луча. 

На рис. 8.6 изображены лишь три годографа головных волн, возни
кающих при критическом угле и при двух углах падения, больших его. 

Таких годографов можно построить бесчисленно много, для всех то

чек годографа отраженной волны в закритической зоне. Они заполняют 
весь сектор плоскости годографа между годографом отраженной волны 

и годографом преломленной волны, образовавшейся при критическом 
угле падения. 

На рисунке построены схемы лучей для трех выбранных элементар

ных головных волн. Под границей построены схематические графики 
распределения амплитуд скользящих волн по их фронту. 

Обратим внимание на то, что по мере удаления точки приема от 
источника число элементарных головных волн, регистрируемых в 

данной точке, растёт - всё большее число точек границы участвует 

в их образовании. С другой стороны, амплитуды элементарных 

волн непрерывно уменьшаются по мере их распространения. Как 

отмечалось, распространение сферической волны сопровождается 
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Рис. 8.6. Лучевые схемы образо- t 
вания головной волны в закрити

ческой зоне и годографы. 

z 

геометрическим расхождением её фронта, из-за чего её амплитуда 

убывает как 1/r. 
Скользящие волны имеют цилиндрические фронты, площадь кото

рых растет пропорционально их радиусу, и поэтому их амплитуды убы

вают как 1/ -JТ. Конические фронты преломлённых волн также име
ют площадь, пропорциональную r, и такое же уменьшение амплитуды. 
Как видим, все элементарные волны, участвующие в образовании пре

ломлённой волны, непрерывно затухают по мере их распространения. 

Напомним, что скользящие и головные волны характеризуются также 

изменением формы волt:tовых импульсов из-за их внутренне интерфе

ренционной природы. 

Все это заставляет определить преломлённую волну как весьма 

сложный волновой процесс, в котором элементарные составля

ющие непрерывно изменяются по кинематическим (направление 

распространения) и динамическим (амплитуда и форма волновых 

импульсов) характеристикам. Преломлённую волну крайне редко 
удается проследить по самому началу колебаний - по первым 

вступлениям волны. Почти всегда корреляция этих волн проводится 

по последующим фазам колебаний. При этом наблюдается как бы 
«перекачивание» амплитуды колебаний из первых фаз в последующие 

и веерное расхождение осей синфазности разных фаз, очень медленное 

и почтинезаметное (рис. 8.7). 
Такое поведение преломлённых волн убедительно и удивительно 

точно объясняется рассмотренной теорией их образования. В 

заключение заметим, что энергия упругих колебаний при углах 
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,......----~----- t Рис. 8.7. Иллюстрация «nеретекания» 
3Нергии волны из фазы в фазу 

падения меньше критического, уходящая в глубь нижней среды, в 

закритической зоне практически туда не уходит, а возвращается на 

верхнюю среду, расходуясь на образование суммарной преломлённой 

волны. 

Это оправдывает применяемое название явления- полное внутрен

нее отражение, - хотя, строго говоря, речь идет не об отражении, а о 

полном переходе энергии скользящей волны в головные (преломлён

ные) волны. 



• 
Глава 9. Обобщённые уравнения 
для коэффициентов рассеивания плоских 
Р- и SV-волн 

Как отмечалось, сейсмическая разведка с использованием про
дольных волн является основной и наиболее распространенной. Реже 

используются поперечные волны, но вертикально-поляризованные 

(SV) поперечные волны всегда образуются как обменные при 

наклонном падении на границу Р-волны. 

9.1. Общие замечания и определения 

Два типа первичных волн- Р и SV- объединяет и число вторичных 

волн, образуемых ими на границе, -четыре, из которых две монотипных 

и две обменных, и число граничных условий- также четыре, из которых 

два - ДJIЯ компонент смещений и два- ДJIЯ компонент напряжений. 

Существует возможность общего рассмотрения явлений на грани

це, создаваемых Р и SV -волнами, подходящими к границе сверху или 
снизу, основывающаяся на законе Снеллиуса: 

Vo Vp1 Vs1 Vsz 
sin ао = sin ар1 = sin as1 sinaP2 sinas2 

= = 

Если выбирать угол падения первичной волны а0 , согласуя тиn волны 

и скорость расnространения Vo (ао = ар1 и Vo = Vp1 или ао = as1 
и Vo = Vs1 и т.д. ), то ДJIЯ любого типа первичной волны все четыре 
вторичных волны будут распространяться по одним и тем же направ

лениям, задаваемым углами ар1, as1. apz, as2, которые определяет 

закон Снеллиуса. 
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Будем обозначать векторы смещения первичных волн индексом 

типа смещения (Р или S) и стрелкой-указателем направления 

распространения. Например, Р-волна, падающая на границу сверху, 

несёт смещение Й р J., а подходящая к границе снизу- Й Pt. Аналогично, 
Й8i· Й8t - векторы смещения первичных нисходящей и восходящей 
SV -волн соответственно. Для вторичных волн цифровым индексом 
будем обозначать среду, в которой эти волны существуют: Й PI 

и Й 81 - восходящие вторичные волны ( распространяющиеся в 
верхней среде z < 0), а Up2 и Й82 - нисходящие вторичные волны 
(распространяющиеся в нижней среде z > 0). 

Соответственно, для первичных нисходящих волн Up1 и U51 - век
торы смещения отражённых вверх волн, а Й Р2 и иЙ 82 - векторы про
ходящих вниз волн. Для восходящих первичных волн, наоборот, Й PI и 
Й 8l - проходящие вверх волны, а Й Р2 и Й 82 - отражённые вниз. 

Есть два обстоятельства, неучет которых приводит к недопустимым 

ошибкам в выводе уравнений динамического равновесия на границе. 

1. При описании волн необходимо учитывать разные направления 
их распространения. Существует четыре нисходящих волны, распро

страняющихся вниз, в сторону положительной полуоси Oz: первичные 
Up.J., Й8J. и вторичные Up2, 082. В их волновых аргументах передпере
менной z стоит знак «плюс»: 

xsinai + zcosai 
t - ---o------

V; 

Существуют также четыре восходящие волны, распространяющиеся 

вверх, в сторону отрицательной полуоси Oz: первичные Upt, Й8t и 
вторичные Й PI, и Й 8I· Их волновые аргументы содержат знак «минус» 
перед переменной z: 

xsina·- zcosa· 
t - • • 

V; . 

2. При вычислении проекций векторов смещения на оси координат 
необходимо учитывать, что эти векторы отклоняются от вертикали в 

разные стороны. Существует четыре волны, векторы смещения которых 

отклоняются против хода часовой стрелки: Up.J., Йst, Йst. Up2. Для 
них угол отклонения положителен. Есть также четыре волны, вектор 

смещения которых отклоняется от вертикали по ходу часовой стрелки: 

Й8J.. Up1, Upr, 082· Для них угол отклонения отрицателен. 
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Векторы смещений продольных волн совпадают с их лучами. По

этому проекции этих векторов на оси координат определяются соотно

шениями: 

Й Pi на ось Ох : И Pi sin(±ai) = ±И Pi sin а;, 

Й Pi на ось Oz : И Pi cos(±Qi) = И Pi cos а;. 

Здесь И Pi -модуль вектора Й Pi. и учтены нечетность синуса и четность 
косинуса. 

Проекции векторов смещений поперечных волн, перпендикулярных 

лучам, определяются соотношениями: 

Йsi на ось Ох: Upi cos(±ai) ==Ир; cosQi, 

Йsi на ось Oz: Up;sin(±a;) == ±Up;sina;. 

Таким образом, при вычислении х-компонент Р-волн и z-компонент 

S-волн всегда необходимо выбирать знак угла а;. 

Продольные и поперечные волны создают на границе нормальное 

Pzz и касательные Рzж• Pzy напряжения. В соответствии с законом Гу
ка, они связаны с деформациями: 

Pzz =>.е+ 2pezz• 

Рzж = 2режz• 

Pzy = 2peyz· 

Напомним, что по условиям задачи граница горизонтальна и совме

щена с плоскостью хОу, так что ось Oz- нормаль к границе. Посколь
ку рассматриваются плоские волны с фронтами, параллельными Оу, то 

в; = О, U11 = О. Поэтому: 

е = ~ (дИ11 + дИz) =О· 
yz 2 дz ду ' 

е= дИж + дИz; 
дх дz 

Pz11 =О; 

( дИх дИz) 
Рzж = 2режz = f.L дz + дх · 
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Нормальные напряжения в этом случае можно описать соотношением 

р = , (дИх дИz) 2 дИz = (' 2 ) (дИх дИz) _ 2 дИх 
zz л дх + oz + J.L oz л + J.L ох + дz J.L ох . 

Используя определения скоростей продольной (Vfi = >.~21!) и лопереч
ной (V§ = ~)волн, представим нормальную компоненту напряжения в 
виде 

р _ V 2 (дИх oUz) _ 2 V?дUx zz - р р ох + дz р s ОХ ' 

или 

р = у2 (дИх дИz _ 2 (Vs) 2 дИх) 
zz Р Р ох + дz Vp дх . (9.1) 

Касательное напряжение описывается выражением 

или 

(9.2) 

Напомним, что пространствеиные переменные (х, z) входят в связан
ном виде в аргумент описания волновых функций: 

х sin ai ± z cos D:i 
т=t- Vi . 

Поэтому вычисление производных по х и z необходимо выполнять по 
правилам дифференцирования сложных функций. Например: 

дU(т(х,у,z)) dU(т) дт 
дх = ---а;;:- . дх . 

Описание волновых смещений и напряжений целесообразно разбить 

на четыре пары волн, одинаковых по характеру смещения (Рили S) и 
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по направлению распространения (вверх, в сторону z < О, или вниз, в 
сторону z > О). 

Это экономит силы и время, а также уменьшает возможность оши

бок. 

9.2. Описание волн и создаваемых ими на границе 
напряжений 

9.2.1. Нисходящие продольные волны 

Вектор смещения первичной нисходящей (падающей на границу 

сверху) продольной волны описывается выражением: 

- - ( XSiЛOp.j. + ZCOSDp.j.) -
UpJ.(X, z, t) = Up.j. t- VPl = Up.j.(TpJ.). 

"Гр~ 

Эта волна бежит вниз (рис. 9.1 ), и в её волновом аргументе z > О. 

Также положителен и угол отклонения вектора tJPJ. от вертикали (про
тив хода часовой стрелки). Тогда проекции вектора на оси координат 

можно описать так: 

(tJPJ.)x = ИРJ. sinapJ.; 

(tJPJ,)z = ИРJ, COSDPJ.· 

(9.3) 

(9.4) 

Волна tJPJ. создает на границе нормальное Pzz и касательное Pzx 
напряжения. Найдём производные, определяющие эти компоненты: 

д - dUpJ. . дтрJ. · . ( sinapJ.) 
-
0 

(ИРJ.)х = -d- ·sшар.~.-д- = UpJ.sшapJ. - V: , 
Х Tp.j. Х Pl 

д - dUp.j. . OTpJ. . . ( COSOpJ.) 
-д (UPJ.)x = -d- ·SШйрJ.-д- = Up.j.SШO:p.j. - Vi , 

Z Tp.j. Z Pl 

д - dUpJ. OTPJ. · ( sinapJ.) 
-(UPJ.)z = --. cosap-~.-0- = UPJ. coso:pJ. - Vi , 
ОХ dTpJ. Х Pl 
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д - dUpJ. дТрJ. · ( COSO:pJ.) 
-д (UPJ.)z = -d- · COSO:pJ.-д- = UpJ. COSO:PJ. - Vi . 

Z TpJ_ Z Pl 

Здесь (и далее аналогично) для краткости обозначено: 

dUpJ. = UPJ.· 
dтpJ. 

Подставляя /xCUPJ.)x. Jz(UPJ.)z в определение(9.1) нормального на
пряжения и вынося за скобку общий множитель --v1 • UpJ., получим: 

Pl 

Здесь .!:..Ш.vv sin ар1 = sin as1 в соответствии с законом С неллиуса и 
Pl 

использована формула косинуса двойного угла. Таким образом: 

х 

(9.5) 

Рис. 9.1. Направление 

распространения волны и 

направления смещений при 

падении Р-волны на границу 

сверху 
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д - д -Подставляя дz (И PJ.)x. дх (ИPJ.)z в определение (9.2) касательного на-
пряжения и вынося за скобку общий множитель, получим: 

или 

(9.6) 

По аналогии, заменяя упругие параметры верхней среды на скорости 

и плотность нижней и заменяя индекс «!» на индекс «2», определим 
компоненты вектора смещения и напряжения вторичной Р-волны Й Р2, 
распространяющейся в нижней среде также в сторону z > 0: 

(ИР2)х = Иp2sino:p2, 

(ИР2)z = Ир2 СО80:Р2 1 
2 • 

(Pzz)P2 = -р2 Vр2И Р2 сов 2o:s2, 

Vs2 · 
(Pzx)P2 = -P2Vs2-V: ИP2sin2o:P2· 

Р2 

9.2.2. Нисходящие SV-волны 

(9.7) 

(9.8) 

(9.9) 

(9.1 О) 

Вектор смещения первичной поперечной волны, падающей на гра

ницу сверху, описывается выражением 

- - ( xsinO:sJ. + ZCOSO:S.j.) -
ИsJ.(x, z, t) = ИsJ. t- VSl = ИsJ.(TsJ.)· 

Так как вектор UsJ. перпендикулярен лучу, ж-компонента смещения 
определяется косинусом, а z-компонента- синусом уrла падения (рис. 
9.2). Этот вектор отклоняется от вертикали в отрицательную сторону 
(по ходу часовой стрелки). Поэтому ero проекции определяются 

выражениями: 

(Йs,J.)x = ИsJ.cos(-o:sJ.) = ИsJ.coso:sJ.; 

(U s,J.)z = И SJ. sin( -O:sJ.) = -И SJ. sin O:SJ.· 

(9.11) 

(9.12) 
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Рис. 9.2. 
распространения 

Направление 

волны и 

х 

направления смещений при 

падении SV -волны на границу 

сверху 

Пространствеиные производные компонент вектора Й5J.: 

д - dU8J. дт8J. · ( sina5J.) -
0 

(U8J.)x = -d- · cosa5J._д_ = U8J. cosa5J. --~т-- , 
Х T8J. Х V81 

д - dU8J. дт5J. · ( cosa5J.) 
-д (U8J.)x = -d- ·cosa5J._д_ = U8J.COSй8J. - V. , 

Z T8J. Z 81 

д - dU5J. дтsJ. · ( sina5J.) -д (UsJ.)z = --d- · sinasJ.-0- = -U8J. sina5J. V: , 
Х TSJ. Х 81 

-(U8J.)z = --- ·sшa5J.-- = -U8J.SШй8J. - . д - dU8J. . дТ8J. · . ( COSй8J.) 
дz dт5J. дz V51 

ПодстаВJJяя :х (UsJ.)x, ;z (UsJ.)z в определение (9.1) нормального на
пря>Кения,получим: 

2 ( 1 . ) (Pzz)8J. =p1Vp1 -V
81 

·ИsJ. х 

. . V51 . 
( ( )

2 ) х cos а 51 sш as1 - sш aSl cos aSl - 2 Vp
1 

cos а 51 sш а 51 , 

или 

(9.13) 
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д - д -Подставляя дх (И sJ,)z, дz (И sJ,)x в определение (9.2) касательного на-
пряJКения,получим: 

( ) 2( 1)• 2 ·2 Pzx SJ. = Pl Vs1 -V
81 

ИsJ.(cos as1- sш asi), 

или 

(9.14) 

Аналогично описываются компоненты смещения и напряJКения для 

вторичной SV -волны, уходящей во вторую, ниJКнюю среду: 

(Иs2)х = U52 cosa52, 

(И S2)z = -И S2 sin as2, 
2 • • 

(Pzz)S2 = P2V82Иs2sш2as2, 

(Pzx)S2 = -р2 Vs2US2 cos 2as2· 

9.2.3. Восходящие Р-волны 

(9.15) 

(9.16) 

(9.17) 

(9.18) 

Эти волны распространяются в сторону z < О (рис. 9.3). Вектор 
смещения первичной восходящей волны Upt, которая существует в 
ниJКней среде, описывается выраJКением: 

Этот вектор отклонён от вертикали в отрицательную сторону и по

этому его компоненты определяются так: 

(U Pt )х = -И Pt sin ар2; 

(U Pt )z = И Pt COS йР2· 

Производные компонент вектора: 

д - · ( sinap2) 
дx(ИPt)x=-Uptsinap2- Vp

2 
, 

(9.19) 

(9.20) 
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х 

Рис. 9.3. Направление 

распространения волны и 

направления смещений при 

nадении Р-волны на границу 

сниэу 

Нормальное напряжение, создаваемое восходящей волной О P't на гра
нице, можно выразить, используя {9. J ), следующим образом: 

. 2 2 Vs2 . 2 

( ( )
2 ) х - sш О:р2 - cos 0:Р2 + 2 Vp2 SШ Ci.P2 ' 

или 

Касательное напряжение в соответствии с {9.2): 

или 

(р ) тг Vs2 и· . 2 -· 
zx Pj = -p2YS2-Vi PjSШ CtP2· · 

Р2 

(9.21) 

(9.22) 
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Рис. 9.4. 
распространения 

НапраВJJение 

волны и 

напраВJJения смещений при 

падении SV -волны на границу 

снизу 
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х 

z 

Для восходящей вторичной волны Up1 , распространяющейся в 
верхней среде, запишем аналогично: 

(ИРl)х = -Up1 sinap1, 

(UPl)z = Up1 COSQpl, 

2 . 
(Pzz)Pl = P1Vp1Up1cos2aS1, 

VSl · 
(Pzx)Pl = -pl VSl-Vi Up1 sin2ctP1· 

Pl 

9.2.4. Восходящие 5-волны 

(9.23) 

(9.24) 

(9.25) 

(9.26) 

Для этих волн переменная z в волновом арrументе отрицательна, 
а углы отклонения векторов смещения от вертикали - положительны 

(рис. 9.4). Вектор смещения первичной восходящей В-волны: 

- - ( xsinasz- zcosasz) -
Иst(x,z,t)=Иst t- Vsz =Иsr(rsr)· 

тst 

Проекции этого вектора на оси координат: 

(Йsr)x = Иst cosasz; 

CUst )z = Иst sinasz. 

(9.27) 

(9.28) 
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Опреде.r.им производные: 

д ~ · ( sina:s2) 
дх (Иsr)x = Иsr cosaS2 -~ , 

д ~ · COS0:S2 
-а (Иsr)x = Иsrcosas2 V. , 

Z Sl 

д ~ · ( sina:s2) 
ax(Иsr)z = Иsrsina:s2 -~ , 

д ~ · . COS0:S2 
-а (Иsr)z = Иsrsшa52 V. . 

z 81 

Нормальное напряжение, создаваемое волной Й 8 r, определяется так: 

. . V52 . 
( ( )

2 ) х cos 0:52 sш 0:52 - sш а 52 cos а 52 - 2 Vp
2 

cos а 52 sш 0:52 , 

ИЛИ 

(9.29) 

Касательное напряжение д.ля восходящей первичной S-волны: 

или 

(9.30) 

Аналогично описываются компоненты смещения и напряжения д.ля 

вторичной S\t' -волны, уходящей во вторую, нижнюю среду: 

(U8l)x = И81 cosa51, 

(U81)z = И81 sina:Sl, 
2 • • 

(Pzz)Sl =p1Vs1И81SШ20:81, 

(Pzx)Sl = Pl Vs1US1 cos2a:sl· 

(9.31) 

(9.32) 

(9.33) 

(9.34) 
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9.3. Граничные условия и обобщённые уравнения 
Цёппритца 

На границе раздела контактирующих сред z = О, и волновые ар
гументы всех восьми волн одинаковы, так как t и х - общие время и 

координата для всех волн, а множители при х равны в соответствии 

с законом Снеллиуса. Все волны на границе описываются функциями 

одного и того же аргумента: 

xsina:i х 
т=t- =t--. 

~ V* 

Соответственно, и производные также есть результат дифференциро
вания волновых функций одного и того же аргумента т. 

Напомним, что все упругие процессы на границе подчинены 

кинематическим и динамическим граничным условиям, обеспечиваю

щим сплошность и целостность всей упругой среды, неразрывность 

контакта пород на границе. 

Кинематические граничные условия требуют равенства на границе 

(z =О) суммарных векторов смещений волн в верхней и нижней средах. 
В проекциях на оси х и z они могут быть записаны так: 

l:Иxlz=O =~Их, 
1 2 

~Uzlz=O = ~Иz. 
1 2 

В верхней среде существуют две первичные нисходящие волны ОР!.• 
ЙsJ, и две вторичные восходящие- Up1, Йs1 . В нижней среде- две 
первичные восходящие волны Upr. Йsr. и две вторичные нисходящие 
волны- Up2 , 052 . Для х-компонент смещений при z = О можно за
писать, используя определения (9.3), (9.7), (9.11 ), (9.15 ), (9.19), (9.23), 
(9.27), (9.31 ): 

(Up!.sinap1 ::.t.Us,J.COSetSI]-Up1sinO:pt +U51cosasi = 

= [-Upr sinap2 ::.~. Usr cosas2J + Up2 sinap2 + Us2cosas2-
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Здесь и далее компоненты векторов смещения первичных волн заклю

чены в квадратные скобки и разделены знаком :!>l. (или), чтобы под

черкнуть, что в уравнении рассматриваются четыре варианта первич

ных нолн. В таком виде уравнение, по сути, есть краткая объединённая 

запись четырех возможных уравнений. Перегруппируем члены уравне

ния, собрав в левой части вторичные волны, а в правой - возможные 

первичные: 

-U Pl sin О:р1 + И Sl cos O:Sl - И Р2 sin О:р2 - И 82 cos o:s2 = 

= [-Иp.J.sino:p1 :!>l. -Иs-~.coso:Sl :!>l. -Иprsino:p2 :!>l. Иsrcoso:s2]· 

В уравнении 6 из 8 членов отрицательны. Для сокращения выражения 
умножим левую и правую части уравнения на ( -1): 

ИР1 sino:p1- Иs1 coso:Sl + ИР2 sino:p2 + Иs2 coso:s2 = 
= [ИР.J. sino:p1 :!>l. Us.J. coso:s1 :!>l. Ирr sino:P2 :!>l. -Иsr coso:s2]. 

(9.35) 

Для z-компонент векторов смещения граничное условие запишем, 
подстамня определения (9.4 ), (9.8), (9.12), (9.16 ), (9.20), (9.24 ), (9.28), 
(9.32) этих компонент: 

[ИP.J.COSO:pl :!>l. -Иs-~.sino:sl] + Ир1 coso:p1 + Иs1 sino:Sl = 

= [ИРt coso:p2 :!>l. Иsr sino:s2] + ИР2 coso:p2- Иs2 sino:s2. 

Проведём ту же перестановку членов, что и для х-компонент: 

Ир1 coso:p1 + Иs1 sino:s1 -И Р2 coso:p2 + Иs2 sin o:s2 = 

= [-Ир.J. coso:p1 :!>l. Иs.J. sino:Sl :!>l. ИРt coso:p2 :!>l. Иsr sino:s2]. 
(9.36) 

Динамические граничные условия сводятся к требованию равенства на 

границе (z = О) суммарных напряжений, создаваемых всеми волновы
ми процессами сверху(9.35) и снизу(9.36). Для нормальных компонент 
напряжений можно записать: 
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Подставляя определения Pzz мя всех волн (9.5), (9.9), (9.13), (9.17), 
(9.21 ), (9.25), (9.29), (9.33) и вводя обозначение 'Yi = Pi ·\!;,получим: 

[ -U P.\.'YPl cos 2o:st ~ Us.1. 'YSl sin 2o:st]+ 

+U Р1 'УР1 cos 2o:sl + U S1 'Yst sin 2o:st = 

= [U Pt'YP2 cos 2о:s2И St'YS2 sin 2o:s2]-

-И Р2"/Р2 cos 2o:s2 + Us2'Ys2 sin 2o:s2-

Проводя обычную перестановку членов, запишем третью группу урав

нений: 

U Pl 'УР1 сов 2o:st + U S1 'Yst sin 2o:st + 
+ И Р2'УР2 cos 2o:s2 - U s2'YS2 sin 2o:s2 = 

= [ИР.\.'УРl coв2o:st ~ -Иs.\.'YSl sin2o:st~ 

~ И Pt'YP2 cos 2o:s2 ~ ir st'YS2 sin 2o:s2]· 

(9.37) 

Наконец, четвертую группу уравнений получим из граничного условия 

для касательных наnряжений, исnользуя оnределения (9.6), (9.10), 
(9.14), (9.18), (9.22), (9.26), (9.30), (9.34): 

· Vst · 
[-ИР.\. т;---'Yst sin 2o:pt ~ -Us.\. 'Ys1 cos 2o:st]

vpr 
· Vs1 · 

-U PI u-'Ysr вin 2o:pt + И sr 'YSI cos 2o:sr = 
VPI 

· Vs2 · 
= [-Uprт;---'Ys2sin2o:p2 ~ Иst'Ys2cos2o:s2]

vp2 
· Vs2 · 

-Up2-Vi 'Ys2sin2o:p2- Иs2'Ys2cos2o:S2· 
Р2 

Продолжим сокращение заnиси и обозначим: ni = Vsi/VPi· 

Выnолняя nерестанооку членов уравнения, заnишем: 

- Uprnr'YS1 sin2o:pr + Usr'YSI cos2o:sr + 
+ U P2n2'Ys2 sin 2о:Р2 + U S2'YS2 сов 2o:s2 = 

= [Up.j.nt'YSt sin2o:pt ~ UsJ.'YSt coв2o:st~ 

~ -Uptn2'YS2Bin2ap2 ~ Ust'i's2cos2as2]· 

(9.38) 
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Получены обобщенные уравнения Цёппритца, связывающие ком

поненты смещений и напряжений втор~:~чных волн - отражё~о~ных и пре

ломленных, продольных и поперечных и компоненты смещений и на

пряжений возможных первичных волн - падающих или восходящих, Р 

или s. 

Сравнение коэффициентов Левых и правых частей уравнений поз

воляет выявить замечательную закономерность. Составим из коэффи

циентов левых частей уравнений (9.35)- (9.38) (множителей для вто
ричных волн) квадратную ( 4 х 4) матрицу Li;: 

( 

sinap1 
cosap1 

'YPl cos 2asl 
-n1'YS1 sin2apl 

-cosas1 
sinas1 

'YSl sin 2ast 
'YSl cos 2asl 

sinaP2 
- cosap2 

'УР2 cos 2as2 
n2'YS2 sin 2ар2 

cosas2 
sinas2 

-'Ys2 sin 2as2 
'Ys2 cos 2as2 

} 
а из коэффициентов правых частей уравнений (множителей для воз

можных первичных волн) - аналогичную матрицу 14.;: 

Rij = 

( 

sinap1 
-cosap1 

'YPl cos 2ast 
n1'YS1 sin2apl 

cosas1 
sinas1 

-'Yst sin 2asl 
'YS1 cos 2asl 

sinap2 
cosap2 

'УР2 cos 2as2 
-n2'Ys2 sin 2ар2 

- cosas2 
sinas2 

'Ys2 sin 2as2 
'YS2 cos 2as2 

} 
Сопостамение матриц Lij и R;.j показывает, что по абсолютному зна
чению элементы матриц попарно равны: 

Различаются лишь знаки некоторЫх пар элементов: для всех (i,j)-x 
элементов, у которых i + j - нечётное число, они разные, а для тех 

элементов, у которых i + j - чётное число, - одинаковые. Такое со

ответствие можно выразить формулой 

Поэтому матрицу коэффициентов левых частей формул можно считать 
главной. 
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Это соотношение коэффициентов обобщенных уравнений Цёпприт
ца легко запоминается, облегчает (сокращая вдвое) расчёты и служит 

средством контроля правильиости их определения (вывода формул). 

Обратим внимание на особенности главной матрицы Liз коэффи
циентов левых частей обобщенных уравнений Цёплритца. Напомним, 

что каждый j-й столбец матрицы соответствует той или иной вторичной 

волне: Lil- коэффициенты дЛЯ Ир1, Li2- дЛЯ Иs1. Liз -мя Ир2 и, 
наконец, Li4 -дпя Иs2. 

В первых двух строках матрицы (L11, L23) тип вторичной волны со
ответствует углу рассеивания: ИР1 и ар1, ИSl и o:s1 и т.д. В 3-й и 4-й 
строках это соответствие так или иначе нарушено. В строке Lзj вол
новые сопротивления соответствуют типу вторичной волны: /'PI и И PI. 

тs 1 и Иs1 и т.д., но во всех элементах этой строки используются углы 
рассеивания лолеречных волн as1 и o:s2~ В 4-й строке (L4j ), наоборот, 
углы соответствуют типу волны ( ар1 и И Р2 и т.д. ), но все элементы 
этой строки имеют множителем лоперечные волновые сопротивления 

тs1 и 1s2 . Наконец, заметим, что отрицательные элементы матрицы Lij 
расположены закономерно: по диагонали L12. L2з. L34 и в дополнение 
к ней, L41· 

Как и дЛЯ SH -волн, различие типов уравнений для смещений (ал
гебраические) и м я напряжений (дифференциальные) легко снимается 
переходом от временного представления волновых функций к их спек

трам: 

И(т) ~ Й(w), 
· dU(т) $ -
И( т)=~- jwИ(w). 

при нулевом начальном условии И(т)jт=О = О, которое вполне реали
стично: ведь в момент прихода первичной волны, принятый за началь

ный, граница находится в покое. 

В результате Фурье-преобразо!iания в 3-м. и 4~м уравнениях у 

каждого члена левой и правой частей появится множитель jw, который 
можно сократить. В результате получим четыре группы однотипных 

алгебраических уравнений, связывающих спектры какой-либо первич
ной волны и четырёх вторичных волн. Такая структура уравнений имеет 

решение не для каждого из спектров, а только для четырёх отношений 
спектров вторичных волн к спектру возбудившей их первичной волны. 
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Назовем эти отношения спектральными коэффициентами рассеивания 

(СКР): 

СКР .. = спектр j-й вторичной волны. 
' 1 спектр i-й первичной волны 

Обозначим их Cij, где i - индекс первичной волны, j - индекс вто

ричной волны. 

Многовариантность первичных волн ( 4) и многочисленность воз
буждаемых ими вторичных волн рассеивания (4 х 4 = 16) и, соответ
ственно, сnектральных коэффициентов рассеивания (также 16) требу
ют строгой и легко распознаваемой системы обозначений. 

Для нисходящих первичных волн и р ~ и и s~ введём: 

-спектральные коэффициенты отражения вверх (СКО f) Ai{ 

Арр 
ЙР1 {w) 
Йр~(w)' 

Йs1(w) 
Йр~(w)' 

-сnектральные коэффициенты прохождения вниз (СКП !) д3 : 

ЙР2(w) 
Йр~(w)' 

Й s2(w) 

Йр~(w)' 

Для восходящих nервичных волн и Pt и и st. распространяющихся 
вверх, «к звездам», коэффициенты рассеивания отметим соответству

ющим символом •: 

- спектральные коэффициенты прохождения вверх ( СКП f) В~: 

Йs1(w) 
В~8 = - , - СКП f монотипных волн; 

иst(w) 
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B?s 

-спектральные коэффициенты отражения вниз (СКО !) A;j: 

Up2(w) 

Upt(w}' 

Us2(w) 
Upt(w)' 

* Us2(w) Ass = - , - СКО! монотиnных волн; 
Ust(w) 

A?s = * UP2(w) Asp = - , - СКО ! обменных волн. 
Ust(w) 

Образуем из введённых С КР квадратную ( 4 х 4) матриuу Cij: 

с .. _ Aps Ass Bj,8 в;s 

( 

Арр Asp Bj,p в;Р ) 

' 3 - В В А* А* . РР SP РР SP 

BPS Bss Ар8 A~s 

В этой матрице каждый j-й столбец соответствует той или иной nер
вичной волне: 1-й- Up~, 2-й- Us~. 3-й- Upt, 4-й- Ust• а каждая 
i-я строка- вторичной волне: 1-я- Up1, 2-я- Us1 , 3-я- UP2. 4-я-

Us2· 

Используя определения матриц коэффициентов левойLij и правой 

R;3 частей уравнений, можно записать обобщенное матричное уравне

ние Цёппритца: 

гдеR;1 = (-l)i+jLi3;i,j = 1,2,3,4. 

Напомним, что при перемножении матриц каждый столбец nервого 
сомножителя по члени о умножается на каждую строку второго оnеран

да. Например, для случая UPJ. (j = 1) используется первый столбец 
матрицы Cij: 
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Матрица Rij мя Этого случая (j = 1) будет вьiглядеть так: 

-знак «плюс», так как i + j = 2 
-знак «минус», так как i + j = 3 
-знак «плюс», так как i + j = 4 
-знак «минус», так как i + j = 5. 

Для первичной волны И sr (j = 4) используется 4-й столбец Ci4: 

Матрица ~1 мя этого случая (j = 4) будет выглядеть так: 

( 

-L14 ) -знак «минус», так как~+~ ~ 5 
+L24 -знак «плюс», так как~+ J = 6 
-Lз4 -знак «минус», так как i + j = 7 
+L44 -знак «плюс», так как i + j = 8. 

Таким же образом, умножая 2-й или 3-й столбцы Cij на матрицу Lij. 
получают системы из четырех уравнений в случ~ях И BJ. (j =. 2) и И Pt 
(j = 3). 

Из четырёх возможных первичных волн наиболее важным яВJJяется 
случай падения на границу сверху продольной волны (j = 1 ), который 
и рассмотрим в следующем разделе. 
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продольной волны 

Как отмечалось, сейсморазведка на продольных волнах является 

главным и наиболее распространенным методом геофизической раз

ведки. 

10.1. Уравнения Цёпnритца для Р-волны 

В случае падения сверху первичной продольной волны й р ~ левую 
часть уравнений Цёппритца получают умножением первого столбца 

(j = 1) матрицы коэффициентов рассеивания 

( 

Арр) 
Aps 

Сн = Врр . 
Bps 

на матрицу Lij коэффициентов левой части уравнений. Правая часть 
R;.1 формируется из первого столбца этой матрицы: 

Rt.t/up~ = (-I)i+lLil = ( ~;:=i:~, )· 
n1 'YSI sin 2apl 

Общая матричная форма уравнений Цеппритца дЛЯ первичной Р

волны имеет вид: С н Li; = ( -1 )i+l Lн. 



168 Глава 10. Отражение и преломление плоской продольной волны 

Используя определения Cil и Lij, запишем четыре уравнения: 

Арр sinap1- Ар8 cosa51 + Врр sinap2 + Bp5cosa82 = sinap1, 

Арр cosap1 + Ар8 sina51- Врр cosaP2 + ВР8 sin as2 = cosap1, 

АРР/'Р1 cos 2а81 + АР8/'81 sin 2aS1 + ВРР/'Р2 cos 2а82-

- BP8/'82sin2a52 = /'Р1 cos2a51, 

- Appn1 /'81 sin 2ар1 + АР8/'81 cos 2а81 + Bppn2/'82 sin 2ар2+ 

+ ВР8/'82 cos2a82 = n1!'81 sin2aP1· 

Именно эти уравнения были получены в начале ХХ в. немецким уче

ным К. Цёппритцем (правда, со многими ошибками, исправлявшимися 

автором и другими исследователями в течение трёх (!) десятков лет). 

При нормальном падении первичной волны ар1 = а51 = ар2 = 
a.s2 = О, все синусы равны О, косинусы равны 1, и уравнения принима
ют вид: 

{ 

-Ар8 + Вр5 =О, 
Арр- Врр = -1, 
Appf'P1 + Bppf'P2 = /'Р1, 
АР8/'81 + ВР8/'82 =О. 

Из первого и четвёртого уравнений следует: Ар8 = Вр5 = О -
обменные волны при нормальном падении Р-волны не возникают. 

Вспомнив определения Арр = ~::~:~. Врр = ~::~:~.после умно
жения на Йр~(w) получим: Йр1 (w) + Йр~{w) = Йр2 (w), или во времен
ной области Up1(t) + Up~(t) = Up2(t). 

При ар1 = О на границе (z = О) суммы смещений первичной и 
отражённой волн равны смещению проходящей волны. 

Решая систему из двух уравнений (2-го и 3-го) ДJIЯ Арр и Врр: 

{ 
Арр- Врр = -1, 
Appf'p1 + Bppf'p2 = /'Pl, 

получим известные определения коэффициентов рассеивания ДJIЯ 

нормального падения волны сверху: 
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А rPl- /Р2 
рр = , 

rPl + /Р2 

2rP1 
Врр = 1 + Арр = -~--=--

rPl + /Р2 

ст:б~::::::::о~~:~~:~:::::и~~::ц:~:у,(ис~[)уют 3-й 
A?s 

Эту матрицу-столбец умножают на матрицу Lij левой части урав

нений и приравнивают к матрице-столбцу Riз = ( -1 )i+3 Liз: 

В матричной форме уравнения Цёппритца для волны И P't имеют вид 

Используя определения Сiз и Lij , получим систему из четырёх уравне

ний: 

Bf,psinap1-Bj,8 cosas1 +Af,psinaP2 +Af,8 cosas2 =sinap2, 

Врр cosap1 + Вр8 sinaSl- Арр cosap2 + Af,8 sinas2 = cosap2, 

Bpp/Pl cos 2asl + Bps/Sl sin 2asl + Арр/Р2 cos 2as2-

- Aps'Ys2sin2as2 = rP2cos2as2, 

- BppnlrSl sin 2apl + Bps/Sl cos2aS1 + Af,pn2тs2 sin 2аР2+ 

+A?srS2 cos 2as2 = -n21s2 sin 2аР2· 

При подходе первичной восходящей Р-волны по нормали к границе все 

углы равны нулю и система уравнений принимает вид 
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откуда 

Af,8 =О, 

B?s =О, 

Глава 1 О. Отражение и преломление плоской продольной волны 

А* - 1P2-JP1 
рр - 1Р2+/'Р2' 

В* - 1 + А* - 2JP2 
рр- рр- /'P2+/'Pl 

Из определений видно, что коэффициенты отражения вверх Арр 
и вниз Af,p при нормальном падении различаются лишь знаком: 
Af,p = -Арр, а коэффициенты прохождения вниз Врр и вверх Врр 
связаны соотношением 

в* 'УР2в 
рр = -- рр. 

'YPl 

Коэффициент двойного - вниз и вверх - прохождения через границу 

равен: 

Крр = Врр · Врр = (1 + Арр)(1 + Af,p) = 
= (1 + Арр )(1 - Арр) = 1 - А~р· 

Из двух вариантов первичных продольных волн первостепенное зна

чение имеет случай и р J. - первичная волна падает на границу сверху. 

Поэтому сосредоточим внимание на исследовании коэффициентов рас

сеивания Cil - Арр, Aps, Врр, Bps как функций угла падения ар1 
первичной нисходящей волны иРJ.· 

При нормальном падении первичной волны (ар1 =О) имеем: 

Арр > О, Врр > 1, если 'УР1 > 'УР2, и при 'УР2 -+ О Арр -+ 1, 
Врр-+ 2; 

Арр < О, Врр < 1, если 'УР2 > 'УР1, и при 'УР1 -+ О Арр -+ -1, 
Врр-+ О. 

В отличие от поперечной SH -волны, при Арр > О происходит от
ражение с потерей полуволны, так как оба вектора иРJ. и иР1 направ-:

лены в одну и ту же сторону, а волны распространяются в противопо

ложные: иРJ. -вниз, а ир1 -вверх. Волна иРJ., несущая, например, 
сжатие на переднем фронте, по рождает отражённую волну и р1 с рас
тяжением на переднем фронте. 

При Арр < О происходит отражение без потери волны- одновре

менно с изменением направления распространения изменяется и на

правление смещения. Волна и р J. и волна и р1 имеют один и тот же тип 
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деформации на переднем фронте: сжатие порождает сжатие, растяже
ние - растяжение. 

В обоих случаях отражённая волна всегда меньше по амплитуде 

(JAppJ = 11'Pl-'YP2 1 < 1) чем волна падающая. 
"/Pl+'i'P2 ' 

Коэффициент прохождения Врр при ар1 =О и при любом соотно
шении волновых сопротивлений 'YPl и -ур2 положителен, и проходящая 
волна имеет то же направление смещения, что и волна Ир!. 

При меньшем волновом сопротивлении нижней среды, волна, про

ходя через границу, увеличивает «шаг»- амплитуду колебаний. Наобо

рот, при -ур2 > 'YPl Врр < 1, и у проходящей волны амплитуда меньше, 
чем у первичной, - ведь волновое сопротивление нижней среды больше 

сопротивления верхней. 

Итак, при нормальном падении Р-волны на границу обменных волн 

не возникает, оба коэффициента рассеивания- Арр и Врр- действи

тельные числа, амплитудные множители, лишь изменяющие амплитуды 

вторичных волн, а при Арр > О происходит еще и инвертирование 

знака смещения отражённой волны в сравнении с волной первичной. 

Определим предельные значения СКР при ар -+ 90°. Подстановка 
sin ар1 = 1, cos ар1 =О, sin 2ар1 даёт следующую матрицу коэффици
ентов уравнений Цёппритца: 

( ~Р' ~2aSJ 
- cosas1 sinap2 cosas2 } sinas1 - С0Sдр2 sinas2 

'YSI sin 2asi ]Р2 cos2as2 --ys2 sin 2as2 
'YSI COS 2aSl n2'YS2 sin 2ар2 'Ys2 cos 2as2 

Правая часть уравнения (матрица-столбец свободных членов) nри этом 

равна: 

Обратим внимание на то, что подстановка ар = 90° обиулила коэф
фициенты при Арр ( 1-й столбец матрицы) и столбец свободных членов 

уравнений (их правых частей) именно в тех строках, где в исходной мат

рице знаки элементов этих столбцов различались. В результате первый 
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столбец левой части уравнений стал полностью совпадать со столбцом 

правой части уравнений. 

При решении системы уравнений по правилу Крамера надо вычис

лить главный определитель системы D, составленный из коэффици
ентов при неизвестных, и определители для неизвестных Di, состав
ляемые из главного определителя заменой его i-го столбца столбцом 

свободных членов. Затем находят неизвестные: 

При вычислении Арр (i = 1) D1 = D и Арр = 1. Все определители 
другихнеизвестных- Aps, Врр, Bps (i = 2, 3, 4)D2 , D3 , D4 равны ну

лю, т. к. эти определители имеют пару одинаковых столбцов ( 1-й и 2-й, 
1-й и 3-й, 1-й и 4-й). Поэтому Aps = Врр = Bps =О. Естественный 
результат - при ар = 90° первичная волна скользит по границе и в 
заданной её точке (х = О) как бы становится отражённой волной. Ни 
обменных, ни проходящих волн нет. 

Исследование поведения СКР как функций угла падения первичной 

волны затруднено необходимостью решать систему из четырех урав

нений с четырьмя неизвестными. Существующие способы общего ре

шения (алгоритм Гаусса, способ Крамера) могут дать аналитические 

выражения СКР. Однако получаемые при этом общие определения ко
эффициентов чрезвычайно громоздки и не поддаются «визуальному» 

анализу. 

Тем не менее, используя опыт исследования случая падения на гра

ницу SH -волны (см. разд. 8), можно всё же составить общее описание 
волн рассеивания, порождаемых Р-волной, иллюстрируя его резуль

татами компьютерного решения уравнения Цёппритца для конкретных 

моделей контактирующих на границе сред. 

10.2. Волны рассеивания, возбуждаемые Р-волной 
на кровле низкоскоростной среды 

Рассмотрим вначале более простой случай, когда волновые сопро

тивления верхней среды ( 'YPl, 'Ys1) больше сопротивлений нижнего по
лупространства ('УР2. 'Ys2). В этом случае Vp1 > (VS1, Vp2, Vs2). Та-
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кое соотношение физических свойств контактирующих на границе сред 

обычно соответствует перерывам в осадканакоплении и характеризует 
чаще всего границы размыва. 

В соответствии с законом Снеллиуса, угол падения ар и равный ему 
угол отражения монотипной ( Р Р) волны ар1 являются наибольшими в 
семействе углов рассеивания: 

Поэтому при изменении угла падения в диапазоне О ~ а.р ~ 90° 
все остальные углы рассеивания верхнего предела 90° никогда не 

достигают. В этом случае значения тригонометрических функций углов, 
определяющие коэффициенты уравнений, при любых углах падения 

являются действительными числами. Таковы и значения коэффициен

тов рассеивания, как результат решения системы линейных уравнений 

с действительными коэффициентами. Следовательно, вторичные 

волны, возникающие при любых углах падения волны ИР!,.. так же 

отличаются от неё, как и при нормальном падении, - изменяются лишь 

их амплитуды и, возможно, знак смещений («полярность» колебаний). 

Обсудим вначале поведение монотипных (РР) вторичных волн при 

изменении угла падения первичной волны. На рис. 10.1 приведены 

два графика коэффициентов отражения Арр как функций угла ар, 

изменяющегося в теоретически возможных пределах О ~ ар ~ 90°, для 
двух моделей контактирующих на границе сред: с большим перепадом 

волновых сопротивлений («сильная» отражающая граница, кривая 

а на рис. l 0.1) и с малыми различиями --ур и -rs («слабая» граница, 
кривая б на рис. 10.1 ). Параметры сред приведеныв табл. 10.1 ниже. 

Таблица 10 1 Параметры модели 1 

1 

Модель ~ Vpt, VS1. PI. 1 Vp2, Vs2, Р2. 

1 
км/с км/с г/см3 1 км/с км/с г/см3 

f Сильная граница 1 5.0 2.887 2.75 1 2.5 1.25 2.25 1 

f Слабая граница 1 2.887 1.667 2.5 1 2.5 1.25 2.25 1 

В обоих случаях Арр при а.р = () - положительное число, тем 

большее, чем больше различие 'YPI и 'УР2 («контрастность» границы). 
С увеличением ар СКО уменьшается, образуя локальный минимум, 

а затем с ускорением возрастает, стремясь к единице при ар --+ 90°. 
Для сильной границы кривая Арр(ар) оси абсцисс в минимуме не до-
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Рис. JO.J. Графики завн·снмостн коэффициента отражения Арр от угла 
подхода: 

а - «сильная» граница; б- «слабая» граница 
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Рис. 10.2. Графики завиенмости коэффициента прохождения Врр от угла 
подхода: 

а - «сильная» граница; б- «слабая» граница 

стигает. Отражённая волна лишь уменьшает свою амплитуду при углах 

падения, соответствующих минимуму кривой. Для слабой границы этот 

минимум может оказаться.ниже оси абсцисс. В результате при изме

нении ар отражённая волна при двух углах падения затухает до нуля. 

М~ этими углами падения знак первого смещения волны обратен 
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тому знаку, который есть у неё при малых (ар --+ О) и больших углах 
падения ('ар --+ 90°). 

Поведение проходящей монотипной Р Р-волны при увеличении угла 
падения от О до 90° определяется изменениями коэффициента прохож
дения Врр(ар) (рис. 10.2). В обоих рассматриваемых случаях (силь
ная граница- кривая а, слабая- б) при ар =О Врр > 1, и проходя
щая волна имеет амплитуду, тем большую амплитуды первичной волны, 

чем меньше различия 1'Pl и 'f'p2 (чем слабее грс:~ница). С увеличением 

ар Врр вначале медленно, затем все быстрее уменьшается, стремясь 
к своему пределу: при ар --+ 90° Врр --+О. Проходящая волна UP2(t) 
максимальна по амплитуде принормальном падении и затухает до нуля 

при скольжении первичной волнь1 вдоль границы. 

Не более сложно и столь же естественно поведение спектральных 
коэффициентов рассеивания обменных волн - Aps(ap) и Bps(ap ). 
Оба коэффициента равны нулю при ар = О и 90° - при нормаль
ном и скользящем падении первичная Р-волна не порождает обменных 

волн. Зависимости Aps(ap) (рис. 10.3) и Bps(o:p) (рис. 10.4) имеют 
максимум в средней части диапазона изменения ар, тем более выра

женный, чем больше различие волновых сопротивлений сред. Интервал 

максимальных амплитуд обменных волн примерно совпадает с тем ин

тервалом ар, в котором амплитуда монотипной отражённой волны ми

нимальна. Энергия первичной волны здесь перераспределяется в поль

зу обменных волн за счет уменьшения доли энергии, приходящейся на 

монотипные волны. 
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Рис. 10.3. Графики зависимости коэффициента отражении Aps от угла 
подхода: 

а - «сильная» граница; б- «слабая» граница 
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Рис. 10.4. Графики зависимости коэффициента nрохождения Bps от угла 
nодхода: 

а - «сильная» граница; б- «слабая» граница 

10.3. Волны рассеивания, возбуждаемые Р-волной 
на кровле высокоскоростной среды 

Рассмотрим теперь образование вторичных волн на границе разде

ла с более часто встречающимся соотношением волновых сопротивле

ний: 

/'Pl </'Р2, /'81 < /'82· 

Этот случай является типичным для геологических разрезов с нормаль

ным циклом осадконакопления, в которых горные породы с увеличе

нием глубины залегания и возраста уплотняются и скорости упругих 

волн растут с глубиной. В зависимости от степени различия физических 

свойств контактирующих сред возможны два случая: «слабая» грани

ца, когда лишь скорость Р-волны в нижней среде больше её скорости в 

верхней среде- Vp2 > Vp1, но Vp1 > (Vs1, Vs2), и «сильная» граница, 
когда и скорость поперечной волны в нижней среде больше скорости 

Р-волны в верхней: Vp2 > Vs2 > Vp1. 

В первом случае существует лишь один критический угол падения 

О:кР для монотипной (РР) проходящей волны: 

. Vp1 
О:кР = arcsш -V . 

Р2 
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Во втором случае к этому углу доnавляется другой критический угол 
для обменной (Р S) проходящей волны: 

. Vp1 
акs = arcsш ~. 

VS2 

Так как Vs2 < Vp2jv'2, sinaкs;:?:: v'2sinaкP- во всех случаях крити
ческий угол для обменной волны больше критического угла для моно

тиnной волны. 

Пока угол падения nервичной Р-волны меньше критического 
ар < акр, все СКР- действительные числа, амплитудные множители 

для вторичных волн, лишь nри изменении знака меняющие направление 

смещения вторичной волны. За критическим углом все коэффициенты 

становятся комплексными величинами, имеющими независимую 

от частоты действительную часть ~(ар) и мнимую часть 'J( ар), 
зависящую от частоты через знаковую функцию sgn(""'). 

Как всегда, в таком случае вторичные волны становятся внутренне 
интерференционными и nредставляются взвешенной суммой nервичной 

волны Ир J. ( t) с весом ~(ар) и ее Гильберт-трансформантой с весом 
'J(ap ). Изменение весов слагаемых с увеличением ар nриводит к nлав
ному, неnрерывному изменению формы суммарных имnульсов вторич

ных волн. 

Поведение сnектрального коэффициента отражения монотиnной 

волны Арр как функции угла nадения ар иллюстрируют рис. 10.5, 
10.6, где изображены Арр(ар) для «сильной» (рис. 10.5) и «слабой» 
(рис. 10.6) отражающих границ. Параметры сред приведены в табл. 
10.2 ниже. 

Таблица 10.2. nараметры модели 2 

l Модель 1 Vp1, 1 Vs1. Р1. 1 VP2, 1 Vs2. Р2. 

км/с км/с г/см3 км/с км/с г/см3 

1 Сильная граница 1 2.2 1 1.0 2.2 1 4.0 l 2.4 2.4 1 
1 Слабая граница 1 2.2 1 1.0 2.2 1 2.6 l 1.4 2.4 1 

Лоявляющаяся при ар> акР мнимая часть СКО <J{App} обозна
чена тонкой линией. 

В обоих случаях до критического угла Арр(ар)- действительная 

функция угла падения, отрицательная во всём диапазоне ар ~ акР· 
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Рис. 10.5. графики зависимости действительной и мнимой частей 

коэффициентов отражения Ар Р от угла подхода для ссильной:. границы 

Примерно в 2/3 этого интервала СКО изменяется незначительно, слег
ка приближаясь к нулю в середине интервала. Соответственно, в ближ

ней к источнику зоне приёма отражённая волна является уменьшенной 

копией волны первичной (отражение происходит без потери полувол
ны): Up1(t) = AppUp~(t). 

В последней трети интервала (О- акР) с приближением ар к кри

тическому углу скорость изменения Арр(а:р) возрастает. При а:кР ко

эффициент отражения достигает максимального отрицательного зна
чения, близкого к (-1). 

Значит, при критическом угле падения отражённая волна практиче
ски совпадает с первичной: Up1(t) = -Up~(t). 

Как только угол падения первичной волны превысит критический, 
Арр(а:р) становится комплексной функцией: 

Действительная часть СКО, равная примерно ( -1) при ар = акр, на
чинает уменьшаться по модулю, постепенно приближаясь к О с ростом 
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Рис. 10.6. Графики зависимости деАствительноИ и мнимой частей 
коэффициентов отражения Арр от угла подхода для сслабой» границы 

ар. Одновременно (при ар = акР) возникает и вначале быстро, а затем 
с замедлением нарастает по модулю мнимая часть СКО, стремясь к 
( -1). При дальнейшем увеличении ар действительная часть спадает до 
О, а мнимая стремится к (-1)- при некотором угле аро коэффициент 
отражения становится чисто мнимым: 

В дальней зоне, при ар > ар0 , !'R{App(ap )} положительна и стремит
ся к l, а ~{Арр(ар )} -к О при ар = 90°. 

Второй критический угол акs. существующий при Vsz > Vp1 (для 
«сильной» отражающей границы, кривая а рис. 10.5), проявляется на 
кривых лишь слабым локальным экстремумо1'tl' и сменой знака ~{Ар р} 
с отрицательного на положительный. 

В соответствии с поведением СКО Арр(ар) с изменением угла па
дения меняется роль компонент суммарной закритической отражённой 
волны Up1(t). В диапазоне углов О ~ ар ~ акР отражённая волна 
подобна падающей. При превышении акР эта составляющая суммар-
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ной волны затухает, а амплитуда Гильберт-трансформанты увеличива

ется. При ар = ар0 R{App} =О, <J{App} = -1 и отражённая вол
на представляет собой Гильберт-тра·нсформанту первичного сигнала. С 

дальнейшим ростом ар эта компонента суммарной волны затухает, а 

первичный сигнал, инвертировав знак смещения, возрастает по ампли

туде. При ар = 90° Арр = 1 и скользящая вдоль границы волна Up1 

тождественна падающей, а амплитуда Гильберт-трансформанты равна 

нулю. 

Обратим внимание на то, что зоной наиболее быстрых и существен

ных изменений отражённой волны является интервал углов падения, 

близких к критическому. Для «слабой» отражающей границы (рис. 

10.6) этот интервал относительно велик, и изменения суммарной 
отражённой волны в нем происходят плавно. Напротив, для «сильной» 

границы интервал весьма узок, и изменение И PI ( t) происходит 

достаточно быстро (рис. 10.5 ). 

Поведение спектрального коэффициента прохождения Врр моно
тиnной волны И p 2 (t) при изменении угла nадения первичной волны ил
люстрируют рис. 10.7, 10.8. До критического угла Врр(ар)- действи
тельная функция угла падения. При ар = О Врр имеет значение тем 
меньшее, чем сильней отражающие свойства границы. С увеличением 

ар коэффициент прохождения Врр с ускорением стремится к вели
чине тем большей 1, чем слабее отражающая граница. Соответственно 
амплитуда nроходящей волны при нормальном ладении меньше амnли

туды первичной волны. С ростом ар амплитуда этой волны растет, до
стигая максимума при ар =акР· 

За критическим углом действительная часть коэффициента 
прохождения R{Bpp(ap)} уменьшается, стремясь в пределе, при 

ар --+ 90°, к О. Как только угол падения превыснт критический, у 
Врр появляется мнимая часть <J{Bpp(ap)}. С ростом угла падения 
её значения быстро увеличиваются, достигая максимума, а затем с 

замедлением спадают до О при ар= 90°. 

Как всегда, за критическим углом падения вторичная волна Ир2 (t) 

становится внутренне интерференционной и представляет собой 

сумму первичного сигнала с весом R{Bpp(ap)} и его Гильберт

трансформанты с весом <J{Bpp(ap)}. В соответствии с nоведением 
этих весовых множителей, доля первичной волны в суммарном сигнале 

Ир2(t), максимальная при ар = акр, убывает с ростом угла падения 
и стремится к О при ар --+ 90°. Доля Гильберт-трансформанты, 
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Рис. 10.7. rрафики зависимости действительной н мнимой частей коэф
фициентов прохождения ВРР от угла подхода для «сильной границы:. 

напротив, растёт от О при ар = акР до некоторого максимального 

значения и лишь затем также убывает до нуля при ар = 90°. 
Напомним, что при критическом падении ар2 - 90°, и проходящая 

волна скользит вдоль границы. При ар > акР sin apz > 1, и волна 
Up2 (t) превращаетсявнеоднородную волну, скользящую вдоль грани
цы со скоростью, меньшей истинной и имеющую затухающую с глу

биной амплитуду. Интеrральная сумма бесчисленного множества волн, 

возникающих при ар >- акs. формирует суммарную интерференци
онную волну, скользящую вдоль границы и возбуждающую в верхней 

среде преrюмлённую (головную) волну. 

Второй критический угол падения Р-волны ар > акР. существу
ющий при V82 > Vp1 (для сильной границы) проявляется на кривых 
ЩВрр(ар)}, ~{Врр(ар)} слабыми локальными экстремумами (рис. 

10.7). 
На рис. 1 О. 9, 10.1 О, 10.11, 1 0.12 приведены графики зависимости 

СКР обменных волн от угла падения волны Up~(t) Aps(ap) и 
Bps(ap ). В обоих рассматриваемых случаях при нормальном (ар =О) 
и скользящем (ар = 90°) падении первичной волны на границу 
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Рис. 10.8. rрафики зависимости действительной и мнимой частей 

коэффициентов прохождения Врр от угла подходадля «слабой границы:. 

обменных волн не возникает. При наклонном падении с увеличением 

угла ар амплитуды обменных SV -волн растут с увеличением угла. 
Критический угол акР отражается локальными экстремумами кривых. 

В закритической зоне СКР обменных волн становятся комплексными, 

а сами волны - внутренне интерференционными. 

Отметим значительное увеличение компонент этих волн в закрити

ческой зоне. Для «сильной» границы R{ Aps l. приближается примерно 
к ( -1 ), R{ Bps} - к 0.5 примерно в середине закритического интерва
ла акР < ар < 90°. Одновременно возрастают и их мнимые части: 
'J{Aps} достигает 0.5, а 'J{Bps J- 0.2. · 

Для «слабой» границы закритические экстремумы СКР обменных 

волн также существуют, но выражены слабее (рис. 10.1 О и 1 0.12). 
Как всегда, при критическом угле падения и углах, больших его, 

возникают скользящие вдоль границы волны И р2, порождающие 

в верхней среде обменные головные (преломлённые) волны. Из-за 

значительной величины акs эти волны регистрируются в дальней от 

источника зоне. 
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Глава 11. Отражение и прохождение поперечной 
вертикально поляризованной плоской волны 

Сейсморазведка на поперечных волнах проводится относительно 

редко, но вертикально поляризованная поперечная волна ( SV) всегда 
возникает при косом (а ~ О) падении на границу ?-волны, как 

обменная. Кроме того, интерес к SV -волнам в последнее время 

возрастает в связи с внедрением так называемой многоволновой 

сейсмики, основанной на регистрации всех типов волн. 

11.1. Уравнения Цёппритца для SV-волны 

Падающей на границу сверху SV -волне в обобщённых уравнениях 
Цёппритца (см. гл.9) соответствуют спектральные коэффициенты от
ражения (СКО) Asp (для обменной волны) и Ass (д.ля монотипной 
волны) и спектральные коэффициенты прохождения (СКП) Bsp и Bss 
(д.ля обменной и монотипной волн). Они расположены во второй колон

ке (j = 2) матрицы коэффициентов рассеивания (СКР)- Cij· Правая 
часть уравнений ~2 формируется из второй колонки матрицы Li2 ле
вых частей уравнений: 

Общая матричная форма уравнений Цёnпритца д.ля SV-волны име
етвид 

Она раскрывается в виде четырёх уравнений: 
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Asp · sinapJ- Ass · cosas1 + BsP · sinap2 + Bss · cosas2 = 
= cosas1; 

Asp · cosap1 + Ass · sinas1- BsP · cosap2 + Bss · sinas2 = 

= sinas1; 

Asp '/Pl · cos2asl + Ass ·/Sl · sin2asl + Bsp ·/Р2 · cos2as2-

- Bss ·1s2 · sin2as2 = -1s1 · sin2asl; 

- Asp · nl/Sl · sin 2apl + Ass · 'Ys1 · cos 2asl + Bsp · n21s2 · sin 2ар2+ 

+ Bss · 1s2 · cos 2as2 = /SI · cos 2aSI. 

Напомним, что 'Ys = Vs · р, 'УР = Vp · р- волновые сопротивления 
(акустические жёсткости) д.ля поперечных и продольных волн соответ

ственно, n = i#; - отношение скоростей Р- и 5-волн, р - плотность 
пород. 

При нормальном падении (а = а51 = О) все углы равны нулю, и 
уравнения примимают вид: 

{ 

-Ass + Bss = 1 (или Bss = 1 + Ass); 
А8Р + Bsp =О } 

(или А8Р = В8Р =О)· 
А8Р · 'У81 + Bsp · 'У82 = О ' 

А88 · 'У81 + В88 · 'У82 = 'У81· 

Из первого и четвёртого уравнений получаем обычные д.ля а О 

формулы: 

А "(81 - "(82 
88 = ; 

"(81 + 'YS2 
в 2"fs1 

88 = 
'У81 + 'У82 

Особенностью рассматриваемого случая является обязательное 

наличие критического угла акр! д.ля отражённой обменной SР-волны: 

. Vs1 45о акр! = arcsш -- ~ , 
Vp1 . 

V81 1 
так как у;- ~ . м· 

VPl v2 . . 
Переходугла падения через критический (а> акр1 )делает все СКР 

комплексными: 

С= !R{C} + j ·~{С}· sgn(Y.~), 
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а все вторичные волны -внутренне интерференционными: 

И2(t) =~{С}· U(t) +~{С}· И.УС(t), 

nредставимыми взвешенной суммой nервичной волны U(t) и её 

Гильберт-трансформанты U.YC(t). Изменение весов ~{С} = ~{С(а)} 
и ~{С} = ~{С(а)} nриводит к неnрерывному изменению волновых 
импульсов вторичных волн. · 

Поэтому закритическая зона, в которой nроисходят существенные 
трансформации вторичных волн, находится на не так уж удалённых от 

источника расстояниях: 

х 

2
h = tg а, и nри а = 45° : х ~ 2h. 

Отношение скоростей ~ оnределяется коэффициентом Пуассона: 

Vs G-2a -Vi = ---,где О~ а~ 0.5. 
р 2- 20' 

При а= 0.1: -Р; = 0.667 и йкрl = 41.8°, х = 1.789h, 

а при а = 0.4: ~ = 0.408 и йкр1 = 23.1 о, х = 0.894h. 

Критический угол a~pi - единственный лишь в том случае, когда 

Vs1 > (Vp2 , V82 ). Такое соотношение скоростей (рис. 11.1) встречается 
довольно редко при падении на границу первичной волны сверху, но 

является достаточно распространённым для случая, когда она nодходит 

снизу. 

Рис. 11.1. Рис. 11.2. Рис. 11.3. 
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Если различия скоростей в верхней и нижней средах не так велики, 

и VSl > Vs2, но VSl < Vp2 (рис. 11.2), то к углу О:крl добавляется 
второй критический угол О:кр2 для проходящей обменной волны: 

. Vs1 
О:кр2 = arcsш -V: • 

Pl 

Такой случай является достаточно распространённым и соответ

ствует перерывам в осадканакоплении и границам размыва. 

Наконец, если и скорость монотипной проходящей волны больше 

скорости падающей BOJJHЫ Иs~(t)- Vs2 > Vs1 (рис. 11.3), то возникает 
и третий критический угол для проходящей 5-волны: 

. Vs1 
О:крз = arcsш ...-;:--. 

VS2 

Такая ситуация типична для обычного скоростного разреза, соот

ветствующего нормальному циклу осадконакопления, когда скорости 

Р- и SV -волн растут с увеличением глубины залегания пород. 
Произведём цифровые оценки критических углов и соответствую

щих им относительных удалений xjh = 2 tg О:кр для различных моделей 
контактирующих на границе сред ( табл. 11.1 ). 

Варианты 1 - 3 соответствуют рисункам 11.1 - 11.3, а последний 
вариант 4 является моделью границы в верхней части разреза, где из
менения физических свойств моrут быть значительными, а также более 
глубокой границы между породами, насыщенными жидкостью, и кон

солидированными сухими породами. 

Как видно из этих оценок, наличие трёх критических углов падения 

SV -волны на границу - скорее правило, чем исключение из правил. 

Обратим внимание на то, что соответствующие этим углам относитель

ные удаления xjh моrут быть достаточно малыми. Поэтому для SV
волны усложнения вторичных волн, присущих закритическим зонам, 

могут проявляться на относительно малых xjh. 
Ещё раз подчеркнём, что критический угол О:крl для отражённой об

менной волны - обязательная особенность рассматриваемого случая 

падения SV -волны на границу. 
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11.2. Волны рассеивания, возбуждаемые 
SV-волной на границе 
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На следующих страницах представ

лены графики СКР д.ля двух моделей 
контактирующих на границе сред. Пара
метры их приведеныв строках 2 и 3 табл. 
11.1 и изображены на рис. 11.2 и 11.3. 

На всех графиках действительные 

СКР и действительные части комплекс

ных коэффициентов изображены тол

стой, а мнимые - тонкой линиями. 

Значения СКР д.ля предельных углов 

падения ( 0° и 90°) во всех случаях 

одинаковы: 

при а = 0°: Asp BsP О, 

Bss = 1 + Ass; 
при а = qoo: AsP BsP О, 

Bss =О, Ass = 1. 
На рис.11.4, 11.5, 11.6, 11.7 пред

ставлены графикиСКР д.ля второго на
бора параметров (см. табл.11.1, строка 2 
и рис. 11.2): Vs2 < Vs1 < VP2 < Vp1. 

Такое соотношение скоростей на 
практике встречается довольно часто. 

В этом случае существуют два кри

тических угла ДJJЯ обменных волн: от

ражённой акрl = arcsin ~ = 23° и 
проходящей акр2 = arcsin ~ = 32°. 

Этим углам соответствуют относи

тельные уд.:мения xjh, равные примерно 
0.85 и 1.32. 

При нормальном падении отражён

ная монотипная волна втрое слабее 

первичной (Ass 0.3). Амплитуда 
проходящей S-волны на треть больше 

неё (Bss = 1.3). Как всегда, nри а = 
as = О обменных волн не возникает. С 
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Рис. 11.4. [рафики зависимости действите'Jiьной И мнимой ·частей 

коэффициентов отражения Ass SV -волны от yr.IJa nодхода. 
Случай Vs2 < Vs1 < Vp2 < Vp1 

ростом as, в докритической зоне, Ass(a) с ускорением уменьшается 
и к критическому углу достигает значения О. Bss(a) в этой зоне почт~:~ 
постоянен на уровне 1.3. As р (а) и В s р (а) отрицательны и растут по 
модулю от О до примерно 0.15. 

Первый критическliй угоЛ акрl отмече·н очень слабым локальным 

максимумом Ass и боЛее сильным минимумом AsP(a), а также макси
мумами коэффициентов прохождения Bss(a) и Bsp(a). При а = акрl 
отражённая Р-волна скользит вдоль границы. 

Лереход угла nадения чере:З акрi nриводит к традиЦионным послед
ствиям: к комплексным СКР, к внутренне интерференuионным вторич
ным волнам и к образованиюнеоднородной волны Up2 (t), ско1rьзящей 
вдоль границЫ со скоростью, меньшей истинной Vp2. 
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Рис. 11.5. [рафики зависимости действительной н минмой частей 
коэффициентов отражения Asp SV -волны от угла подхода. 
СлучаА Vs2 < Vs1 < Vp2 < Vp1 

Между критическими углами акрl и акр2. при а ~ 29° оба коэф·· 
фициента отражения Ass и Asp обращаются в нуль. Также обнуля
ются в этой точке мнимые части коэффициентов прохожцения, а обе 

компоненты Asp и мнимые части Bss и Bsp при переходе через этот 
угол меняют знак. Обратим внимание на то, что в обширном диапазоне 

углов от 29° до 60° монотипная отражённая волна очень слаба: обе 
компоненты Ass не превышают по модулю 0.1. Напротив, ~{Bss} в 
этой зоне больше единиUЬJ, а ~{ Bss} - больше 0.15. 

Второй критический угол акр2 = 32° JI/IЯ проходящей обменной вол
ны проявляется на фоне влияния первого критического угла акрi в виде 

слабых локальных экстремумов или перегибов кривых СКР. 

В закритической зоне а > акр2 все СКР меняются очень nлавно. 
Отметим, что обе компоненты Ass ещё раз обращаются в нуль при 
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Рис. 1 1 .6. Графики зависимости действительной и мнимой частей 

козффициентов прохождения Bss SV -волны от угла подхода. 
Случай Vs2 < Vs1 < Vp2 < VP1 

а :::: 56°, меняя знак при переходе а8 через эту точку: при меньших 
углах ЩAss} < О, ~{Ass} > О; при больших- наоборот, ЩAss} > 
О, ~{Ass} < О. Подобные изменения происходят и с мнимой частью 
коэффициента прохождения при а.:::: 63°: при меньших углах ~{Bss} 
положительна, при больших- отрицательна. 

В пределе, при а-+ 90° Ass(a) стремится к 1, а остальные СКР
к нулю. 

Рис.11.8, 11.9, 11.1 О, 11.11 иллюстрируют поведение СКР в случае, 
когда Vs1 < Vs2 < VP1 < VP2 (см. табл.11.1, строка 3 и рис. 11.3). Это 
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Рис. 11.7. Графики зависимости действительной и мнимой частей 

ко3ффициентов прохождения Bsp SV -волны от угла подхода. 
Случай Vs2 < Vs1 < Vp2 < Vp1 

наиболее часто встречающийся случай, когда с увеличением глубины 
растут плотности и скорости горных пород, и приращения параметров 

на границе невелики. В этом случае существуют три критических угла: 

для обменной отражённой йкрl = 18°, x/h ~ 0.65 и проходящей -
акр2 = 13°, x/h ~ 0.46 - волн, а также для монотипной проходящей 

волны- йкрз = 34°, x/h ~ 1.65. 
При нормальном падении отражённая S-в0J1на втрое слабее пада

ющей (Ass = -0.302 ) и обратна ей по знаку смещения. Проходя
щая волна U82 (t) имеет амплитуду на треть слабее амплитуды Us!(t) 
(Bss = 0.698). Обменных волн, как обычно при а= О. нет. 

В ближней зоне, при малых а амплитуда волны Иs1 (t) вначале 
медленно, а затем всё быстрее убывает: график Ass(a) имеет 
экстремум при а= йкр2 • равный -0.08(минимум амплитуды вторичной 



J 94 Глава J J. Отражение и прохожцение поперечной вертикально поляризованной плоской волны 

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

о 

-0.2 

-0.4 

-0.6 

-0.8 

-1 

f -(~ 1" '-"' 

~ 
D. ~ 
11111"'" 

z ~ 3 ~ ' qll :5 ~ 
_l 
\ J 

' 1 
~ , 
\J 
1\. .. , 
~ 

\.J "' 

1_, 111"""" 

~ 
т ..d _\ " ~ .,. 

1 , 
j 

1 , 
J J 

IJC u 1~ -~ u_ [/'!U , 
/ 

з I~A ~~· , 
/ 

" L 

"""' 
~ 

Рис. 11.8. Графики зависимости действительной и мнимой частей 

коэффициентов отражения Ass SV -волны от угла подхода. 
Случай Vs1 < Vs2 < Vp1 < Vp2 

волны). Проходящая 5-волна почти постоянна по амплитуде,а её 

экстремум при а = йкр2 очень слабо выражен. Отражённая обменная 
Р-волна также слаба- Asp(a) меняется от О при нормальном падении 
до 0.055 перед критическим углом. Слаба и проходящая Р-волна, но 
перед а = акр2 её амплитуда несколько возрастает. Заметим, что 

а = акр2 выделяется на кривой Ass(a) минимумом, а все остальные 
С К. О- максимумом. 

К.ак только угол падения превышает йкр2 = 13°, все СК.Р стано
вятся комплексными с обычными последствиями для вторичных волн в 

закритической зоне. 

Для выбранных параметров разреза второй критический угол 

йкрl = 18° для отражённой обменной волны nревышает йкр2 всего на 
5°. В этой узкой зоне амплитуда волны USl(t) очень мала: компоненты 
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Рис. 11.9. Графики зависимости действительной и мнимой частей 

коэффициентов отражения AsP SV -волны от угла подхода. 
Случай Vs1 < Vs2 < Vp1 < Vp2 

Ass не превышают по модулю 0.1. Зона малых амплитуд этой волны 
продолжается вплоть до а = 28°. 

Проходящая монотипная волна Иs2(t) значительно больше по ам
плитуде: ~{Bss} слабо растёт от 0.732 до 0.761, ~{Bss} меняется от 
0.19 до -0.029. Из-за этого волна И s2 ( t) всего на четверть слабее пер
вичной и почти подобна ей по форме волнового импульса - ведь мно

житель перед Гильберт- трансформантой исходного сигнала в 30 и бо
лее раз меньше множителя передсамим сигналом (~{Bss} » ~{Bss} ). 

В зоне акр2 ..;- акрl обменные волны изменяются по-разному. Отра
жённая волна растёт по амплитуде: ~{Asp} меняется u. О при а~ 13° 
до 0.25 при а = 18°. ~{Asp} убывает от 0.25 до 0.005. Проходящая 
волна затухает: ~{Bsp} уменьшается от 0.25 до 0.005, S)<{Bsp} меня
ется от -0.16 до 0.128. 
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Рис. 11.1 О. tрафики зависимости действительной и мнимой частей 

коэффициентов прохождения Bss SV -волны от угла подхода. 
Случай Vs1 < Vs2 < Vp1 < Vp2 

Второй критический угол Ctкpl = 18° д.ля отражённой обменной вол
ны отмечен слабыми и узкими экстремумами на кривых СКО. Начиная 

с этого угла, мнимая часть Bss с ускорением растёт по модулю. R{Bss} 
увеличивается слабее. 

Наиболее резко выражен третий критический угол Сtкрз = 34° д.ля 
волны Иs2 (t). Отражённая 5-волна, имевшая до этого почти нулевую 
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Рис. 1 1.1 1. Графики зависимости действительной и мнимой частей 

коэффициентов прохождения BsP SV -волны от угла подхода. 
Случай Vs1 < Vs2 < Vp1 < Vp2 

амплитуду, начиная примерно с 28° увеличивается по амплитуде: 

ЩAss} растёт до 0.5, ~{Ass}- до 1 при а = акрЗ· Максимум кривой 
~{Ass} очень узкий, кривая тут же спадает до О и устремляется 
к минимуму: при а = 40.6° - ~{Ass} = -1. Максимум мнимой 
части Ass более широк и чуть смещён относительно максимума 

!R{Ass}, располагаясь в точке, где !R{Ass} = О. Для монотипной 
волны при а > акрз происходит полное внутреннее отражение, и 

!R2 {Ass} + ~2 {Ass} = 1. Заметим, что угол 40.6° является особь1м для 
всех вторичных волн. Обе поперечные волны ИSI(t) :,~ Иs2(t) подобны 
падающей Иs~(t), так как ~{Ass} = ~{Bss} = О. Обе продольные 
волны Up 1 (t) и Up2 (t) подобны Гильберт-трансформанте первичной 
волны,таккак~{Аsр} = ЩВsр} =О. 
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Зона углов, больших 40.6°, является областью достаточно плавного 
изменения СКР. Коэффициент отражения Ass(o:) характеризуется ши
роким минимумом мнимой части, которая достигает значения -1 при 
о: = 57.5°. ~{Ass} при этом обращается в О, изменяясь от -1 при 
о: = 40.6° до + 1 при о: = 90°. ~{ Ass} изменяется от -1 до О (при 
о:-+ 90°). Компоненты обменных волн существенно слабее. Лишь кри
тический угол О:крз отмечен узкими максимумами ~{Asp} и R{Asp}. 
При о:= 57.5° ЩАsр} имеет максимум(~ 0.25), а iR{Bsp}- минимум 
( ~ -0.35 ). В пределе при о: -+ 90° Asp и Bsp стремятся к нулю. 

В заключение рассмотрим практически важный случай границы с 

весьма резким скачком упругих свойств, характерным мя подошвы 

верхней части разреза: VSI < Vp1 < Vs2 < VP2· Рис. 11.12, 11.13, 
11.14, 11.15 иллюстрируют поведение СКР 5V-волны мя такой 
границы. Для принятых в расчёте nараметров (см. табл.ll.!, строка 4) 
существуют три критических угла: О:кр2 = 7°, О:крз = 15° и О:крl = 17°. 
Поскольку скорости Vp1 = 2.05к; и Vs2 = 2.32ксм близки, критические 
углы О:крl и О:крз отмечены на графиках СКР единым экстремумом. 
Лишь ЩBss(o:)} и ~{Bsp(a)} имеют два экстремума: минимум при 

о: = О:крз и максимум вблизи О:крl ( O:max > О:крl ). 
При нормальном падении Ass = -0.629- отражённая 5-волна 

всего лишь на треть слабее первичной и инвертирована по знаку сме

щения. Соответственно, Bss = 0.371 - проходящая 5-волна - почти 

втрое слабее волны ИsJ,.(t). Обменных волн, естественно, нет. 

Зона почти постоянного значения Ass очень узка -уже при о: = 3° 
(x/h = 0.1) начинается вначале медЛенное, затем всё более быстрое 
уменьшениеСКОк первому критическому углу О:кр2· При достижении 
этого угла Ass(aкp2 ) = -0.242. Этот острый максиму кривой соответ
ствует минимальной амnлитуде отражённой волны, так как она расnо

ложен в области отрицательных значений СКО. 

Проходящая nоnеречная волна в докритмческой зоне имеет почти 

постоянную амплитуду (Bss = 0.37-:- 0.38). Лишьвнепосредственной 
близости к О:кр2 СКП возрастает, и при о: = Dкр2 Bss = 0.485. 

Обменные волны в этой зоне ведут с~бя по-разному. Амплитуда 

проходящей волны с ускорением возрастает - Bsp достигает 0.36 
при о: = О:кр2 . Отражённая волна имеет максимальную амплитуду 

(Asp = 0.07) при меньших углах (а = 5.5°), а угол Dкр2 отмечен на 
кривой Asp(a) локальным минимумом (Asp = -0.085). Отметим, что 
во всех случаях амплитуды обменных волн весьма малы в этой зоне. 
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Рис. 11.12. Графики зависимости действительной и мнимой частей 

коэффициентов отражения Ass SV -волны от угла подхода. 
Случай Vs1 < Vp1 < Vs2 < Vp2 

Переход угла падения через акр2 приводит к традиционным след

ствиям - комплексным СКР и внуrренне интерференционным волнам, 
а также к образованию преломлённой (головной) волны. 

В первой межкритической зоне между а><р2 и акрз при угле падения 

а= 9.9° ~{Bss(a)} =О, и проходящая 5-волна по форме импульса 
подобна падающей. При а = 12.5° 'J{Asp(a)} = О, т.е. отражённая 
5-волна подобна ИsJ.(t). Во всех остальных точках этой зоны вторич
ные волны внутренне интерференционны и представлены взвешенной 

суммой сигнала и его Гильберт-трансформанты. 

При критическом угле падения а= акрз коэффициенты имеют экс
тремальные значения: максимумы1R{ Asp} = 0.526 и iR{Ass} = -0.037 
и минимумы ~{Bsp} = 0.137 и iR{Bss} = 0.28. Экстремумы осталь
ных комnонент СКР несколько смещены в сторону больших углов па-



200 Глава 11. Отражение и nрохождение nоперечной вертикально nоляризованной nлоской волны 

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

о 

-0.2 

-0.4 

-0.6 

-0.8 

-1 

,.,-rt 

' 

~ 
.4 , 

J 
V' 

11~ 

~ 

~ 'fll""" 

~ ... 
~u J u 
\ 
\ 

"" ~ 

~ 
'\ l ГJ.sfJ - --Г""11111 ~ ....... ~ 

....~ ~ 
4 ~ :5U .JJ ~ '{~ м ~ ~'"' ,., 
k г ' ..., t.tt pJ 

Рис. 11.13. Графики зависимости действительной и мнимой частей 

коэффициентов отражения Asp SV -волны от угла подхода. 
Случай Vs1 < VpJ < Vs2 < Vp2 

дения: максимумы ~{Asp}(15.2°) = 0.355, ~{Ass}(15.1°) = 0.79 и 
ЩВ8р}(15.4°) = 0.27 и минимум ~{Bss}(15.4°) = -0.85. Наnомним, 
что максимальное значения отрицательного СКР соответствует мини

мальной амплитуде инвертированного по знаку смещений импульса, а 

минимум отрицательного СКР - максимальному по амплитуде инвер

тированному по знаку импульсу. 

Во второй межкритической зоне ( О:крз -:- О:крl) особой точкой 
ЯВJiяется угол о: = 16.5° : здесь обменная SР-волна затухает до 0: 
~{ Asp }(16.5°) = ~{ Asp }(16.5°) = О. Свой критический угол дl!Я 
отражённой Р-волны соответствует минимальной её амплитуде. 

Третьему критическому углу О:крl = 17° не отвечает ни один 

экстремум кривых СКР. Лишь вблизи него, при о: = 17.8° рас

полагается абсолютный максимум ~{Bss} 1.623. При этом 
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Рис. 11.14. Графики зависимости действительной и мнимой частей 

коэффициентов прохождения Bss SV -волны от угла подхода. 
Случай Vs1 < Vp1 < Vs2 < Vp2 

~{Bss} = 0.4, так что проходящая 5-волна в этом случае весьма 
и весьма интенсивна. Ещё одна компонента вторичных волн имеет 

максимальную амплитуду вблизи акрl: nри а= 18.6° <J{Bsp} = 0.608, 
т.е. Гильберт-трансформанта исходного сигнала в прохuдящей Р-волне 

тоже достаточно интенсивна. 

Закритическая зона (а > акрl) отмечена особой точкой м я СКР: 
при а = 19.1° ЩАsр} = ~{Ass} = !R{Bsp} = <J{Bss} = О. 
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Рис. 11.15. Графики зависимости действительной и мнимой частей 

коэффициентов прохождения Bsp SV -волны от yr ла подхода. 
Случай Vs1 < VP1 < Vs2 < Vp2 

Обменные вторичные волны представлены Гильберт-трансформантой 

nервичного сигнала, а монотипные волны - самим этим сигналом. 

В общем, зона а > акрl характеризуется достаточно плавным 

поведением СКР. В ней расположена ещё одна особая точка: при 

а = 47.65° ~{Ass} = О, 'J{Ass} = 1 - отражённая 5-волна 
представлена Гильберт-трансформантой сигнала ИsJ.(t). При том 

же угле ЩBss} = 'J{Bsp} - проходящая 5-волна представлена 
равновесной суммой сигнала и его Гильберт-трансформанты. На этот 

же угол (47.65°) приходится максимальное значение действительной 
части коэффициента отражения ?-волны: R{Asp} = 0.291. При 
дальнейшем увеличении а ~{Asp} последовательно убывает, 
стремясь к О при а --. 90°. 'J{Asp(a)}, достигнув минимума ( -0.498 
при а = 25°) растёт и в пределе, при а -+ 90°, 'J{ Asp} --. О. 
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Действительная часть Ass очень плавно увеличивается от -1 при 
а = 19.1° через нулевое значение до -t 1 при а = 90". ~{Ass}, 
достигнув минимального значения -1 при а = 47.65°, гродолжает 
плавный рост до О при а -+ 90°. К такс.му же пределу стремятся все 
компоненты коэффициентов прохождения. 

Завершая исследование отражения и прохождения поперечной вер
тикально поляризованной (SV) волны на границе двух уnругих сред, 
заметим, что поведение сnектральных коэффициентов рассеяния как 

функций угла падения значительно более сложно в сравнении с другими 

типами первичных волн. Возможно, это является одной из причин более 

редкого и ограниченного применения сейсморазведки на SV -волнах. 



• 
Глава 12. Отражение сейсмических волн от 
дневной поверхности 

12.1. Уравнения Цёппритца для дневной 
поверхности 

Поверхность Земли является самой распространённой и наиболее 

резкой границей раздела контактирующих на ней сред. Под ней зале

гают породы с плотностью, измеряемой единицами гjсм3 , а над ней
воздух, плотность которого на 3 порядка меньше (около 0.001 гjсм3 ). 

Поэтому волновое сопротивление ('У= V · р) воздушной среды прене
брежимо мало в сравнении с волновым сопротивлением горных пород, 

и можно считать, что /PI = Vp1 • Р1 = /SI = vs1 • Р1 =О. 

Дневную поверхность в силу вышесказанного считают свободной 

для упругих волн, и к ней нельзя применять какие-либо кинематические 

(для упругих смещений) ограничения. Это значит, что для неё первые 

два граничных условия - для компонент смещения Их и Иz - теряют 

смысл. В обобщённых уравнениях Цёпприта рассматриваемому случаю 

отвечают лишь два последних уравнения для упругих напряжений (Pxz 
и Pzz ). Кроме того, в этих уравнениях из-за /Pl = /Sl = О обнуляются 
первые два члена. 

Таким образом, для отражения Р- и SV-волн от свободной поверх

ности актуальны лишь 4 (вместо 16 в общем случае) коэффициента 
рассеяния: 

с .. - рр ( А* 
•з- А* 

PS 
). i,j=3,4. 
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Коэффициенты правой и левой частей уравнений связаны между со

бой соотношением 

Для i,j = 3, 4: 

L·. _ ( "/Р2 · cos2a82 
' 1 - n2 · "/S2 · sin 2ар2 

D .. _ ( "/Р2 · cos2a52 
~Ч.J -

-n2 · "/82 · sin2ap2 

-"!82 · sin2as2 ) . 
"/52 · cos 2as2 ' 

"/52 · sin 2as2 ) 
"/52 · cos 2as2 · 

Поскольку среды с индексом 1 нет, в уравнениях можно опустить 
индекс 2, равно как и индексацию восходящих волн (*). Третье 
уравнение можно разделить на "/Р(= "/Р2). а n2 записать как 
'Ys/'YP = n = Vs/Vp. Последнее уравнение имеет общий сократимый 
множитель "/8 (=. 'Ys2). С учётом этих изменений запишем уравнения в 

матричной форме: 

( 
Арр А8р ) ( 'УР · cos2a8 -'Ys · sin2a8 
Aps А85 · n · "/8 · sin 2ар "/8 · cos 2а8 

( 
'УР · cos 2а8 'Ys · sin 2as ) 

= -n · "/8 · sin 2ар "fs · cos 2as · 

Для первичной Р-волны уравнения имеют вид: 

{ 
Арр · cos 2as- Ар5 · n · sin 2as = cos 2ав 
Арр · n · sin 2ар + Aps · cos 2as = -n · sin 2ар 

Решая эту систему уравнений, получим: 

cos2 2as- n2 sin 2as sin 2ар 
Арр = 2 2 . • 2 ; cos 2as + n sш 2as sш ар 

- 2n cos 2as sin 2а р 
АР8 = 2 • • 2 cos2 2а5 + n sш 2as sш ар 

)= 



206 Глава 12. Отражение сейсмических волн от дневной поверхности 

Для первичной S-волны запишем: 

{ 
Asp · cos 2as- Ass · n · sin2as = nsin2as 
Asp · n · sin 2ар + Ass · cos 2as = cos 2as · 

откуда получим формулы для коэффициентов рассеяния: 

А _ 2n sin 2as cos 2as 
SP - cos2 2as + n 2 sin 2as sin 2ар 

nsin4as 
cos2 2as + n 2 sin 2as sin 2ар' 

А _ cos2 2as - n 2 sin 2as sin 2ар 
ss - cos2 2as + n2 sin 2as sin 2ар · 

Заметим, что формулы для монотипных волн ( РР и S S) одинаковы, 
но это их внешнее сходство таит в себе существенные различия для 

Ар р и Ass. При подходеР-волны к поверхности критического угла нет, 
и формулы содержат только действительные синусы и косинусы. Со
ответственно, Арр- всегда простой цифровой множитель, определя

ющий амплитуду отражённой волны. Если же к поверхности подходит 

S-волна, то критический угол всегда есть и он меньше 45°: 

sinaкp = ~::::;; ~ ~ sin45° = 0.707 ... 

Напомним, что отношение V8 jVp зависит только от коэффициента 
Пуассона а, изменяющегося в теоретически возможных пределах О :::;; 
а:::;; 0.5. 

При а= 0.15, то есть вблизи нижнего предела, получим: 

n = ~: = .J(l- 2а)/(2- 2а) ~ 0.688 и акр = 43.5°. 

Вблизи верхнего предела изменения а, при а = 0.45, n ~ 0.302 и 
акр= 17.6°. 

12.2. Падение Р-волны на дневную поверхность 

Вначале рассмотрим более простой случай, когда к дневной поверх

ности подходит продольная (Р) волна. На рис. 12.1 изображены графи-
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ки зависимости коэффициентов отражения продольной волны (Арр) и 
поперечной волны (Aps )от угла подхода а(= flp) nродольной волны. В 
расчёте использовались два значения параметраn = Vs jVp: n = 0.25 
и n = 0.45. 

Для любого значения n функция Арр(а) начинается и заканчи
вается единицами: Арр(0°) = Арр(90°) = 1, а функция Aps(a) -
нулями: Aps(0°) = Aps(90°) =О. 

Увеличение угла падения приводит к уменьшению Арр(а) и к 
увеличению отрицательных значений Aps(a). В зоне средних углов 
а все кривые СКО имеют минимум. Для Арр(а) он смещается в 
сторону больших углов с ростом n: при n = 0.25 йmin = 56°, а nри 
n = 0.45 Gmin = 62°. 

Минимумы Aps(a) всегда располагаются в середине интервала, 
при а ~ 45°. Глубина минимумов дЛЯ монотипной волны значительно 
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Рис. 12.1. [рафики коэффициентов отражения продольной волны и 

поперечной волны от угла подхода в зависимости от n ( параметр кривой) 



208 Глава 12. Отражение сейсмических волн от дневной поверхности 

меньше, чем для обменной: при n = 0.25 APPmin ~ 0.97, а Apsmin ~ 
-0.52; при n = 0.45 имеем Арр miп ~ 0.50, а Aps min ::е -0.92. 

12.3. Падение SV-волны на дневную поверхность 

Значительно сложнее поведение спектральных коэффициентов 
рассеяния для первичной SV -волны (рис. 12.2, 12.3 ). Как отмечалось, 
в этом случае всегда есть критический угол, меньший 45°. До 
критического угла отражение от дневной поверхности описывается 

общими формулами для Ass и Asp и определяется действительными 
функциями угла a:s. Монотипная SS-волна имеет максимальную 
амплитуду при а:= 0: Ass(0°) = 1. С увеличением а: U81 (t) затухает 
тем сильнее, чем больше n. Ass образует локальный минимум перед 
критическим углом: при n = 0.25 Assmin ~ 0.95, а при n = 0.45 
имеем Ass min ::е 0.60. Этот минимум с ростом n смещается в сторону 
больших углов: G:min ::е 12° дЛЯ n = 0.25 и G:min ::е 23° дЛЯ n = 0.45. 

Амплитуда обменной SР-волны растёт с увеличением а: почти ли
нейно от О при а: = О до 0.25 для n = 0.25 и до 1.0 при n = 0.45. В 
последнем случае непосредственно перед О:кр линейность роста нару

шается, а крутизна Asp(a:) увеличивается. 

При критическом угле падения Ass = 1, а Asp может быть выра
жен формулой: 

При n = 0.25 Аsр(а:кр) ::е 0.28, и критический угол О:кр ~ 14.5° 
почти не заметен на фоне общего подъёма Asp(a:). С увеличением 
n максимум Asp становится более резко выраженным. Так, при 

n = 0.45 он равен 1.216. Если же использовать максимальное 
теоретическое значение n = VsfVp = ~ (n2 = ~).то оно обращает 
знаменатель выражения Аsр(а:кр) в нуль, а само значение этого СКО
в бесконечность, чего никак не может быть в практике сейсморазведки. 

Это вынуждает ограничить сверху диапазон возможных значений n, 
приняв за сейсмический максимальный предел отношение VsfVp, 
равным~ 0.65, или max(n2 ) ~ 0.42. 
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Рис. 12.2. Графики действительной (жирная линия) и мнимой (тонкая 
линия) частей коэффициентов отражения Ass SV -волны от угла nодхода 
в зависимости от n ( лараметр кривой) 

Но с величиной n жёстко связан коэффициент Пуассона: 
l-n2 2 l-2a 

а= 2-2n2' ИЛИ n = 2-2а' 

Наибольшее значение n соответствует минимальному коэффициен
ту: min(a) ~ 0.14. 

С другой стороны, максимальному теоретичt.ски возможному зна

чению а= 0.5 соответствует такой объект теории упругости, как рези
на*. Сейсмические свойства геологических сред не похожи, конечно, на 

свойства резины. Некоторым исключением из этого служат пластичные 

влажные глины. Поэтому можно ограничить коэффициент Пуассона и 
сверху: max(a) ~ 0.49. Этому значению а соответствует наименьшее 
отношение скоростей: min(n) ~ 0.14. 

• См. Ландау ЛД., Лившиц Е.М. Теория упругости.- М.: Наука, !995, прим. к стр. 25 
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Рис. 12.3. Графики действительной (жирная линия) и мнимой (тонкая 
линия) частей коэффициентов отражения AsP SV -волны от угла подхода 
в зависимости от n ( параметр кривой) 

Таким образом, сейсмические ограничения ст и n можно записать в 
виде: 

0.14 ~ С1 ~ 0.49; 

0.14 ~ n ~ 0.65. 

Если угол подхода первичной волны становится больше критиче

ского, оба СКО превращаются в комплексные, частотно-зависимые 

(через sgn(""')) функции угла а, а отражённые волны становятся 

внутренне интерференционными. 

Рассмотрим более подробно закритическое отражение SV-волны от 

дневной поверхности. Когда угол подхода первичной волны превышает 
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критический, синус угла отражения Р-волньJ становится больше еди
ницы: 

. sina:s Vs . 
s1nap = --- =- · sшa:s > 1, 

n Vp 

а косинус этого угла превращается в чисто мнимую частотно

зависимую величину: 

cos о:р = -j · sgn(A) · Vsin2 о:р - 1. 

Учитывая, что первичной волной является поперечная, и угол её 
подхода меняется в нормальных пределах (0° ~ o:s ~ 90°), выразим 
о:р через as, используя закон Снел.1иуса: 

. sina:s 
SlllO:p = ---. 

n 

Применив формулу двойного угла (sin2a:p = 2sino:p · coso:p) и 
выразив косинус через синус, в нашем случае получим: 

. . 2 V . 2 2 . sgn((A)) . 
вш2о:р = -J ·sgn((A)) · 2 sш as -n = -J · --2-sш2о:р, n n 

где обозначено sin 2о:р = 2 sin o:s · vfsin2 as - n2 (напомним, что 
sin as > sin а:sкр и для краткости записано as = а). При подстановке 
этого выражения в общие формулы n2 и ,&- сокl>ащаются и можно 
записать: 

А _ nsin4o: . 
SP - 2 2 . ( ) . 2 . 2 ' COS 0: - J · sgn (А) • Slll а · SШ Ctp 

А _ cos2 2а + j · sgn( (А)) sin 4о: 
88

- cos2 2as- j · sgn((A)) · sin2a · sin2a:p 

Введём сокращённьlе обозначения для упрощения за1 .. 1СИ: 

cos2 а:= с; 

n · sin4a: = р; 

2 sin 2а: · sin а:· Vsin2 о:- n2 = в. 
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В этих обозначениях определимСКОв виде: 

р 
Asp = . 

с- j · sgn(w) · s' 
А с+ j · sgn(w) · s 

ss = . 
с- j · sgn(w) · s 

Избавляясь от комплексного знаменателя определений, запишем: 

А _ р ·(с+ j · sgn(w) · s) _ ре . ( ) ps . 
SP - 2 2 - 2 2 + J · sgn "-' · -2--2 ' 

с +s с +s с +s 

А (c+j·sgn(w)·s)2 c2 -s2 . 2cs 
ss = = + J ·sgn(w) · ---

c2-(j·sgn(w)·s)2 c2 +s2 c2+s2· 

Отметим, что IAssl = 1. 

Очевидно, что действительные и мнимые части СКО равны соответ

ственно: 

ре 

~{Asp}= 2 2; 
с + s 

ps 
'J{Asp}=c2 2 ; 

+s 
с2- s2 

ЩAss} = 2 2; 
с +s 

2cs 
'J{Ass} = 2 2" 

с +s 

Действительная часть СКО является амплитудным множителем 

для первичной волны Иsr(t), а мнимая часть - множителем для её 

Гильберт-трансформанты UНi(t) в суммарной отражённой волне: 

Usp(t) = ~{Asp} · Иsr(t) + 'J{Asp} · UНi(t); 

Иss(t) = ~{Ass} · Иsr(t) + 'J{Ass} · UНi(t). 

Изменения весовых множителей с углом падения а(> йкр) опреде

ляют изменения формы отражённых сигналов Usp(t) и Иss(t). 

В обоих случаях- n = 0.25 и n = 0.45 (рис. 12.2 и 12.2)- общей 
особой точкой является а= 45°: ЩAss} = -1, 'J{Ass} = ~{Asp} = 
'J{Asp} =О и Usp(t) =О. При этом 'J{Ass} лишь касается оси углов 
падения, а ~{ Asp} и 'J{ Asp} меняют знак: при а < 45° они поло
жительны, а при а > 45° - отрицательны. Для компонент Ass также 
особыми точками являются углы падения, nри которых ~{Ass} =О, а 
'J{Ass} = 1: nри n = 0.25 это а~ 27.5°, а при n = 0.45- а~ 31°, а 
также в обоих случаях а~ 75°. 

В пределе(а-+ 90°): Ass = 1, Asp =О. 
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Отражение от поверхности является причиной возникновения по

мех для сейсмической разведки в виде многочисленных и разнообраз

ных кратных волн. 

Как видно, отражение от дневной поверхности Sv'-вплны, как и от

ражение от глубинных границ, являе1си более сложным, чем отражение 

Р-волн. Во всех случаях подхода первичной волны под углом, большим 

критического, отражение сопровождается возникновением неоднород

ных волн, скользящих вдоль поверхности со скоростью, меньшей ис

тинной, и имеющих амплитуды, затухающие с глубиной. 

Наложение (суперпозиция) двух такихнеоднородных волн (Р и S) 
представляет собой волну Рэлея, к рассмотрению которой мы перейдём 

в следующем разделе. 
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Глава 13. Волна Рэлея 

В конце XIX века (в 1885 году) английский физик Рэлей (Rayleigh) 
теоретически доказал, что у свободной поверхности твёрдого тела су

ществует особый вид волновых колебаний, напоминающий волны на 

поверхности водной среды. Эти колебания, максимальные у поверхно

сти, затухают с увеличением глубины. При этом в волне присутствуют 

как продольные, так и поперечные смещения, распространяющиеся с 

одной и той же скоростью VR, меньшей не только Vp, но и Vs. 

13.1. Граничные условия и потенциалы упругих 
смещений 

Поскольку затухание с глубиной волновых смещений частотно

зависимо, то есть разные гармоники волны затухают по-разному, будем 

рассматривать какую-либо фиксированную частоту колебаний, то есть 

комплексную гармонику частоты w: 

ejr..Jt = coswt + j · sinwt. 

В общем случае, как известно, вектор смещений О раскладывается 
на продольные и лолеречные колебания: 

о = и~ + и"""s = grad ф + rot ф' 

Ф - скалярный, Ф - векторный потенциалы. 
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В проекциях на оси координат: 

Для плоской волны с фронтом, параллельным оси Оу, JY = О, по

этому х- и z-проекции О содержат компоненты как скалярного, так и 
векторного потенциалов: 

{
И = дФ- дЧ!у_ 
х дх дz ' 

дФ дЧ!у 
Иz. = дz + дх. 

Для волны Рэлея принято обозначать Wy 
запишем: 

- W. С учёТОМ ЭТОГО 

Зададим потенциалы гармонической восходящей (z < О) волны в 

виде: 

Ф = Фо. ехр [jw (t __ x_s_in_a.:._p_~_P_z_c_o_s_a~p:._)] 

W = Wo. ехр [jw (t _ xsinas ;s zcosas)] 

Для неоднородной волны: 

sinap > 1, 
sinas > 1, 

cosap = j · Vsin2 ар- 1, 

cosas = j · Vsin2 as- 1. 
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Потенциалы таких волн могут быть описаны следующими выраже

ниями: 

-az joo (t- L) 
Ф = Ф0 • е · е Vn , 

-bz joo(t-L) 
Ф = '11 0 • е ·е Vn . 

Здесь введены следующие обозначения: 

Vp Vs 
VR = -.-- = -.--, sinap > 1, sinas > 1; 

sшар sшa.s 

(.,) (.,) ./.z ""' ~ 
а= Vp · cosap = Vp · V sш ар- 1 = Vp · V \ \!;) - 1 = 

(L1 (L1 • 2 (L1 Ь = Vs · cosa.s = Vs · V sш a.s - 1 = Vs · = 

Косинусы помечены чертой над ними как признаком их «непра

вильности» (мнимости). Поскольку sin ар и sinas больше единицы, то 
VR < Vs < Vp. 

Компоненты смещений волны Рэлея определяются выражениями: 

и д (ф -az joo(t-V,;-)) + д (•Т• -bz joo(t-Vix )) х = - о · е ·е n - ~о ·е · е n 
дх дz 

( 
J(LI ф -az ь•Т• -bz) joo(t- VX ) 

= - VR ое - 'Jc'Qe е n ; 
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Для определения констант и, прежде всего, скорости Vn нужно ис
пользовать граничные условия на свободной поверхности z = О - ра

венство нулю касательного и нормального напряжений: 

Pzxl =О; 
z=O 

Pzzl =О. 
z=O 

В соответствии с законом Гука, Pzx = 2f.lezx = f.l (~+~).Под
ставляя 11 = V§ · р и используя определения Иz и Их через их потенци
алы, получим: 

Дифференцирование комплексных гармоник по х даёт множитель 

( -jwfVн), а дифференцирование по z- (-а) дЛЯ Фи ( -Ь) дЛЯ Ф: 

Pzx = V§ · р (2 · ( -t:J ·(-а)· Ф0 · e-az+ 

( ( jw) 2 
) 2 ) -Ьz) ju; (t-L) + - Vn - ( -Ь Фо ·е е Vн . 

При подстановке граничного (z =О) условия Pzx = О, сокращая на 
отличные от нуля множители, получим: 

Сокращая ещё и на ( ~) 
2

, определим отношение постоянных 
множителей гармоник: 

2j .J 1 - ( tt;) 
2 

2-(ft:)2 



218 Глава \3. Волна Рзлея 

Используем теперь закон Гука для нормального напряжения: 

После подстановки определений производных потенциалов, произ

водя очевидные сокращения, получим для второго граничного условия 

Pzz = О при z = 0: 

Из этого уравнения снова определим отношение nостоянных nотен

циалов: 

Приравнивая оба оnределения Ф0/Ф0 , сократим -j и 1/j и nолучим: 

2~1- (t;; )
2 

2- (~)2 

2- (~)2 

2~1- (tl: )
2 

Обозначим m2 
= (~) 

2

. Отношение f;; = (~) · (-~) = (~) · 
n = mn, и поэтому ( f;;) 

2 
= m2n 2 . Запишем в этих обозначениях 

nолученное равенство, раскрывая пропорцию: 
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Отсюда получим уравнение для неизвестной m 2 : 

Кубическое уравнение имеет по крайней мере один действительный 

корень. Оценим, может ли этот корень быть между нулём и единицей. 

Для этого найдём значения левой части (..С) уравнения при m2 = О и 
m 2 = 1: 

..С(О) = -16 · (1- n 2
) = 

..С(1) = 1. 

{
-16 

-8 
при n 2 =О 

при n 2 = 0.5' 

Значит, между нулём и единицей расnолагается корень исследуемо

го уравнения, и О~ m2 ~ 1. 

Заметим, что квадрат отношения Vs и Vp ( n2 = ( ~) 2) и коэф
фициент Пуассона tJ связаны между собой соотношением n 2 = ~:::~;. 

В табл. 13.1 и на рис.13.1 приведены оценки n и т = VR/Vs как 
функции коэффициента Пуассона, меняющегося от О до 0.5 с шагом 
0.05. 

Таблица 13.1. 
IJ 

0.00 0.7071 0.8760 
0.05 0.6882 0.8837 
0.10 0.6667 0.8931 
0.15 0.6417 0.9022 
0.20 0.6124 0.9110 
0.25 0.5774 0.9194 
0.30 0.5345 0.9274 
0.35 0.4805 0.9350 
0.40 0.4082 0.9420 
0.45 0.3015 0.9490 
0.50 о 0.9553 
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Глава 13. Волна Рэлея 

Рис. 13.1. Графики m и n 
как функции коэффициента 

Пуассона 

Заметно различиедиапазонов изменения Vs/VP и Vя/Vs: если пер
вое отношение меняется от О. 7071 до О, то второе- в значительно мень

ших пределах- от 0.8760 до 0.9553. 

13.2. Характер смещений, переносимых волной 
Рэлея 

Обсудим теперь поведение компонент смещения, которые были 
определены в виде: 

Их= ( -tн Фое-аz- ЬФое-Ьz) ej"'(t-V'я) =ах· ej"'(t-Jя); 

Иz = ( -аФое-аz + ~: Фое-Ьz) ej"'(t-Vл) = az · ej"'(t-- Jя). 

где а" - амплитуда волновой гармоники в проекции на ось Ох, az -
амплитуда z-проекции гармоники. 
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Учитывая,чтоа= ~R ·Jl-(~) 2,Ь= ~R ·.J1-(~) 2 ,опре
делим ах и az, оставив пока а и Ь в показателях экспонент e-az и е-Ьz. 

Используя определённое отношение Фо/Фо из nервого граничного 
условия, получим после сокращений: 

ах=-~. (е-пz- 2-2m2 ·e-bz) 

2-m2 

с=---

2 

JW ( -az -bz) 
= - VR · е - с · е ; 

Мнимая единица, оставшаяся в определении амплитудЫ, на самом 

деле относится к фазе гармоники: 

. " 1r 1r 
j = el'2 = cos- + j · sin -. 

2 2 

Умножение на j сдвигает гармонику на ~ и превращает косинус в 
(- sin а), а синус- в cos о:: 

eJ·(a+~) = cos (а+~)+ j · sin (о:+ i) = -sino: + j · coso:. 

Поэтому Их= ах·(- sinw (t- Jн) + j · cosw (t- Jн) ). 
Для реальных физических nроцессов можно отбросить мнимую 

часть: 

. ( Х ) W ( -az -bz) . ( Х ) Иx=-ax·Sinw t-- =-е -с·е sшw t--
VR VR VR 

(минусы в определении ах и Их гасят друг друга). 

Здесьамnлитуда синуса оnределяется так: ах = ~н (e-az- с· е-Ьz). 

Для амплитуды второй комnоненты смещения Иz nолучим: 
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Используя определение с, запишем: 

Удерживая действительную часть комплексной гармоники, опреде

лим: 

Выражения для Их и Иz представляют собой параметрические 

уравнения эллипса. Значит, при распространении волны Рэлея частицы 

среды двигаются по эллиптической орбите. 

Для удобства расчёта и анализа нормируем амплитуду ах к единице: 

Определение делителя даёт ax(D) = -~Фот, и ах имеет вид: 

- ( ) 2 ( - v"' z.,}l-(mn)2 - v"' zvfl-m2) 
ах z = -

2 
е я - се я . 

т 

Заметим, что ~я = Х:, где Ан = Xf = Vн · Т - длина волны. 
Поэтому можно ввести также и относительную глубину z/Ан = ~.из
меренную в длинах волны. Тогда окончательно можно записать: 

ах(() = ~2 (e-21r~.Jl-(mn)2 - се-211"{~); 

az(~) =-~2 ..j1 _ (mn)2 (e-2.".{.Jl-(mn)2 _ ~e-2.".{Vl-m2). 

Так как нормирование заведомо сделало ax(D) = 1, определим на
чальное значение z-компоненты: 

2 . ( 1) az(O)=-m2..j1-(mn)2 1-~ . 
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Поскольку с = z-;п
2

, то 1 - ~ = - 2 :'~2 . Тогда nолучим: 

_ 2.у'1- (тп)2 

az(O)= 
2 2 -т 

При минимальном значении n 2 = О, т2 = 0.913 и a-z(O) ~ 1.84. 
Если же n2 = 0.5, т2 = 0.767 и a-z(O) ~ 1.27. Значит, вертикальная 
(поперечная) компонента смещения волны Рэлея в 1.3-;.. 1.8 раз боль
ше её горизонтальной (продольной) составляющей. Эллипс смещения 

всегда вытянут вдоль оси Oz. 

На рис.l3.2 представлены графики, иллюстрирующие поведение 

нормированных компонент iix и iiz как функций относительном глубины 
~ = z/ AR, изменяющейся на интервале О < ~ < 2 в зависимости от 
значения коэффициента Пуассона: для значений а= 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. 

На рис.lЗ.З представлены графики, иллюстрирующие поведение 

нормированных компонент iix и iiz как функций относительной глубины 
~ = z/ AR, изменяющейся на интервале О < ~ < 2. На глубинах, 
больших удвоенной длины волны, обе компоненты затухают более чем 

в l О раз. В расчётах принято n = ~ = 0.4, которому соответствуют 
т=~~ 0.943 и коэффициент Пуассона а~ 0.405. 

На поверхности (при~ = z = О) вертикальная ось эллипса сме

щения волны Рэлея более чем в полтора раз больше, чем его горизон

тальная ось (iiz(O) ~ 1.65). Обе компоненты положительны, поэтому 
движение частиц происходит против направления хода стрелок часов: 

на гребне волны частицы смещаются против хода волны, а на противо

положной стороне эллипса - по ходу. 

С увеличением глубины горизонтальная компонента волны iix стре
мительно уменьшается, и уже при~ = 0.3 эллипс-вырождается в от
резок прямой, т.е. смещения становятся чисто поперечными (ах = О, 

iiz = 1.87. Так как iix(~) при переходе через ~ = 0.3 меняет знак и 
для больших~ становится отрицательным, то эллиптическое движение 

частиц также меняет направление и при ~ > 0.3 происходит по направ
лению хода часовой стрелки. 

Горизонтальная компонента iix(~) образует локальный минимум 
(iix = -0.32) при ~ = 0.49 и лишь затем устремляется к нулю: при 
~ = 2 iix ~ 0.01. Вертикальная комnонента iiz сначала, на интервале 
О ~ ~ ~ 0.3 возрастает от 1.65 до 1.89, образуя локальный максиум,а 
затем также устремляется к нулю с ростом ~: при ~ = 2 iiz = 0.05. 



224 . Глава 13. Волна Рэлея 

о 0.5 1 1.5 

о 

1 
o.5-j 

: 
1 

1.5 

Рис. 13.2. Графики нормированных компонент смещений волны Рэлея в 
зависимости от коэффициента Пуассона 
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Рис. 13.3. Графики нормированных компонент смещений волны Рзлея 
как функции относительной глубины 
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Поверхностная волна Рэлея в пространстве имеет фронт прямого 
кругового цилиндра, и из-за геометрического расхождения её амплиту

да по мере распространения затухает пропорционально 1/yr (r- путь 
волны, радиус цилиндра, r = Vн · t). Напомним, что амплитуда сфери
ческой волны затухает быстрее, пропорционально 1/r. Таким образом, 
волна Рэлея является доминирующей помехой практически в любых 

сейсмогеологических условиях nри работах как с nродольными, так и 

с nоnеречными (SV) волнами. 
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Глава 14. Волна Лява 

14.1. Общие замечания 

Рассмотрим горизонтальный слой постоянной мощности h, лежа
щий на упругом полупространстве. Скорость V1 и плотность р1 в слое 
меньше, чем в полупространстве ( V2 и р2 ), так что существует критиче

ский угол падения акр (sinaкp = ~).Будем считать, что имеем дело с 
горизонтально-поляризованной поперечной волной (SH), которая при 
выбранной модели среды не образует на границах обменных волн и ДJIЯ 

которой коэффициенты рассеивания (отражения А и прохождения В) 

были оnределены формулами: 

А= 1'1 cosa1- 1'2 cosa2; 
1'1 cos lY1 + 1'2 cos й2 

В = 1 + А = __ 2_1',;_1_c_o_s_a_1 __ 

Здесь 1'1 = Vi · Р1 и 1'2 = \12 · Р2 - волновые соnротивления в слое 
и полупространстве, а1 -угол падения, а2 - угол прохождения. 

В заданной модели среды есть и вторая граница - кровля слоя, 

дневная поверхность. Если рассматривать волну, подходящую к этой 

границе снизу, то волна, отражённая от дневной поверхности вниз, бу

дет иметь амплитуду, определяемую аналогичной формулой: 

А = 1'1 cos а1 - 'Уо cos ао . 
1'1 cos а1 + '}'о cos ао 

Волновое сопротивление воздуха '}'о = Vo · Ро можно считать равным 
нулю, так как плотность воздуха на несколько порядков ( ~ 103 ) меньше 
плотности горных nород, даже залегающих прямо под дневной поверх

ностью: р0 -+ О и 'Уо « 'Yl, т.е. '}'о = О. Поэтому Ао = 1, вне зависимости 
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от угла подхода волны к поверхности отражённая SН-волна имеет ту 

же амплитуду, что и первичная. 

Пока на нижнюю граниuу волна падает под углом, меньшим крити

ческого, коэффициент отражения меньше нуля (А < О) и невелик по 
абсолютному значению. Соответственно, коэффициент прохождения В 

мало отличается от единицы. Это значит, что при каждом акте отра

жения большая часть энергии первичной волны уходит из слоя в ниж

нее полупространство. При cr1 < акр процесс многократных отраже
ний в слое сопровождается быстрым затуханием амплитуд колебаний. 

Например, если А = -~.то отражённая от подошвы волна вчетверо 
слабее первичной. Учитывая, что А0 = 1, двукратное отражение вверх 
имеет амплитуду, пропорциональную квадрату коэффициента отраже

ния А2 ~ А2 = / 6 , а трёхкратное отражение - пропорциональную 
кубу Аз ~ Аз = - ~ и так далее. Видно, что процесс многократных 
отражений в слое действительно сопровождается быстрым затуханием 

амплитуды. 

14.2. Образование волны Лява 

Ситуация решительно меняется, если угол падения больше крити

ческого: cr1 > акр· Как было установлено в теории отражения и про
хождения SН-волны (глава 8), коэффициенты рассеивания А и В в 
этом случае становятся комплексными величинами. Модуль коэффи

циента отражения А становится равным единице и перестаёт зависеть 

от угла падения. Это значит, что за критическим углом как отраже

ние вниз от дневной поверхности А0 , так и отражение вверх от подош

вы слоя А1 не сопровождается затуханием амплитуды колебаний от
ражённых волн: IAol = 1 и IA1I = 1. Слой становится своеобразным 
волноводом, в котором волна, многократно отражаясь от границ слоя, 

распространяется вдоль слоя, практически не затухая. 

Если мощность слоя невелика (как это обычно бывает в зоне малых 

скоростей), то многократные отражения в слое накладываются друг на 

друга, образуя сложную интерференционную волну. Поскольку пара

метры слоя (мощность h, скорость V1 ) и полупространства ( V2) предпо
лагаются неизменными, то и условия интерференции для каждого угла 

cr1 > акр оказываются одинаковыми в разных точках слоя. В реэулъ-
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тате в слое возникает своеобразная стоячая волна - в смысле фикси

рованной по вертикали картины интерференции. Однако эта волна не 

стоит, а двигается вдоль слоя со скоростью VL = V1/ sin а1 , при этом 

vL ~ v1. 
Одновременно, при том же закритическом угле падения, в полупро

странстве возникает неоднородная плоская волна. Она имеет амплиту

ду, экспоненциально убывающую вдоль фронта по мере удаления по z 
от границы, и скорость, меньшую истинной (V2 ), так как при а 1 > акр 
sin а2 > 1 и VL = V2/ sin а2 < V2. В соответствии с законом Снелли-

Vз. V2 
уса, кажущаяся скорость равна: -.-- = -.-- = VL. И, очевидно, 

SlD/1"1 SlD/1"2 
при этом vl ~ VL ~ v2. Следовательно, оба колебательных процесса 
- стоячая волна в слое и неоднородная волна в полупространстве -
имеют одну и ту же скорость распространения вдоль слоя (вдоль Ох), 

как единый волновой процесс, называемый волной Лява по имени ан

глийского учёного (Love А.Е.Н.). 
Так как интерференция в слое и затухание неоднородной волны в 

полупространстве зависят от частоты волновых колебаний, будем рас

сматривать колебания фиксированной частоты, то есть гармонику ча

стоты("). 

В соответствии с вышеизложенным, опишем волновые гармоники в 

слое: 

и в полупространстве: 

Здесь а1 (z) -неизвестна я функция распределения амплитуды сум
марных, интерференционных колебаний в слое по вертикали. Анало

гичная функция а2 • е-ьz соответствует поведению амплитуды неодно
родной волны, как функции z -удаления от границы по вертикали. 
а2 - константа, неизвестная величина, которую требуется определить. 

Этим волнам соответствуют волновые уравнения одного и того же 

типа: 
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Предполагается, что фронт волны параллелен Оу,.поэтому :У = О, и 

V'2 = ~ + ~. Подставив определение U1 и производя сокращения и 
дифференцирование, получим: 

Перегруппировав члены уравнения, запишем: 

Если обозначить g2 = ( ~) 
2 

- ( ~) 
2 

= ( ~L) 
2 

( -tf - 1), получим 
стандартное дифференЦиальное уравнение второГо порядка, известное 

как уравнение Гельмгольца: 

Стандартное же его решение имеет вид 

a1(z) = Csingz + Dcosgz, 

где С и D- константы, которые следует определить из граничных усло

вий. 

Запишем волновое уравнение Для полупространства: 

или 

ПодставИв определение И2, получим после дифференцирования: 
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Производя сокращения, получим возможность определить: 

ь = ( ~) 2- ( ~) 2 ( ~) 2 (1- (~~) 2)' 

нлнЬ~ (~)~1- (~)' 
Для определения введённых в описание констант и, прежде всеrо, 

скорости VL волны Лява, используем граничные условия. При этом 
плоскость хОу совместим с подошвой слоя (z = 0), а кровлю слоя 
мощностью h, параллельноrо хОу, зададим уравнением z = -h. 

Дневная поверхность является поверхностью, свободной от напря

жений. Для SH -волны актуально касательное напряжение Pzy· В со
ответствии с законом Гука, Pzy = 2J.Lezy, а сдвигоная деформация ezy 

определяется выражением ezy = ~ ( ~ + ~). Так как /у = О, по-
лучаем просто ezy = ~~·В слое Uy = И1, J.L = /-Ll = V?Pl· Таким 
образом, первое граничное условие на поверхности z = -h можно за
писать в виде: 

v,2 да1(z) ;IAJ(t-*)1 _ 0 или 1 р1 ---е L - • 

дz z=-h 

Сокращая на отличные от нуля V12p1e;IAJ(t-~) и подставляя опре
деление а1 (z ), получим: 

:z (Csingz + Dcosgz) 'z=-h =О, или 

gCcosgz- gDsingzlz=-h =О. 
Сокращая на g "# О, подставив z = -h и учитывая нечётность 

тангенса, в итоге получим: 

с 
tggh =-n· 
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Подошва слоя является внутренней границей, и на ней граничные 

условия требуют равенства смещений и напряжений. 

Запишем для смещений: 

Подставляет введённые определения И1 и U2 , получим: 

Сокращая комплексную гармонику и подставляя z = О, найдём: 

Для напряжения Pzy запишем по аналогии с первым граничным 

усJI'овием: 

V2 da1(z) jUJ(t-*) 1 v;2 d ( -Ьz) jUJ(t-*) IPl·---·e L = 2Р2·- е ·е L. 

dz z=O dz 

После очевидных сокращений и подстановки а1 (z) получим: 

Дифференцируя и подставляя z = О, запишем: 

V? Р1 · gC = - V2
2 Р2а2Ь. 

о u - с V22P2 ь 
тсюда на идем - = --2- • -. 

а2 Vi Pl g 

Но, учитывая, что а2 = О и -с/ D = tg gh, запишем: 

V.2P2 ь 
-tggh = --2

-.
V{p1 g' 
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где 

Поэтому окончательно получим: 

- трансцендентное уравнение, которое в явном виде не решается отно

сительно скорости VL. Сразу скажем, что существует дисперсия скоро
сти волны Лява, то есть VL = VL(U.i). Поэтому попробуем оценить VL, 
используя установленные пределы изменения: vl ~ VL ~ v2. 

Если VL = V1, то аргумент тангенса обращается в нуль, а правая 
часть его определения стремится к бесконечности. Этого быть не мо

жет, так как tg О = О. Значит, обнуление подкоренного выражения при 

VL = V1 необходимо скомпенсировать неограниченным увеличением 

множителя перед корнем: "" --+ оо. Тогда произведение нуля на бес
конечность может обратить аргумент в ~. как это и должно быть для 

тангенса, равного бесконечности. Таким образом, для очень больших 

частот скорость волны Лява мало отличается от скорости в слое: при 

"" --+ 00 длина волны AL = 2
: --+ о и VL = vl. Бесконечно большим 

частотам соответствует столь малая длина волны, что волна Лява рас

пространяется со скоростью VL, равной скорости в слое V1. 
Если же VL = V2 , то в нуль обращается правая часть определе

ния тангенса, тогда как аргумент его не равен нулю. Для выполнения 
условия tg О = О необходимо, чтобы нулю равнялась частота (UJ = 0). 
Значит, при стремлении частоты к нулю, а длины волны - к беско

нечности скорость волны Лява должна быть равной V2. Длина волны 
столь велика, что в сравнении с ней мощность слоя бесконечно мала, 

и волна просто «не замечает» слоя и распространяется со скоростью в 

полупространстве v2. 
Таким образом, скорость волны Лява зависит от частоты, то есть 

волна распространяется с дисперсией скорости (VL = VL(w), или VL = 
VL(AL)). Правда, эта дисперсия вызвана особенностями волны, а не 
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среды. Так что правильнее говорить о дисперсии кажущейся скорости, 

или квазидисперсии. Настоящая дисперсия есть следствие неидеаль

ной упругости среды. 

С>пределим арктангенс из полученного трансцендентного уравне

ния: 

Арктангенс- функция многозначная: k =О, 1, 2, ... , соответствен
но, и VL((A)) также многозначна. Принято называть эту зависимость, 
вычисленную для k = О, основным тоном (фундаментальной модой), 

а все остальные- обертонами (нормальными модами) порядка 1, 2, 3 и 
так далее. 

Поскольку в явном виде VL((A)) невозможно представить, будем ис
пользовать обратную зависимость (A)(VL), - ведь для VL совершенно 
чётко определены границы изменения скорости волны Лява: 

v1 ~ VL ~ \t2. 
3 UJ ~ 211' 211' 2 3 
амеТИМ, ЧТО VL = VL = TVL = ЛL = 1ГI'iL = VL. десь (А) -

круговая, или циклическая, частота колебаний (рад/с), f- их (линей
ная) частота (Гц= ~ ), Т- период колебаний (с), AL -длина волны (м), 
"'L - пространствеиная частота ( ~) и VL - круговая пространствеиная 
частота (рад/м). 

С>пределим (А) из уравнения: 

( { 
( )2} ) 2 1- YL.. V2 Р2 V2 

Arctg . ~ 2 + k1r , 
1 Р1 (tr) _ 1 

или 

(
1 {у22Р2 1-({t)

2

} ) -Arctg ~ 2 +k . 
1Г 1 PI ( tr) _ 1 
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Все дисперсионные кривые VL(f) имеют общий предел: VL = vl 

при f _. оо- на бесконечно больших частотах. Если же VL = V2 , то 

арктангенс равен нулю, и начальная частота для каждой кривой своя: 

k =о, 1, 2, 3, ... 

Для основного тона коэффициент k = О, fнач = О; для k-ro обертона 
fнач = kдf, то есть начальные точки кривых (VL = V2 ) располагаются 
на оси частот, начиная с f = О, с постоянным шагом д/. Обратим вни
мание на то, что интервал дf обратно пропорционален мощности слоя 

и соотношению скоростей в слое и полупространстве- чем больше h и 
V2/V1 , тем меньше этот интервал. 

На pиc.l4.l представлены дисперсионные кривые волны Лява (k 
= О, l, 2, 3, 4) д.r!Я vl = 0.2 кем' V2 = 0.8 кем и k = 0.008 км. Как 
видно, на самых низких частотах существуетлишь основная мода(тон). 

С ростом частоты число возможных мод (обертонов) возрастает. Для 
выбранных параметров разреза (V1, V2 , h) начальные частоты k-того 
обертона равны: !нач = 12.91 · k Гц. 

Рис. 14.1. Дисперсионные 

кривые волны Лява 

о+-~~~~~~~~~!, Гц 
о 20 40 60 80 100 



• 
Приложения 

Приложение 1. Расчёт коэффициентов 
рассеивания SН-волны 

В данном приложении приведён программный код (на языке про

граммирования Си, стандарт С99) расчёта спектральных коэффициен
тов рассеивания для SН-волны. 

Порядок компиляции программнога кода: 

gcc -о zoeppritz_sh.exe zoeppritz_sh.c -lm. 
Параметры запуска программы: 

./zoeppritz_sh.exe parameters, 
где parameters - список параметров граничащих сред в следую

щем порядке: 

• вариант расчёта ( 1 -для нисходящей волны; 2- для восходящей 

волны); 

• скорость S-волны в первой среде (км/с ); 

• плотность первой среды (г/см3 ); 

• скорость S-волны во второй среде (км/с ); 

• плотность второй среды (г/см3 ). 

Параметры указываются через пробел. 

Пример задания параметров: 

Параметры запуска программы 

lj./zoeppritz_sh 1 2.0 1./i 4.0 2.0 
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Программа генерирует выходной файл zoeppri tz_sh. out, в кото
рый записываются параметры расчёта, далее поколоночно - значения 

угла падения и действительных и мнимых частей коэффициентов 

отражения и прохождения. По умолчанию значения рассчитываются 

с шагом 1/2 градуса, т.е. указывается 180 точек в диапазоне от 0° до 
90°. Шаг расчёта можно изменить, переопределив макроподстановку 
ZOEP _POINTS в исходном коде программы. 

Расчёт коэффициентов рассеивания SН-волны 

#include <вtdlib.h> 
#include <вtdio.h> 

3 #include <limitв.h> 
#iuclude <complex.h> 
#include <math.h> 

#define ZOEP_CURVES 2 
#define ZOEP_POINTS 180 

9 #define OUTPUT_FILE "./zoeppritz_вh.out" 
10 

11 _Complex float make_complex(float real, float image) 
12 { 

13 _Complex float tmp; 
14 tmp = real + (image)•I; 
15 return. t•p; 
16 } 

17 

18 /•••***••··································•***********•• 
19 Вжодвые паракеrры: 

20 int taвk ( =1 ) висходsщu 11о.пиа 
21 ( =2 ) IIОСХОДSЩ&Ж IIО.ПИ8 
22 float vв_1 скороежь S-IIOШDI 11 1 среде 
23 float rho_1 пnо7Восжь 1 среды 
24 float vв_2 скоросn S-IIOШDI 110 2 среде 
25 float rho_2 ПDО7ВОС7Ь 2 среды 

~ ·············································-···········! 
27 

и int main (int argc,char •argv[)) { 
29 _Complex float А; 11 ио~еп orpue111111 
30 _Complex float В; 11 ио,.ффицвеп прохоиде111111 
31 _Complex float вin1, соа1; 11 rриrовом. ф-ив yrna паде111111 
32 _Complex float вin2, соа2; 11 rриrовом. ф-ив yrna прохоидеВИI 
33 _Comple1< float g1, g2; // uусrхчесиве иесп:осжи 
~ float va_1,rho_1,vв_2,rho_2, alpha; 
35 float gc; 
~ iпt пuш~task.i,j,k,l,m; 

37 FILE ofp; 
:;в 

39 if ( argc <6) { 
40 fprintf ( вtderr, "Not enough input data \n"); 
41 eжit(-3); 

42 } 

43 

44 1 • C'UI'DI!Iaивe ажоДВJоП паракеrро11 • 1 
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45 

46 

47 

48 

49 

5О 

51 

52 

53 

54 
55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

б5 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 
89 

Q(J 

91 

92 

93 

94 } 

taвk = atoi(argv(1]); 
vs_1 = atof(argv[2]); 
rho_1= atof(argv[Э]); 
vв_2 = atof(argv[4]); 
rho_2= atof(argv[б]); 
nua ZOEP_POINTS; 

1• Расчет акустических аесткостеi •/ 
g1 aake_coaplex (vв_1 • rho_1, О); 
g2 = шake_coaplex (vв_2 • rho_2, 0); 

1 • СоздiU!Ие акходвоrо файпа • 1 
fp=fopen(OUTPUT_FILE, "v+t"); 
if (! fp) { 

perror("no file to vrite\n"); 
exit(-1); 

} 

1 • Заnись nараиетров • 1 
fprintf(fp, "taвk Xd\n", 
fprintf(fp, "Vв_1= X7.бf\n", 

fprintf(fp, "Rho_1= X7.бf\n", 
fprintf(fp, "Vв_2= X7.бf\n~. 

fprintf(fp, "Rho_2= X7.бf\n", 

taвk ); 
vв_1 ); 
rho_1); 
vs_2 ); 
rho_2); 
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fprintf(fp, "alpha\tAвe.re\tAвв.ia\tBвв.re\tBвs.ia\n"); 

/•Расчет•/ 

for ( alpha=O; 

} 

alpha < (M_PI/2.0•(1.0+1.Ь/nua)); 
alpha+=M_PI/(2.0•nua) 

) { 
вin1 csinf(шake_coaplex(alpha, 0)); 
sin2 sin1 • make_coaplex (vв_2 1 vв_1, 0); 
сов1 csqrtf (1 - вin1 • sin1); 
сов2 cвqrtf (1 - вin2 • вin2); 

if (alpha > aвin (vв_1 1 vs_2)) { 
сов2 = - сов2; 1 /о5есrrечевие затухавиа IIOШПI 

} 

А = (g1 
В А + 
fprintf 

• сов1 - g2 • сов2) 1 (g1 • сов1 + g2 • сов2); 
make_coaplex (1, 0); 
( fp. 
"X8.1f\tX6.3f\tX6.3f\tX6.3f\tX6.Зf\n", 
alpha•180./M_PI, 
crealf(A),ciaagf(A), 
crealf(B) ,ciaagf(B) 

) ; 

fcloвe (fp); 
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Приложение 2. Расчёт коэффициентов 
рассеивания Р- и SV-волн 
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В данном приложении приведён программный код (на языке про
граммирования Си, стандарт С99) расчёта спектральных коэффициен
тов рассеивания д.ля Р- и SV -волн. 

Порядок компиляции программного кода: 

gcc -о zoeppritz_psv.exe zoeppritz_psv.c -lm. 
Параметры запуска программы: 

./zoeppritz_psv.exe parameters, 
где parameters - список параметров граничащих сред в следую

щем порядке: 

• вариант расчёта ( 1 -для нисходящей Р-волны; 2- для нисходя

щей SV-волны; 3- для восходящей Р-волны; 4- для восходящей 
SV -волны); 

• скорость Р-волны в первой среде (км/с ); 

• скорость S-волны в первой среде (км/с); 

• плотность первой среДЬ! (г/см3 ); 

• скорость Р-волны во второй среде (км/с ); 

• скорость S-волны во второй среде (км/с ); 

• nлотность второй среды (г/см3 ). 

Параметры указываются через пробел. 

Пример задания параметров: 

Параметры запуска программы 

11./zoeppritz_pвv 1 2.0 1.0 1.5 4.0 2.0 2.0 

Программа генерирует выходной файл zoeppri tz_psv. out, в ко
торый записываются параметры расчёта, далее поколоночно - значе

ния угла падения и действительных и мнимых частей коэффициентов 

отражения и прохождения. По умолчанию значения рассчитываются 

с шагом 1/2 градуса, т.е. указывается 180 точек в диапазоне от 0° до 
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90". Шаг расчёта можно изменить, nереоnределив макроnодстановку 
ZOEP _POINTS в исходном коде nрограммы. 

При работе nрограммы nроводится nроверка входных nараметров 

на корректность. В случае, если соотношение V8 jVp nревышает 1/../2, 
генерируется сообщение об ошибке. 

10 

Расчет коэффициентов рассеивания Р- и SV-волн 

#include <вtdlib.h> 

#include <вtdio.h> 

#include <limitв.h> 

#include <compleт.h> 

#include <Вiath.h> 

#define ZDEP_CURVES 2 
#define ZDEP_PDINTS 180 
#define DUTPUT_FILE "./zoeppritz_pвv.out" 

11 _Compleт float Вlake_compleт(float real, float image) 
12 { 

13 _Compleт floвt t11p; 
14 tmp = reвl + (image)•I; 
15 return t.11p; 
16 } 

17 

18 /••··~················•*•*•****************************** 
19 Входвые пврахетрм: 

20 int task вистодищва вопва: (=1 Р-вопва; =2 S-вопва) 
21 

22 
23 
24 

25 

26 

27 

float 
float 
float 
float 
float 
float 

vp_1 
vs_1 
rho_1 
vp_2 
vв_2 

rho_2 

востодsщва вопва: (=З Р-вопва; =4 S-вопва) 
скорость Р-вопим в 1 среде 
скоросrь S-вonиw в 1 среде 
ппотвость 1 среды 
скорость Р-воnвы во 2 среде 
скорость S-вопвы во 2 среде 

плотиость 2 среды 

28 ······························*························••/ 
29 

~ int main (int argc ,char ••argv) { 
31 _Соарlеж float a.,b,d.,r,:к:; 

32 _Со11рlет float GAC [б] , UPC; 
33 _Compleт float А [4] [4]; 
~ _Compleт float R[4] [4]; 
35 _Compleт float В [4]; 
36 _Compleт float D [Б]; 
37 _Compleт float Х [4]; 
зв float с[4][4] ,vp_1,vs_1,rho_1,vp_2,vs_2,rho_2,alpha; 
~ float в,t,tt,ttt,cr1,ci1,cr2,ci2,cr3,ci3,cr4,ci4; 
40 float gc; 
41 int nu11., taвk, i , j , k, 1, m; 
42 FILE •fp; 
43 

44 if ( argc <8) { 
е fprintf(stderr, "Not enough input data\n"); 
46 eJ:it ( -3); 
47 } 
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48 

49 

5О 

51 

52 

53 

54 

55 

5б 

57 

58 

1 • С..ИТНВаиве в:roДIIII]I: параметров • 1 
taвk 

vp_1 = 
vв_1 = 
rho_l= 
vp_2 = 
vв_2 = 
rho_2= 
num 

atoi (argv [1)); 
atof ( argv [2]); 
atof ( argv [З]) ; 
atof(argv[4)); 
atof ( argv [6]) ; 
e:tof(argv[6]); 
atof ( argv [7]) ; 
ZOEP_POI/lTS; 

59 1 • Проверха корректности .ЦВJIIIW:I •1 
60 if (vв_2<=0.) e:rit(-2); 
61 if (vв_l 1 vp_l > вqrt(l./2)) e:rit (-2); 
62 if (vв_2 1 vp_2 > вqrt(l./2)) e:rit (-2); 
63 
64 1 • Соэдаиве вподвоrо фailna • 1 
~ fp=fopen(OUTPUT_FILE, "v+t"); 
66 if(!fp) e:rit(-1); 
67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

1• Запись параметров • 1 
fprintf(fp, "taвk ~d\n", 
fprintf(fp, "Vp_1= ~7.5f\n", 
fprintf(fp, "Vв_1= ~7.6f\n", 
fprintf(fp, "Rho_l= ~7.5f\n", 
fprintf(fp, "Vp_2= X7.5f\n", 
fprintf(fp, "Vв_2= X7.5f\n", 
fprintf(fp, "Rho_2= X7.5f\n", 

n вvitch(taвk) { 
~ саве 1: 
n саве 3:{ 

taвk ) ; 
vp_1 ); 
vв_1 ) ; 
rho_1); 
vp_2 ) ; 
vв_2 ); 
rho_2); 

~ fprintf(fp, "вlpha\tApp.re\tApp.iи\tApв.re\tApв.im 
\tBpp.re\tBpp.im\tBpв.re\tBpв.im\n"); 

81 break; 
82 } 

ю саве 2: 
84 са в е 4: { 
~ fprintf(fp, "alpha\tAвp.re\tAвp.im\tAвв.re\tAвв.im 

\tBвp.re\tBвp.im\tBвв.re\tBвв.im\n"); 

~ break; 
87 } 
88 defaul t: { 
~ fcloвe(fp); 
00 reaove(OUTPUT_FILE); 
91 e:tit ( -2) ; 
92 } 

93 } 

94 
95 /•Рас~ет матрвцк постоВИВКJ: хо3ффициевтов при СКР 
96 - матрица Lij , без трвrовом. ф}'JIIЩid • 1 
~ for(i=O;i<4;i++) 
98 for(j=O;j<4;j++) 
оо c[i)[j]=1.0; 

100 

101 

102 

103 

с[0][1) 

с [1] [2] 
с [2] [О] 

-1.0; 
-1.0; 
vp_1 • rho_1; 

241 



242 

1041 
105 
106 

107 

108 

109 

110 
111 

с [2] [1] 
с [2] [2] 
с [2] [3] 
с [3] [О] 
с [3] [1] 
с [3] [2] 
с [3] [3) 

v8_1 • rho_1; 
vp_2 • rho_2; 
- vв_2 • rho_2; 
- vв_1 • rho_1 • vв_1 1 vp_1; 
vв_1 • rho_1; 
vв_2 • rho_2 • vв 2 1 vp_2; 
vв_2 • rho_2; 

112 /•Расчет•/ 

113 for ( alpha=O; 
114 alpha < (H_PI/2.0•(1.0+1.0/num)); 
115 alpha+=H_PI/(2.0•num)) { 
116 
117 в = вin(alpha); 
118 

119 

120 

121 
122 

123 
124 
125 
126 

127 

128 

129 

130 

131 
132 

133 
134 

135 
136 

137 

138 

IЭD 

140 
141 
142 

143 

144 
145 
146 
147 

148 

149 

150 

151 
152 
153 
154 

155 

156 

157 

158 

159 
160 

161 

/•Расчет матрицм перемеввкж ко~евтов при СКР 
-матрица Lij, триrовом.фувицвв уrпа падеиви•/ 
вvitch(taвk) 
{ 

са в е 1: 
са в е 3: 

1• триrовом.фуивцвв дnв P-вoШIII •1 
1• alpha_P1 •/ 
t = вqrt(1. - в • в); 
gc с [2] [~] • t; 
tt = 2. • 8 • t; 

А[О][О] make_co•plez (в, О.); 
А[1)[0] make_co•plez (t, 0.); 
А [3] [О] make_co•plez (tt, О.); 
GAC[O] •ake_complez (gc, 0.); 
GAC[4] = GAC[O); 

1 • alpha_S1 • 1 
t= в • vв_1 1 vp_1; 
tt вqrt (1. - t • t) ; 
gc с [2] [1] • tt; 

А[0][1] = •ake_complez(tt,O.); 
&[1)[1] = •ake_complez(t,O.); 
GAC[1) = make_complez(gc,O.); 

ttt=2.•t•tt; 
A[2][1]=•ake_complez(ttt,O.); 

ttt=1.-2.0•t•t; 
A[2][0)=•ake_complez(ttt,O.); 
A[3)[1)=•ake_complez(ttt,O.); 

1 • alpha_P2 * 1 · 
t=в•vp_2/vp_1; 
A[0][2)=•ake_complez(t,O.); 

if(t<=1.) { 
tt=вqrt(1.-tot); 
gc=c [2] [2] ott; 
ttt=2. •t•tt; 
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1~ A[1][2)=aake_coшplex(tt,O.); 
1~ A[3)[2]=шake_coaplex(ttt,O.); 
IЫ GAC[2]=шake_coaplex(gc,O.); 

165 

166 

167 

168 

169 

170 

171 

172 
173 

17, 

175 

176 

177 

178 

178 

180 

181 

182 

183 

lM 

185 

186 

187 

188 
189 

100 

181 

1112 
193 

184 

185 

196 

187 

196 

188 

200 
201 

202 
203 

204 

205 

206 

207 

208 

209 

210 

211 

212 

213 

214 

215 

216 

217 

218 

218 

} 

elae { 
tt=-вqrt(t•t-1.); 
gc=c [2] [2] • tt; 
ttt=2.•t•tt; 

} 

А [1] [2]=ша.kе_сошрlех(О., tt); 
А[З][2]=ааkе_сошрlех(О. ,ttt); 
GAC[2]=aa.ke_coшplex(O. ,gc); 

i • alpha_S2 * 1 
t=в•vв_2/vp_1; 

tt=1.-2.•t•t; 
A[l][З]=шa.ke_coшplex(t,O.); 
A[2][2]=aa.ke_coшplex(tt,O.); 
A[З][З]=шa.ke_coaplex(tt,O.); 

if(t<=l.) { 

} 

tt=вqrt(l.-tot); 

gc=c [3] [3] •tt; 
ttt=2. •t•tt; 

A[O][З]=шa.ke_coшplex(tt,O.); 
A[2][3]=aa.ke_coaplex(ttt,O.); 
GAC[З]=aa.ke_coaplex(gc,O.); 

elae { 
tt=-вqrt(t•t-1.); 
gc=c [З] [3] • tt; 
ttt=2.•t•tt; 

} 

А[О)[З]=шаkе_сошрlех(О. ,tt); 
А[2][З]=шаkе_сошрlех(О. ,ttt); 
GAC[З]=шake_coaplex(O. ,gc); 

breakj 

севе 2: 
саве 4: 

1• трвrовон.фуи>щви два 5-:вoШIII •1 
1• alpha_S1•/ 
t=вqrt(1.-в•в); 
gc=c [2] [1]•t; 
tt=2.•••t; 
ttt=1.-2.•в•в; 

A[O][l]=aa.ke_coaplex(t,O.); 
А[1][1]=ша.kе_соарlех(в,О.); 
A[2)[0]=aa.ke_coшplex(ttt,O.); 
A[2][1)=aa.ke_coaplex(tt,O.); 
A[З][l]=aa.ke_coaplex(ttt,O.); 
GAC[l)=aa.ke_coaplex(gc,O.); 
GAC[4]=GAC [1]; 

1• alpha_P1 •/ 
t=в•vp_1/vв_1; 
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244 
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259 

260 

261 
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264 

265 

2бб 

267 

268 

269 

270 

271 

272 

273 

274 

275 

276 

277 

A[O][O]=мake_coмplex(t,O.); 

if(t<=1.) { 
tt=вqrt(1.-t•t); 

} 

gc=c [2] [О] • tt; 
ttt=2.•t•tt; 

A[1][0]=make_coшplex(tt,O.); 

A[Э][O]=make_coмplex(ttt,O.); 

GAC[O]=make_complex(gc,O.); 

еlве { 
tt=вqrt(t•t-1.); 

gc=c [2] [0] •tt; 
ttt=2. •t•tt; 

} 

A[1][0]=make_complex(O.,tt); 
A[Э][O]=make_complex(O.,ttt); 

GAC[O]=мake_complex(O. ,gc); 

1• alpha_P2 •1 
t=в•vp_2/vв_1; 

A[0][2]=мake_complex(t,O.); 

if(t<=1.) { 

} 

tt=вqrt (1. -t•t); 
ttt=2. •t•tt; 
gc=c [2] [2] • tt; 
A[1][2]=make_complex(tt,O.); 
A[Э][2]=make_complex(ttt,O.); 

GAC[2]=мake_coмplex(gc,O.); 

еlве { 
tt=-вqrt(t•t-1.); 

gc=c [2] [2] • tt; 
ttt=2.•t•tt; 

} 

А [1] [2]=make_coмplex(O., tt); 
А[Э] [2]=make_complex(O. ,ttt); 
GAC[2]=make_complex(O. ,gc); 

1 • alpha_в2 •/ 
t=в•vв_2/vв_1; 

tt=1.-2.•t•t; 

A[1][3]=мake_coмplex(t,O.); 

A[2][2]=make_coмplex(tt,O.); 

A[Э][Э]=make_complex(tt,O.); 

if(t<=1.) { 

} 

tt=вqrt (1. -t•t); 
ttt=2.•t•tt; 
gc=c [Э] [Э]•tt; 

A[O][Э]=make_complex(tt,O.); 

A[2][Э]=make_complex(ttt,O.); 

GAC[Э]=мake_complex(gc,O.); 

еlве { 
tt=-вqrt(t•t-1.); 

ttt=2.•t•tt; 

Глава 14. BOJiнa Лява 
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278 gc=c[3][3]ott; 
~9 A[0][3]=шake_complez(O. ,tt); 
280 А [2] [3]=aake_coaplez(O., ttt); 
~~ GAC[3]=шake_complez(O. ,gc); 
282 
28З 
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330 

331 

332 

ззз 

} 
break; 

} 

1 • кo~el!'nl ypuвe!IIUI * 1 
for(i=O;i<4;i++) 

for(j=O;j<4;j++) 
Afi] [j] =A[i] [j] •с [i] [j]; 

avitch(taвk) { 

} 

са в е 1: 
са а е 3: 

for(i=O;i<4;i++) { 
k=i+2; 

} 

B[i]=A[i] [O]o(float)pov((douЫe) -1., ( 
douЬle)i:); 

break; 
са в е 2: 
са в е 4: 

for(i=O;i<4;i++){ 
k=i+1; 

} 

B[i]=A(i] [1]•(float)pov((douЫe) -1., ( 
douЫe)k); 

break; 

1 • Решеиве урuвеввй • 1 
for(k=O;i:<6;k++) { 

for(i=O;i<4;i++) 
for(j=O;j<4;j++) 

R[i] [j]=A[i] [j]; 

} 

if(i:>O) { 

} 

l=i:-1; 
for(a=O;m<4;m++) 

R[m] [l]=B[a]; 

D [k] = (R [0][0] • R [1][1] -R [0][1] • R [1][0]) • \ 
(R[2] (2]•1.[3] [З] -R(2] (3]оR(Э] (2]); 

D[k]+=(R[0](2]•R[1][0]-R[O][O]ol.[1][2])o \ 
(R[2] (1]•R[З] [3] -R[2] (З]•R[Э] [1]); 

D[k]+=(R[O][O]oR[1][3]-R[0][3]•R[1][0])• \ 
(В. [2] [ 1] • R [3] [2] - R [2] [2] .В. [3] ( 1] ) ; 

D[k]+=(R[0][1]•R[1][2]-R[0][2]oR[1][1])• \ 
( R [2] [О] • R [3] [3] - R [2] [3] • R [3] [О] ) ; 

D[i:J+=(R[O] [3]oR[1] [1] -R[O] [1] •R[1] [З]) • \ 
(R [2] [О] • R [3] [2] -R [2] [2] •R [Э] [О]) ; 

D[i:]+=(R[O) [2)•R[1) [3) -R[O] [3)•R[1] [2)) • \ 
( R [2] [О] • R[3) [ 1) - R [2] [ 1] • R [ Э] [О] ) ; 
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334 

335 

336 

337 

3311 

339 

340 

341 

342 

343 

344 

345 

346 

347 

348 
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350 

351 

352 

353 

354 

355 } 

356 } 

for(i=O;i<4;i++) { 
k=i+1; 
X[i]=D[k]/D[O]; 

} 

UPC=-GAC[4]; 

for(i=O;i<4;i++) 
{ 

UPC+=I[i]•X[i]•GAC[i]; 
} 

Глава 14. Волна Лява 

printf("~4.1f\t~f ~f\n", alpha•180./M_PI,crealf(UPC), 
cimagf (UPC)); 

cr1=crealf(X[O]); 
cr2=crealf(X[1]); 
crЭ=crealf(X[2]); 

cr4=crealf(I[Э]); 

ci1=cimagf(I[O]); 
ci2=cimagf(l[1)); 
ciЭ=cimagf(X[2]); 

ci4=ciaagf(I[Э]); 

fprintf(fp,"~6.1f\tX.Эf\tX.Эf\tY.5.Эf\tY..Эf\tX.Эf\tX.Эf 
\tY..Эf\tX.Эf\n", 

alpha•180./M_PI,cr1,ci1,cr2,ci2,crЭ,ciЭ, 

cr4,ci4); 
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