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При ПОС'1роении теории магнитного поля Земли воэникает 
вопрос, от ответа на который зависит само содержание этой 
теории. Это вопрос о локализации области генерации поля. В 
магнитог�одинамических. теориях такой область'Ю является все 
внешнее ядро, в котором воэникают самоподдерживающиеся ,токи 
(см., например; / 1 /). Именно условия во внешнем ядРе Земли 
являются приемлимыми практически для всех: динамотеорий • tюжно 
сделать утверждение, что аккуратная .0Ц�HKa· размера области 
генерации поля, сделанная-на основе экспериментальных данных с 
пр.ивлечением разумных предположений о С'1руктуре источников, 
могла бы быть полезной при ан�изе Той или иной теории 
магнитного поля ЗеМли. Исходным материалом для подобной 
оценки, по-видимому, могут·служить ко�ициенты с�ерического 
гармонического аНалиэа, в вычислении которых ·к настоящему 
времени' достигнут определенНый прогресс. 

В пользу возможности оценить собственный размер области 
генерации магнитного поля Земли на основе' анализа с�ерическ!fX 
ко�ициентов можно высказать следующие соображения. Хорошо 
известно, что разложение поля по с�рическим �ункциям на 
поверхности Земли эквиваЛентно разложению поля по МВJIOMY 
параме'1рУ - отношению размера источника к расстоянию до него 
( в этой работе веэде речь будет идти только о внутренних 

·источниках ). При этом каждый сg:ерический коэфtициент может 
быть интерпретирован как компонен�а соответствующgго 
мультиполя ( точечного! ), расположенного в цеН'1ре Земли. Зная 
величину малог.о параме'1ра, можно оценить характерНЫЙ раамер 
источника, если привлечь некоторые дополнительные гипотезы о 

его С'1руктуре. 

В настоящей работе сделана попытка оценить раэмер 
источника исходя иэ предположения о его "простоте" , Т.е. 
считается, что С'1руктура источника сама по себе генерирует 
лишь самые ниэшие мультиполи. Конечность высших М'ультиполей 
определяется конечностью раэмера источника 'и мелкомасштабными 
вариациями в С'1роении верхних слоев нашей ПJlанеw. В J(a�ecтвe 
рабочей моде�и испольэуется модель с кон�чным чисnом 
дискретных простейших элементов: магнитных эарядов и диполей, 
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расположенных оптимальным обраэом ВНУТРИ Земли. Такой выбор 
СБЯэан в первую очередь с простотой испольэуемой 'модели, что 
поэволяет практически все вычисления сделать аналитически. Для 
удобства основные математические сведения привоДЯтся в тексте. 

1. Потенциал нецеНТр�ноrо проиэвольно ориентированноrо 
мультиnоля 

в ЛlOOом, учебнике по эле�тродинамике можно найти ВЫВОД 
выражения для муль т иnоль но ro раэложения потенциала системы 
эарядов на большом расстоянии от нее ( см. , например, /2 / ) . 

Если a� - координаты i -ro эаряДа, Zi - вектор i -ro эаряда 
к точке наблюдения А , радиус-вектор которой равен z СМ. 
рис. 1 ), потенциал в точке наблкщения определяется суммой: 

.... . . � 9-.: , � � 'l;" 'l-i-IZ/ V ,. � \./ {�} V(z) = т � = 7- t, ,ге+" ze#-� L ел, (11:,) 1� Z/. (1) 

Здесь �;. - величина i-ro' �аряда, Ует(n) - сq:еричес�ие
�

<tунк
ЦИИ; "шляпка" над �BeKTopOM .оэначает единичный .вектор ([=а.!а. , 

эначок " * " - комплексное сопряжение. Обычно величины 

(2) 

наэывaIOТ проекциями 2!' -польноrо момента системы эарядов в 
циклической системе координат ( см., например, /3 /  ), кото
рая СБЯэана с декартовой простыми соотношениями для радиус
вектора 

LH = - fz (Z-f-i,) J 

ТО = с 
7-1 - � (;t: - i JI ) J 

,2 

'[+-{ = - L (х - if/) . гz � I 

-r0 = i! 
-{ I ( , ) . ! = rz Z-f-l.<f,. 

(3) 



Рис. 1 

А 

01 

·РИС.2 
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..... -
ЦиклическИе компоненты любого вектора !3 могут быть записаны 
в вице· 

'" 

/3. == 17/8/""Yz(B) f<. .. (4) 
"Р "  II- �) В,.., :::- у .3" / 51- y� (в -' � :: -�o�-r. 

с учетом (2) выражение (1) принимает вид 

(5) 

Если центр системы координат сместить относительно ценТра 
системы заРядов rS' нв, вектор ;, изменятся величина МУЛЬТИ
польных моментов (2) и значения с�ерич!=ских q;ункций у еР1 

(потенциал, естественно, останется прежним). Можно найти связь 
' .  � 

ме!Щу вектором трансляции а. и МУЛЬТИПОЛЬНW4и моментами, 
определенными в разных системах координат. 

Пусть центр новой системы координат нахDДИТСЯ Б точке 
см. рис.2 ). Очевицны следующие соотношениЯ: 

-+ , / ?'i7 ' -(ен) v · :; ) 
V ( R / = 1m у 2R+I . 1- ем. � .l e� ('l: i I .... � ...... R с:: 2:+С2-

о/ 

(6) 
Здесь '1-� муль типоль ные момен'Ш (2). опрецеленные 
9ТНОСительно "собственной" системы координат 
привести (6) к виду 

CJ Чтобы 

(7) 
доста�очно во�пользоваться иэвестН!iМ разложением по БИПО�НW4 

гармоникам ( см. I 3 / ) : 

-(e+�) 1/ ( �) " = 
. 'l: . .1 е", 2: .  , 

(+е. (. , е, - " � .; . . (8) :,Jw 2 (-1) �.! ze%)/ � {У. {а.)®У. (101 
Y/iё)1 t;� " f(2R,+t'j! ��+,' � ez е,., . . �=�-e 
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Значок ® I означает неnpиводимое относительно групПl:i 
вращений ) npоизведение с�ерических функций 

� ""- ..... ... 
{ YгJ;;) @ Уе. (il) J е,., = 

. � .  � � (� '" z Сет l'. л1. Уе,т, (ёl) УеzЛ1z (,q ) 7 
�PJ� I I Z Z 
/7 el'1 . 

['де '- €,M, e�,.,z - ко�ициенТbI i{лебша-Гордона /3/. В резуль-
тате пр�стых npеобразований можно получить связь между �e� и 

.�e", : 

Суммирование в (1 О) расnpостраняется на все (/ , 
летворяющие условиям 

I 
m ,удов-

() � е'::, е '  -е':;, т'� е' - е+('!5 т..,т'� e-e� 
/ -

Из (10) ВИДНО, что npи а. ..... О, '{le,., -- IJe.., • Ощельный 

интерес npедставляет случай, коrца система ,g обладает лишь 
ципольным моментом. При этом 

(11 ) 

5 



2. !v.агнитНЫЙ диполь конечного размера 

Для �ахо�ения собственного размера ис�очников магнитного 
поля необходимо приписать зтим источникам �екоторую магнитную 
структуру. Самая простая модель источника с дипольным моментом 
- система двух разноименНых зарядов, симметрично расположенных 
относительно центра Земли. Согласно Вhp.ажению (10) мультиполь
ные моментЬ! ранга е такой системы равны 

-;----, " . .., ,! �" (i) е 1/ /f [-foo. ) QеЛ1 = � f 2e-/-t' 9 Qi I � Ч-' -J 
. � . 

i == �2. 
Поскольку 

cj (2) � - 'J (f), а.:/::- - Ci, 
С учетом соотношений 

YeIOf (- ё!) = (- () е ' Уе", ( i ) (1 2) 

все мультипольные моментЬ! с четными е обращаются � нуль. 
Таким образом, потенциал диполя конечноrо размера ( расстояние 

Me�y зарядами Za.. ) 'принимает виц 

v{l) -:::: L 
е,., 

!7Т Ее,., -= --2е.,., 
-foo 

А 

Ве,., УеР7 (:i) , 
е CL 

tJ Re+1' 
11- " 

УеЛ1 (а): 

(13) 

R=- �3,� .... � (1 4) 

('де вектор а направлен по оси диполя, q, -. один из зарядов. 
Т.к. Маrнитное поле ЗемЛи на поверхности в основном ди

поль но , можно предположить, что его'ИСТОЧНV�ОМ является диполь 
конечноrо размера. Конечный размер при этом обеспечивает 

существование гармоник более BblcoKoro порядка в потенциале 

магнитноrо поля. Тем самым можно определить размер caмorq 
диполя. 

fq)едставим реаJJЪНI:iЙ потенциал маrнитноrо поля Земли в вице 
"-

� 1/ "') V{ Ii) = L Ае,., .I ет (R 
е,., 7 (15) 

('де коэфtициенТbI Аем связаны со стандартными гармоническими 
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коэфtициентами линейНl:1МИ соотношениями ( см. /4/ ) 

( 1·6) 

Параметры модельного диполя определяются следующим образом • . Сравнивая (14) и (15) при е = � , получаем систему трех 
уравнений 

относ�ельно четырех неизвестных, три из которых 

легко определяются. Несложные·вычисления дают: 

.JR. А 1'0 

Zw v* (�) , .I .(O · а .... 

(1 7) 

(18) 

где (), cf - сtteрические углы вектора а. .  Интересующую нас 
величину! '" 0./12 можно определить из уравнений для �==3, под

. бирая ее. таким образом, чтобы отклонения Вэm от /1з", бl:ЩИ 
минималЬНl:1Ми.·Поскольку 

. !'!Т (tJa. J 2 У *" �) z 13зm = .У' 7/ ' 1 зт (а. , - 1 (!З/1J 
минимиэация скалярной �ункции 

F ( ' ) = L ( 13зm - Аз,",,) l' ( 8з", - I/зm) = 
I'? 

= (8з -1з)+(8з-Аэ) == (,ZСз-АJ)+(lZ(!з-Аэ) 
приводит к выражению 

7 

(1 9) 



(20) 

что и является оценкой собственного размера диполя. Здесь под 
величинами' 

. А.з , (!з следует понимать маТРИЦbI-столбцы, каж-' 
дая из которых составлена из КОэфj';ициентов Аз,", , С!ЗМ. Значок 
"+" означает эрмитово сопряжение. NJОЖНО применить и дРугой 
критерий Вblбора величИНbl ., , потребовав соот;зетствия лишь 
средних (по мультиплету) значений величин Азl'1 и 13ЗМ 
Полученная таким критерием оценка дает несколько дРугой ре
зультат 

= (21 ) 

Численное эначения "l для обоих случаев приведеНbl на рис.3 • 
. Для анализа были исп6льзовaНbI гармонические коэфj';ициеНТbI из 
раБОТbI / 5 /. 

З. Моделирование магнитного квадруполя 

Поскольку при· помощи магнитного диполя конечного размера 
удалось смоделировать лишь мультиполи нечетного ранга, 
необходимо дополнить используемую модель источника квадруполем 
конечного размера. Такой квацруполь проще всего представить в 
вице двух. диполей, расположенНblХ симметр·ично. относительно 

центра Земли. Чтобbl система двух диполей была центральной и не 
обладала ДИПОЛЬНblм моментом, необходимо 

..... (.t) - ((') 9- ('м = 
- tj. ('� ; (22) 

(с.) � 
где .9 ('''? и 

. Cl.,: - циклические проекции и радиус-векторы сос-

тавляющих диполей. 
JV1УЛЬ типоль Нblй момент системы'ДВУХ диполей можно вычислить 

по �ормуле (11) ,.учитывая (22) и (12). Подстановка полученного 

выражения в (13) позволяет найти коЭФtициеНТbl разложен'ия 



поте!щиала по сq:ерическим q:ушщиям 

i7т L ("1 (е) €--f 1/ * (�) ВеМ =- Re+-f ,., ' N/71/71' . tj ,""" а, I €- t',m- m ' а , .(2З) 
где а.. = Cl-" q,�,., = CJ.;:! I ,,= г,4, ь, .. , � 

s.(e) = J З(I?+/YJ)/(е-",j.! _ . , . ]. �(24) -
",,.,' l (2e+ij(.fe� 1}{�+IИI).I(r-,.,//(е-;-",+m-1).1 (e-?'+",-.m:J/ 

СУММИРОВa1iИе в (23) проводится по всем 
условиям. 

I . 
/17 ,  удовлетворяющих 

-f!f 1111� -1 
.1 

Следуя рассуждениям предыдущего раздела,' параметры модельного 
I квадруполя . могут быть определены из системы пяти уравнений 

8<.., (?�",I J ;;.) - Az,,", = 0 .1  m = -2, .. . ,;?. (25) 
Элементарные преобразования (25) с учетом -(23) и явных вt>pаже
ний для сq:eрических q:ункций позволяют получить комплексное ал-

/) ,. -
гебраическое уравнение на углы с7 , r" вектора 4. 

после решения KO�OPOГO легко определяются величины 

(26) 

[ . � (2) 1/ � ';)' 7{' I rt (2) 1/ * ('�)] --r 1 tjfO -= Az-r - d u"f !CJfflfo (4..) r;к. ,..) fO 1", Q. , , 

[ (.z) 'y' 11- (�)} --r i 91-f = A<-z d $-2-2 ' (-, cl. . ) 
где о( = !." Ist/. Оставшаяся неопределенной величина ., находится 
минимизацией невязки коэфtициентов разложения поте!Щиала при 
е ::,у . Поскольку q:ормально минимизируется такая же функция, 
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что и в преДl:Щущем разделе 

ответ аналоrичен ·(20) 

. . . �4' 11 = [(,t;.,+(!",+C!;A",)/2(!y+(!yj . (27) 
Здесь матрица-�толбец � связана с· матрицей-столбцом Bf 
соотношением 

m=--4:, ... ,�. 
Существует и более грубая оценка .,. , аналогичная (21) 

i 
0,9 

о,Е 

" 

-- - - ------ ..... --- .... - -- .... --- � --- .. ---...... ---. 
{),2 

• 
l{ -1 .x-�---x----�----*,"----x-----�----�-- -*----)( 

о 
(.91(5 .50 .55 60 1:5 7'0 15 30 85 �o()ы 

.. 
Рис.3 Размер модельНШ<. источников !., ( • ) и lz (х.) для 

диполя ( сплошная линия) и квацруполя ( пунктирная линия) • . 
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= (28) 
полученная минимизацией невязки средних (по мультиплету е=- Ir ) 
коэqч:ициентов раэложения потенциала. 

Численные значения �� и. 1 z по данным рабоТbl / 5 / ДЛ!i 
различных зпох приведены на рис.3 сплошной линией. 

4. Обсуждение полученных результатов 

ПредставленНые на рис. 3 раэличны� оцеНки размера систеw 
ИСТОЧНИКОВ магнитного поля Земли ПОЭВОЛЯЮТ сделать некоторые 
выводы • . 

Прежде всего следует отметить, чтu средний раэмер источ
ников . по сдел8.НН!:iМ оценкам ( l '" � z. " ) меньше размера внеш
него ядра Земли ( раэмер внешнего ядра " ' - 0,5" ) , в котором 
согласно распространенной теории генерируются токи, порождаю
щие" магнитное поле. Это противоречие, конечно, не в кор.й мере 
не отрицает правильнuсть самой теории динамu. ВВИnУ Яl3ноЙ мо
дельности сделаНных оценок. Тем не менее можно, наверное,- ут
вер ждать , что если в совершенно раэличных" моделях источников 
поля систематически будет указание на размер. меньший, чем 
граница внешнего ядра, то этот �aкT Обязательно должен найти 
отражение в теории геомагнетизма. 

Размер 1::::: � г. соответствует границе внутреннего я.цра� 
Не исключено, что полученное соответствие l:ie является просТbIМ 
совпадением. Более того, независимость моделирования в четных 
и нечетных гармониках при практически одном и том же реэульта
те в простом совпадении поэволяет усомниться. во всяком слу
чае, область вблиэи границы внутреннего ядра должна играть cy� 
ществе�ю роль в �иэике происхождения магнитного поля Земли. 

В эаключение автор благодарит В.В.Кузнецова за постоянный 
интерес к данной работе и обсуждения. 
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