
PPEHTHblE 
МАТЕМАТИЧЕОНИЕ 

3АДАЧИ 
И проБlIЕмы� 
rЕОCflИ3ИНИ 



Академия наук СССР Сибирское отделение 
В ыч и с л и т е л ь н ый ц е н т р  

НЕКОРРЕКТНЫЕ МАТЕМАТИЧ ЕСКИЕ ЗАДАЧ И 
И ПРОБЛЕМЫ ГЕОФИЗИКИ 

( Математические проблемы геофизики) 

Сборник научных трудов 

Под редакцией 
М.М . Лаврентьева·и А.С.Алексеева 

Новосибирск 1976 

ш'" -



Редакционная коллегия 

М.М.ЛавреНfьев (председаfель),  А.С.АлеRCеев (зам.пред­
седа�еля), О.К.Омельченко, В.Г.Романов, В.А.Дехохо . 

t " 

© ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЦЕНТР СО АН СССР 



АНН ОТАЦИЯ 

В сборнике предс�авлеин рабо�ы rеоре�ического характера, 
связанные с исследованием вопросов корректнос�и задач для 
уравнений маrема�ической физики. Все рассма�риваемые задачи 
отно�rся к задачам неклассического типа, большую час�ь из 
них состa.вJIЯD� обраrные задачи для: уравнеН.IIЙ матемаrической 
физики. Подобные задачи часто возникают при интерпре�8ЦIIИ 
резульrаrов на6mцдений геофизических полей. 

Сборник рассчитав на специалистов по прикладной ма�ема�и­
ке и геофизике , а·также на с�денrов старших курсов а�их спе­
циальНОС'l'еЙ • 
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П РЕДИ СЛОВ ИЕ 

Нас�оящий сборник являе�ся продолжением серии сборников 

"Ма�ема�ические про6лемы геофизики". В него ВКJIlOчены рабо�ы 
сотрудников отделения ма�ема�ических задач геофизики и геоло­
гии Вычислительного цeH�pa СО АН СССР �еоре�ического харак­
�epa. 

БOJIЬmyIO часть сборника занимают ра60ТЫ, связанные с иссле­
дованием 06ратных задач для уравнений математической физики. 
Здесь рассмотрены задачи о единс�веннос�и определения формы 
�ела по его внешнему грави�ационному потенциалу (Кон.цраш-
ков А.В.), 06 определении коэффициен�ов линейных (Белинс-
:кий С. П., Ка6анихин С .И . ,  Кардаков В.Б., Романов В.Г.) и ква­
зи.линеЙННХ (Г.лymкова Е. С .) уравнений гиnер6олического �ипа 
по извес�ннм функцион8Л8М 0'1' решений HeKO�Opнx классических 
задач для этих уравнений; задачи 06 О�ЫСIШНИИ правнх частей 
уравнений �еплопроводности (Васильев В.Г.) и уравнений Гельм­
ГOJIЬцa (3апреев А.С.). Приво�тся примеры однозначной или не­
однозначной разрешимости интегральных уравнений, возникащих 
при исследовании 06ратных задач (Аниконов Ю.Е.). Изучена ли­
неаризованная постановка задачи 06 определеНIIИ ILПотнос�и вол­
нового монохроматического потенциала по его пре06разованному 

следу (Кирейтов В.Р.). 
Многие 06pa�ннe задачи для уравнений математической !lиЗИКИ 

сво�тся к изучению предельных задач для уравнений со сдвину­
�НМ apryмeH�OМ. Исследованию задачи Коши для одного из таких 
уравнений посвящена одна из pa60� с60РНИка (Азама�ов С .Ж. ) . 

В с60РНИХ ВКJIlOчена �акже работа 06 о�ыскании фазовой ком­
поненты волнового монохроматического поля по его амплитудной 
составляющей (Марчук А.Г.). 

Наряду с исследованием вопросов корректности, отдельные 
ра60ТЫ с60РНИка (Ка6анихин С.И., Запреев А.С., Азаматов С.Ж., 
Марчук A.Г�) содержат в се6е алгоритмы решения задачи, которые 
могут 6H�Ь положены в основу численных расчетов. 

Редколлегия 
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С.Ж.Азаматов 

О ЗАдАЧЕ КОШИ для УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯдКА 

СО Сдви.нУТЫМ АРГУМЕНТОМ 

Целью настоящей работы является исследование корректности 
задачи Коши для уравнения первого порядка со сдвинутым аргу­
ментом, где коэффициенты уравнения считаются известными функ­
циями: 

Lu;: au+ n.E\1(x.t)� = b(x,t) {au (О,х , ••• ,х ,y-x1,t) + 
at а 2 ах 2 ---n-1 �=1 xi 1 (1) au } + - (О.хг••·• '�-1 ,у+х1, t) , ах 1 

ul = <р(х,у) , t=o (2) 

где u = u(x,y,t), х = (x1'xг' ••.• �_1)' у- параметр. Ис­
следуем задачу (1). (2)  для случая двух независимнх перемен­
ных: 
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u(x,y,O) = ф(х,у), (4) 

где a(x, t), b(x, t) - суть непрерывные ФУНКЦИИ; ф(х,у) -
непрернвна,непрерывно-дифференцируема по х И ограничена 
вместе с производннми первого порядка в области 

D = {(x, t):- < х < ао, O:S t :s т < ао} , 

у - параметр , измеНЯDЦИЙСЯ от - до +CIO. 
Заметим, что в работе [1] бwrа рассмотрена аналогичная за­

дача для уравнения специального вида, которая возникает при 
линеаризации обратной задачи кинематической сеЙсмики. Харак­
терной особенностью рассмотренного в [1] уравнения является 
вырождение коэффициентов на некоторой линии изменения пере­
менных. В настоящей работе рассматривается уравнение без вн­
РO!tДВНИЯ· 

Обозначим: 

� (O,x+y,t) = !(x+y,t) (5) 
ах 

и будем временно считать фунIЩИЮ f известной. Система ха­
рактеристик для уравнения (3) имеет вид 

dt - dx _ 
du (6) - a(x,t) 

-

1 b(x,t){f(X+y,t)+!(y-х,t)}· 
2 

Из первых двух соотношений ( 6 )  имеем 

� = a(x,t). (7) 

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что функция a(x,t) 
сохраняет знак (например а > О) в полосе D, непрерывна в 
области D и имеет непрерывную частную производнyIO по пере­
менной х. При этих предположениях на коэФРициент а(х, t) 
решение уравнения (7) дает семейство характеристик: 

(8) 
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причем равенство (8) можно разрешить относительно постоянной 

интегрирования хо: 

хо = �(x,t). 

Из другого соотношения (6)  получим 

du = 1 b(x,t){f(X+y,t) + f(y-x,t)}dt. 
2 

(9) 

Подстав.ляя в последнее :выражение х = cx(t,xo), а затем пр<>­
интегрировав ,имеем вдоль характеристики (хо = const): 

1 t 
u = Uo + - J b(cx(.,xo),.){f(CX(',xo) + у,.) + 

2 о (10) 
+ f(y-cx(.,xo),·)}d •• 

Условие ( 4) дает начальное значение решения 

Uo = ф(сх(О'Хо)'У) = Ф(�(х,t),у). 

Подставляя в правую часть (IO) хо = сх (х, t) , по.лучим: 
1 t 

u(x,y,t) = ф(�(х,t),у) + - J b(cx(.,�(x,t)),') х 
2 о (11) 

х {f(Y+cx(.,�(x,t)),.) + f(y-cx(.,�(x,t)),.)}d • • 
Займемся теперь нахождением функции f(y, t). Применяя к 

(П) пре06разовани.в Фурье по параметру у, получим: 
t 

u(х,л,t) = Ф(�(х,t),л) + J сов Лсх(.,�(х,t)) х 
о • (12) 

х Ь(сх(.,�(х,t)),.)f(л,.)d., 

где u,ф,f - образы Фурье функции u, ф, f соответственно, а 
л - параме'l'Р npe06разования Фурье. 

ПродифJ>eренцируем (I2) по х: 
t 

Q_(х,Л,t) = , (�(х,t),л)�_(х, t) + J {Ь (cx(.,�(x,t)),.) х Х 1 ... О 1 

где знаки "1" ("2") означают, соответственно, производные 
по первому (второму) аргументу. 

Надо отметить ,что в выражении .( I3) существование произ,-
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водннх функции а;, � следует из известной Teopeмы для 06нкно-
венннх диqференциалышх уравнений [2], а диqфeренцируемость 

функции Ь(Х, t) преДПOJIsгае'l'СЯ. 
Введем следующие обозначения: 

Положив в (13) х = О, учитывая 060значение (14), получим се­
мейство ИН'I'егральиых уравнений Вольтерра П-го рода относи­
тельно фунIЩИИ f(л,1;): 

А t ". ". 
l(л,t) = Ф(л,t) + J К(t,.,Л)f(л,.)d.. (15) О 

П """' ( )  аь(х, t) редположим, что 'W аКЦИИ Ь Х, t , ограничены в 
полосе D и пусть ах 

М, ь, аь} :s )1 = const, 
ах ах 

тогда ядРо интегрального уравнения (15) допускает оценку 

IKI :s А(1 + Iлl), где А = const. 

(16) 

(17) 

Используя оценку (17) в качестве мажоранты ядРа, нетрудно по­
казать , что резольвента , отвечav�ая мажоранте , стремится R 
бесконечности при Л'" 00. Этот факт говорит о том , что R ре-
шению интегрального уравнения (15) нельзя, вообще говоря, 
применить обратное преобразование Фурье по л. 

Справедлива следующая 
Т е о р е м а 1 . Пусть функции Ь(х,t),а(х,t),Ф(х,у) 

непрерывны и имеют непрерывные частные npоизводные по пере­
менной х И пусть выполнено условие (16); кроме того функция 

ф(х,у) пршщцлежи'l' L по переменной у. Тогда, если пред-2 
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положить, что решение задачи (3), (4) существует и принадле­
жит по переменной У классу СШ(IУI < �) - m - раз непрернвно­
диф:реренцируемых по У функции, то в указанном массе решение 
задачи Коши (3) , (4) единственно и имеет место оцен:ка 

, 1 -111+-
11:t:llп � В(ln�) 2, m � 1, 

IIФII 

где В, С = const , а норму следует понимать так: 

(18) 

Из формулы (II) видно, что единственность решения исходной 
з�ачи (3), (4) оледует из единственности решения интеграль­
НОГО уравнения (15). Оцен:ка получается так же, :как и в L3]. 

3 а м е ч а н и е 1. Аналогичная теорема ЩIраве,IТ)IИВа для 
случая (1 ) ,  (2) с .лю6нм числом независимыx переменных. До:каза­
телъство проводится аналогично случаю двух независимых пере­
менннх. 

3 а м е ч а н и е 2. Можно вместо уравнения (3) рассмот­
реть уравнение следующего вида: 

(19) 
au ( )au ( )au ( ){aU au } - =  а x,t -+ Ь x,t - + с x,t - (O,X+y,t)+-(О,у-х,t) • 

Qt дх ау ах ах 

в отличие от предыдущего, в последнем уравнении содержится 
производная по параметру у. Рассматривая далее уравнение (19) 
с данными (4), можно по:казать, что и в этом случае имеет мес­
то теорема, аналогичная теореме 1. 

3 а м е ч а н и е 3. Рассмотренные выше постановки можно 
обобщать, а именно, рассмотрим уравнение следУЮЩего вида: 

(20) 
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где ЧJIеlШ, содержащие СДВИГОl!не аргум:ен'1'Н, имею'!' БOJlее общую 

с ТРУК'!'Уру • ЕCJ1И ФУНIЩИИ �(x, t) и ее производная 1: 1 
суть ограниченнне функции 0'1' своих переменных, '1'0 задача Ко-
ши Д7IЯ уравнения (20) исследуется приведенннм методом. для 
ИЛЛЮС'l'рации характера некорректности рассмотрим случай по­
С'l'ОЯНIШХ коЭФllИдиен'!'ов. Интегральное уравнение (15)  в случае. 
Ь = const примет вид 

f(л,t) = � (аt,л) - ЛЬ j sin Ла(t-�)�(л,�)d�, (21) 
ах о 

где �(at,A) = � (x,A)lx-аt• 
ах дх -

Решая уравнение (21) с ПОМОЩЬЮ преобразования Лапласа (4), 
получим: 

f(A,t) = �(аt,л) 
дх 

Применяя к (22 )  преобразование Фурье по д,ОКОНЧ8'l'eJIЬно JDleeм: 

_ а 2п. � (a�,y - �a(8+b)(t-�»}d�. 
дхау 

Формулн (23) и (П) (Ь = const) определяют решение задачи 
(З) , ( 4) в случае а = соns t , Ь = const. Надо о'!'мети'!'ь, 
что решение задачи (3), (4) (Ь = const) буде'!' массическим, 
если предпOJlОЖИТЬ, ч'l'о фующия Ф - непрерывна, непрернвно-
ДИФlJeренцируема ПО t И двaждl:l по параме'!'ру у и а > -Ь. 
В случае а = -Ь имеем 

f(y,t) = � (at,y) + aZ 
дх 
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ф - УДОВJIетворя:ет вшпеуказанным условиям. Очевидно, что 
при а < -Ь решение задачи (3), (4) (Ь = соnst) некорректно. 

П 

Перейдем теперь к исследованию внwерассмотренной задачи 
(3). (4), в предположении, что коэффициент Ь = Ь(у). Рассмот­
рим случай одной пространственной переменной. причем главная 
часть дифференци�ного оператора - с постоянными коэффициен­
тами. Имеем уравнеlШе 

� = а ou + � {OU (O,X+y,t) + � (O,y-%,t)}, (24) 
ot 0% 2 0% 0% 

которое дополняется условием (4). Здесь а = const. перемен-
ине %, t Е D - определенной вшпе. Нцевстречающиеся 060зна-
чения БJlIY'f аналогичнн 1. В отличие от вшперассмотренного 
случая , � уравнени:р (24) нельзя применитъ пре06раЗОвalШе 
Фурье по параме'1'РУ у. Оказьmaется, что задача коши для урав­
нения (24) може'1' быть коррепной или некорреКТНОI в массичес­
ком СlШсле. причем коррек'1'НОСТЬ определяется СОО'1'ношением 
КОэqфициентов а И Ь(у). Справе.мив8 слeдyllЦ8Я 

Л е м м а .  ПуСТЬФУНIЩИ: Ь(у). ф(х,у) Е 02 по пере-
менной у и ф(х,у) Е 03 по переменной х. причем 
Ь(у) � о. Тогда функция g(y,t) = t(y,x) - � (at,y) уДов­
летворя:ет эвOЛDЦИОННО� уравнению второго порядка 

02 .,. 
02 О 0

3
'" � = a(&+b(y)� + �(y)2S + B(y)g + ab(y)� . 

ot oyZ оу ожjjу 

д о к а з а'!' е л ь с т в о .  Нетрудно показать. что ре­
шение задаЧJI: (24). (4) имеет вк,ц 

t 
u(x,y,�) = Ф(х.аt,у) + � J {t(x+y+a(t-�),�) + 2 о (25) 

+ t(y-x-a(t-�),�)}d�. 

Продиqфeренцировав выражение (25) по переменной % и под­
ставив % = о, получим'интегро-ДИФl)eренциалъное соотношеlШе 
для ФУНIЩИИ f(y, t) 
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Обозначим через 

в новых обозначениях формула (26) запишется так: 

1 g(y, t) = - b(y)J1(y, t). 
2 

Продифференцируем теперь функцию g(y, t) два раза по пере­
менmш у и t, что возможно в силу условий леммы, тогда 
получим: 

Исключая Ji(y,t) (i = 1,2,�) 
НIIЙ, имеем уравнение: 

13 

из последних трех соотноше-

(27) 



которое дополняется однородными начальными условиями: 

g/t=o = О, .wt=o = О. (28) 

Лемма доказана. 
В связи с выводом уравнения (27 )  имеет смысл рассмотреть 

�C�M. z 
С л у ч а й  1. Пусть Rоэфf)ициент перед � отрицатель-

ный на всей оси у, тогда справедлива ду 

Т е о р е м а 2. Пусть решение задачи (24),  (4) сущест­
вует и суммируемо с КВадРатом по переменной у; относительно 
функции Ь(у), Ф(х,у) будем npеДnOJIагать, что они удовлетво­
ряют условиям леммы и принадлежат Lz по переменной у. 
Тогда решение задачи (24 ) , (4)  единственно. 

Доказательство теоремы вытекает из вышерассмотренной 
леммы. Из формулы (25) следует, что единственность решения 
исходной задачи (24 ) ,  (4) вытекает из единственности решения 
уравнения (27) с данными (28 ) . 

В свою очередь, для функции v(z,t) = c(z)g(y(z),t) 
справедлива следyJCЩМ оценка: 

КОТОРМ доказывается как в [5]. 

(29) 

Здесь функция c(z) выражает� через коэффкциенты уравне­
ния (27 ) , а z = 7 l-a(a+b(-;) ГId-;. 

уо 
Из оценки (29)  следует единственность решения задачи Коши 

(24),  (4).  
Теорема доказана. 
С л у ч а � 2. В случае, когда коэффициент а(а+Ь(у))>О 

на всей оси у, уравнение (27 ) будет обычным уравнением ги­
перболического типа и поэтому имеет место теорема единствен­
ности исходной задачи при тех же допущениях на функции Ь(у) 
и Ф(х,у), что И было раньше. 
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Ю.Е.Amпtонов. 

НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИИ ПО ТЕОРИИ ОБРАТНЫХ ЗАдАЧ 

В данной статье приводятся примерн неединственности реше­
ния интегральных уравнений первого рода типа Вольтерра с по­
ложительвым ядром и неединствеввость и неустоlчивость решения 
задач интегральной геометрии. 

В первом случае отсутствие единственности решения инте­
грального уравнения связано с наличием бесконечных осциляций 
решения, а неединственности и неустойчивости решения задач 
интегральной геометрии связано с многомерностъю.задач, финит­
ностъю, лока.л:ьностъю И другими причинами. 

В КОIЩе статьи мы приводим пример уравнения задачи инте� 

ральной геометрии, которое имеет такой же вид, что и в слу­
чае кривых. допусRaпциx группу параллелъных переносов. 

Доказательства некорректности задач интегральной геомет­
рии основано на форму.лах, которые, по нашему мнению, преДС'l'аБ­
J1ЯЮТ и самостоятелышй интерес. 

I.IIример неединствевво.сти решения 
интегрального уравнения Вольтерра с положительным ЯДРОМ 

Пусть л(t), t � О, л(О) = О ,  бесконечно дифференцируемая 
функция, имепцая нуль в .любом интервале (О ,0;), о; > о, наIiри-

16 



_ -1. 
t2 1 мер, л(t) = е sin -, Л(О)=О. Покажем, что существует ядро 

t 
K(x,t) > о, ж � o,t � о. такое, что для любого х> О Вlшол-

нено равенство 
ж 
I k(х,t)л(t)dt = о. 
о 

на существование таких примеров обратили мое внимание Ю.М.Бе­

реэансICИЙ и Л.П.Нижник. 
Пусть Е+(Ж) И Е-(х) - множества, определеюше следупцим 

образом: 

Е+(х) = {t : л(t) > о} n (о,х), 

Е-(х) = { t  : Л(t) � о} n (о ,Ж) • 

Так как л (t) имеет нуль в .любом интервале (о ,х) .. то tes Е±(х» 
> о. (. ) Пахоzим 

Введем функции 

если 
если 

g+(ж) = I л(t)dt, 
Е+(х) 

Определим ядро k(Ж, t) ф:>рмулой 

t Е Е+(ж) , 
t Е Е+(ж) , О � t � ж ,  

t Е Е-(ж), 

t Е Е-(ж). 

k(x,t) = - t-L+(x,t)g-(x) - t-L-(x,t)g+(x). 

Очевидно, что k(ж,t) > о, ж -1 о (см (и». 
Имеем 

х 
J k(х,t)л(t)dt = 
о 

J k(х,t)л(t)dt + J k(ж,t)Л(t)dt .. 

Е+(х) Е-(х) 
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Таким образом построено ядро k(x,t) такое, что для любого 
х,х � О имеет место равенство 

х 
f k(х,t)л(t)dt с о. 
о 

Заметим, что еCJШ �(t) является aиaJIИ'l'ическоl функцией в об­
ласти t � о, то из равенства 

х '" 
f k(х,t)л(t)dt = о, k> о, х � t, 
о 

вытекает, что � (t) = О [ 1 ] . 

2. Пример неединствеННОСТ1iI реmeния: задачи 
интегральной геометрии 

Пусть кpивьrе у = {x(t), y(t)} 06Jщцают свойствами. 
1. Они ЯВJIЯЮIi'ся решением система уравнений Ньmoнa 

oF = -, 
ах 

где h - абсоЛЮ'l'Ная постоянная , не зависящая от кривой у, 
F(x,y) - фиксированная фунIЩИII. 

2. Кривая у = {x(t) , y(t)] является замкнутой. 
Рассмотрим функцию 

u(x,y) 2! + v(x,y) 2! + 2!(2F + h) 
л (х ,у) = ___ "'-о=х:;:::====_...;:;а ... у_....:о:...у'--__ _ 

�2F + h 

где ё1(Х,у) , v(x,y) - гармонические и сопряженныe функции. 
Оказывается, какова бы ни 6ыла кривая у, 06JЩЦапцая свойст­
вом 1 и 2 и каковы 6ы ни 6ыли гармонические �нкции u(x,y) , 
v(x ,y) , имеет место равенство 

f Л(х,у) � <1%2+ d;i = о, Е?].  
у 
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Так как таких зaмкнy'l'l:lX кривых У может быть много (Э'l'О 
зависит, очевидно, только от выбора функции F(x,y). то по­
лученный результат дает примеры неединственности решения 
к.ласса задач ШIтегральной геометрии. Один пример такого же 
сорта содержится в книге [ 6] • 

Одной из прИЧШI отсутствия единственности решения являет­
ся '10 обстоятельство, что искомая ФУНIЩИЯ л (х ,у) не является 
финитноЙ • .IJ.nя финитннх функций имеет место (даже в более 06-
щих случаях) единственность решения, [2]. [3] . 

3. О неустойчивости решения задач 
интегральной геометрии 

Пусть ds2 = а2(х,у)(сиг+ �) - фиксированная аналити­
ческая метрика, заданная в Зaмкнy'l'ой области D с грэ.нщеЙ L 
и пусть у(/; ,Т)) - ее геодезическая, соединяпцая точки /; и т) 
некоторой дуги 1 � L (см. рис.!). 

1 

D 

L 
Рис.! 

Рассмотрим задачу определения функцк:и Цх,у), (х,у)е D, если 

известна фунхцкя 

в работах Лаврентьева М.М •• Бухгейма. А.Л. ПОRaЗaRО. что если 
L = 1, то при достаточно регулярном расположении кривых 
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y(�,�) такие задачи и даже более общие устойчивы, [2] , [3]. 
Здесь мы покажем, что если 1 � L, то рассматриваемая задача 
неустоЙЧива . По этому вопросу см. [ 9], [ IO] • Пусть u(x,y) И 
v(x,y) - произвольные гармонические и сопряженные ФУНКЦИИ, 
заданные в области D, а v

o
(p) и u

o
(p) - их граничные значе­

НИЯ,рЕ 1. 
Обозначим через �(�,�), �(� ,�) углы, которые образует гео-
дезическая y(� ,11) с осью ох В точках � и 11, соответствен-
но . 

Введем функции W(� ,11) и Л(х,у) . полагая 

аа аа av а л (х ,у) = u(x,y) - + v(x,y) - + - , 
ах ау ау 

Имеет место формула 

(I) 

(2) 

Если мы теперь выберем функции u
o

(p), V
o

(p) , то тем самым 
функция W(���) определится однозначно. для определения же 
решения, в силу равенств (1), (2 ) ,  необходимо найти гармони­
ческие и сопряженные функции u(x,y) , ,,(х,у) в области D по 
граничным данным u

o
(p) � v

o
(p) � р Е 1. Хорошо известно, что 

эта задача аналитического продолжения является неустойчивой, 
если 1 � L. Остается заметить, что в силу формулы дм W (� ,11 ) • 
малость u

o
(p) и v

o
(p) влечет за собой малость и w(���).Pe­

шение же л(х,у) в силу (1) может быть велико. Интересно так­
же отметить, что если априори предполагать искомую �� 
л (х ,у), не зависящую от одной перем:енной, скажем от х ,  то, 

как покаэано Романовым В. r . [ 4] , такие задачи лвляются ус­
тойчивыми и в с.лучае, когда 1 � L. При этом для однозначного 
и устойчивого определения �(y) достаточно знать фуНlЩli1Ю 
W(11) = W(1;o�). � Е 1, �o 

- фиксировано. Сопоставляя эти 
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факты, МОЮlо З8It1IЮЧJlТь, что неустойчивость решения задачи ин­
тегральной геометрии связана: 1) с многомерностью задачи, 
2) с незамкнутостью контура, на котором определена инфо� 
Рассмотрим теперь такую систему дифференциальных уравнений: 

ь - _ аФ 
dt2 -

ау ' 

где h - абсолютная постоянная, не зависящая от решения, 
(x(,t) , y(t», ф - фиксированная функция. 

Пусть 

u(x,y) = �Cx-y) + §(Х+У) 
2 ' v(x ,y) = �CX-Y)- §(Х+У) • 

2 

где � и f3 - некоторые функции. 

Положим л(х ,у) = u .2! - v 2! - 2:! (2Ф + h). 
аХ ау ау 

(4-) 

Обозначим через у(!;,,,) 
точки � и т] прямой 

-,решение системы ( 3),  соединяющее 
у = о и пусть 

А.С!; ,11) _ dxl 
- dt Y=O,x�

' 

, dx с(!;,,,) = -1 ' 
dt У=О,Х""1 

В(!; ,,,) =.$II ' 
dt y=o,X� 

D(� ,,,) = .$II . 
dt :/=O,X:I'} 

Определим функцию w(�,,,) равенством 

Имеет место формула 
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W(; ,n)" J Л(х,У) dt, [7],[8]. 
Y(�,Т)) 

в отличие от предыдущего результата, здесь имеют место оценки 
УСТОЙЧИ1lОсти , в классе фyнIщий Л(х, у), предс'l'авимых в виде 
(4). ПО-ВИдИМому, это связано с наличием веса. 

4. Один пример, связаиный с уравнеlШем 
задачи интегральной геометрии 

В работе [ 5 ]  одна плоская задача интегральной геометрии 
редуцирована к исследованию уравнения 

а c2W сов <р + 2! зln ер + k(x,y ,ер) 2! ) = о. 
аер ах ау аер 

Геометрический смысл коэффициентов этого уравнения состоит в 
следy1!IЦем: 
(сов ер, зln ер ) - единичны:й касательный Belt'rO� кривой, по 
которой произвоДИ'l'СЯ интегрирование искомой ФУНКЦИИ, а К(х, 
у � <р) - кривизна кривой, проходящей через точцу (х,у) в на-

правлении q> • При этом оказывается, что ес.ли кривые допусха-
Ю'l' группу параллельных пере носов вдоль оси ОХ, то кривизна 
k(x,y,q» не зависит от х. Здесь мы поиажем , что обратное 
неверно. 
Пусть {у} - геодезические метрики 

где аСу) > О, .'(у) < о, tt - постоянная. Кривые уе{у} 
из-за наличия множителя еttЖ, tt � О � не допускают группу па­
раллельных переносов вдоль оси ох. С дрyroй СТОРОНН ,крпвиз-
на k(x,y,ep) такой КРImОЙ равна 

22 



= сх sln <р - � 'сое <р. 
а(у) 

Так как сх - постоянная, то кривизна k не зависит от х. 
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С.П.БелинсКИЙ 

ТЕОРЕШ ЕдИНСТВЕННОСТИ ОДНОй ОБРАТНОй ЗАДАЧИ 
для ГИIIEPБО�КОй СИСm.tl ПЕРВОГО ПОРЯдКА 

Рассмотрим обратную задачу для ГШIерболической по Петров-­
скому системы линейных уравнений первого порядка с двyмll не­
зависимыми переменнsми : 

(I) 

Здесь u = u(x,t) = (u1(x.t) • • • •  ,un(x,t)) - n неизвестных 
функций. мaTp�a К = К(х) - диагональная с злементами.при­
НaдJ1ежащими классу с1 • Матрица D = D(x) - с элемент8МИ,ПРИ­
надлежащими 02. Вектор 11' имеет непрершнне производнне по 
х, t до второго порядка ВКJIЮЧИТельно. Будем orSDe СЧИ'l'ать, 
что нача.льнве давнве и информация о решении, KOToIНe мы зада­
дим при постановке обратной задаЧИ,обеспечивают нам ПРИНaдJ1еж­
ность решения системы (1) к к.naccy w3• 1 

как И В [1] ,будем предпо.пa.raть, что прямая задача для 
системы (1) ставится внутри области Q = {о s х S L, О S t < 
< оо} • Обратная задача по отношению к системе (1) будет зак­
.лючаться в отыскании матрицы К(х) на отрезке [о, L] при зз. -

данном векторе 11' • мaTp�e D и некоторой информации о решении 
прямой задачи. В дальнейшем мы будем час'l'О ссылаться на рабо-
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ту [I], rдe pelll8JlВ.cь подобная задача ДJIЯ МR'l'рицв D, посколь­
ку метод пост];Юения: интеrра.львнхура:внеНИЙ ДJIЯ решения обрат­
ной задачи в ПРllНЦllIlе такой же. Итак. СЧИ'1'аем заданннми Н8-
ЧSJIЬные и rраничв&е условия. a 'f8De ивфоJМ8ЦИЮ о решении: 

Ui(X.O) = Ф1 (х), 1 = 1'2 • • • •  ' n; O�X� L , 

u1(0 ,t) == 1'1 (t). i = 1'2' • • • • n; t � О. (2) 

u1(L,t) == <111 (t), 1 = 1 , 2 �  • • •  , n; t � О. 

в ОТJIИЧИе от [I J нами будет по.лучена JIИIJIЬ теорема единствен­
ности ДJIII матрицы к(х). напомним, ч'l'О:В [I] бwm по.лучева 
система интеrра.льннх ура:внений ДJIII нахоцевия матрицн D. Бу­
дем предполагать. что искомые элемеВ'1'Н матрицы К(х) обл.адают 
свойством: 

Пусть u1, UZ - два реmеиия: системн (I) с матрицами К1 И 
Kz СОО'l'ветствевно. УДОВJIетворяпцие условиям ( 2). Torдa их 
разность U = u1_ UZ удовлетворяет следующей системе: 

� + к � = Du + К {; 
1 _ 

Ui(X , о) 1 = 1.2 , • • •  

u1(0.t)=O 1 = 1,2, • • •  , 

U1(L ,t)=о 1 == 1,2, • • •  , 

К == к1- Kz' (4) 

n; х e [O,L] , 

n; t � о, (5) 

n; t � о. 
Пусть. ДJ1Я определенности, первые s значений �1 ПОJlOD'l'eJIЬ­
ИВ. а ОСТSJlЬиве отрицательны. причем в " О; s � n.С.лучаи 
всех отрицательных и всех ПОJlOD'l'ельннх коaфlициентов рас­
Cll8трИВ8J)'1'СЯ аналогичНо. Так �e, как и в [I]. рассматривая 
1 - е уравнение системы и интегрируя его �оль характерис'fИRИ 
't = 't i (х) f 

(6) 
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а тaюre дифреренцируя полученное уравнение по t ,приходим к 
следующему уравнению для w1(x ,t) = ui(x , t) :  

(7) 

Здесь (a1 (x ,t) , P1 (x , t) )  - координаты точки пересечения 1-й 
характеристики,проходящей через точиу (x,t) с границей об­
ласти о, причем P1(x ,t) < t . Нижние индексы 1 и 2 У функции 
u21 означают дифференцирование соответственно по первой и по 

второй переменной функции U2 1 (X,t) . HeTpYдRO заметить, что 

t 
а1(х ,  t) = ПIЗX {х - J ki(� ) � ,  о 1 о} ; 1 = 1 , 2 ,  • • •  ,s. (8) 

t 
а1 (х , t) = min{x - J  k��) � , L}, о 1 1 = s+1, • • •  , n. (9) 

И, наконец 

{ k� (<<i(Х'Щ' а1 (x ,t) � {O,L} 
(10) У1 = 

О. a1(x , t) = {O ,L}. 

Далее, по.лагая в фоJ8Yле (7) х = О для s + 1 :s l:Sn и 
х = L для i = 1,2� • • •  ,a, получаем дополнителънне соотношения 
M� k1 (x) и W1 (x ,t) I 
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как и в [ 1], построим область O(L). в которой неизвестные 
фунщ:ии Wi (х, t) и ki(x) ввpazaют ся TOJIЬKO через свои ze зна­
чения в этой области. Из точек (0,0) и (L, О) плоскости (х, 
t) ввпустим характеристики, уходящие из соотве'l'СТВУПЦИ:Х точек 

Bнy'l'PЬ облас'1'И О И имепцие наиБОJIЬшие уг.лн Н8.ItJIoнa к оси х. 
Будем для просто'l'Ъt полагать, что все k;(x) разJIИЧВН для lt8Jt­
дого х Е [о ,L] , хотя это и несущественно. Из по.лучивmиxся 
точек о и А, яв.nяпциxся точками пересечения соответствупци:х: 
характеристик с осями х = L И х = О соответственно, ввпус­
тим Bнy'l'PЬ области о характерис'l'ИКИ с наименьшими углами 
наклона к оси х. Пусть они пересецутся в точке Н. По.пучив­
шийся криволинейный пятиyгoJIЬНИК OLCNA. мн И о6о'SН8ЧИМ O(L). 
Заметим, что есJШ бы k;(x) не БНJIИ разJШЧНН ДЛЯ ItЩЦого 
х Е [O,L] , '1'0 область O(L) строилась бы более громоздко. 

как и в [1], легко убедиться, что L для систем (II) и 
(7) играет роль малого параметра. 

Покааем теперь, что при достаточно МалОМ L системы урав­
нений (П) , ( 7) имеm единственное решение в классах 01 (O,L) 
и.01 (Q(L)) для К(х) и w(x,t) соответственно. Систему (7), 
(11) можно рассматривать как некоторое опера'l'орное уравнение 

g = Ug, (I2) 

где g = g(x,t) = (glCx,t), �(x,t))= (wi(x,t), k
i

(x)), 
а U - оператор, определенннй уравнениями ( 7) , (II). Введем на 
множестве таких функций норму, положив 

Ilg ll =max. sup 1 �(x,t)l, (П) 
i,k (X,t)EO(L) 

и рассмотрим множество функций О указанного mщa из :класса 
01 (O(L)), удовлетворяпцих: на O(L) неравенству : 

Ilgjl � М. (14) 
Покажем , что из того, что g Е О, следует, при достаточно ма­
лом L, что и Ug Е о. Преце всего по.лучим априорную оценку 
для � в области O(L). Решение u2, как известно, удовлет­
воряет системе: 

u2 + K ..i =Du2 + Р' 1: Z х • 

27 

(I5) 



Расширим эту систему добавлением R ней следующих ПРОИЗВОДННХ: 

к UZ u2 Z 

Кг u2 t '4 Ft 
� + � � + (16) 
at Кг 

at 
� � Fx 

О Кг � F:rt; 

Матрицу D- нетрудно выписать, но мв ЭТИМ заниматься не будем. 
Пусть теперь: 

(17) 

Пu2 П = аах sup {u2i(x,t);�1(x,t)I�1(x,t); 
C�(L) 1 (X,t)EQ(L) �(x, t»). 

и пусть этот ЭRСТре� достигается, например, В точке (x,t) 
на элементе u2 i; Проинтегрируем тогда 1 - е уравнение систе­
МIi[ (16) от точки (х, t) ВНИЗ по i - й характеРИС'l'ИRе: 

U2 i(x,t) =  uz1(x ,t ) + 1 1 
х 4n 
J [k1 (�)]-1 Е dlj(�) • 

�i(x ,t) j=1 

Или ,  оценивая обе ч асти по абсолютной величине: 

(18) 

IIu2П г� ПерП + ПФ" + Пf1I + 1а Ilu2П·IID-И·L + !I ПPlI· (19) 
С (Q(L)) q q 

в общем же случ ае. учитнэвя. что 

ПD-П = I18Х{ПК2" 1 ,ПD\I..z ) , (20) 
с (Q(L) \,; (Q(L) 

а тапе ВЗЯВ L из неравенстВа: 

L � 1 q [4n "�n ]-1 , 
2 C (O(L) 
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сле,цупцую оценку: 

(22) 

Теперь уже лег;ко по.лучается оценха ДJIЯ Ug. Сде.ла.в OTдeJlЬHO 
оценку ДJIЯ ul g и ДJIЯ u1. g ,нетрудно ПОJIYЧИ'lЪ, что 

IIUgl1 � IIIВX {2, I\ф;\I}. � • М(l + n I\DII). (23) 
q 

Из неравенства (23) ясно, Ч'l'О если L будет УДОВJIетвоpя'rЬ ус­
ловию: 

L � q [(1 + 11D\I.n).ux {2, Ilф;\I}-1, (24) 

то II Ugl1 � М. По кажем теперь, что U - оператор схатия на G. 
ДеЙС'l'ВИ'l'еJlЬНО: 

I\ul - ul'gjl � 2 (� I\DII· n + � 1)I\g - 'gfl; g q q 

"U1.g - ui'gt\ s \IФ; 1\ (� n \ID\\ + bl)11 g - gn. 
q q 

(25) 

T8.КIDI образом, ДJIЯ L, УДОВJIе'l'воряпцеro (2I) и (24) ,оператор U 
ЯВJIЯе'l'СЯ оператором сжатия на Q(L) . СфоРМУJIИруем по.лученнd: 
реЭУJIЬ'l'ат. 

т е о р е м а. Пусть для: системы (1) неизвестна матрица 
К(х) с ЭJIементами k1 (х); 1 = 1,2, • • •  ,n, при:надв:еzaщими ItЛaс­
су 01 на [O,L] и УДОВJIетворящими условиям: I k1 (х) I� q >  О; 
IIK 11 1 < р Пусть начaJIЬнне даннне и информация 

О (Q(L» - • 
(2) 'l'aRОВН, что 06еспечивaIO'1' в области Q(L) TPЦД1l непреIВВ­
но-ДИФI>eренцируемое решение у системк (1), и пусть фх -1 о на 
[о ,L ]. Тогда ДJDi JШ60ro L, yдoВJIe'l'ВO ряпцеro УСЛОВИSlм (2I), 
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(24),мв'l'Рица К(х) находится на [O ,L] единствеНННЪt образом. 

Л и т е р аorу р а 

1 .  РОМАНОВ В.Г., CЛИНIJЧEВA л.и. Обратная зад ач а для JIИНеЙШlX 
гиперболических систем первого порцдка .- Сб. Ма­
тематические проблемы геофизики', Вliп.Ш, c .187-
215 . 
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В.Г . Васильев 

О ЕДИНСТВЕННООТИ ТРЕХ ОБРАТНЫХ ЗА.д.АЧ для УРАВНЕЯИЯ 
ТЕПЛОIIPOБOДНОСТИ 

РасСМО'l'РИМ прямую задачу ДJlЯ уравнения 'l'еWlОПРОВОДНОС'l'И 

2 � = а2 � + f (x) g(t) , х Е (О, 1), t> О, 
at a� 

U(o , t)  = u (l ,  t) = О, U(X, О) = �(X) . 
(1) 

Решение Э'l'ОЙ зад ачи МОЖНО преДС'l'ави'l'Ь в виде 
(2) 1 t 1 

U(X, t) = JG(x ,�,t)ep(!; )� + JJ G(x ,� ,t  - 't' )f (!;)g('t' )�.d-r , 

где 

о о о 

2 со -o:n2t ... Ь 1Eh... ... 2 2 О) 
G(x,� ,t) = - 1: е вln '"'"'х вln --r;., cr: = - а 

1 n=1 . 1 1 1 2 
ес'l'Ь фуиIЩКЯ Грина. даннОЙ задачи. 

060значим 

'IOгда 

1 
V(X, t) = u (x ,  t) - J G(x, 1;, t) ер (!;) d.!;, (4) о 

t 1 
v(x, t) = J J G(x, � ,  t - 't' )f(!; )g('t' )  d.!; d't'. (5) 

О о 

Э1 



Рассмотрим следyJJlЦИе обратные задачи. 
Задача I .Требуется найти функцию �(� ) ,  если известна фунК­
ция v (x ,  to ) .  

Из равенства (5) при t = to следует 

где 

v(x ,  

а = n 

bn 

to ) 

t о 
J 

о 

2 = -
1 о 

= � а Ь sш xhx, 
11=1 n n 1 

�n2 (to� )  , 
е g (T )dт 

1 
sin IШ � J 1'(�) � . 1 

Поэтому,разлагая известную по условию функцию v(x ,  to) 
в ряд Фурье 

Следовательно, если � � 0,'1'0 
CII 

[(х) = 1: 
11=1 

сп ... h sш -=ох. � 1 
ТaJ<ИМ образом. сnpaвеЩlИВа следующая 

(6) 

т е о р е м а 1 .  Решение задачи 1 единственно в классе 
�сочво-гладких фуНIЩИЙ при УCJIовии an � О И предстaвJOIО в 
виде ряда Фурье (6). 

Задача 2 .  Требуется найти функцию f(�),если известна ФУНК­
ция v (xo ' t ) .  

Полагая в (5) х = Хо' имеем 

t 
= J 

о 
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2 1 
1th.. h Ь = - 1 f(�) Зin � � .зin е х • n 1 0 1 1 о 

(8) 

ВЫражение (7) ес!'ь свер!'м фун!щий K ('t) И g ('t) , ПОЭ!'<*У 
для доказа!'ельс!'ва единс!'Веннос!'и задачи 2 воспохьзуемся !'ео­
ремой Тиnмapmа [I], ко!'орая зaкJШЧае!'ся в CJIедyl)Щем: если 
функции K (t) и g (t) непрерывнн в 06.пас!'и о st < 00 и их сверт­
ка 

t 
1 K('t) g(t - 't)� = О 

О 

для всех t � О, !'о по крайней мере одна из э!'их фушщий В 
области О S t < со всюду равна НУJIЮ. 

ПО'rре6уем, чтобы функция g('t) 6IlJШ. непрернвной и О!'JIИЧНой 
О!' нулн при 't = 'to .тогда 

Следова!'ельно, bn = О 11 еCJIИ Зin 1Щхо 1 0, 
1 

1 
1 1'(�) аin � � � :1 О, 

О 1 

то 

OTI\Yдa в силу ПOJIНо!'н ПОCJIедовательнос!'и фунlЩИЙ {аin 15.!! �} 
следует f(�)=O почти всюду. 1 

Следовательно, справедлива 
т е о р е м а 2 .  Решение задачи 2 еДИНС'rвенно в ПР9<)'r-

ранс!'Ве. L2 (0,1), есJIИ ФУНIЩИЯ g('t) непрерывна, g('to) "О и 
'll:h '.1. ]l ХО � О, n = 1,2, • • • • 

Зlцaча з. Требуется вaIп фJ'ИlЩDI s(t), ес.п JI8В8С'1'В&' 
Ф.tН1CЦU Т(Хо' t). 



В этом случае согласно теореме �итчмарш а для единственнос­
ти реш ения потребуем,ч�обы ·функцияк(� ) ,определяемая формул а­
МII (8) ,  (9) ,  был а непрерывной и отличной от нуля при 
� = �o > о. 

Ли т е р а т у р а  

1. дитюm В.А . ,  ПРYдНИROВ А . П. Операционное исчисление. М.", 
"Высшая школ а", 1975. 
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Е.С. Г.лyпJRова 

ТЕОРША RдИНСТВШПЮСТИ ОШIОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
для КВА3�Оro УРАВНШИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕХЖОro ТИПА 

в работе рассматривается обратная задача для квазилиней­
ного YIJ8Внения ГШIербо.лического i'ИIIВ. в с.лучае, когда искомая 
фушщия зависит от трех простраиственных переменннх и 0'1' ре­
шения Э'l'ого уравнения. Внделен класс еДИНС'l'веШlОСТИ рассlllSТ­
риваеlЮЙ задачи. 

СфоINYлируем точную постановку обратной задачи. Требуется 
О'l'НСRЗт:Ь функцию q (х , u) , входящую в дифреренциа.л:ьное уравне­
ние 

� = �u + q(x,u), 

еCJIИ относитеJIЪНО решения задачи Коши для YIJ8Внения (I)· с 
данннми 
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известно. ЧТО 

Здесь точиа хо про6егает все ПРОС'l'ранство Н 3. 
В с.пучае одной ПРОС'l'ранственной переменной х Е Н вопрос 

единственности реmеRJIЯ 06�тной задачи ( I)-(3) был исследован 
в работе [I]. Данная работа является обобщением полученного 
в [I] реЗУJIЬ'l'а'l'а ДJIЯ х ( НЗ. 

Сделаем некоторые предполокении относительно класса функ­
ций q(x.u) И фушщии f(x,xo). ПуС'l'Ь фующии q(x,u) нео'l'РИ­
дательШl. 'l'рицы непрерывно дифJJeренцируемы по всем apryмeH-

raм ДJIЯ х Е нЗ, О � u � ио, хроме того, � � о и сущес'l'-ди 
вует KOHC'l'8.В'l'8 14 > О 'l'8RWI, Ч'l'О 

,. 
'схl = 1: схр 

i=1 

О'1'носительно фушщии f(x,xo) допустим. Ч'l'О f(х,хо)еС3(RЗxR3), 
f(x,xo) � е > о, IIrll 3 � 141 Ч � .0. 

с 
При помощи фоJIIYЛН Киpxroфi сведем задачу ( I)-(2) к экви-

валентному еl интегральному у�нению 

u(x,t,xo) = _1_ 11 f(� ,xo)dSt + �t Ix-�;=t 
1 q(�,u(�"�-.Ix-�I 'Хо» + - If/ � 
� Ix-�I�t 'x-�I 

1; 
+ ..1. /rd:r ff . Q(x+;rr,u(x+;rr,t-r,хО»dS1 (4) 

4к о /У!=1 . 
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Здесь � = (� 1 ' � 2 ' � 3 ) , I х - � I = r, dSt - элемент площади 

сферы радиуса t. 
Имеет место следующая 
Л е м м а 1. для JШ60Й функции q(x,u) из заданного клас­

са ИН'1'егральное YPlЦ3нение (4) имеет в области S::{(x,t,xo) : 
х Е. R 3, О S t S Т, хо Е R 3}, где 

-и + �2 + 2Ми 
О < Т < шin{ 

1 1 О 
11 

единственное непрерывное решение , УДОВJIе'l'воряпцее неравен-
C'l'BY О S u s u� •. 

для ДОR8.заТeJIЬС'1'ва Э'l'оro qвпа введем оператор Б: 

Возькем в пространС'1'ве непрерввннх функций любой элемент,при­
надлежащий шару S(O,uo) радиуса ио с центром :в точке о .  
ПоItaXeМ, 'Ч'rО опера'1'ор.Б переводи'1' JШ601 ЭJIемент шара 8(0, ио) 
:в элемеИ'1' этоro же шара. ДеЙС'1'вите.пьно, из уравнения (4) и 
услов&, нaJIоженноro на т ,  по.nyчaем 

Проверим, что на шаре 8(о,ио) опера'1'ОР Б ЯВJJЯе'l'СЯ опера'l'О -
ром саа'.rIЯ. ПуС'l'ь и1, и2 - Jl:Ю6ве два э.пемеИ'1'а из 8(0, ио). 
Тогда 

IIt2 кт! uт2 
s-- lIu1-uzll s -lIu -и О, -< 1. 

2 2 1 2 2 



Через u*(x,t,xo) обозначена средняя. точка в теореме о ко­
нечных превращения:х. Теперь из прmщипa CJt8'l'ЫX отображений 
следует утверждение о существовании единственного непрерывно­
го реш ения уравнения (4) в области в • 

.диxIфeре1ЩИруя равенство (4) по xi и t, находим 

t 
+�frdr J1 <1х + 

4п о IYI=1 i 

1 
ff (f(x+yt,xo) + tq(x+yt,O))dS1 + 

41t IYI=1 

(5) 

(6) 
3 1 t 

+.!.. ff .1:: fx.YidS1 + - frdr ff qu�(х+yr,t-r,хО)dS1· 4� IYI=1 �=1 � 41t о lyl=1 
Сразу же отметим, что по фоJ;МYле Гаусса-Остроградского 

.!.. ff � fx YidS1 = _1_ f ff 6xf� ;:: о. 
4п lyl=1 i=1 i 41tt Ix-�I�t 

ФормуJП:l (5) и (6) можно рассматривать как интегральные 
уравнения Волътерра второго рода относителъно ФУНКЦИ:Й u..x, i 
ut• Ясно, что при сделанннх предположениях о функциях q (х, 
и) и f(x,xo) реш ение задачи Коши (1)-(2) u(x,t,xo) имеет в 
области s непрерывные и ограниченные частные производнне по 
переменннм x,t,xo до третьего порядка ВКJШЧИ'1'елъно и, кроме 
того, обладает очевидными свойствами: 

О � u � ио t � ;:: е > о. 

в дальнейшем нам понадобится следyпItИЙ <tвкт. 
л е м м а 2.  Существует такое малое to, О � to < Т, что 

при .любом О � t � to ВШIолня:ется неравенство u{x,t,xo) ;:: 
;:: и(� ,"1: ,хо) для .любой точки (f.�) Е D (х, t). (D(x, t) = 
= {(� ,"I:):o � "1: � t - 'Х - �I}). 

Так как фyНIщия u ;:: Е > О, то достаточно показать, что т 
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значения функции u(�,�,xo) на боковой поверхности конуса 
D(x,t) будут меньше, чем значение в вершине конуса . на боко­
вой поверхности u(�,�,xo) = u(x + �t - �)y,�,xo), где у ­
едивичвый вектор, направленннй по внешней норма.пи It сфере С 
центром в начале координат. Покazeм, что при малвх � 

du(x + (t - �)Y'�'Xo) ---------'''- = u� - (v,grad..u) � &1 > о. (?) 
d� � 

для ДОR8зательства этого неравенства представим функцию u(�, 
�,xo) в следующем виде; 

u(�,�,xo) = �W1(� '� 'Xo) + �2.2(�'T'Xo)' 

где 

а функция -2 (�,� 'Хо) получается из �TOPOГO c.naгaeMoгo пра­
воl час'1'И формуJ1Н (4) , есJIИ в нем сделать замену r = �z, т. е. 

1 1 W (�,T,xo) = - /zdz JJ q(�+�;,u(�+�z,�(1-z) ,хо»dS1. 2 411; О IYI=1 
Очевидно, что .1 � € > о, w 2 � о. Используя преДСТaвJIение 

фуНkЦИИ u(� ,'1: ,хо) , получаем 

Эдесь а1,а2 - положительНне постоянные зависящие от М'М1 и Т. 
Таким образом, неравенство (7) будет выполнено для 
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и при этом & 1 = & .., а1 to - а2 t� > о. Лемма доказана. 
Отметим условия, цоторнм доJDItНЭ. удовлетворять функция 

�(Xo '  t) , а также её свойства. Из укаэавннх выше свойств ре­
шения u(x,t ,xo) следует, Ч'l'о функция �(xo ,t) имеет непре­
рывные и ограничевнне производнне по всем своим apryмeHTaм 
(хо Е R.3, О S 't s to) до третьего поJЩЦКЭ. ВКJIЮЧИ'1'ельно, 
Р(х ,t) <'= о, Ft(xo ,t)<,=oO и in:r sup � (Хо' t)  = о XoER3 �t::sto 
= in:r F(xo ,to) = Н1 ' О < Н1 s uo• для сущест:ео:вания решения 

х ER3 о 
поставленной обра'J.'НОЙ задачи П)-(3) необходимо ВЫПОJШение 
условий согласования 

�(Xo '  о) = о ,  Ft(x , t) 1 = �(Xo '  хо) · о t=o 

Возьмем о < Н < Н,. для проиэвольноro хо Е R.3 наАдем 
t(xo) такое, что F(xo ,t(xo» = Н, и рассмотрим множество 
G = {(x ,t ,xo) :xo Е R3, (x ,t) Е D(xo ,t(xo» }. Тогда для 
всех (x, t ,xo) Е G решение задачи (1)-(2) удовлетворяет нера.­
венству о S u S Н, причем u = Н только при х = Хо' t = 
= t (xo) .  В дальнейшем решение задачи (I)-(2) будем рассматри­
вать только в области G ,  а да.ннне обратной задачи, т.е.функ­
цию Р(Хо' t) - на множестве Go , Go = { (Хо' t) I хо Е н), 
О S t S t(xo)}. Таким образом" под решением 06ра'l'НОЙ задачи 
будем понима.ть такую функцию q (х, u) , определенную для всех 
х Е RЗ, u Е [о ,Н] , что решение задачи (I)-(2), построенное в 
G, удовлетворяет условию (3). 

Рассмотрим множество Е(М) функций q(x , u) со свойс'1'Вами: 
'I. q(x,u) Е оЗ(р) , (р = R.3 х [о,Н]); 
2. В области р функции q (х, u) представимв :в виде 

n 
q(x,u) = Е Pi(x)bi(u) , i=1 

причем каждой функции q(x ,u) МOry'l' соотве'1'С'1'ВОвать свои Pi, 
bi , n. 

3. 11 qll.3 S М для всех q (х, u) • 

О (р) 
Имеет место следующая 
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Т е о р е м а. Ес.ли решение 06ратной задачи ( I )-(3)  суще­

ствует на множестве Е(М) , СЕ(М) = Е(М) n { q(x,u) : q � О ,  � � 
au 

� О) , то оно единственно . 
Доказательство проводится методом от противного . Предполо­

ЖИМ ,  что имеются две функции q (x,u) и q (x ,u) из Е(М) , ко­
TOJlie ЯВJI.ЯЮТСЯ решением 06ратноЙ задачи ( I)-(3) . 060значим че­
рез u1 (x,t ,xo) и u2 (x ,t ,xo) решения задачи Коши ( I )-(2)  
при q = Q1 ' q = q2 соответственно . Рассмотрим функции: 

Сразу же отметим, что q(x,u) Е Е(2М) . 
Легко проверить , что 11 и q удовлетворяет сле.дующим � 

ференциалышм соотношениям : 

rде 

'\11 = о ,  �I = О, 
t=o t=o 

(8) 

1 oq 
Q(x ,t ,xo) = f � (x,u �x ,t rx ) . 8 + U �x, t ,xo) · (1-s» ds. 

о o u . о 

ИЗ предположений относительно класса функций Е (М) медует ; 
что Q Е С 2 (G) И 1 1 QlI 2 � )(2 . Положительная константа ' )( 

с (G) 2 
зав.�ит 0'1' 11,111 И Н.  

Используя формулу Кирxroфa ДJIЯ �(х,t ,Хо) , ПOJIYЧаем интеr­
ральное СОО'1'ношение мeJЩY '\1, q: . 

в котором операТОJli А и С определена формулами : 
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t 
� = jl ff [f�(x + yr ,u1 (x + yr ,t - r,xO» dr]dS1 • 

� I YI =1 о 

наряду с равенством (9) рассмотрим IW3еНСТБа. получапциеся из 
( 9) oднoKpaTвым И двукратннм диqфeренцированием по t . ИСПОJIЬ­
ЗУЯ и;улевые нача.л:ьные даннне для 1i, легко показать . что опе-(х 
ра'!'ор дЩфереlЩИРОвания � = D� для (Х=1 ,2 перестановочен 

atf% 
с оператором А. Поэтому 

D�(x , t ,xo) = A[�(QЦ) ] + �c[q] , (х = 1 ,2 . (10) 

ПОR8Жем. что реЗУJIЬтат применения оператора Dtc к функ­

ции q(x,u) может быть выражен TOJIЬKO через частные производ­
вне от q по xi. С этой цеJIЬЮ сделаем в интеграле . связанном 
с оператором С , замену переменной интегрирования r на пере­

меин:ую 

Это возмоео . так как в силу неравенства (7) 

- � u (х + yr,t - r ,xo ) � & 1  > О ,  
a r 1 

И равенство ( II) разрешимо о'!'носитеJIЬНО r 
r = r(x,y,t ,xo 'V) . 

(11 ) 

При Э'fом значению r = О СООТБе'!'с'!'вует значение v = u1 ( x, t, 
хо) ,  а значению r = t - значение v = О И. кроме того, 

1 "'r 1 - - <  � = - < О ,  
Е - ау 3U1 1 ar 

aU1 
- 1 au 

0 < а.!: = _ .Q:L. <  _ _  
1 . 

o t aU1 - Е 1 at 
ar 
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в ноВIП переменннх для интегрирования внpazение для опе­
ратора С примет вид 

u (x,t ,xo) 
... 1 

1 
[ ""( ) ] ( ��. Cq = - I( dS I r· q x+yr,v r=r(x у t х v) - -JQ.V .. 

4'It ' у  =1 1 О ' , , о' av 

ОтсJЩS 
u1 (x,t ,XO) 

D�dq = _ .1.. 11 dЭ1 I [ (r.rv)tQ(x+yr,v) + 
4'It I У I =1 о 

+ r.rv·rt(y,gra�Q) ]dv , 

+ 

где через S(Z обозначены оператоPl диqфeренцирования 

(12) 

и коэqфициентн &(Z ' стоящие при них ,  JIerRo ввписнваютая и пред­
ст8.ВJIIП)Т собой ограниченнне ,  непреI&вныe фушщии всех пере-
менвнх для (x,t,xo) Е G, ' У l  = 1 , О � v � u1 (x,t ,xo) .  Ко эф-
фициент аоо отличен от нуля 

а = _ .1.. 00 
4к 

причем при х = хо ввражается через заданнне функции . 
Введем вместо переменной t перемеивую Vo при помощи од-
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нозначной замены 

Тогда t = t(xo 'vo) из свойств функции F (xo , t) очевидным об­
разом вытекает оценка t � cVo ' с > о. 

После чего положим для а = 2 в фо�ле ( IO) х = хо И 
воспользуемся соотнош ениями ( 8), (2) , (I3) . в результате полу­
чаем ршенство 

о = aooq(xo 'vo) + A(D�(�)]x=x + о 
v (14) о 2 

+ J J dS J I: а S �(Xo + yr,v)dv. 
! У ! =' , о ! а ! =о а ot 

Равенства (Э) , ( IО) , И  (4) образуют систему четырех ИН'l'еr­
po-диФI>eренциа.льных у�неНИЙ. Покazем, что для О � v о � Н 
эта система имеет только тривиальное реш ение. С этой целью 
введем следующие нормы : 

и 

тах max Iq(� ,v)1 
�ER3 ��vo 

lIu(vo)11 = max max I $(%,t(%o 'v) '%0) ' .  
� 2  r (vo) 

Здесь r (vo) = { (x,v,xo) Е G ,  о � v � Vo} '  а G - образ об-
ласти G в системе координат %, V,  %0. 

В работе [2] показано, что для функций из класса Е(2М) 
имеет место неравенс'l'ВО 

о � v � Vo � Н и константа К > О не зависит от v. Тогда , 
очевидно 



Используя принятые обозначения, неравенство (I5) и тот 
факт , что аоо > о ,  от системы уравнений ( 9) , (IO) , ( I4)  пере­
ходим к системе неравенств: 

{ lIu(vo) 1I s С1 (t · II11(vo) 1I 

IJQ(vo ) 1I s С2 (t · II11(vo ) 11 
(16) 

в которой ПОЛОJЮn'еJlыше постояmше с 1 и С 2 зависят от М ,  

141 ' 142 ' 1;0 ' К .  
С учетом оценки 1; S су о легко найти такое h > о , что для 

уо Е [o ,h] система (I6) имеет чисто нулевое реmение ll�(vо)11 = 
= Ilu(vo) 11 = о.  В силу того , что константы С 1 ' С 2 , С  универ­
С8.lIыше для всей полоcы О S v S н ,  аналогичннй ВWlOд об об-
ращении lIu(vo) 11 , IIQ(vo) 11 в нуль получаем в облаСТЯХ [h, 2h] ,  
[2h,  3h] и т.д.  TaR как н конечно , то за конечное число ша­
гов по.nyчим 1111(vo) 1I - Ilq(vo) 1I = о для всех уо Е [о ,н] . 
Отсюща следует q(x,v) = о , то есть q1 (X,V) = Q2 (X,V) для 
всех х Е R' ,  v Е [о ,н] . Теорема доказана. 
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А . С. Задреев 

ТЕОРЕМЫ юmнСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ОДНСЙ ПЛОСКСЙ ОБРАТНОЙ 
ЗАдАЧИ для УРАВНЕНИЯ n:ЛЬМГOЛI:ЦA. 

в плоскосrи ОХУ рассмаrривае�ся уравнение 

� u(M) + k2 u(M) = f(M ,  k) , (1 ) 

где А - оператор Лапласа ; м - точка плоскости с координа-
тами (х,у) ; k � О - действительное или комплексное число; 
фушщия f (M ,k) имеет вид 

о 

Q { f(M ,  k) ,  М Е Q 
f(M,  k) = (2) 

о ,  м 4 а ,  
ФУНКЦИИ f(M ,k) 6y�r определенн ниже, Q - ограниченное из-
меримое множеqтво , расположенное в полуплоскости {у � 5} , 
о > О - фиксированное число.  

Решения уравнения (1) считаюrся удовлетвоpяuцими условиям 
излучения на 6есконечности 

u(M) = O(r-1/2 ) ;  liш r1/2 (� + iku(M» = О .  ( 3) 
1:400 a r 
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Ставится следующая обратная задача для уравнения (1 ) .  
3 а Д а ч а 1 .  По известному на прямой { у=О} семейству 

решений прямой задачи ( 1 ) -(3)  

где А - множество значею(й волнового числа k ,  определить 
множество Q и ФУНКЦИЮ 1' (M , k) К8.I< ФУНКЦИЮ переменной М ,  
если зависимосrь от k в некотором смысле известна. 

Исследованием единствннности решения обратных задач для 
уравнения 

где k � О - действительное число , в случае когда требуется 
определить область (или конечное объединение областей) Q и 
ФУНКЦИЮ f (M) , удовлетворяющую определенным условиям гладкос­
rи , по извест ному вне Q объемному поте1ЩИалу , занимались 
Л . Н . СретенскиЙ ,  П . С .Новиков , В . К . Иванов , А . И . Прилепко ( см .  . , 
[ 3 )  , где имееrся дальнейшая библиография) и другие . Во всех 

эrих работах задача исследуеrся для одного волнового числа k 
и для множесrва Q ,  ЯВJIЯDЦегос.я односвязанной 06ласrью (либо 
объединением конечного числа односвязанных област ей) с доста­
rочно гладкими границами . 

В насrоящей работе Q - ПРОИЗВOJIЬное ограниченное изме-
римое множество , кроме roro задача рассмsrриваеrся в новой 
постановке И исследование проводится с помощью иных методов . 

Теорема · единственн(�rи решения задачи 1 для о 
однородной плотности f (M ,  k) = � (k) . 

ilyсrь � (M ,k) имееr вид 

{� (k) ' 
f(K, k) = 

о ,  

)( Е Q 
(2 ' ) 

где � (k) ;i о 
:имееr место 

дл.я почrи всех k из множества А. Тогда 
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Т е о р е м а 1 .  Пус!'ь .А. - счеrное множество дейс!'ви-

'l'елышх чисел ,  JDlJеlЦ8е rоЧI<Y сгущения в нуле f Q - ограничен-
ное измеримое 1IН0жес'1'ВО . Тогда по данным (4)  множесrво Q 
определяе'l'СЯ однозначно . 

Д о к а з а т е л ь с '1' В О 1 .  Пусть k > О , ниже это ог-

раничение буде!' СНЯ1'о. как И8вес'l'НО ( [1 ] , [ 2  ] ) , решение 
задачи (1 )-(3 ) еДИНС'l'венно и преДС'l'sвляется объемным потен-
циалом 

где 14 - точка,не принадпеаащаа МНОJtеC'l'ВУ о. Считая.что в 

(5)  точка 111 лeJtИ'1' на прямой {у=О} , С помощью (4)  получим 

Фk<Х) = !!fill 1 H�2 ) <МХ - � ) 2 + т) 2 )� dТ), vk Е А. (6) 
4 g 

Введем хара�ерисrичесRYЮ функцию множест� {О , М .  Q 
Ха (М) = 

1 ,  М Е О , 
'l'aк как Q ограничено и измеримо , '1'0 Ха (М) - фиви'l'на и из-
мерима. 

Из (6) получаем совокупносrь соотношений для определения 

ха (М) 

Фk(Х) = !!..Qй. 1 Xa(� ' Т] )  H�2 )(rvI'(x - � ) 2 + Т) 2 )� dТ) , (8) 
4 н2 vk Е А. 

Покажем, Ч'1'О из сооrнomений (8 ) Ха (М) определяеrся од-

нозначно. Пус!'Ь сущес'l'вую'1' две функции ХО1 (
м) И ХО 2 (111) , 

УДОВJIе'1'ВОplШllИе всем СОО'l'ношени.ям (8 ) .  ПОЛОЖЩI 

Ф (М) = ха (М) - ха (М) . 
1 2 

Тогда из уравнений (8 ) получим 

1 Ф(� , Т) )  H�2 )(�(x - � ) 2 + Т) 2 )� df) = О ,  V k Е А.  
н2 (10) 



Проделаем , поRВ. формально , следующие операции с уравне­
ниями ( IO) : применим к ( 10) пре06разование Фурье по перемен­
ной Х; изменим надлежащим 06разом порядок интегрирования и 
воспользуемся теоремой о свертке . 

В результате имеем 

j Ф (5 ,  ТI ) ·1t�2 ) ( S ,  Т) ) dтJ  = о , yk Е А, (11 ) -00 

где 

(12)  

H�2 ) (в ,  ТI )  = j H�2 ) (M2 + rJ 2 )e-i� �= 2 j H�2 ) (�) . 
-00 О 

·С05 � � .  (13) 

По известным формулам ( см .  [ 4], Ii 6 . 677 3 , 6 .677 4)  из ( I3 )  
следует 

(14) 

Причем H�2 ) .(5 , Т) )  - не однозначная аналитическая функция по 
5 В комплексной плоскости ® с разрезами вдоль действитель­

ной оси : ( -oo , -k ]  и [k, � ) .  Ее однозначная ветвь фиксируется 
тем , что в области анa.nпичвости полагается' Jm(v!s2 - k2 ) S о. 
Тогда значение H�2 ) ( в , Т) )  при действительных I е l  > I k l по-
нимается как пред� из верхней полуплоскости комплексной 

плоскости ® при Jm(�2 - k2), стремящейся к нулю, и берется 

арифметическое значение корня . 
Пусть теперь k < О , тогда фундаментальным решением урав­

нения ( I )  6удет фунJЩИЯ Ханкеля первого рода H� 1) (kr(M ,N) ) 

и вместо фоp.IYЛli ( I4) 6удет иметь место формула 

- l rJ l � 
H� 1 ) ( э ,  Т) )  = -2i е (14' ) 

�2 _ k2 
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О'l'НОСПeJIЬно 1t�1 ) (S ,,, ) верно предыдущее замечание . 

ОчеВIIДНО ,заак "-" в форму.ие ( I4 , ) никоим образом не :влияе!' 
на вид уравнеНIЙ ( II ) , ПОЭ'l'ому в дальнейшем k' - любые дейс!'-
ВИ'l'eJlЬнне чис.иа ,не равнне !lYJIIJ. 

Докаж� законнос!'ь проде.иавиых с уравнеНJIЯМИ ( IO) опера-
ЦИЙ .  ПоскодЬRY ф (М) �!па с носи!е.ие. в верхней .полупжос-
:КOC!JI., !'О в ( IO) ин!'егри:роваиие по воей плоскоо!. а2 'мопо 
замени!ь ин!еrpированием ПО пеко!орому IIpЛJIОУГОJIЫШВУ [-ъ , ъ ] • 

• [0 , а ] ,  В RO'l'OPOМ содерии'l'СЯ' зирр ф . 
060значим через J (x) ин!еграл , с!aящиI слева в уравнении 

( IO) . По опреде.иеШQ) прео6разования Фурье 

1(8) = j J(x)e-isxdx = �iш 7 e-isx��i � � ф (� ,,, ) • 
� � �  �o � 

.и( z )  (kV"(X ' _ � ) Z + " z )�l .  (15) 
Так :как в ( I5)  ПОДblН!�p8J[ЬпВJI фуиЩIIЯ orроЙИОf.о lIВ'1'еграла , 
СОО'l'ве!'с!вупцего пов!орв. OI(Y' с!оящему под знаком "lim" ,  сум-

н.­
пруема , 'l'о ,иопо.пьзуя 'l'eopeмy Фу6ини , можно измеНJl'l'Ь порядок 
ин!егрировaнJIЯ 

j(s)=lim id,,{7 dx J ф (� ,,, )е-l� ,Н�2 ) (�(х_� ) 2�Z ) • 
н.- о -Н -ъ 

.e-iS(Х� )�}=lim i d,,{ J ф (� ,,, )е-i� �N
i� H�Z ) (�). 

� о -Ь -N-� 
• e-isu dU} . (16') 

Ч!06ы перей!'и в ( I6) к предeJIY под знаком первого ИН'l'егра.иа, 
а 

ДОС'1'а'l'ОЧНО показа'l'Ь , что /wlf(,, )dт) СХОДИ!'СЯ равномерно OfiO­
о 

СИ'l'eJIЬНО Н ,  '1'0 есть надо показа!'ь , что wнС,, ) имее! преде.и 
при N .... 00 и СХОДИ'l'СЯ К нему равномерно по " на ин!ерВЗJIе 

[о ,  а ] .  
Дейс!'ви!'eJIЬНО 

(17) 

I J ф (� ,,, )е-i�� . j H�2 ) (�и2 + ,, 2 )e-i8Udu - ' WN
C,, ) !  � 

-Ь � 
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(17) 

Если пока&ем, что ддя любого наперед задаивого в > О сущест­
вует чиc.nО No > О 'l'aкoe , Ч'I'О 

I j и(2 ) (rVu2 + ч2 )е-iSUdul =:: .L, у N � 110 8& У 1'1 Е [о , а ) ,  
N о " 

то из (17), ПРII всех N � No + Ъ ,  nмучвм оценку 

у 1'1 Е [о , a j , 
тем самым возмоанос'l'Ь предельного перехода в (16) будет доха­
зава. 

Так как 11 - ДОС'1'а'l'ОЧНО БOJlЬшое , '1'0 при U � N ПРDlеllJDlО 
8СDIП'1'О'l'ичеСRое р8ЗJIozеНllе фун1ЩП ХsнJteJШ ( СII. [ 4  j , 
.1 е 451' 4 ) 

Н (z ) = v -=- - е 1 + . - е , ( 2 ) 12 -i(Z�) ! ,; -г с;) i� ] 
о 1t Z 2zг (�) 

где ,; - Вe.uчJlНа ,оrpeиичевнWl равиа.ерио �ROс.те.п.ио Z та-
RIIХ ,  ЧТО I z I » 1 .  Torдa D1eем 
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00 + с · 1 1 2 N 

ос e-i (k+5 )Udul-te 'j du < �. 2 N U3/2 - 4-Ь 
Оценка ( 18 )  имеет место для всех � Е [O , aJ И для любого 

(18) 

N � No '  где No - достаточно большое число . Действительно , 
второй интеграл в (18 )  СХОДИТСfi абсолютно и стремится к нулю 
при N -. 00 .  к первому же интегралу применим признак Дирихле 

N" . 
равномерной сходимости ,так как 1 J e-�(k+5)Udul ограничены N' 
при .лю6ых N' ,N" � . N для всех � из [о , а ]  И функции , о , 
стоящие в круглых скобках, монотонно стремятся к нулю при 
u -. 00 равномерно по � из промежутка [о , а ] .  Итак ,переход 

к уравнениям ( П )  обоснован. 
Подставим в ( 11 )  выражение ( 14) , тогда подучим 

- I ТJ Iv'S2_k2 
00 '" е 
J ф (S , ,, )  • .::....-;=====- dr) = О ,  У k Е А .  

- 00 .JS2 _ k2 

Ввиду финитности функции Ф (� ,,, ) ФУНIЩИЛ Ф (5  ,Т) будет рав­
на нулю для каждого " . не npинадлежащего интервалу [о , а] . 
Тогда последнее уравнение пере писываем в виде 

а ,.., _Т)у's2_k2 
J Ф (5 , � ) .e d� = О ,  У k Е А.  (19) 

о .J5 2 _ k2 
Понятно , что если из ( 19) следует равенство нулю функции 

ф(s .  ТJ ) , то теорема будет доказана. 

2 .  ФуНIЩИЛ e-,,�s2-k2 t как ФУНIЩИЛ аргумента ТJ.Js2_k2, 
разлагается в сходящийся на всей комплексной плоскости сте­
пенной ряд. Запишем его в виде 

е-Т).J�2-k2 = _ .Js2 _ k2 . � 
=0 
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ПОСКOJIЫ<У степенные JЩЦН по " в правой час1'И ( 20) имеют 
бесконечные радиусы сходимости , то ОНИ сходятся равномерно 
относиrе.пьно " из интервала [ о ,  а] . СледоватeJIЬНО , после 
подсrановки ( 20) в ( I9)  можно измеви'l'Ь порядок lIН'l'егрирова­
пия с суммированием 

00 · а ",  ,, 2
n+ 1 1 00 

- �o (82 - k2 )�01 ф ( S ,,, ) (2n + 1 ) !d� ) + �в2 _ k
2 �o 

(82 

n а N n 2n • 
- k

2
) [ 01  ф (в ,,, ) .�,, j  = О , yk Е А. (2n) 1 

Вводя сооrве'l'С'l'вующие обозначения дnя РЯДов, перепиmем 81'0 в 
виде 

G (В , k) + 
1 G2 (8 , k) = о ,  у k Е А. (21) 1 �2 _ k2 

По теореме Винера- ПЭЛИ Ф(8 ,  '1 )  - целая функция по в 

дnя RaJlЩого " ИЗ [о,  а] . ПОRa3:ем, Ч'l'О фуИlЩИЯ ф (В , ,, )разла­
гае'l'СЯ в сrепенной ряд по В ,  сходRЩIЙСЯ равномерно О'l'НОСИ'l'ель­
но т) из промezyтка [о,  а] . 060зваЧDI 

'l'огда из (12)  пацучим 

ф(s , '1 ) = j Ф(� , ,, )e-iв� � = J + (� , ,, )e-i� � = 

со 
= 1': 1=0 

где 

""ф 
Е" 

00 2 1+1 
( ) - i I: 8 +21+1 " ., 1=0 

(22) 

Ф (� , ,, ) : 1 , (� , ,, ) Е а1 \(а1 n а2 ) . (23) 

! о, (� , ,, ) Е а1 n а2 

-1 , (� , '1 ) Е а2\ (а1 n а2 ) 
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Так как ЕТ} с [-ъ , ъ ) ,  то 

00 

!Ф ( з , Т} ) ! � Е 
ъ 1 зъ 
1 � � � 2Ъ·  е , У" Е [ о ,  а ]о 

о 1=0 
Таким 06разам доказана равномерная сходимость ряда (22) 

ОТНОСИТельно т} из интер:ва.ла [о , а] И покаэано , что Ф 1 (Т} ) , 
е = 0 , 1 , • • •  , 00 - ограниченные на [о , а ]  функции . Кроме 'I.'ого , 
так как функции Ф (� ,  ,, ) .�1 , 1 = 0 , 1, ... , 00 суммируемы на 
[-ъ ,ъ )  х [о ,а ] ,  '1.'0 по 'I.'еореме Фу6ини функции Ф1<" ) , 1  = 
= 0 , 1, •• •  , со - измеримые на [о , а ] .  Из . ВliIПесказанного следуе'l' , 
что Ф1(,, ) , 1 = 0 , 1 , • • • , со - функции из ПРОС'l.'ранства L2 [0 ,a ]. 

Так R8.К ряд ( 22) сходи'l.'СЯ по s равномерно О'1'носител:ьно 
т} из интервала [о , а] , '1'0 функции G (В , k) и G ( В ,  k) 1 2 

из (21)  ЯВЛЯЮ'I.'СЯ це.лыми фjtнкциями по в . Тогда ОlШ не имею'l' 

точек ветвления для JШ60ГО конечного в .  ИЗ Э'l.'ОГО факта и 
из уравнения ( 21 )  CJ!еДУют равенства: 

00 
= Е 

Il=O 

v k Е А , (24) 

2n 0:1 n а ТJ 
G (в ,  k) = Е (в2 - k2 ) . [  1 ф(в ,  ,, ) .-- drt ]  = о ,  vk Е А. 

2 n=O О (2n) ! 
(25) 

ДеЙс'l'ВИ'l.'8ЛЬНО , в противном случае целая функция G1 (в ,k)име-
ет 'I.'очку ве'l'вления при з2 = k2 • 

Подс'1'aВJIЯЯ ( 22)  в ( 24)  и ( 25 ) , после надлежащих пре06разо­
ваний ,  KO'l.'Opble возможны в сиду равномерной сходmмос'1'И ряда 
( 22) О'1'носительно ТJ ;  npиходим к СОО'l'ношениям 

yk Е А ,  
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G ( 6 ,  k) 2 

- i6 

откуда 

а 

I: 
�O 

p-ID2:0 

а 
I: J Ф 2 (Р_1Il) +1 (ТJ ) · g2m(k ,ТJ )dТJ = O,Vk Е lч 

ID2:o о 
p-ID2:о 

I: 
ID2: o  

p-ID2:о 
(26) 

J Ф2 (р-m) (ТJ ) · g2m(k , ТJ )dТJ = О , vk Е А ,Ур = 0 , 1 , • • •  , 00 , 
о 

где функции 

g1m(k , ТJ )  

g1m (k , ТJ ) и 

(_1 )m k- ( 2m+1 ) = 

k-2m 
m !  

m !  

55 

gzm(k , ТJ ) имеют вид 
(27 ) 

00 
(_1 )n n !  . (k.fI )zn+1 

I: . 

n:m (n - m) ! (2n + 1 )  I 

n l  '<k.11)zn 
(n - m) ! (2n) ! 

(28) 



3aмe'fDl . Ч'fО рав8ИС'fВ&. (26) 1f1В1f C8C'felq рев:урревпп со­
О'fИОlllевd AIUI опреДe.l:еJIJUI • е ('1) • е = 0 . 1  • • • •  ,со • • •  хроме 'foro . 

1 g1 0 (k , '1 )  = k sln kт) ,  gz о (ж, ,, ) = соа JQ) .  ДеlcfllИе.п.во . 
1 а а р = о - I фо (,,) · sln kт) dfJ = О.  I +о('1 ) · соа k1, dfJ = О, k о о n: Е А.. (29) 
1 а а - I +1 (" ) ' sln 101 d" = О .  I +1 (" ) соа krI drt = O� 
k о о 

р = 1 ,  1 а а - I +2 (Тj) ' Sln kт) d" + J +O(,, ) · g1 1 (k, t) dfJ  = о, 
ж о о 

а + J +0 (" ) · g2 1 (k .,, )<b, = O ,Yk Е А, 
О 

(30) 

и т .Д. 
З .  ПОRВJ[ем. что .любая ФУН1ЩИЯ q> (х) из пространства 

L [о . а ] , УДОВJ1е'fВОРЯПЦая системе paвeHC'fB 2 а 1 J q> (x) sin kx dx = О, 
k о 
а 
J q> (x) сов kx dx = О, 

о 

yk Е .1. (31) 

равна НУJIl) на [о , а] , rJte а > О - конечно. Д7rя э'fого достаточ­
но показать , что множество L({1 sin kж ,  соз kx}kEA) плотно 

k 
в пространстве L [о , " а ] .  Последнее следует из предложения. 2 1 Л е м м а .  L({- sin kж, cos kx}keA) , rJte А - сче'l'ное 

k 
множество. имеющее точку сгущения в нуле , ПЛО'l'но :в С [о , а] . 

Д7rя доказательС'fва леммы ДОС'fаточно провери'fЬ следующее 

ВRJIЮчение L{{1 sin kж ,  соз kx } keA) :> {хе}:=о , то есть по­
k 
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R8.за'1'Ь . Ч'l'0 ЭJIекен'l'В L ({� Вin п, сов п}чА ) СКOJIЬRO 
угодно '1'ОЧНО при6.ппaю'l' � AIИ JШ6oro 1 "  = 0 . 1  • • • • •  ао .  Фик-:_ 
сируем е > о . ДОС'l'а'l'ОЧНО провес'1'И докаэа'1'а!ЬС'1'ВО � мноаес'1'­
ва .А.. Dlепцего 'l'ОЧКУ сryщения в нуле справа. в дрyrп с.:аучwп: 
ОНО проводпся ана.лоrично. Вн6ерек из А ПOCJ[едова'1'eJlЬНОЩ'Ь 

ko > k, > k2 > • • •  > ke > • • •  > о .  (32) 

Пус'1'Ь 1 - че'l'НО . '1'0 ес'1'Ь 1 = 2111. . м = 0 . 1  • • • •  ,ао .  Тогда 

ао kZn zn м = 0 1  1 1 - сов kox \  = kZ I t (_1 )n --2-. _X __ I� е при k дос-о n=, kZ (2n) I о 
о 

'l'а'l'ОЧНО М8JIOM. '1'аЕ как ряд ограничен . 
2 СОВ kox - СО8 k,x 

( Z + k2) I  � (_1 )n • м = 1 1 1 х + 2 1 
" z " 2 I = 2 1 ko IJ " k - k · , Il=г 
kZnO_ k211 n о , х2 
-=-_--:-,- ---1 � е k- - k4 (2n) 1 о , 

при ko ДОС'l'а'l'ОЧНО малом. 'l'aR :как ряд СИ(Ш8 Оrp8lD(Чен и 'l' . Д.ПО 
индy1ЩJIИ He'l'pyдao ПОR8.за'l'Ь . Ч'l'0 

при ko - ДОС'l'а'l'ОЧНО М8JIOM. где 

( ) ( )М (2111.) I l- ( . о м kо .k, . · · · .kшiх = -1 
k� 

_ � 02 (Ш-' ) kо .k, . · · · ·kш_, ·  

х) - О z (М_, ) (k, .k2 • • • • • kш;Х) ]. 

(М = 1 .2 • • • • •  со ), 

00(kO i х) = сов ko Х. 
ПуС'l'Ь 1 - H8118'l'HO . 'l'0 есть 1 = 2m + 1 .  JIl = 0 . 1 . . . . .  со .  

Тогда . 'l'aкae по индylЩ1IИ yHe'l'pyдao покаэа'l'Ь . Ч'l'О при JllX501i 
М = 0 . 1  • • • • •  со 
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при ko - достаточно мапом: , где 

(m = 1 ,2 , �  • •  , 00 ) , 

Итак лемма доказана. 

Таким образом JIЮ6ая фуНIЩИЯ из L [о , а] , удовлетворяющая 2 
(31), равна нулю на [о ,  а] . Тогда из соотношений ( 26)рецуррент-
но получаем 

ф 1 (1') ) = О ,  У1 = 0 , 1 ,  • • •  ,00 , 1') Е [ о ,  а] . 

Доказательство теоремы завершено . 
Т е о р е м а - 2 .  Пусть А - СЧе'!'ное множество действи­

тельных чисел k вида 

где N - множество натуральных чисел , D - счетное мно-

жество паложительных чисел , имеющих точцу сгущения в беско­
нечности ; Q - ограниченное измеримое множество . Тогда по 
данным (4)  множество Q определяется однозначно . 

Доказательство совпадает с доказательством теоремы (1 )  до 
получения рettyрреитНl:lX формул ( 26) включительно . Из ( 26) 
здесь используем талько соотношения, содержащие функции 

g1m(k , 1') )  вида ( 27) . Не уменьшая общности .полагаем, что в 
( 26) верхний предел интегрирования а Е D. Система функций 

-{sin kx}kEA полна в пространстве L [о , а] , что ЯВJlЯ-
а 2 

ется следствием полноты системы фуН1ЩИЙ { эin nX}neN в про-

странстве L [ o ,� ] .  Тогда из соотношений ( 26)  следует 2 
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где а > О - лю60е конечное число . Теорема 2 доказана. 
Рассмотрим задачу 1 на КOМIIJIeКCHOM множесrве чисел А. Тог­

да имее� Mecro 
Т е о р е м а 3 .  Цусrь А - счеrное множесrво КOМIIJIex-

сных чисел, имеющее rочку сгущения ko F СО ;  Q - ограничен-
ное , измеримое множесrво . Тогда ПО данннм (4)  множесrво Q 
определяеrсл однозначно . 

Дейсrви'1'МЬНО , а) при k Е А+, где А+ = {k Е АI JmkZ > О } " 
задача 1 ( так же ,как и в докаЗS'1'МЬС'1'ве !'еореlШ 1 )  сводиrсл 
к решению семеЙС'1'ва уравнений ( 10) ; 

в) при k Е А_ , где А_ = { k  Е А I Jmkz < О} ,  задача 1 
СВОДИ!'СЛ к решению семейсrва уравнений ,аналоГJIЧНОГО ( 10)  ,где 
лдрами ЛВЛЛЮ'1'СЛ функции Хв.нкелл первого рода H� 1 ) (kv"(x-� ) 2 +rJ2). 

Далее доказа'1'мьсrво проведем в предположении , ч'1'о А+ счеr­
но , '1'0 ес'1'Ь для случая а) (в случае , когда А_ счеrно - дока­
за!'ельсrво аналогично) .  

Так как '1'очка (х , О) не принад,пежи!' ( Q 1 U Qz) \Ш1n Qz) , 
'fO ФУНIЩИЛ H� г )  (kvi(x-� ) z +ТJ г ) ,а с ней и инrеграл J (х ; k) ,  
С'1'ОЯЩИЙ с,цева в ( 10 ) ,  ЛВЛЯЮ'1'СЛ анали'1'ичесхи:ми фунIЩИЛМИ по 
k f. О. По , reopeMe единсrвенносrи для анали'1'ических фуНIЩИЙ , 
из равенс'1'ва аналиrической ФУНкции нулю на сче'1'НОМ множестве ' 
точек А, имеющих rочку сгущения внуrри области анали'1'ИЧНОС­
'1'и , следуе'!' paвeHcrBo ее нулю всюду в оапа.сти анали'1'ичносТи. 
Следовательно ,равенсrва ( 10)  6yдy'l' �ЫПОЛНЛ'1'ЬСЛ на люБОМ дей­
сrвитмьном сче'1'НОМ мно&еС'1'ве чисел А1 , имеющем '1'очку сгуще­
нил в нуле . Функцил же Ф (� . Т) при этом не измеНИ'l'СЛ , тогда 
доказа'1'ельс'1'ВО заверmaе'1'СЛ так 

,
ие , как и в '1'еореме 1 .  

Теорема еДКНС'1'веннос'1'И решения задача 1 ддя о 
, веоднородной ПЖО!ВОС'l'И �(M,  k) = . (k) .h(M) . 

Введем в рассмо!репе JUIaCCH F II.IОПОС'l'еЙ �(II,  k) ВIIДa 
, 
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{ еР  (k) ·ММ) , 
J'ep = {:r(II, k) = 

о , 

М Е а } , . 

М Е Q 

(34) 

где а - ограв.кчеНJШе измеpDlllе llИожес1'В8, ер (k)-фlRCИРО­

:ванная Д11Я данного масса J'ep фyвIщкя, ММ) - ограниченвне 
ИЗllеpDlllе на а фун1ЩП. 

Т е О Р е 11 а 4 .  Пус1'Ь А -· сче1'ное миоаес1'ВО дейс!'­
B.1'eJIЬННX ЧIIсе;и k ,  вещее 1'очку с!'уЩЗНllЯ в нуле . Пус!'ь Q -
ограниченное измервое мноаес1'ВО • пус1'Ь :r(M ,k) - фунIЩIIЯ из 
масса J' ер вида (34) , rде ер (k) ;i о Д.7Ш поч1'и всех k из 
множес!'Ва А .  Тогда по Д8ВННМ (4)  мноаес1'ВО Q и <WнIЩИЯ 
:r (M ,  k) оnpeДenяI01'сн однозначно . 

Так ае,:каР: и ПР. ДОRЭ.За1'eJIЬС1'ве 1'eopellы I ,6ез ограничеНIIЯ 
06щнос1'И ПOJIагаем, ч1'о k >  О , 1'огда вмес1'О ( 5) вее1'СЯ равен­
с1'во 

Да.иее ,анaJIОГИЧНО (8) ,по.пучаеll соО!'нomения 

yk Е А. 

Покazем, ч1'о из (35) функция Xa(� ' � ) .  ь(� ,  � ) опредenяе1'­
сн однозначно. Пус!'Ь сущес!'ВУЮ1' две фушщии у_ (М) .Ь (М) . "\l 1  1 
И Ха 2  (М) 'Ь2 (М) , У;ЦОВJIеТВОpяDЦllе всем соотношениям (35) . 
Полагая 

ф (М) = ха (М) 'Ь1 (М) - ха (М) 'Ь2 (М) , (.36) 
1 2 

в силу линейности 'уравнений (35) и условия 1'eopellы о 1'011 , что 
cp (k) ;i о для почти всех k из А ,  поЛучим сис1'ему равенств, 
анaJIОГИЧНУЮ (IO) , 
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J ф(� , Т) .н�2 ) (kV'(х - � )2 + Т)2)�щ, = О ,  
н2 

vk Е А. (7) 

Далее доказательство совпадает с доказательством теоремы 1 .  
Заметим, Ч'1'0 так же .,:как и в разложении ( 22) ,  в этом с.лучае 
ФуНIЩИИ �ТJ) будут измеримы и ограниченн , Ч'1'0 CJIeдyeT из 
ограниченкости и измеримости множеств о.,. и 02 И из огра­
ниченности и измеримости фУНIЩИЙ h1 (М) И h2 (М) на них. 
Теорема доказана. 

Т е о р е м а 5 .  Пусть А - счетное множество действи­
тельных чисел k вида (33 ) ; пусть Q - Оl"'Раниченное измери-
мое множество · и · пусть �(М , k) - фунКЦИЯ из класса F вида ер 
(34) , где ер (k) f. О ,  для поч'l'и всех k из мнOJtеС'I'Ва А. Тог-
да по ДaНmiIМ (4)  EOJteC'l'BO О и функция f(M, k) определя­
Ю'l'СЯ однозначно. 

Доказа'l'ельство нетрудно ПОЛУЧИТЬ ,ОПКР8Ясь на �оказа'l'ель-
С'l'ВЗ теорем 4 и 2 .  , 

Т е о р е м а 6.  Пусть А - счетное множес'l'ВО КОМПJIекс­
ных чисел, lDIепцее тоЧ1<У сгущения ko f. со ;  Q - ограничен­
ное измеримое множеств�. Пусть f(K ,  k) - фyикц1Iя из масса 

F BJlДa (34) , где Ip (k) f. О для почти всех k из мно-
же�твз А. Тогда по д8нным (4)  мно:а:ество Q и функция 
�(K,  k) опредeJIЯl)'l'СЯ однозначно. 

Действительно , так как СОО'l'ноmения (37) того же вида, что 
и система равенств ( IО) , и поскольку имеет место теорема 4 ,  

'1'0 доказательс'l'ВО теоремы 5 аналогично доказательству теоре-

* 3 .  

Теоремы единственности решения задачи 1 в классе 
вложенных ограниченных измеримых множеств 

Пусть известное число а > О 
В полосе {О  < б S У S а} . Пусть 
чисел k вида 

такое , что О содержится 
А - множество волновых 

А = {kl O < I k l s К} • ( 38) 
а 

6I 



Пусть для некоторого �с.ла k из А вида (38) известно 

�(x, о) = Фk(Х) ' - OQ < Х < OQ • 

Тогда имее� место 
Т е о р е м а 7 .  Пусть Q - ограниченное измеримое мно-

жество ; пусть f (M ,k) имеет вид ( 2  ' ) ,  где ф (k),i о . Тогда в 
классе вложенных множеств по данннм (39) множество Q опре­
деляется однозначно. 

Дейс1'ВИ1'ельно , доказательство ПРОВОД1Dl !ах же, как в 1'eope­
ме 1, вnлоть до получения рекуррентных соотношений (26) . Так 
как теорема доказывается в классе вложенвнх множесrв , то 
функции Ф 1 (" ) , 1 = 0 ' 1 '  • • •  ' 00 будут знакопостоЯН1DiМИ . По-
:кажем э1'о в предположении, ч'l'о Qz - ПОдJdНоJtество а 1 ' ( слу-
чай Q - подмножес1'ВО Q рассма1'ривается 8И8JlОГИЧНО) , 'l'огда 1 2 
Ф (М) имее1' вид { О , м Е Q 1 n 02 

ф (Ю = 
1 ,  М Е 01\(Q1 n Q2 ) ·  

Следовательно, 

ф (S ,  ,, ) = i ф (� , ,, )e-i�� = еiзЬ i Ф (Х - Ь ,  ,, ) e-1ВХах = 

= е1вЬ Е (_18)1 
l
Е

е 
�

e � . (41) 
1=0 1 1  

" 

В (41) Е
" 

- уже подмножество инrервала [о , 2Ь ] И поэтому 

Ф 1 (11) , 1 = 0 ' 1 ' • • •  ,00 - знакопостояннн . Тогда из peкyppeHTНI:lX 
соотношений ( 26) ( это отчетливо видно из последовательной 
ЗaIШси ( 29 ) , (30) и т .  д. ) следует , тах как фунIЩJiШ 8in 1 k 1 " 
неОТРИЦ/1Тельна на интервале [о , а] , что Ф 1 (,, ) = 0 , 1:0 , 1 , • • •  ,aI) .  
Теорема доказана. 

Пусть F f , k - класс функций вида 

ПРИ 

(42) 
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где а - ограниченнне измеримые множества и f (М , k� - огра-
ниченнне и измеРIIМЫе по переменной М функции на а , k -
фиксированное действительное число . 

т е о р е м а 8 .  Пусть Q - ограниченное измеРDlое мно-
жество . ПУС1'ь f(М,  k) - функция из класса Ff , k  такая , что 

f (M ,  k) � о на о .  IIyС'l'Ь имее1' MeC'l'O (39) для некоторого 
k из множес1'ва А вида (38) . Тогда в классе вложенных мно-

жеств по данным (39) множество Q и функция f(M,  k) опре-
деляются однозначно. 

Дейс'l'ВИ1'ельно ,в Э1'ОМ случае доказа'l'ельс'l'ВО ПРОВОДИ1'ся 'l'aI< 
же, как и в 'l'eOpeMe 4 ,вплоть до получения peRYPpeHTНЫX coo1'­
ноmений , где полагаем вместо (36) , что Ф СМ) = ХА (М) . ! (M, k)-." 1 1 

- ха (М) . ! СМ , k) . Доказательство завершае1'СЯ так же , как и 
2 2 

В 'l'eOpeMe 7 ,  'l'aI< как нетрудно показа'l'Ь , что и в Э1'ОМ случае 
функции Ф 1 С т р  k) , 1 =0 ,1 , • • •  ,00 -ЗНaI<ОПОСТОЯННН . 

U заключение автор пользуе'l'СЯ случаем выразить
. 
глубокую 

благодарность своему научному руководи1'елю В.А.Цецохо за . , 
постановRY задачи и помощь в pa60'l'e в процес се ее решения. 
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С . И . Ка6анихин 

ОБ ОДНОЙ ПОСТАНОВКЕ ДВУМЕРНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
Д1IЯ УРАВНЕНИй КOJIEБAНИЙ 

Рассмотрим задачу Коши для двумерного волнового уравнения 

Vtt = Vx;x + Vyy + q(x, y) o v } 
(1 )  

vl t=o = ф (Х, у) ,  Vt \ t=o = о 
' 

где (х, у) Е R 2 , t ::: о о Постановка 06ратной задачи и исследо­
вание вопросов единственности ее решения содержатся в [ I ]. В 
применении к двумерному случаю доказана однозначность опреде-

L 
ления непреp:mной функции q(x,y) вида Е ak(x) o� (У) по 

k=1 
некоторой функции двух переменных ' связанной с решением пря­
мой задачи. В данной статье на фушщию q(x,y) Н8JI8I'8ЮТся 60-
лее жесткие тре60Вания , что дает ВОЗМOZНОC'l'ь доказать кроме 
единственности также и существование решения и получить алго­
ритм нахождения фymщии q(x,y) по некоторой информации о 
функции g(y, t) , определяемой равенством g(y, t) = vl x=o • 

Перейдем к точной формулировке. Пусть Q - множеС'l'во функ­
ций :f(x,y I t) таких , что для JIDбых (х ,у) Е R2 , t ::: о выплне-­
ны условия : 
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а) f - непрернвна , 
б) f(x,y,t) - четна по х И у, 
в)  по переменной у функция f периодична с периодом 21t 

и непреpьiВНО диqфeренцируема. 

где 

Определим на Q операцию проектирования 
fo К fK(x, у, t) = -- + Е fш· еоs шу ,  
2 Ш:1 

2 11 f = - I f(x,y,t)cos щу dy, ш =  O . I  • • • • •  К. Предполо� 
Ш п о 

что Ф и q прин.адлеzaт О , и пусть нам известна функция 

(vl х=о)п = gп(у, t ) .  (2)  

Очевидно , что ДJШ произвольного коэqфщиента q(x,y) об­
ратная задача ( 1) - (2)  будет недоопределенноЙ. поэтому рас­
· сматривается следупцая постановка: нши функции q И v • если 
извес'l'НО . что 

Решение будем ис�ъ с помощью метода последовательных 
приб.лиzеНИЙ (МIПI) . который определим в области Е(Т) = { (х ,у , t) : 
у Е R , (x, t) Е D (ТJ} , где D (T) = { (x. t) : t � о ,  ' Х l + t S Т} . 
Пустъ VO - произвольная функция из О , удовлетворяпцая на­
ча.пъному условию задачи (1) - (2 ) . имеющая непрернвную част­
ную производнyD по t ,  и qO = о .  Предполоюm, что нам извест­
на функция yn-1 (х,у. t) , тогла qn(x, у) , облада.хщую свойст­
вом (3), находим , решая обратную задачу 

�t = � + � + qnCx , y) .yn-1 , (4) 

(v.P1 t=о )П = фп(Х, у) , (�I t=о)П :о о , } . (5)  

СWД
I Х=О )П = gпСу , t) 

После этого находим vn как решение задачи Коши ДJШ урав­
нения (4)  с начальными данными 
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(6 ) 

Операция проектирования �H сопоставляет каждой функции � 
некоторнй (Н + 1 ) - мерный вектор , который мы будем 060зна­
чать f. В этом случае , применяя разложение в ряд Фурье и 
принимая во внимание условие (3 ) , вместо ( 4)-(5)  можно рас­
сматривать следующую систему одномерных 06ратных задач : 

-д -n С -n n- 1 -n Wtt = Wп - . w- + u • q 

где С и u
n-1 (х , t) - квадратные матрицы порядка N + 1 с 

элементами: 

ш f k 

(7) 

ш = k, 1 ,  • • •  ,N.  

для вектора а и матрицы А введем согласованные нормы 

11 аН = . шах 1 а11 ' �;:;o , 1 , • • •  ,H 
, 

n 
НА/I = . шах I: 1 a1kl • �=o , 1 , • • •  , H  k=o 

При исследовании системы одномерных 06ратных задач (7 )  мы 
6удем использовать следующие интегральные операторы : 
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где J О - функция Бесселя с нулевым значком. 
Л е м м а 1 .  Функция A� (!) имеет на диагон8..rJ.И особен­

ность вида (t _ � )-1/2 . 
Д О К а з а т е л ь с т в о .  

= - 1iш. ..а... J О (icV< t _ "t" )  2 _ � 2 ) I �� -& = &-+0 a t  

При е -+ О показатель экспоненты под интегралом в послед­
нем выражении стремится к нулю, следовательно . можно восполь-

зоваться разложением 

�(1) 

2 
еЖ = 1 + Ж + � + 

2 1  
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Раскрыв квадратнне скобки , нетрудно убедиться , что первое 
слагаемое равно НУJIЮ riри .лю60М Е: , второе есть непрерывная 
функция, а все осталънне стремятся к НУJIЮ при Е: � О ,откуда и 
следует утверждение леммы . 

Матрица Ф (t )  = un(t ,o) зависит , очевидно ,ТОЛЬКО от коэф­
фициентов Фурье функции Ф 2Ji' МIl будем полагать , что сущест­
вуют в > о и Т1 > о ,  для которых при всех t Е [о ,т1 ] имеет 
место неравенство 

(8) 

т е о р е м а 1. Предпо�оиим, что выполнено (8), а также 
условие сог.иасованнести 

Пусть .}l-1 , Ф И g принад.пежат Q и ,  кроме того ,  gJi Е 
Е с

2 (Е(Т1 » , ФJi Е С ' (Е (Т1 »  11 .}l-1 Е C� (Е (Т1 ) ) , где 
C� - ПРОС'l'р8НС'l'во иепреpiВВЫХ фующий, имепци:х непреpiВНУЮ 
частную производную по t , с соответствупцей нормой. Тогда в 
Е (Т1 ) функция qn из 12 ,  06JUlДaюIЦ8Я свойством (3) и удовле­
творяющая ( 4)-( 5 ) , сущеС'l'вуе'l' и единственна. 

Д о к а з а т е л ь с т 11 О . ИЗ каждого уравнения систе­
мы ( 7) найдем -i как решение пряъюй задачи, используя ИЗ­
вестнне свойства телеграфного уравнения ( см. , например,[3] ). 
Результат запишем в векторной форме , 

где 

iP(x, t) = i<x, t) + Bxt(�-1 .qn) , 

x+t 
+ n I 

2 x-t 
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Полагая х равным НУJIЮ И дважды диФI>eреlЩИРУЯ по t. мож­
но получить систему уравнений для qn 

t 
qn(t) = F,(t) + r K�_ 1 (t .  � ) .qn(� )� . (10) 

о 

в силу леммы 1 второе повторное яДро уравнения ( 10) будет 

непрерывно . то есть qn(t) удовлетворяет следующей системе 
интегральных уравнений с непрерывным ядром: 

t 
qn(t) = p'n-1 (t) + r �_1 (t , � )qn(� ) � . ( 1 1 )  

о 

в которой 

Но в этом случае известно ( см. , ·например, [ 2 J  ) , что ре­
шение системы ( 11)  существует и единственно в классе непрерыв­
ных функций и может быть пред ставлено в �ице ряда НеймaRа 

00 t 
qn(t) = Fn-1 (t) + 1:: r �_1 (t . � ) .71-1 (� ;)� , 111=1 О 
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Л е м м а 2.  Можно �и такие положительные постоянные 
Т! Е (О ,Т ] ,М,  и )(z , что при всех n = 0 , 1 , 2  • • •  в E(Tz ) 

(1 }) 

д о к а з а т е л ь с т в о .  t1редполоЖIIМ, что Il yn-1.0'�rct,. , 
Ядро �_, можно представИТЬ в виде ПРОIIЗВGдения дву; 

матриц G� и un-1 , гд� 
m � k 

G� = - Е.:; - A� , 
m = k. 

конечно . Но тогда в Е(Т1 ) имеет место неравеиство 
t 

n K�_/t ,OIl = 11/ ф-
1 
(t)�1 (t ,л )Ф-' (Л )�_1 (л ,� )dAl! :s 

s П ll un-'II II с. . BZD. 
'n  ... , Вспоминая определение М8T� u , запишем оче�идное 

неравенство 

откуда , благодаря индyIЩJlонному предполоаеиию, CJIeдye'l' , Ч'l'О 

BUP II � 1 (t , 1; ) 11 $ D m2 , 
Е(Т1 ) - • 

где m = В )(1 (2N + 1) . Используя теперь известную оценку для 
ряда НеймaRа ( 10) , получаем 

Далее из очевидных неравенств 
Il q�c $ (N + 1 ) .  sup Hqn(t)U , 

[о ,т, ) . 
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где К = sup и'lI [O '�1 1 
следует , что если положить 

то второе из неравенств ( 13)  6удет выполнено. 

где 

По определению МIПI для .,jl  имеет место формула 

УД(ж, у ,  t) = V- (x, у, t) + Lx,y,t(qn .,jl-1 ) , (14) 

1 � 21t t ф (х + р соз (1 ,  у + р Зin (1 )  
v* (Ж, у ,  t )  = - J J р dp da, 2� д1;  о о .y't� _ р � 

.. .1. j j � :r(ж ... q сов В. ;r + (1 Зin 8.t - Р>(ldctЩidp. 
� о о о 

�� _ 01 2 

Опера'l'OР I..r.,.,  t удовлетворяет иеравенствам 

J �,y ,1;(f) J s t; Il fJJ c ' 

следовательно , 

� 
t� � t (:t) J s (t ... .L) JJ fll� , 
o t  ,у , . 2 1 

т2 
... (Т ... -1) .м .м • 1 1 2 2 

м 
Если тепарь вв6ра'fЬ )(1 ИЗ условия 11 v* 1 1 с. s -1 ,  а т 2 

1 2 
т2 

из (О,Т1. ]  взsrrь настолько МЭJIIiМ ,  Ч'l'о (Т2 + -1-) 142 < � ,  то 
71 



по.лученные Т 2 '  141 И М2 будут об.ладать ТР,ебуемыми СВОЙСТБа-
ми .  

Т е о Р е м а 2 .  ПРедположим , что выполнены условия тео­
ремы 1 и ,  кроме того . Ф Е С ) СЕ СТ 2 ) ) . Тогда MOJtНO найти Т) Е 
Е (О . Т 2 ] такое , что в ЕСТ) ) решение обратной задачи ( 1)-

(2) существует и единственно в классе ФУНКЦИЙ. принадлежащих 
Q и удовлетворя:в:хцих условию (3) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала разность 
"" t qn(t )  _ qn-' (t) = Fn-1 (t ) _ Fn-2 Ct) + Е { [�_1 (t t� ) .Fn-1 (� )-. 111=1 О 

"" t 
-�_ Ct .O ·Fn-2 (� ) J�:Fn-1 (t)_Fn-2 (t)+ Е { [�-1 (t t� ) (Fn-�)-2 111=1 О 

в которой 

т Dm2 2Т р М 
Р = KB2D(2N. + 1 ) . е 2 + Р .КВ[1 + DEК1 (2N + 1 ) ] . е  2 1 1 • 2 1 

Оценим теперь величину Il yA - vn-1 1I c • • используя ( 15 ) . 1 
n( t) D-1 ( t) __ L (qn D-1_ qn-1vn-z ) V· Х, у, - v х. у, -x.y,t . v 
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т2 
+ ..J.)(P2 111 + 1(2 )n vD-1 

- vD-
2
,, � .  2 1 

(16) 
. Из ( I5)  и ( 16) следуе� , что еCЛI �) из (О, Т2 ] у,цовжет­

т2 
воряет неравенству т, + ....l. < (р 2 111 + 112 )-1 , '1'0 иuouJIRый 

2 
выше МIПI сходи'l'CSI в 06JIaс'1'И Е(Т, ) ,  по и �ребоВ8JIось ДОЕа-
за'1'Ь. 

Устремияя n R 6есконечности в нера8'ИO'l'Ве ( 13) и вспоми­
ная опреде�евие ПОС'1'ояввой 112 ' получаем оцевху 

DТ .2 

Н q 'Uc � (В + 1 ) (В + D1a) . e  1 • _ еlЧ> пУп , 
lo ,T1 ] 

из которой следует, что решение q (х, у) непр8plПО зав.си 0'1' 
начальных данных ф (х, у) и g(y, t) ,слеДОМ'1'еJlЬНО , обра'1'll8Jl 
задача (I)-(2) KOppelt'1'нa. Отметим, что с помоар.ю ИЗJIODнвоro 
МIШ можно реDIll'1'Ъ И одномерную обратную задачу ДJlfI уравнеНJIЯ 
ко�е68ИIIЙ CТP!fВЫ. В эorОМ �ae МIШ соипадае'l' с 06RЧВН11 М8�O­
дом последова'l'8JIЬНЫX приб.ппенd ДJ!II СИС'l'еll4 ВН'l'еграпьннх 
уравнений, пощченной в ( I ]. 

В заключевие aв'l'op вырааает блaroдариос'l'Ь доК!ору физико­
математических наук В.Г.Романову за ПОС'1'aRОВИУ задачи И пос'l'О­
янвое внимание к рабо'l'е . 
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В .Б. Кардаков 

О НЕКотоrш: ПОСТАНОВКАХ ОБРАТНЫХ ЗАдАЧ 

Исследуемые ниже задачи являются модел:ьннми по отношению 
к сейсмологической проблеме , рассмотренной в [ 4] , кроме того. 
они предстaв.л.яD'l' интерес при прогнозе волн цунами [ 6] ( стр. 
32з1 Поскол:ьку они принадлежат к классу условно-корректныx 
задач ма.тема.'l'ИЧескоЙ физики [ 2] ,  их решеlШе предполагается 
существующим. В первой части работы исследуются вопроси един­
ственности определения поверхности разрыва и плотности на ней 
по известному, на ,некотором непространственном многообразии , 
волновому полю. Во втором параграфе получена оценка устойчи­
вости ( в ck 

- норме) восстановления наЧaJIЬННХ дaнных. Слу-
чай волнового уравнения бил рассмотрен в [?  ] .  

1 .  06 определении плотности и поверхности разрыва 
Прежде чем конкретизировать классы единственности, рас­

смотрим одну общую постановку об определении правой части для 
волно�ого уравнения. Цусть функция u(t ,x) = u(t ,x1 ,X2 ,X, ) 
двццы непреpiВНО дифреренцируема вие Во х [о , to ] всJЩy В 
области Ео ' 
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Во : I x  - хО I � ko ' Во с Ео, {х) = О} n Во цyc�o ko ' to -
известнsе числа, хО - известНIlЙ вехтор. 
Далее u удовлетворяет УCJIовиям: 

u(O ,x) = �(O ,X) = О ,  

(2) 

u(t ,х) lп = g(t ,x' ) ,  П ;:  { (t ,x) I O < t,x) = o, l x' l  < r}, О) 

� (t ,x' ,O) = О ,  t � О ,  х' Е н2 • 
) 

(4) 

Требуется по известной на множестве П фуи:кции g(t, х' )  опре­
делить �(t ,  х) . 

2.ЛеI'RО вцеть, что такое определение неоднозначно. Леl­
СТВИТeJIЬно. возьмем a(t,x) с носителем в Во х [O , to]  и дос­
таточно Г.пa.дкyD. Тогда О a (t,  х) = 'O(t ,x) : 

СледоватеJIЬНО �(t , х) и �(t , х) + 'O(t,x) дают одно и то же 
значение u(t ,x) на п . 

Далее будем рассматривать CJIYЧQИ, когда носитeJIИ правнх 
частей сосредоточенн на некоторых поверхностях в н3 -"поверх­
ностях раз,IНВa среды" . Физическое обоснование зтой пос1'аНОВКИ 
см. , например, в [1 ]. Рассмотрим миozeство Ко I , 

Продо..JПШМ u(t, х) четНЬDI образом по перемеиной Х3 на значении 
х) < О ( см. 4 . ) .  

Тогда,еехи обозначить 
Е = Ео U Ео , в = Во U Во ' к. = Ко U Ко ' 

где 'Ео ,10 '!о СИМll8�ричвн Ео ,  Во ,Ко О'l'ИОСИТeJIЬно ПJIоскос'1'И 
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{%3 = о} , имеет место 
Л е м м а 1 .  ECJIИ g(t,x' ) :: О на п ,  то при ВВПОJIНении 

(I)-{3) и (t,x) = о в Е\. (В х [o,to J  u к) .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку вне В х [o ,to J  

u(t ,x) удовлетворяет однородному волновому уравнев:ию и дваж-
дв непре!»iВНО дифререJЩИpyемо, то согмсно [ 3] ( стр. 749) 
u(t, х) ... о на объединении К2 прямых характеристичес1tИX ко­
нусов с верlllJlВallИ на п ,  ROTOIВe не пересекam В х [o ,to J  
и вCJ:Щy в ци:.mnщpe Цб : ' Хl � б ,  t Е [o,to J .  Здесь 0 <  о 
< б о � Р (В 1П ) • Итах u ::  О В Цб U Kz ,  Рассмотрим в R ) плос-
кость .0 ' проходящyl) через начало координат и не пересехаю­
щую В. Р (.о 'В) = &0 < О . По:кazем, что u ... О на по :: 1to х 

х [о ,  00 ) . Допустим противное G о :: вирр u n I1 о F fб (непусто) .  
Тогда [ З] вalдется ЦИJDЩЦp ц(%1 '& 1 ) = { (t ,x) 1 о < t ,  
1 % - х1

1 � & 1 < &о} '  х1 
Е 1to ,  отс'l'Оящиl ОТ Go сколь угод-

но 6JшзItО. 
Используя вновь результаты Куравта, по.лучаем, что u(t,  х)= 

= о в С& О - & 1 ) - окрестности Ц (х 1 ,& 1 ) . Тем C8ИDI приходим 
к противоречию • .дaJIее,аналоI'И'ЧНО пре,zщцyщему .. мы Ta1tae по.луча.,. 
ем , что u = О на объединении К2 тех прямых xsрактеристи­
чес1tИX конусов с верmивaми (t ,x) Е По'  которне не пересекam 
В и всюду в & 0 окрестности По' Тах ках по условию В-ком­

пахт ,  то нatдется плоскость 1t1 Е R ) , 1t1 n в = fб, 1t1  n 1to F fб. 
Повторяя расс�ения,убедимся, ч1'О u = О в объединении пря­
мых характеристичес1tИX конусов с вершинами на П 1 .. [о , 00), 
KOToIВe не пересекam В и всюду & 2 = p (1t1 ,В) окрестности П 1 • 
Таким образом u ... о в Е\(В х [o,to J  U к) .  

л е м м а 2 .  Пусть f(t ,x) :: Q(t ,х2 ,хз ) х б ( 1 ) (х1-q> (Х2,х) ), 
ер Е с 2 (R2 ) , Q - финитная функция (-t '�2 ,Х3

) I тогда в 
классе четннх функций f(t ,x) определяется однозначно , есJШ 
ер (х2 ,х) известна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу леммы I u(t,x) = о 
всюду вне {Х1 - ер = о}.Отсюда ввиду свойств BOJIНOВНX поверх­
ностных потенциалов Q :: о .  

З .  Введем в рассмотрение класс еДИН9твенности, то есть 
такое множество пpaвsx частей (I) G, которые однозначно вос­
станавливаются по известной g на П .  Имеет место следствие 
леммы 2 :  
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N 
П Р е Д л о 1t е н и е I .  Еc.nи f(t ,x) = Е � (t ,x' ) х 

"=1 
х 0 ( 1 ) (х, - 0,, ), 0,, - известине чиc.na ; Оо < 01 < . . . < Ож , 
причем {х,  - О" = О} n Во - непусто , тог.ца f Е G. 

П Р е Д л о 1t е н и е 2 .  Если f(t ,x) = � (t - o (x» Q(x) х 
х 0 (Х1 - ф (хz ,Х, » , причем поверхность разрыва Гф = {Х1 -
- ф (хz ,х, ) = О} извес�. Гф n Во - непусто и 

а) f�� (s)ds = Ъ � О - известное число , (5)  о о 
в )  � Е 02 (..,., ,00) '  � (э) = О при s < О, 
с )  о(х) > О ;  о (х) , Q(x) - фииитин; ф (хz ,х, ) Е 02 (R2 ) ,  то 

f Е G .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное - функция 

f1 (t,x) = � 1 (t - o}x) � (х) х 0 (Х1 - Ф (Х
2 

,х, » дает � же 
информацию на П .  тогда, в сИЛу леммы I и лемма 2 (Г Ф извест­
на), имеем: 

� (t - o (x» Q(x) = �1 (t - 01 (X» Q1 (х) , х Е Гф• (6) 

Примешш к (6)  преобразование Фурье по t, получим при о; = О 
'IY: (o; )e:Uxo (x)Q(x) = ер (о; )еkw 1 (x)Q (х), т 1 1 

По.nъзуясь фини!'НОСТ:ЬЮ о (х) ,О 1 (х), находим далее . по : 

'iP (о; ) = 'iP 1 (0;) . 

о,.куда О (х) = 0 1 (х) • 

(6 ' )  

Если поверхность Гф неизвестна �apeHee . то это намного 
усложняет задачу. задача С'l'ановВ'l'СЯ, в частности. не.nинеЙ1l01. 
Приведем 3 примера, ког.ца удается опреДeJПl'1'ь еДИВС'l'вен:ным об-
разом Г ф и моткость на ней. _ 

П Р е Д л о 1t е н и е 3. Пусть f(t ,x) = , (t)Q(x) х 6 (;Х1 -
- Ф (х» , х = (Х

2 
,х, ) ,  Q(x) известная финитнвя фув:кция: Г Ф n 

n Во � � , �  Е 0�(R2 ) ,  тог.ца если � Е 00[0 ,00 ) , , (t) ,ф (х)опре­
деJIеин одназначно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу леммн I u(t ,x) опре­
деляется еДИНС'l'веНВВ8 образом, по известной на п g(t ,x' ) ,  
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ВСЩУ вне в х [о ,  to ] U К. Кроме того ,напомним. что u( t ,х) че!'­
на по П8ре118иноl х • Из фоJIIYJIS Rиpxro<Iв следует . что : 3 

u(t ,x) = (4.t)-1 J ,(t - �)Q(i)di, 

.. r = 
н2 r (8) 

Рассмотрим известный предах 

li1D. I xl u(t ,x) = u (8 ,111 ) ,  8 � О ,  111 Е н' , I ш l  = 1 . 
I xl� � 

t= l xl +8 
Переходя в (8) к пределу,имеем: 

u (8 ,ш) = (41t)-1 J СР (В + 111 1Ф (У}t-.. j�(у)д.i· (9 ) � 
н2 

Причем u�(s ,ш) известна при s � о ,  1 111 1 = 1. 
ПРDеняя к (9) преобразование Фурье по в :  

v�a ,CII >=jв-ШВ� ( s ,ш )ds=(4-tt)-1 J �(a )e:1.a(;Y"'1 Ф (у) )Q(y)<1Y, � о н2 (10) 
полагая в ( IO) 111 1 = О, следовательно ' � '  = 1, ; = (111 2 '111 , ) , 
имеем: 

(10' ) 

где 

Q(z.) = .1... J в -i�(x)di • 

21t н2 

Таким образом � (а ) определена однозначно . 
дпя определения Ф (у) вернемся к равенству (IO) и продифРе­
реlЩИруем его по Cil1 : 

D v(a,lII) = _ i4ca11 J Q(y)y еict (wу+Ш1 ф (У»dY + 
Ш1 �(a)  111 , н2 3 

?А 

(1 1 )  



+ 1С% J Q(;')Ф(У)еl«(;7"'1 Ф (У» ctY .  
н: 

ПОJlODМ В ( II )  CII = О, откуда 1 

Те. с8МКМ ГФ n Во - И8весt'И8. 

(11 )  

С J1 е Д с т в и е 1 .  Ео.п f (t ,x) а , (t)Q(x) .. 6 (Х1 -
- ф (х» и qI (t) известна , '1'0 Q(x) , ф (х) опредеJIеНll ОЮlознач-
ко. 

с л е Д с т в и е 2. Ео.п: + (Х2 ,%, ) !: С - const при YCJIo­
во Q(t ,x) > о и f(t ,x) = Q(t ,%) х 6 ' (Х1 - с), {%1 - с = о}п 
n Во � �, ТО f Е G. 

Д о к а з а т е л :ь с т D о. ОпредеJIеае с aн8JIОlТПlо 
определению Ф (ХZ ,х, ) в преДJЮSeИП з .  1ЩJm�веннос'l'Ь Q(t ,i)­
ОЖ8дствие Л8ММН 2. 

2 .  06 одной обратной �.e диввмичесхой 
теори: упру!'Ости 

1 .  PaCOIlO'l'PJIМ 6езгpaIIJI'ЩfD идеально упру1')iI ере..,. с пос­
ТОЯ'RJJНVК Лоз A ,11 и пJIотвос!'ы> р .  Пус!'ь упpynе Ollel{811E 
u(t ,х),раОПРОО'l'реИfПlЦJl'еся !! среде ,nJlJlm'СЯ реlll8lП1В11И с.с!' .. : 

�
t
· - гц ... А V(v.u) + ... roll (ro"t u) = о,  t � О (1 )  

Р р 

при CJIе.цущих иач8JI:ьИНХ давввх : 

U(O ,X) = О ,  �(o,x) = Ф (х) , (2) 

где ф (х) = (Ф 1 (х) ,Ф 2 (x� , (х) ) УДОВJIe'fВОplП)'f 
а) Ф1 (х) Е с'(а) (1 = 1 ,2 ,�) ,  
в) Ф1(%" -Х' ) а Ф1(Х" Х, ) ,  (�) 
с) supp Ф1 с: О,  g • {XI I XI S ][o . I X, 1  > 60' 60 < хо} · 
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3 а м е ч а н И е 1 .  Условия 3в , 3с несущественны И 
рассматриваются здесь для простотн . 

Далее на ПЛОСКОСТИ х, = О известны 

u(t ,x '  ,о) = a(t ,x' ) ,  t � о ,  х' Е н2, (4) 

� (t,x'  ,о)  = b(t,x' ) ,  t � О ,  х' Е н2• (5) 
, 

Требуется по известной информации на х, = О ,  a(t ,x' ) ,b(t,x' ) 
оценить ф (х) . Можно бн.ло бн рассмотреть задачу , когда по из­
вестным а,Ь определяются и(О ,х) � О ,  �(O,X) � О ,  НО В этом 
случае оценка УСТОЙЧИВОСТИ становится гораздо хуже. 

2 .  Известно , что всякое векторное поле можно разложить на 
потенциальную И вихревую части: 

Причем без ограничения общности [5 ] (стр. 400 ) 

div:хФ(t ,х) = о, t � о, х Е н'. 

(6) 

(6 ' ) 

ПодстaБJIЯЛ (6)  в ( 1 )  и польэуясь ( 3-а) ,получаем уравнение для 

Рассмотрим функции 
'" 

Uk(t,x' ,-х,) + Uk(t ,x'  ,х) 
, 2 

Тогда при х, = О в силу определения 
Uo (t,x) , U(t ,x) = (U ,U ,U ) 

1 ·2 , 

(8) 

будем иметь 
Uo (t,x' O) = а + а х + Ь) :: Ao (t,x' ) , t � О ,  х' Е R2,(10) 1Х1 2 2 
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U(t ,x' ,о) 

(.11) 

i , j ,k - Opm прямоyro.пьноЙ системк координат . Кроме ТОГО, 
BB� (9) : 

ъ ' х =о = о, t �  о ,  х' Е н2 • (k = 0 '  • • • •  3) . (12) 
3 3 

При t = О соотвеТС'1'венно : 

(14) 

в ( 13 )  и (14) мы воспо.пьзоВ8JIИСЬ условием (Эв) . 
Таким обраЗОМ,задачу ( 1)-(5) мы свеJШ к задаче ( 7) -( 14) . 

э.  CдeJI8В замену t = ct1 И остав.пяя за функцией после 
Э'l'ой заменн '1'0 же обозначение .пo.nyчaем: 

О ио !! D�Uo - 6ио = о, t � о .  

По формуле КИpxгocIв имеем: 

/ 2 2Uot (O ,y)dS� = �t1Ao(t,x' ) ,  t1 � о ,  
' х'-у' 1 � +уэ =t1 1 " 

(15) 
х' Е н2 • 

ОпредeJШ)4 среднее по окружностям г о 0'1' фующии: Uot I 1 

1 211: = (211:)- f Uot (О,Ш л - w рсоах ;ш л + о 1 1 2 2 
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где р = v'� - л z • 

Далее ПОЛОЖИМ uot (О ,Х' ,� ) = uot (О ,Х' , (� - , х ' 1 2 ) 1/2 ) . Cor-
1 1 

ласно ( 16) функция 80(11) ;Л ,� ) определена лишь при 1 л 1 � VI.t, 
но ввиду условия (3с) 80(II) ;Л ,Т ) = О в окрестности л = ±Vт. 
ПродоJIZИII 80 нулем на значения л :  I л l  � VI.t. 

т е о р е м а 1. Имев'!' NeC'l'O ФО1*Ула: 

(17) 

и оцвнха 

I Uot (O ,x';or ) 1  � с (1 + т'/2 ) f. аах I D�о (II) ;Л ,Т ) �  (18) 
1 о k=1 л ,  1 (1) 1 =1 

Равенство ( 17) - известная формула обращения преобразования 
Радона (см. Ион [ 1 ] ( стр. 19. ) .  
Неравенс'1'ВО ( 18) получается следующим образом: 
'х '  1 � у!.;, /следовательно Х' ·II) � у!.; .  Отсюда 

� 88% 1 80лл (lII ;л ,� ) 1  + шах 1 80л «(Ii ,х' ." ,T) 1 1U УХ +Ix' 1 ;  
1 .1=1 I СЧ=1 v:t - I x ' 1 

ПОЭ'l'ому 
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Оценка ( 18) следует из последнего неравенс'l'ВЗ очевИДНШ4 обра­
зом. 

4.  дmr того чтобы получить уравнение ДJIII определения 
Sо(w ;л ,� � полозим в (15) х' = pw ,  � � р � 00 ,  w Е н2 , I w l = 1 .  
Интеграл по сфере сведем к повторно� интегралу по окружности 

гл : 

и по л 

w . v ' = w у + W 7 = Л ,  I x' _ y' I 2 + у2 = t2 " 1 1  2 2  3 1 

Ввиду того , что квадрат расстOЯВIIЯ � от Г л до начала коорди­
нат равен : 

� = l y' I 2 + Y� = (t� - I x' I 2 + 2%' .у' ) = t� _ р2 + 2рл, 
(19) 

по.пучим 

Интеграл в (20) берется по отрезку прямой 

� = t2 _ р2 + 2рл = � (Л ) . 
1 

Вспоыиная , что Sо (w ;л ,�)  = о при I л l  > ....;:;, мы видим, что 
левая часть ( 20) есть пре06разование Радона 80 (w ;л '� ) как 
функции двух переменных (л ,� ) .ВОСПОJIЪзовавшись формулой обра­
обращения будем имеn 

8з 



06ъе.цивsя (17) , ( 21 ) ,loIIi находим суау: 

Бо(х) = Ф 1Х (х) + Ф 2Х (х) , х Е в3 • (22) 
1 2 

Совершенно 8И8.JIоГJrЧНО ВВПI8ИЗJ10иенному мв опредеJIИII 

В(х) = Фзх i + (-ф зх )j + (Ф2Х - Ф 1Х )k. (23) 
2 1 1 2 

Т8.ЮDI образом, Бо (х) , В(х) извесl'ВН. 
5. Получим оценку УСl'ОЙЧИВОСl'И вида: 

где II · П , ,у опреде.пена нue . Иs (23) имеем, ВВИДУ (3с) , 

Из ( 22) , (23) 

Х1 
Ф , (Х) = - f B2 (� 'X)� .  

-00 

2 2 ... ..... 2 :t В - В ... . .L L + ..а:... , u w ох зх ' U  = 2 2 2 1 . аХ1 аХ2 

'(х) ' г = о, г - окружность в в2 • 
ОтСIЩВ., ВОСПОJIЬ90вaвmись (3С) , ПOJIYЧим: 

(24) 

. (25' ) 

(25") 

л е 11 м а. Пусть р > О , 6 = р (п ,о) , п ;;: {хз = О} мос-
КОСl'Ь В в' . ОпредеJIИМ . 

, 2y l t  ':' I x' " akAot (t1 ,x' ) 
II Aot 11 ;;: 1: .sup { (1+t1 )e ' 1 

I 1
<t;k ' }< 00 

1 з ,у k=o t>O ,x1EB2 а 1 (26) 
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Ввиду (3с) класс ( 26) непуст. Существует постояниая К1 = К1 (у , 
6) , 'Ч1'О 

д о к а э а т е л ь с т в о. Обозначим q = р 2 - 2рл + т = 
=(р - А) 2 + Т - А 2 � О. -В силу финrrности ф(х) , Х 3 > О 
Aot ( t ,х' ) = о при О � t 1 � 6 .  ПРОДОJI.IИМ ее нулем на 9на-

1 1 
чения t 

1 
< О ,  при этом первонача.льная ГJЩЦКOсть сохpaни'l'СЯ. 

Тогда в�ренний ИН'l'еграл в формуле ( 2I)  равен: . 

ОцеНИIII D2 

Здесь мы воспольэрвались тем, что 
(1+t1 )6 

t1 � (1+6 ) при t1 � 6 > О . 

OrсJЩ8. 

• 
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дJ3.лее 

со е - Z'YP zyt1 2 
+ f е dp) < ----

t1 y1+4pZ - (1+б )у
' 

ico 00 Aot (t1 ,�) 
S < 1 1  dp f I 1 1 1 

- -со у1+4р2 о 2t 
dt1 l S 

1 

со dp 00 -zу I t1- l pl l 
s f 1 е dt IIA 11 < 

-со у1 +4р2 & 21; (1+t ) 1 ot1 1 ,у -
1 1 
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(30 )  

в (ЗО )  .. заменили р - л на р ' и ВОСПОJIЬЭОВ8JIИQЬ 1'eM, Ч'l'О 

yq � I p - 11. 1 · 
Объединяя ( 28)-(ЗО ) , мн  получим оценцу для sо (w ;л ,� ) :  

1 80 (W ; Л ,�)  s _2_ (1 +" 6 + 4(1+6)2y)U.A.ot 11 1 • (31 ) 1(2у62 1 ,у 

ПOJIОЖИМ да.пее 

для того , Чi'06н ВОСПОJIЬэоваться реЭУJIЬ'l'а1'О. теоремы l,нам не­
обхоДJDЮ оцен:п:р 8011. ' SОЛА. 
В силу (15) 80 = О в окрестноет. л ± YI.t. и продо.лzена ну­

.ле. при 1 11. 1 > vIi· Тогда (20) мozнo переписать CJIедупцим об­
разом: 

(20' )  
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2 t2 1 00 't+p - 1 d .J2.. - 1 80(11) ,  ,'t)� = - .1ot (1;1 ,11111 ) .  (32)  
2 -со 2р 2р 1;1 1 

Тогда из (20) сразу с.ледуеr 

1 80л l 's k1 (у ,о )П.i-(lL .1otc'11 1 ,y • 01;1 1;1 1 

Оценим 

/lL(Aot .J2.)j� = вир { [ I (L lL)A 1; I + I-E.. ..L .1 t 1] . 
а1;1 . 1 1; ,у 1; >6 р 01; 1; о 1 1; 01;  о 1 1 1 - , 1 1 1 1 

у 1 > у .  

Обозначим 

будем иметь 

Аналогично из (3I) , (34) получаем 

(35) 

- � 



3амеНЯЯ У2 на у, мы из неравенств ( I8) , (3I ) , (34 ) , (35)  получа­
ем утвеpzдение Леммы. Последнее утвеpzдение легко проверяется 
непосредственным подсчетом. 

З а м е ч а н и е 2. Оценки для Ui(O ,x) получаем анало­
гично через известные Bi(t ,x' ) (i = 1 ,2 , 3) . 

Т е о р е м а 2 • . Имеет место следующая оценка : 

Доказательство опускаем, так как оно есть непосредственное . 
следствие леммы и равенств (24) , ( 25) . для этого ( 25)  нужно 
проинтегрировать по частям. 

З а м е ч а н и е .  Если a(t ,x' ) ,  b(t,x' ) известны .лишь 
на конечном куске плоскости Н2 :х} = О ,  I х ' l < r < oo �  t >  О ,  
то задача сводится к предндущей с помощью аналитического про­
должения по одной переменноЙ. 

Автор благодарит своего научного руководителя члена-кор­
респондента АН СССР М. М.Лаврентьева за внимание к работе и . , 
полезные совета. 
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В.Р.КиреПов 

О НЕКОТОРЫХ ОБРАТНЫХ ЗАдАЧАХ ВOJШОВСЙ ОIlТИЮl П *) 

Раздел 7 

Потенциа.п:ьннм телом: будем назн:ватъ пару (v ,� ) , СОС!'OJJЩYI) 
из ЗaыIOIY'!'ОГО огран.иченного множест:ва V � Е 3 и ,  вообще го-
воря , обобщенной RaoШ1Iекснозначной фующии � на Е 3 " носи-
TeJIЪ RО'l'ОРОЙ содержится в множестве V ;  при Э'1'ОМ множес!'ВО V 
назовем носителем, а функцию � - ПJIОТНОС'l'ы!) поtенциа.п:ьно-
го тела. 

дпи ПРОС'l'оm будем СЧle8П , что носитeJIЪ фушщии � СОВ­
падает с множеством v. 

Сха.лярное ПOJIе U(q) , поpoarденное парой (v ,� ) вне 
множества v, опреn� фо1Щ'J[ОЙ 

U( q) .. k 1f f � (р) 
ехр 39 dV Р , k - во.пновое ЧИCJIО , 

:в 3 Вpq 

5} Первую часiЪ С'l'8ПИ см. в 06. Ма'l'eII8!ИЧ8Сиие про6.иемв: 
rеЩиЗИRИ. внп.6 (п) ,I975. 
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dVp - ЭJ1емен'l' объема прос'1'palIС'1'Щ1 Е3 В '1'ОЧRе р Е Е3 • 
EcJIи ]' = {L , t ,  \f , и} - о.  с .  и �]' + ' '1'0 полное ]' - изо­

бражение и]' пары (V ,\1 )  определяем формулой 

1 е%р ik R 1 17(w) = - 11 11: (q)и(q) 9" (iЖ - -)сов 1') dI:q = 
2w I: Rqw Rqw 

= � 111 \1 (Р) 11 е%р ik (�a + На. + x (q» (ik _ __ 1 __ ) х 
� Е 3 I: 

�q Rqw Rqw 

смысл о6озна�ений КО'fOрой 'rO'l' же , Ч'l'О и в соо�е'l'С'l'вyuцей 
ФОIWYле ,ц1JЯ ПOJ1ВОГО изо6рзжеНИ41 в раз.JtW[е 2.  

Приве,Jtl.ввое полное изображение J]f(w> и приведенное JIИ­
неаризоваввое изображение 1]' ( _) опpe,1teJlJl9М фоJlo!Yлами: 

J�(w). = /1/ � (p)D(w,p)dVp ' 
Е 3 

}�(w) = II! � (p)�(w ,p)dVp ' 
Е 3  

k ехр ik R'p� D(w,p) = - ff Н.ехр ikL �q' 
2!t; �� L 

2 е%р ik �� D (.,р)  = ik I! о 2п �q t 
о 

exp-� dtq , 

�qo н.� сое т) 
Н '" B(p ,q,.) = -�-�--- (ik _ _ 

1 __ ) , 
�q н.q сов т) 

о Rqw 

L '" L(p ,q,.W) = �q - �� + R."q - в.� + х (q) , 
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Вопрос 06 условиях 6JrиЗОС'fи фунIЩИЙ 

решается в элементарнш: оценках тaRИМ же образом, R8К и в слу­
чае иотенциальнш: поверхностей; R8К и в последнем случае мож­
но убедиться в осуществимости условий , при IЮторн:х линеаризо­
ванное изображение аппроRCимирует на эф))екпвном подмножесТВЕ 
полное изображение . 

ЛИНеаризованннй вариант задачи определения потенциального 
тела (V,I-L) по его изображениям форщvлируется так : 

(V ,I-L ) - потенциальное тело , {Fj) jeJ - семейство 

о. С. , V � F � дли RaЖДого j Е J ;  :какие параметрн пары 
(V ,I-L) можно определить , если известны его линеаризованнне 

изоБР8.!Кения 'J j (w) , на СОО'fветствyxIЦИX эф))еМИВНЫХ 06.пас-
тях �? ]!' 

В зависимости 0'1' размерности тела V получае. 4 варианта 
указанной задачи - по одномУ в RaЖДой из размерностей 0 , 1 , 2 ,3 .  
В R8.ЖДой размерности общая постановка задачи сохранв:е�ся , во 
при решении задачи приходится использовать Р8.ЗJIИЧННе приемы 
дли разнш: размерностей. Если размерность d.im V = 2 И V 
.является гладкой Зaмкнy'l'ой поверхностью в Е 3 , 'fO мн пOJIYЧ,aeМ 
случай потенциальнш: поверхностей простого СЛОЯ , КO'l'орнй бнл 
рассмотрен в разделах 2-4 и поэтому в настоящем разделе ве 
рассматривается. 

Скажем, что потенциальное тело (V'I-L ) не содеpJDП относи­
тельно о .  с .  F геоме'fрически ДВОЙНЫХ 1'очек,  если разные точ­
ки из V имеют разные геометрические F - из06рazения: . '1'0 
есть , отображение геометрического F - изо6ражения: на мно­
жестве V взаимно-однозначно. 
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Пусть иосИ'1'eJIЬ по!'еВЦИ8JlЬИОro 'l'eJIa (v ,� ) JlВJIJIе'1'CJI 0 -
мернвы миoz&ством, '1'0 есть , v = {Pj} 1Sj:9�.,Pj Е Е3 , а 

n 

ПJIО'l'иость �(p) = Е С
аО (Р - Pj) '  где Cj - иеХО'l'орне хои-j=1 

СТ8Иm , 0 - 6 - фy.mщия Дирака. 
Из формудН 7.2 дли лииеаризоваииого изо6ракевия l� (w) 

по.пуЧаем в этом с.пучае :внражени:е 

где 

Пусть тело (V,�)  ие содержи!' двойных точек О'1'НОСИ!'8ЛЬио 
о . е .  11' .  Примем v = о .  В формуле 7.3 произведем ПОДСТ8Иовку 
Wj = 1I'(Ра

) , lj = (Ра - Clo ' �) И ,ВВQ.ДИ ФУИКЦIIШ 

где 

ехр 1k R (- ) = 1k2 
С . 

CloP Wj , lj 
Yj � ;J R 

qoP(Wj ,11) 

(7.4) 

при j = 1 ,2 ,  • . .  ,n, 

по.лучим из 7.3 представление фувкцп 1'1I' (W) в виде сверт-

здесь , как .о61iЧИО , 

ik 
6 о (. - i) = fJ ехр - - < W - i, q - c1d ar q' 

Е d1 
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Пусть носитель по�енциального тела (V ,�) представляет 
собой з8МЮIY'1'YЮ ГЛ8,JЩYЮ кривую V в пространстве Е 3 • Поло-
жим �(p) = а(р)ь (V) , где а(р) - некоторая ГЛадкая 
комnлекснозначная функция на пространстве Е 3, называемая при 
рЕ V линейной плотностью пары (V ,� ) ,  а ь (V) - 5 - ФУНIЩИll , 
сосРедоточенная на кривой V ( см. [3] , ГЛ .  3) . Назовем по­
тенциальное тело вида (V , a (p)b (V» потенциальной глдц-
кой кривой. Дифреренциальная форма 111 , COO'l'Be'l'CTByuцaII фУНК-
ции 5 (V) в натуральной параметризации кривой V ,  имеет , RВ.К 
нетрудно ВЫЧИСJШ'rЬ . ВIlражение 111 = dэ .  .IJ.ля линеаризованного 
изображения потенциальной кривой (V , a(p)5 (V» из (7. 2) 
получаем вырazение 

где 

ехр ik RqoP(8) 
RQoP (8) 

т = T(p (s) ,Q,W) . 

Пус'l'Ь потенциальная RPИВВЯ (v , a(p)6 (V» не содержит 
двойных точек относительно о .  С .  F.  Производи В интеграле 
7 . 6 подст8НОВRY W(8) = F(p(5» , 1(5) = <р(5) - � ,np) и ис-

пользуя оБОБщенную фУНIЩИЮ 6 (; - W(5»  «6 (; - У(5»  ,� (w» = 
= rp(;(5» ДJШ основной функции � ) ,  интеграл 7.6 
можно переписать в виде 

� ' k2 ik dF(W) = 1-- 1 11 5 (; - i(5» � (i,1(6» (11 ехр- -- (Q - � , 2'11: V "6 Е d1 

v + w - i.} � Q)�wd5 , 

(Qo - w) 1 (5) ехр � ' �  - w 1 1 (8) 
где l;(i,1(5» = a(� - )d __ ..... 1 _____ _ 

d
1 

1 ' �  - -1 1(s)  

Полагая ф (w) = 1 , (W,1(6» 5 (W - w(s» ds , 
V 

• 
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ПОCJIедвий интеграл записываем в виде свертки 

(7 .8)  

Как легко проверить , носитель обобщенной фующии ф (;) со­
держится в множестве 

Рассмотрим теперь один класс трехмерных потенциальных тел. 
Будем предполагать , что носители потенциальных тел этого клас­
са ЛВJIЯЮтся зВМIWy'l'ЫМИ связными трехмернвми областями с :КУСОЧ­
но-гладкими границами, а плотности потенциальных тел - обыч­
ными интегрируемвми фун1ЩИЯМИ на них .  

При заданной о .  с .  F = {Е , � ,  W , \t} , :каждой точке р Е F + 
можно сопоставить пару (w,1) , где ; = F (p)  - точка экрана 

� ,  1 = (р - qo , � - вещественное число . Очевидно , что 

соответствие р � (;,1)  является дифференцируемым гомеомор­
физмом области F+ на множество всех пар (w, 1) , w Е � I 1 > о .  
Вьrбирая на экране � какую-либо собствеIШYD сис!'ему коорди­
нат I ПOJIYЧИМ систему координат (; l '  ;2" 1) в области F + . 
Если заданы (; ,1)  - координаты точки р Е F+ ,  т о  сама точ-
ка определяется фоIЦY'ЛОЙ 

р = p(w,1) 

для элементов объема в разных сис!'ем8Х координа!' получаем 
соотношения 

d
2 , dEwd1 = ----.:..--2 dV . 

(р - qo '� 

' � - _1 1 
Заметим также , что RQoP(w , l )  = а, 

. 

(7 . 10 )  

В системе координаf (w, 1 )  выpaжEi}tИЛ 7. 1 ,  7 . 2  можно запи-
сап в виде 

JF (W) = Ilf ф (w,1)6 (w,w,1)dE;dl ,  
Е' 
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где 

lJ! (w) = JJ! ф (w, 1)Ао (V + w - i)�idl, 
Е 3 

(7 . 12)  

A (-.,w,1) = � JJ H(p(i,l» , q,w)exp 1kL(p(w,1) ,q ,W)dtq, 
ad2 Е 1 

Ао (V + w - _) = � f! ехр - � (q - а. , V + W - � � • 

2!td2 Е d '"о q 
1 1 

ФоfNYJrY 7.12 Д1Ш JIИНеаризованного из06ражения потеIЩИaJIЬНОГО 
тела (V , 11 )  можно записа!'ь также в виде 

где 
(7.15) 

ф (i)= ! ф(w,l)dl= L · d,lp.(p(i,1» 
ехр(щIClo .... ' )dl .  

VnL(i',�) VnL(w,Clo) I <lo-i, d, 

а V n L(w,Clo) - JIИНейное мнozec'fВo, па.лучапцееся пересе­
чением луча, вшсодrпцего из !'ОЧRИ � В направлении HR!'Opa 
<lo - i с носителем V. Фув1ЩВЯ ф (i') определена на экране 
� и ее носИ'1'eJIЬ supp ф (-') s;; :r(v) . ECJIВ фymщия 

Il (р(;, 1) ) 0'1' 1 не заввсп (например , eCJIВ 11 = const ) '1'0 
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ф (i) (7. 16) 

.где функция под интегралом имеет первообразвую 1I'(w,1) по 1: 

d1 d 
1klR<loi 

1I'(w,1) = (1 _ _ �1 -)ехр ( ) .  
1kR<low 1kR<low d1 

(7.17) 

Функцию ф (w) , определенную в соответствующих размерностях 
формулами( 7 . 4) , ( 7 .7 )  , ( 7 . I5) ,назовем идеальным 11' - изо6раже­
нием потенциального тела (v,� ) .  Идеальное изображение более 
непосредственно связано с потенциальным телом (v ,� ) H� 
исходное 11' - изображение 1 11' ;  его можно интерпретировать 
как изображение тела (v ,l-1) с помощью некоторой 6 - образ-
ной п. С .  в смысле работы [ 1 ] .  

Раздел 8 

в этом разделе ПРИВОДflтся некоторые результаrн, относящие­
ся к задаче определения параметров потенциального тела по его 
линеаризованннм изображениям с помощью семейства о . с ., различ­
ины образом расположенных в окружапцем пространстве .  В O;tep­
ном и 1-мерном с.цучаях нахОДflТся условии , при которых одно­
значно опредe.шmтся и носитель V и плотность 1-1 ПО'1'енциаль­
ного тела (теоремы 3-5) ; в трехмерном случае ПРИВОДflтся неко­
торне простеЙIIIИе частные решения задачи и внде.ля:ется связь 
с задачами интегральной геометрии. Вообще , приводимне в этом 
разделе �ы ДОС'1'а'l'ОЧНО элементарны и могут рассматриваться 
скорее как ухазания на возможность такого рода формулировок; 
полное изложение этих вопросов будет дано ав'1'ором в другой 

ра60'1'е . На протпении всего раздела рассмаТРИВ8Ю'l'ся 0 . 6 .  со 
сферическими линзами на диафрагме , И ,  следовательно,  параметр 

v а d
1

grad X (<lo) = о .  
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Дисцретное потенциальное тело 

- конечное uножес't'Во точек 
n 

Р;; Е Е 3 , ПJIотносiЪ I1 (Р) = 
j
�1 

cjO (P-Рj) '  С;; � О при j = 
= 1 ,2 ,  • • •  ,n. 

Предполагаем, что множество V не содеp:IИТ геометрически' 
двойных точек относительно расс�риваемнх о . с  • .  

ПусiЪ {Fj} jEJ - семейство о .с .  Семейство {.J} jEJ 

точек .. 
j Е tj назовем геометрически согласо:вamшм, еCJIИ 

существует точка Р Е П  F+j , �j (p) � _j
, j Е J ;  точку Р 

' � J  . 
назовем в этом с.лучае стереопрообразом семейства {_а} 

j
EJ. 

Стереопро06раз геометрически согласованного семейства то­
чек не ЯВJШется, вообще говоря , одноточечным множеством. 
Это очевидно , есжи семейство {l

j
}
j
EJ содержит только од-

JIY О . с . , или ес.ли все о . с .  семейства имеm общую точку �. 
Рассмотрим с.пучай двухмементного семейства {F

1 
.�2} , 

для 

которого � � �. Б Э'1'<».t случае может существовать не более 
одной геометрически согласованной пары ( .. 

1
, .. 

2
) . � Е t j , 

j = 1 ,2 , с нее.цинствеmшм стереопрообр�ом. для существования 
такой особой пары необходимо и достаточно , чтобы ВliПолнялось 
какое�бо из соотношений q� Е F:, q� Е � � ;  тогда пара 

(_
1
,_

2 ) определяется формулами _1 = �
1 (�) , _2 = �2 (�) . 

для с.лучая двух o . c ., .� ' , �2 дадиы КРИ'l'ерий согласованности 

пары точек ,,
1 Е � 1 , .. 

2 Е � 2, ИСПOJIЬзYDЦИЙ только пар8Метры о. с .  
и геометрических изображений рассматриваемых точек. llримем 
060значеНИR : а1 = .1 

- �,  а
2 

= .
2 

-
�, b=q�-q� . и будем 

считать , что а, х а
2 

� О,q.{O.Б этих обозначениях условие 
а1 х а

2 
� О ЯВJ1Rется необхоДИlt'ПDl и достаточным условием 

единственности стереопрообраза дли ге<».tетрически согласован­
ной пары (_

1
,.

2 ) . 

У т в е р ж д е н и е  8. I . ТоЧки .. ' Е (3
1
' ''

2 
E

<s
2 ;геомет­

рически согласованн , еCJIИ и только еCJIИ, 
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(х , У , z) .= (х, У х z) - CM�oe произведение векторов 
х, У, z . 

Стереопро06раз согласованной пары точек .1 , .2 ,определяет­
ся фо�лами : 

(Ъ ,а  ,а  х а )  
р = 01 + 2 1 2 

-о 1 а1 х 1,1;2 1 2 

д о к а з а т е л ь с т в о .  Следует из формул аналити­
ческой геометрии. 

Если {�} jE '� - семейство точек .� Е � j , {У j} jE ;) -

набор КOIШJIеltCннх чисел ,  то семейство пар { (� 'Yj)} jO 

назовем согласованвнм , если существует ОдНо точечное потен-
циальное тело (р о , <:6  (р - Р о) ) • .цnя: которого Ф 

j ( � ) = 

= Уjб (.j - ...g) , j Е 'J i здесь фj (..,j ) кдеа.ш.ное J1'j - изо-

брааение тела (ро .с6 (p-рJ).Тело (ро , <:6  (р - ро» назове .. в 8TQII 
с.цучае стереопрообразQII семейства {.;! ,у j )} je;) ' 

EcJIl[ семейство {J1'
j} jO содерат хотя бы две о.  с ., д.1IЯ 

j 1 .L '
j 2 которнх qo � � ,  то стереопро06раз любого согласованно-

го семейства точек единственен ; в ПРОТКВНQII случае могут су­
щество�ь соrласоваивне семеЙС'fвa ,о6ладРпщие миоаеством 
стереопро06разов. . 

ПOJIЪЗУЯСЬ 060значениями утверждения 8. 1 ,  дадим lфитерий 
согласованности двух пар (.1 '1 1 ) , (r ,1 2 ),иСПOJlЬзyaциl только 
параметpbl о. с . и из06pazений соответствующих пар . 

у т в е р & Д е н и е 8.2 .  Пара (.� 'Y 1 ) ' (.� 'Y 2 ) сог-
ласована ,если и TOJIЪKO если : 

) 1 2 а точки .0 ' .0 геометричес:ки согласованв , 

в )  
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ЕCJШ а1 х аг � О ,  то стереопро06раэ (po ,C6 (P-Ро) )  согла-

сованной пары (w� _У 1 ) '  (w� ,у г ) определяется формулами: 

д о к а э а т е л ь с т в о .  ЕCJШ точки w� , w� геомет­
рически согласованн , то для их стереОПРО06раэа Ро имеем, сог­
ласно У'1'ве�ению 8.1 ,  фо�лн [ Ро - �I = Q1 , I Po - q� 1  = Qz · 

Если поместить в точцу Ро точечный источник с мощностью 
Y �  У2 j 

излучения с =ik2 ехр ikQ1 
=�xp ikQz t то F - иэо-

'""21f Q 2п Q 
6ражение '1 j потенциЬьного тела �p о ' с6 (р-р о) ) внраэи'l'-
. F 
са фоpqлой ( 7.3) : 

ехр ikR j 
___ qp'..:....:.o 11 exp-ik.'.r 

j
dI: q' R j 1: 

qp'o 

j = 1 , 2. 
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и тело (Ро ,СО (Р - Ро» ) 
(W� 'Y 1 ) '  (W� 'Y 2 ) '  

является стереопрообразом пары 

Подобным образом доказывается и вторая часть утверждения . 

Пусть {F;i} je ::1 - семейство о . с . , (v ,� ) - дискрет-
ное потенциальное тело , v = {Pk) 1:5k:5n' 

n " 
� (Р) = 1: C� (Р - Pk) '  F� (v) � wJ • 

k=1 

идеальных 
Fj - изображений тела (V ,� )  обладает следующими ,свойства-

ми :  любые два согласовaнньrх семейства пар { (� " Y� )} je J '  J J 
{ (wr ,  ,yr . )} je J либо ПOJЧlОС'1'ью совпадают, либо не пе-

J J 
ресекаются (напомним, что ф j (wj ) = � ygo (wj - wg) , j е J ) . 

=1 
При этих условиях имеем следующее утверждение .  
т е о р е м а 3 .  Потенциальное тело (V 'I-I ) однозначно оп-

редeлs:ется заданием семейства { � j} je :J своих Fj -
изображений. Р' 

Д О К а з а '1' е л ъ с т в о . Семейство Fj , - �зображений 
{ � :} . 'J однозначно определяет семейство {ф J (wJ )} j Е J 

dF J  аЕ 
идеальных Fj - изображений тела (v ,� ) .  Из МНQжеС'1'ва всех пар . ,  

j 
. 

(wJ ,у j ) ,  где wJ - точка носитeлs: фун1ЩИИ ф ,  а уа - М-

ЭФРициент , с которым о �УНIЩИЯ ,  сосредоточенная в точке wj , 
входит в выpJtениеe для ф j , выделим все согласованные семейст-
ва пар { (w� ,Y� )} . J • Каждое согласованное семейство опре-

j j J Е 
деляет соответствующий ей стереопрообраз И ,  в силу условий 
утверждения , на :каждую пару { (w� . ,y� , >  ) je " приходится в точ-

J J OJ 
ности ОДИН ТaRОЙ стереопрообраз . Отсюща следует , что множест­
во всех стереопрообразов согласованных семейств образует по­
тенциальное тело , совпадающее с телом (v ,� ).Утверждение до­
казано. 
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Потенциа.пъная l'.падкая кpJIВSЯ 

НоситeJIЬ по!'енциа.пъного тела - ГJIа,цкая: замкнутая кривая V, 
ПJIO'rиОСfЪ 11 (р) = а(р)6 (у) , где а(р) - JIИНейная ПJIотность 
потенциальной кривой , не 06ращапцаяся в о нигде на V. 

Кривую v назовем простой ОТНОСИТeJIЬно О . С .  F = {E , �W,14.} , 
еCJIИ: 

а) v не содержит двойннх точек ОТНОСИ'l'eJIЬно F ;  
в )  плоская кривая F(V) s; � допускае'!' регулярную пара-

метризацию ; 
с) кривая F(V) "не имее!' точек самопересечения: . 

, Нетрудво показать , что простая кривая ОТНОСИТeJIЬно некото­
рой о .  с .  ЯВJlЯется регулярной кривой. 

Будем предпo.лarать . Ч'1'О носитeJIЬ потенциальной кривой яв­
JlЯется прос!'ой кривой относительно рассматриваемых о. С.  

поскoJIы<у 60JIЬПIВЯ часть доказываемых ниже утверждений име­
ет чисто геометрический характер . то мы ПOJIЬзуемся понятием 
проекционной схемы (п. с . ) ,  включающей в себя JIИШЬ некоторые 
rеометрические ЭJIеменi'Н О . С .  ПО определению , п . с .  F = { qo ' � 
. }  , rде <10 - центр диафрarмы, � - экран , w - эqфeк� 
тивная 0БJIaс!'ь О . С .  ( ОТНОСИТeJIЬНQ П . С .  см. � ] ) .  

Напомним, что СИМВOJlом Fx, rде Z S; G - ПО.IlWlожес'l'ВО экра­
на � , О60значае!'ся множество всех :х: Е F + '  .wrя которых 
F (x) Е х .  

Пусть F = { <10 ' � , W} - п. С . , к � � - некоторая замкнутая. 

кривая на экране � . ПредпOJlОЖИМ, что в окрестности U точки 
w Е К (в ТОПOJlогии экрана � ) кривая к допускает регу­
лярную параметризацию w(O' ) , О' Е  (-е .& ) ,  w(О) = w. Параметри-
эуем часть Fu S; FK конической поверхности FK, 

(<10 - w(0' » 1 
,где параметры 

d 1 

пo.лarая 

0' , 1 

изменяю'l'СЯ в пределах: -е < О' < & , О < 1 <00.  Из qюРМУJI 

� _ _ .l.. ir! iШ _ 
qo - w(O' ) 

- , - , 
00' d , ·00 0 1  d , 
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(8. 1 )  

� х iШ = 12 (Clo - .. (а » х а:! = i (р(а ,l) - Clo) х � 
да д1  d1 да d1 да 

CJ[eдye'l' , Ч'l'О параме'l'Р.Зация р (а ,1) ЛВJIIIМ'CSI регу.пяриоЙ ПР. 
воех ДОПУС'l'DIНX значевиsп параме'l'РОВ а ,  1 .  

Пуо!ь , 1 , 1 2 _ две п. с . , к1 , к2 - две з�не кривне 
на экранах 8 1 , � 2 OOO'l'Вe!'C1'Beвнo. ПреДПOJ[OUII , Ч'l'О .. 1 Е K� , 
.. 2 Е к2 - геоме!'РИЧески согласо:ванвне 'l'ОЧD . ,,1 (а 1) , 
-е < а 1 < Е: - регущнаа параме'l'Р.З8Ц1IЯ кривой к1 в окрес!'-

НОС'l'И ui 'l'ОЧП .. 1 на экране S 1. 
Сог.пасно ввшесказавнс*у, часп I� ROнической поверхнос-

1'. F\ допускае!' регу.1DlPнyI) параме'l'Р.З8ЦD) Р(ар 11) , 
к 

1 = 1 ,2 ,  и ,  CJ[едова'l'eJIЬНО , в XЗQОI !'опе р повеРХНОС'l'И 

Ilaру 'l'очек ( .. ' ,у2 ) , .. 1 Е к1 , .. 2 Е к2 назовем 00060Й , 

еOJIИ каса'l'елышl вепор кривой к1 в 'l'очке ,,1 ltOJJ.lJlВеареи 

вепору � 1 , )-1(-.1) ,  1 = 1 ,2.  
У '1' в е р J!t Д е н и е 8.3 . НОJ8l8.1ЬШlе BeR'l'Opli �, � 

R повеРХНОС'l'JDI ;, 1 1 '  ]1' 2
2 ооо!'ве'l'о!'вевно JtQUJIИеарШl в 

11 U 
1'0Ч1te Р Е ]1" 1 n 12

2 ' еCJ[И • !'о,п,ко 8CJ[И пара 'l'очеlt 
u 11 

(]I'1 (р) , ,2 (р» ЛВJIIIе'l'CJI 00060Й. 

Д о к а з а ! е .п 5 с '1' В о .  EcJIи р(а1 ,11) - параме'1'-
ризaцu поверхносп ]I'� '1'0, ООГJI8Cио фоJIIY.же 8.I  , 

1 � х gf1 = � (p(aj..1;1.) - �) х j�, 1 '"' 1 ,2 .  
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Нормали к поверхностям 

JШНеарны , если и ТОЛЬКО если в точке Р КOJIJIИНеарны векторы 

= 1 ,2 .  Но r х r = _1 _(qo1 - Р (а , 11
) х 1 2 

d d 
1 

1 2 

OW 1 ) ( 2 ( aw2 1 "'w2 1 "'. 1 ) 2 х х q -Р а ,1  ) ) х ) = __ «w....::-... ,�_p ,w..::-. (�-p)-
да 1 о 2 2 

да2 d1 d2 да2 да1 
1 2 

_ (q�_p ,�_p ,�)2!:) ,  
да 1 да 2 

где (х , у,  z) = (х , у х z) - смешанное npоизведение векторов 
х,у,  z . Отсюда вытекает , что векторы r l ' r 2 КOЛJШНеарны , если 

AЭw2 1 � � и только если ,---, q  -р , ) = о и (q�-p ,�-p ,  w ) = о • 
да2 да 1 да1  

Рассмотрим последнее условие.  Так как q�-p � (q�-q�)+(q�-p) 

и вектор q�-p коллинеарен вектору q� - F1 (p) , то рассмат-
1 

риваемое условие выполнеНО ,если и только если � = � (q� -
да1 

� Т . е .  вектор 
да

1 

в точке .1 = F1 (p) . 
п . с .  F 2 , заключаем. 

только если векторы 

� 1 (.1 ) , � 2 (w2 ) 

где � ,  13 - некоторые постоянные ко-

следует ,  что 

d1 
коллинеарен векторному полю 1; 1 (.1 ) 

Проводя такого рода рассуждения и для 

что векторы r l ' r 2 коллинеарнъr .  если и 

� Qw2 
, коллинеарны векторнш" полям 

да 1 да 2 В точках w1 = F1 (p) ,.2 = Р' 2(р) соответст-

венно . Утверждение доказано. 
1 1 i 1 1 

Пусть F , 1 = 1 , 2 , .3  - три П. С .  11' = { � ,  -6 , _ }  , 
объективы q� которых не лежат на одной прямой. 3 

У т в е р ж Д е н и е 8.4 .  Если точка Р Е П F� не 
1=1 
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принад.пепr ПJIоскости , проходящей череа точки 

в точке 

= 11 (р) JIИВеЙНо-независими. 
Д о к а з а l' е л ь с т в о .  ЛИНейная зависимость полей 

линейНую зависимосrь вепоров q� -. � , q� - �,p - q� . Но по­

следнее возможно , если и rолько если точка р леиr в ПJIос­
кости точек � ,  �, q� . 3начиr , при ВIШOJIНении условий YТBep1t-

ден.ия BeKropIШe поля � 1 , 2 , � 1 , 3 В rочке w 1 = )'1 (р) линей­
но-независими. Утверждение доказано. 

Предположим, чrо поверхиосrи 1'1
1 

и 1'2
2 имеют 06-

U U 
щую '1'очку Р И чrо в эrой rочке нормальные вепорн указamшx 

поверхностей ROJIJШНеарны; пусrь , кроме того , векторы � - р , 

� - р линеЙНо-независими. 
У r в е р ж  Д е н и е 8.5.  Если точка р Е ]1'1

1 
n I!'2 2 

U U 
не является rочкой уплощения для каждой из поверхносrей 11 " 

U 
12 • 1'0 ли60 точка р является изолированной в множесrве 

u2 
I!'1 n 

u1 
n ]1'2 

u2 

]!'2 , ли60 некоторая окрестность множества 11
1 

n 
� u 
представляется в виде объединения двух гладких кри-

ВЫХ ,  имеющих разные касательные пpямьrе в едииствеlШОЙ своей 

общей точке р , ли60, наконец , множество 1 1 n ]!'2 явля-
u1 u2 

ется гладкоЙ кривой в '  окресrности точки р .  
д о к а з а т е л ь с т в о .  Вы6ерем �оугольную си-

стему координаr х, у,  z В пространстве Е' , начало которой 
расположено :в точке р, а направшшций орт оси Z совпадает 
с общей нормалью к указанным поверхностям в точке р .  в окрест­
ности Q начала координат на ПJIОСКОС'l'и :z:y поверхность I!'� 
можно отождес'1'ВИ'rЬ с графиком некоторой ГJUlДКой фун1ЩИИ z :: 

= f1 (х,у) ,1=1 ,2 . При ЭТ(I(, в силу построений, фун1ЩИИ fi <:I fi 
<:I fi 'l'aI<oВIi ,ЧТО fi (0,0) = о ,  ах (0 ,0) :: 7ii"' (0 ,0) = о.  
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I1роеКЦИSI пересечения поверхносrей , 1 1  n ,2 2 на плоскость . . u u 
х, у В oкpeC'l'HOC'1'H Q описнваеrся уравнеlШ8М :t1 (х,у) -
- :t2 (x,y) , ! . е. совпадает с поверхнос!ью нулевого уровня 
фунIЩИИ Мх,у) = :t1 (х,у) - :t2 (х,у) .Из свойс!в фymщий :ti 
н преДJIожений у!ве�ения следуеr , Чi'О фунКЦИSI h имеет в 
начале координат не:внро1\Денную крпичес1\УЮ 'l'оЧI\V Н, согласно 
лемме Морса (см. [5 ] ) , в некоторой криволинеЙНой СИСi'еме 
воордина!' u, v на плоскос!'и х, у фунRЦИЯ h допускае!' пред­
С'l'авление h(u,v) = & u2 + & v2 , & �=t1, i=1 ,2 . & 2 +е 2,..ю.Отсюда 1 2 ... . 1 2 
доказываемое утве�еlШе вытекает непосреДС'1'Венно . 

у !' В е р ж Д е н и е .  8 . 6. Точка р Е FU является 
точкой уплощения поверхности Fu , если и только если точка 
F (p) Е u f; К являетCSI точкой спpm.шения кривой К .  

Д О к а з а т е л ъ с т в О .  ПуСi'ь точка F (p) Е u яв­
ляется i'очкой спрв:ыления: кривой К и .(а )  - регулярная па­
раметризация окрее!rНОСТИ и. ВЫЧИCJIИМ нормальную кривизну ре­
гулярной кривой V , . ПРОХОдRЩей через точку р Е FU в направ­
лении BeKi'Opa "r .  Если "r КOJIJIИНеарен веК'1'ОРУ qo - р , 1'0 
нормальная кр.ив.изна v в р равна, очевидно , ну.лю. Если же 
"r не коллинеарен вектору qo - р,ТО параметризацин Р(а )  = 
_
_ q + 

l (a) (� - .(а » 
о d 1 

кривой v в OItрестности точки р , 

а - натуральный параметр на К в Q�СТНОСТИ i'ОЧКИ F (p ) , 

является регулярной. Так как d2pCg) = ..1. (d21 (а -.(o » -#J. 
<Ю2 d <Ю 2 � da 

� + 1�) и нор.шлъНIiЙ вепор к FU
1 

в Р коллинеарен 
da <Ю2 

вектору (а - р (а »  x .Q!:, то нормальная кривизна кривой V в "'о . da 
i'очке р пропорциональна числу (d 2р, (q 

_ 
_(а» х d. > = da 2 О da 

= 1 <d2.�a) , (� _ р(а»  х dW(a» .  Но d2w(a) = -k\l ' где 
da da da 2  

k - кривизна, а \1 - нормалъ кривой . К В точке F (р) • 
В си.лу предположения, k = О и ,  следоваi'eJIЬНО , нормальная 
кривизна кривоЙ ·V в р равна О. Таким обраЗом, для JIЮ60-
го направлеНИЯ "r норшльная КРJIВIIзна поверхности tu в 
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�очке Р в направ.пев:п ,; равна о,  Т . е .  Р - �оч:ка yIШоще­
нин поверхнос'rИ Р'и' Ta.ROro же рода расс)'UeиJDDIИ доказывается 
И в�орая часть утверждения. 

Рассмо'l'РИМ ПО'l'енцкальную гладиую кривую (y ,�);(y,a(p)6 (Y» 
и две О.С . P' j  = {1: j ,  �j , ..,;J ,  .j} , j=1 ,2 оmосИ'eJIЬНО RO'l'OPНX 
будем дредпо.пarаl'Ь , Ч'rО 

а) supp �  = V � F1 1 n ]1'2 2 '  
W _ 

в) векторн q� - Р, � - Р JIИИейно-неЗ8ВИСIDQi дии :каждой 
fОЧRИ Р Е У. 

Симво.пом J
j

("j) обозначим JППIеаРИ80В8ННое :rj-из06ра-
жение ;r 

j
(wj) кривой (V ,J,L) с ПOllОЦЬЮ о. с . J'( Предпо.пODll , 

]1' . 
что носИ'1'eJIИ к1 , к2 идеальных изображений , СОО'l'веfС'rВYJIЦИX 
изображениям ! 1 ' 12 о6.лада.и СJIедУЩИМИ ОВОЙСfБаМИ: 

о: ) существует JIИШЬ конечное сеllейс'rВО ос06ах пар reollef­
рически согласованных точек (" 1 ,,,Z ) ,  ..,;J Е Kj , j .. 1 ,2 ,  

I! )  есп ("1 ,,,Z )  _ особая пара ,  '1'0 k� (W1 ) � k: (,,2 ) " О ,  

где kj (..,;J ) - кривизна кривой Kj в l'оЧ1te ... j ,  j = 1 ,2 .  
Пусть Р о - HeKofOpas: точка кривой У , для которой пара 
(]1'1 (Ро) ' ]1'2 (РО» не яв.ля:еl'СЯ ос060Й. 

В Эl'ИХ предпо.пожениях имеет M8CfO 
т е О р е 11 а 4. ПО'l'еНЦИ8.lЬная :fИВ8Я (у '11 ) однозначно 

определяе'l'СЯ за.цаииек двух своих ]1' - из06pazвний 11 ' '12 
И 'l'ОЧRИ РО Е У • 

.д О К а з а т е JI ь с � в о • Пусть :rj(..,;J) .. о - регу­
лярное неяввое уравнение кривой кЗ на экране � ;j .  щ O'fSC­
кания кривой v IIОЖНО ВОСПQ.1IЬSО8аfЬС4 уравнениmm : 

:r2 (]1'2 (p» = О , р Е ]1'1 n ]1'2 
• _1 _! 

(8.2) 

Кривая V содер.пl'СЯ, очевидно , в множеСfве решений Э'fой сис­
TeмIi уравнений , но здес:ь 1IOI7'f Clsn и JПIIIIНI[е решеНИli. 

Herpyдao проверить , что ec.mt Р - вspoaденвая 'l'0Ч1t8. сис­
feIIН уравиевий 8 .2 ('f0 есп l'очиа, в RO!'орой _'rpИЦ8. ЯR06и 
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имеет ранг меныпий 2) , '1'0 геометрически сог.ласованная пара 
точек (р 1 (р) , р 2 (р) ) будет особой. Следовательно, из усло­
вий теоремы BН'l'eкae'l' , что СИС'l'ема 8 . 2  имее'f конечное число 
внрожденных точек. 

Решение СИС'fемы 8. 2 преДС'fавляет собой в этом случае объе­
динение конечного чис.ла ЗЭМЮ!У'1'ЫХ гладких О'l'pезков кривых -
регулярных ветвей решения , общими точками KO'fOPЫX являются 
JШIIIЬ их гра.ничнне точки . 

На основании всего сказанного дадим правило выделения КРИ­
вой V ИЗ. С ОВО1\УПНОС l' И всех решений системы уравнений 8 .2 .  

Вначале найдем регулярную ветвь г 1 решения системы 8. 2 ,  
содержащую точку р 

о • ПуС'fь Р 1 - один ИЗ коIЩОВ найденной 
регулярной дуги . Следующий шаг состоит в нахождении регуляр­
ной ветви г 2 решения , для КО'fорой точка Р 

1 
- граничная точ­

ка и предельное положение касательной прямой при движении 
внутренней 'l'очки .цyrи r 1 к граничной точке р 1 совпадае'f с 
пределышм положением касательной прямой, полученным при дви­
жении ВИУ'l'ренней точки дуги r 2 к той же точке . Согласно 
вышесказанному, ветвь r 2 определяе'fCJI Э'fИМИ условиями одноэ­
значно. После этого , ИСПOJIЬзуя такого рода условия, переходим 
к определению дyrи r 3 и т .Д. Проделав конечное число шагов , 
получим замкнутую кривую, совпадапцую , очевидно , с ИСХОДНОЙ 
кривой v.  

Если кривая v найдена, 1'0 ILЛО'fность 1.1 потеIЩИaJIЬНОЙ 
КРИВОЙ (V ,I.1) опреде.ляетCJI однозначно уравнением 7 . 4 .  Доказа;.. 
тельС'l'во теоремы закончено. 

Пусть Fj = {E j ,  � j ,  wj ,иj} - три О . С . , (V'I.1 )- гла,цкая потен­
циальная кривая и пусть вьшолнены условия: 

3 
А) зирр 1.1 = V S; n F 

j
' 

j:: 1  W 
) 1 2 3 йн Й в векторы Qo-р , Qо-р , qо-р лине о-не зависимы для каждо 

точки р Е V .  
Т е о р е м а 5. Потенциальная !tPивая (v  ,1.1 ) однозначно 

опреде.ляе'fCJI заданием 'fpex своих FJ_ изображений 
11 ' J-2 ' :Jз 

и некоторой точки РО Е V .  . 
Д о к а з а l' е л ь с т в о • Если к;! - НОСИ'fель идеаль­

ного pj- изображения фj (wj ) , COOTBe'fCTByDЦero pj - изобра-
жению J-

j 
и f 

j 
(wj ) = о - регулярное нея::вное уравнение 
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кривой Kj на экране � j , j=1 , 2 , 3 , то для отыскания кривой 
V имеем систему уравнений 

j 3 j f; СЕ' С:Р» = О ,  j = 1 ,2 , 3 ,  р Е .n F + ' v ;1=1 

Легко проверяется , что если р - выржденная точка этой 
систе:мы ( т . е .  точка ,Б которой ранг матрицы Якоби меньше 2) , 
то JJIJ6ая пара из тройки точек F 1 Ср ) ,  F 2 Ср) , F 3 Ср) лв.ляетCSI 
особой. Но , согласно yorвержден.ию 8 . 4 , при выполнении условий 
теоремы это невозможно . Следовательно , ранг системы уравнений 
8.3  не меньше 2 и ,  поэтому, кривая V оДНо::!начно определяется 
как непрерывная ветвь решения системы 8.3 , проходящая через 
точку Ро' 

При заданном V мотность 1.\ однозначно определяется урав­
нением 7 . 4 .  Теорема ДОRЭЗана. 

Трехмерные ВЫIIyEJШе потенцц,алъные тела 

1) Носитель V - выnyк.лая замкнутая гладкая 06.ласть , мот-
ность I-L - постоянная на V заданная функция ( будем,ДЛЯ 
просто'l'Ы , считать I-L == 1 . на у) . 

При зa.цaнных о . с .  F и F - изображении 'J FCw) потен-
циального тела СУ ,I-1 ) выражение 7 . 14 можно рассматривать как 
интегральное уравнение относительно неизвестной функции Ф СW) 
с ЯДРОМ l:!. Cv + w - w) (считаем , что FCv) c: w) .  Разрешал это о -
уравнение , полагаем, что фунIЩИSI ф (W) определена. в рассматри-
ваемом нами случае выражение ( 7 ; 15) , СВSlзывающее параметры те­
ла (Y,�) с идеальным F- изображением Ф (w) , принимает ВИД 

d 
ф(w) = � (F(w, 11 )-F(w, 1 2 » , (8 . 4) 

qow 

где F(w. 1) - фymщил 7 . I6 ,  1i = (Pi .- qo 'nн> , а Pi ' i=1 , 2 .  -

граничные точки отрезка V n L(w. �) И· точка Р 1 ближайшая из 
них R точке qo . Уравнение 8.4  однозначно разрешимо относи-
тельно переменной 12 (11 ) при заданном значении 11 (12 ) 
( СВОЙСТВО I ) . Отсюда следует 

У т в е р ж д е н и е 8 . I .  Если задано F- изображение 
t,(w) тела (У, 1 )  и видимая часть �y(�) границы аУ носителл -
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v (дополнение к ВИДИМОЙ· части) , то дополнение к ВИДИМОЙ части 

aV\�v(qo) ( caмa видимая часть) определяется однозначно. Опре­
деление множества �y(�) см. в [2] . 

Если исходить из заданного семейства pj - изображений те­

ла (У , 1 ) с помощью семейства о . с .  {Fj} jE � '  paэJIIfCПIblМ образом 

расположенных в пространстве Е3 , то свойство 1 позволяет 

0.1' роить некоторые аппроксимации тела V изнутри , при условии. 
что известна хотя бы одна точка на гpa.ниne тела У. 

Укажем процедуру, приводящую к построению выпуклого тела, 
вписанного в тело V и при определенных условиях воспроизводs­
щего форму тела У. 

Пусть {p'j} jE ;J - семейство О.С . ,  V s; F� ,IЩЯ всех j Е :! , 
символом Q обозначим множество { �} j ;] "  

Пусть заданы семейство {'Jpj} jE J t p� - изображений тела 
(V , 1) И некоторая точка qo Е аУ. Используя свойство 1 уравне­
ния (8 .4) находим, что при этих условиях ВПOJlНе опредеJIеllО 
множество CqO Q n аУ , где C� Q - конус с верпиной в точке qo 
и обраэущим множеством Q. Вьrпy1tIIaЯ 06олочка этого множеC'l'ва 
лежит в множестве V и обладает. внутренними точками ,  ес.п в 
множестве Q найдется тройка точек, несущая плоскость кO'l'ОРОЙ 
не пересекается с множеством У. Если q' Е C<loQn аУ и q';l� , 
то определяется множество Cq, Q  n аУ;  по 'l'очке q" Е Cq,Q  n аУ,  
q";lq' определяется множество cqnQ n аУ и Т .Д. , И каждое вновь 
по.лучапцееся множество отлично от преДIЩYЩего. Выпуклая 060-
лочка объединения всех строящихся таким образом :мноаеств ле­
жит в V и является вписанным в V вJшyIuIым подмножеством. При 
некоторых ограничениях на взаиморасположение множеств Q и V 
это ВПИ9анное в V подмножество может иметь хаpalt'l'еристики , 
БЛизкие к характеристикам ·носителя У. 

Заметим, что при ма.лнх угловш: размерах тела V относитеJIЬ­
но о . с .  pj , j Е 'J хорошей оценкой сверху ,IЩЯ множества V МО-. . 

j жет CJIY1ШТь множ�ство j�,}J j (wj ) , где F 
s j (wJ ) - мно-

жес'l'ВО точек из F� . , г�ометр�Вiие из06pa.ze��орш: лежат 
в множестве supIX\l J (wJ ) • 

2 .  Носитель V - произво.пьная Зaмквy'l'ая 06лаC'l'ь, � - произ­
вольная интегрируемая на V фушщия. 

При заданных о.с.  F и F - изображении (P'-т.e.1lВ..-CY...ц -ФJ'ВК--
по 



щя Ф Сw) определяется однозначно и ,  CJleДOвaTeJIЪHO , определя­
ется мноаест]Ю F (V) - геометрическое из06ражение множества у .  
Эr о  дает возможность из чисто геометрических соо6ражений оп­
реде.nять при6.ппенине параметрн носителя у .  ДействитеJIЬНО, 
.мя лю60ГО семейства о . с .  {Fj} je J множество V JIежит в пересе­
чения K�НYCOB с вершинами в точках qg и 06разующими множест­
вами F;) (V) .  IIpи ма.пнх поперечных размерах тела V ИJIИ 60JIЬ11IОЙ 
удаленности его от о . с .  задание неско.льких его геометрических 
изображений с помощью "хорошо" распо.лоzенных о . с .  может JIoкa­
JIИзовать TeJIO в некотором, достаточно 6JIизком к У ,  объеме . 

Кроме того , еCJIИ принять возможность ПOJIЬзоваться контину­
aJIЬНШI семейством' о . с  .. (например , считать шццую точку объем­
.1IIIIQeГO V пространсtва объективом некоторой о .  с . ) ,  то задача 
опреде.ления параметров те.ла СУ tl! )  (ИJIИ самого СУ tl! » стано­
вится 6JIизкой к одному классу задач интегрaJIЬНОЙ геометрии 
И ,  вероятно , может решаться средствами ПОСJIеднеЙ . .  Такке , есJIИ 
носитеJIЬ V тела СУ tlJ. ) задан и задано, семейство F -из06ра­
жений тела СУ tl!) , то задача опреде.ления ПJIотности I! есть 
задача определения ФУН!ЩИЙ IJ. по известНШII ее интегралам 
типа 

1 
�(p(i, 1» exp(ikl1 qo - wl )dl t  

VnLCwtqo) I Qo - il d1 
т .  е • яв.пs:ется типичной задачей mrrегра.лъноЙ геомет рви. 

РаздеJI 9 
В этом раэде.ле собраны раЭJLИЧlШе замечания и ДОПОJШения 

к основному тексту работы . В пункте 1 разде.ла приведены сооб­
ражения , касающиеся выбора классов единственности потенциaJIЬ­
НЪ!Х поверхностей при решении задачи D.  В пунктах 2-4 рассмат­
р�ся возмоJtНЪ!е видоизменения и обобщения исходных поста­
новок и ФОРМУJI . В nyнR'l'e 5 приводится правИJIО ,ПОЗВOJIЯЮIЦее 
иногда выяснять ВВдИЧИе критических точек на потенциальной 
поверхности по свойствам ее JIИНеаризовавного изображения. 

Задача D' имеет некоторые особенности в классе излучате­
JIей типа потенциaJIЬНЪ!Х поверхностей. ддя опредеЛенности рас­
смотрим случай потенциа.льннх поверхностей простого CJIоя . 

ПуСТ:Ь SR .� - две сферы радиусов Н1 tR2 ,R1 < Н2 ' с цент-1 2 
III 



рами в точке р Е Е3 • Пус'l'Ъ ПOJIе вне 8R 1 определяется пос'l'О-

линой на вн плотностью 11 1 ; тогда это же поле вне 8R мож-
1 2 

но определить пос'l'OЯШiОЙ на 8н плотностью 11 2 . для на6люда-2 J 
теля ,  пользупцегося инфdрмацией о ПOJIе в точ:ках вне сферы 8R • 2 
потешщалыше поверхности (Вн .11 1 ) 1 и (Вн .11 2 ) ' полностью 2 
неотличимы. Значит , если мы ХОТИМ, выделить класс' потенциаль­
ных поверхностей раэличm.шx , и притом однозначно ,по данным 
измерений поля вдали от носителей , то в этот класс не должны 
ВХОДИТЬ , например, две потенциальные сферы указанного выше 
типа - объекты самого естественного характера. Далее , если 
(v .11 ) - компактное потешщальное тело , то ПOJIе вне охватываю­

щих V гладких замкнутых повеРХНОС'l'ей 81 ,82 можно счита'l'Ь 
порожденными плотностями 11 1 ' 11 2 на поверхностях 81 ,82 со­
ответственно . Значит , в класс различимых для внешнего наблю­
дателя потенциальных поверхностей потенциальные поверхности 
(81 ,11 1 ) • (5 2 .11 2 ) входить одновремеШIО не могут . Видно тaюJtе , 

что класс различимых потенциальных поверхностей не может быть 
выделен (при произвольных носителях) ограничениями на плотнос­
ти типа дифференцируемости , аналитичности и т .д. 

е этой точки зрения выделяемый в настоящей работе класс 
потешщальных поверхностей, различимых (и при этом однозначно) 
внешним на6JIю,цателем, оперируЮщим информацией о ПOJIе , получен­
ной лишь с некоторых ограниченных плоских участков окружаю­
щего пространства, не должен представляться не06основанно уз­
ким (напомним, что в указанный класс входят потенциальные 
поверхности с произвольным носителем, плотности которых имеют 
( как  функции) носители , сосредоточенные на определенных , по 
отношению к на6JIюдателю, участках поверхности ) .  

Приведем еще одно соображение в пользу такого ограничения. 
Пусть (8 ,11 ) - потенциальная поверхность простого слоя и 
qo Е Е\Б_ -регу.лярная (в  смысле С'l'Q'l'ЬИ [2 ] ) точка относи­
тельно 8. 

Определим на S две фующии 11 1 ]1 11 2 формуJIaШI: :  
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' Р .-q 1 2 
� (p) +  Е � (p . )  J О 

PjEJ(m) � I p-Q I 2 

I '.� (Р) еCJШ Р Е o:s(�) , 

з,цесь Е 
PjEJ(m) 

распространена на множество всех �очек Pj 

пересечения луча qo +tm,  . t :s О с поверхностью s , ИСКJПOчая 
qo-p точку pt видимую из точки qo , m = 

1 Qo - р l 
Очевидно , что � (p) = � 1 (р) + � 2 (р) , SUPP �1� о:s(qJ ;если 

S - выпуклая поверхность , то � l '  � 2 - ограниченные функции . 
Будем считать � , � nлотностями поте1ЩИма простого слоя на 1 2 
S ,  определяющие поля 

Нетрудно заметить , что поле U2 вдали от поверхности в 06лас-
ти ws(O:s(Qo» убывает пропорционалъно квадрату- расстояния 
от поверхности и ДЛJI наблюдателя , фиксирующего пришеДlIIее от 
(S ,� )  поле на ограниченной , достаточно малой диафрагме Е 

IIЗ 



в6JIизи i'очки qo СЕ � Cl)8 (�8 (<10))) компонеНi'а U 2 имее'l' вто­
рой порядок малости по сравнению .с компонентой u1 . Поскольцу 
U = U1 + U2 ' '1'0 при измерениях с ограниченной i'очностью потен­
циальные поверхнос'l'И (8, J.1) и (8, 11) могут стать нераз.личи­
мыми .  Классы еданС'l'венности , определенные в разделах 4 , 6, со­
С'l'оят из потенциальных повеРХНОС'l'ей типа (8, 11

1
) и приведен­

вне соображения в некоторой Сi'епени 060CHO� это ограни­
чение. 

П . 2 .  Принятый нами в разделах 2 ,5 , 7  способ линеаризации 
полного приведенного изображения ,т. е ., переход к линеаризован­
ному 'изображению :r og , не является еданственно возможным; на­
зовем условно указанный способ сильной линеаризацией и pac� 
смотрим отличный 0'1' него способ слабой линеаризации. Будем 
пользоваться рядом обозначений и понятий разделов 2,3 , 7. для 
определенности ограничимся рассмотрением трехмерных ПО'l'енци­
альных 'l'ел (v , J.1 )  с обычной функцией ПЛО'l'НОСТИ I.L "  

как Bbl'l'eкaei' из формул разделов 2 , 7 ,  переход к линеаризо­
ванному из06ражению при СИJIЬНОЙ линеаризации СОСТОИ'l' в за­
мене выражения НехрikL, вх:одящего в ФfWJIY полного из06раже-
ния (ф-лы 2 . 1 , 7 . 1 ) ,  внражеиием ехр - , где 

W - Clo  P - Clo т = (.:!.. + + , q - <lJ . 
d1 d1 (р - clo ,n.,> 

Способ слабой линеаризации СОС'l'ОИТ в замене выражения 
w - qo 

Н ехр ik L выражением e:x:p-ik Т1 ' где т = (:L +\ . + 

р _ 

1 d, I w - <101 
+ I р � � I , Q-Qd ' Таким образ'ом, слабо линеаризованное 

"н -
изооражение тела (v , 11 ) С помощью элементарной о .  с . "н имеet' 
вид: 

ik2 D�(w,p) = - 1J ехр - ik Т dtq• 
2,.; 1: 1 
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Выберем систему координат, оnpеделяе� начальной точкой �E E 
и ОРТОНОJМИрованным репером 81 , е 2 ,Dp. Примем обозначения: 

р - � 
q - qo = и1е1 + u е t < , 8 .\ = -�i' 2 2 1 р - qo l jf 
w - � 

( ,8.v = -1 l i = 1 , 2 ,  (р - � .Dp) = 1 .  
I w - � I 

где dV
p 

- npямоYI'OJIЫШЙ элемент объема в npостранстве Е 3 •  
В перемеН!ШХ � 1' �2 ,1 ,  " 1 ,ТJ2 форм.ула (9. I ) может быть записана 
в ·  виде (у = о ) :  

где 

� t (. _]О ,. _� ) .. 1J ex:p-ik( (.,, -� )и +(. -� )и )du du • о 1 "" 1  2 2 Е '1 1 1 2 2 2 1 2 

Переменные �1 (w1) изменяются в области , которая по.лучается 
ортогональной npоекциеЙ· на диафрагму Е той области на еди­
ничной сфере с центром в точке qo , ч�о зачерчивается на этой 
сфере радиус - вектором p-� (w-qo ) ,  :кОгда р Е V (. Е w) . 

Полученная формула npинциnиально не отличается от аналогич­
ной фор.!уЛЫ .IWI слабой линеаризации и сохраняет важный эле­
мент последней - разностное ядРо 6�.  Во всех остSJ!ЬШП слу-

чаях ( повеРХНОС'1'вне линейные источники ) по.лучаем подоБШiе 
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же формулы . Следовательно , и при способе слабой линеаризации 
основные факты и результаты , полученные в настоцщей работе 
для случая СИЛЪНОЙ 7.rnНеаризации , должны иметь силу , быть мо­
жет , В  неQКОЛЪКО видоизмененной форме . Основное достоинство 
слабо линеаризованных изображений - более естественная связь 
с исходными , полными изображениями и более точная аппроксима­
ция последних . Действительно ,  как нетрудно заметить , в терми­
нах раздела 3 выражение Т1 яв.ляетCJi попросту �ОЙ пеРF 
членов разложения выражения L по степеням 

( �q
)n, ( �q

)n RqoP 
RqoW 

( см.  ф-лу 3 . 4  и след. ) .  Следовательно ,  при оценке близости 
JF и JF член , подобный члену л (р , q,w) (ф-ла 3 . 5) , отсутст­

Bye'l' и это позволяет оценить разность 'J F - 1F величиной мень­
шей , нежели приводимая формулой 3 . 9  раздела 3 .  

п.3 . Как замечалось ранее , линеаризо�анные формулы изобра­
жений удовлетворительно описывают лишь часть возможных физи­
ческих ситуаций , которые соответствуют в физической оптике 
дифращии Фраунгофера. Следующий , более универсальный способ 
описания , состоит в рассмотрении ситуаций , соответствующих 
дифракции Френеля . 

Формальная часть дела состоит Е замене члена Н ехр ik L 
(по-прежнему , пользуемся обозначениями и терминологией разде­
лов 2 ,3 , 7) в формуле полного изображения (2. I ,  7 . 1 ) , например , 

1 sin2фо Зin2
,о 1 2 выражением ехр - ik п ,  где П = т + -( + - -)Н 

2 R
qoW 

R
qoP f qoq 

(имеется в виду ОДНОJШнзовая о . с .  со сферической линзой) . 
Другой случай возникает при замене слагаемого т выражением 
т • В любом случае важно то, что теперь в разложении L по 1 Rq q Rq q 
степеням (� )n, (�)n, оставлены · члены до второго порядка 

. 9.ор "'JoW ВRJIЮчителъно . 
Заменяя в формулах 2 . 2 ,  7 .2  выражения J J exp-:iJCrdE q вы-

1: 
ражени.ями и exp-ikЛdI: , · получим еще один тип изображений , 
описывающи:f дифраIЩИЮ фЪенеля и ,  очевидно ,  сохрaюmциx 6.ли­
зость К полному изображению в более широком классе ситуаций, 
чем изображения линеаризованного типа. Ядро 6 1,через которое 
представляетCJi изображение нового типа , имеет выражение 
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6 (p ,w) = ik2 fle:xp-ikПdI:q= ik2 JJ (e:xpik �� q) (ехр-ikТ)dI: , 1 2rt Е 2� Е . 2 "'о q 

ЕстеС'1'Венннми заменами переменных ядро 6 1 уже не привоДИ'r­
ся к разностному виду и ,  таким образом , выигрывая в точности 
аппроксимации полного изображения , теряем важное свойство 
формул изображения- приводимость к интегральному представле­
НИJ) с разностным ядРом. 

ПроизвоДfI замену переменных w = F(p) , (p-qо 'Х?) =1 , при­
ходим к предстaвmmцему ядру 6 1 (w,w) = 

:: ik2 fI (ехр i2
k B(w,w)R� q) (exp - ik (. - w, q - 9.0> )dI;q :: 

2� Е "'о d 1 , 

d2 d' 
_ ik2 JJ (exp ik(1 __ 1 _ _ _ 

1_)R2 ) (ехр _ik(w-w ,q_a \ )dl; • -
RЗ lR' q q d � q 2 �  Е 2 f qow qoP о 1 

п . 4 .  Составная о . с .  F в пространстве Е3 определяется 
указанием следующей СОВОRYпности объектов : 

а) m диафрагм Е j на плоскостях ;;е - носителях дифрагм . E j 
E J , j .. 1 ,2 ,  • • •  ,ш; 

в) экрана � ; 
с )  эqфeКТИВНОЙ области W � � ; 
d) КOМПJIекснозначных функций и j (q) - фун1ЩИЙ проnyскания 
для указанных объектов должны выполняться условия : 
1 )  плоскости ;;е Е j '  G ,  j = 1 , 2 ,  . • •  ,ш,  - параллелыш и не 

совпадают ; плоскость ;t ; заключена между плоскостями ::е � ,  Е и . Е и 1 
;;t j+1 ' при j = 2 ,  • • •  ,m-1 ; все плоскости � ; при 2 � J < m Е Е и � 

закJIючены Между плоскостями х 1 И t5 • 
2) прямая , проходящая через цJhтры тяжести q� и -о об­

ластей Е 1 и W соответствеННО ,ОРТОГОН8Щ>на к � и пересека-
аф j J . 2 ет ди parмы Е во внутренних точках qo , J = , . . •  , т .  
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Связанную с F п .  с .  определим набором { q� • iJ • W) .  где 
q6 - центр диафрагмы Е 1 • Когда теРминология и понятия , опре­

деленные для п . с .  ,применяются к F ,  то это относится к связан­
ной с F п . с  . .  

Если U 1 - падающее на диафрагму поле . то F - преобра-
зование U; Cw) ПОЛЯ U определим формулой 

х 

1:: 1 

1 1 т j j Uв-(W) = --т J J • • •  Jm U 1 Cq Н П 'и. (q ) х 
(2Jt) 1:: 1 Е 2 Е I: j=1 

т-1 expikC .I: R j j+1 ) т"' 1 1 :1=1 Q 9 х ( п  (ik - ) ) т-1 R П R . • j=1 j j+1 j=1 qJqJ+1 q q 

т-1 . 
х ( П cOSТJa)  х 

j=1 

х 
expikR m 

. 9 w С •  1 ) 1 2 т �k - -- cosТJdI; dI: • • •  dI: • 
Rq� Rq� 

где qj Е I: j . j=1 , 2 ,  . • •  ,m,wE & ,ТJ j- yrол между векторами 

qj+1 _ qj И qg+1 - qg при j = 1 , 2 ,  . • .  ,т-1 , '1') - yrол междУ 
m m векторами w - q и Wo - qo .  

Понятия приведенного изображения , линеаризованного приве­
денного изображения потенциальных тел (поверхностей) опреде­
ляются точно так же fШК и в случае элементарных о . с  . .  

Составные о . с .  возникают при описании более сложных , чем 
однолинзовые , оптических приборов (фотоаппараты со сложным 
объективом , микроскопы , телескопы и т .  д. ) .  Теория формирова­
ния изображений с помощью составных О . С . , естественно , более 
сложна, чем соответствующая теория для о�нзовых о . с .  (в 
чем можно убедиться и в области геометрической оптиЮ! ( 4) ) ,  
однако основные свойства влемент�рннх О . С . , необходимые для 
рассмотрения разобранных в настоящей cTarъe вопросов , сох-
раняются и в этом более общем случае . Так, линеаризованное 
изображение потенциального тела с помощью составной о.  с .  име­
ет интегральное представление через ядро , получающееся сynер-
поэицей разностных ядер типа 60С. - W) . рассмотренных в · 
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предыдущих разделах. Следовательно , и в этом случае идеальНОе 
изображение однозначно определяется заданием линеаризованного 
изображения и большая часть приведенных в статье результатов 
легко переносится на случай составных о . с  . .  

Составные о . с .  обл�т рядом дополнительных свойств , од­
ним и� которых является наличие естественного угла поля зре­
ния, определяемого в приближении геометрической оптики , напри­
мер в [4 ] ( C'l'p. 183 ) .  Части светящегося тела, лежащие вне 
естественного угла зрения.вносят малый вклад в полное изобра­
жение объеR'l'а и таким образом о.  с .  сама "вырезает" сущест­
венную часть протяженного источника, участвовавшего в форми­
ровании изображения. Это свойство позволяет включить в поста­
новку основных обратных задач неограниченнне потенциальные 
тела и поверхности , а также частично освободиться от условия 
qo Е ws(supp � )  ( полной видимости всей светящейся части 

потенциальной поверхности из центра диафрагмы qo о . с . ) .  
п . 5 .  Пользуемся обозначениями раздела 6 .  
Пусть ОП9рное поле ID. = ID.i ; ·тогда .f j - проекци.я поля ID.i 

из тоЧItИ qJ на S в точке р . Примем обозначение К . (р)  = 
'J i(Fl.(p» l. 

= F n • Очевидно , что ФУНIщия � (р)  известна, коль 
сов Фi(Р) 

скоро известно Fi 
- изображение 1 i (w) . 

F У т в е р ж Д е н и е 9. 1 .  Точка Р Е В - критическая точ-
ка для потенциальной поверхности (s,� ),'l'огда и только тогда , i 

д ln К! (Р) Qln ci(p,q ) 
когда = ( j )  при j = 1 ,2 , • • •  , n. 

OID.j _OID.j cj(p,q ) дlnК (р ) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно , ч'l'О 

i = О , т . к. 

вдоль луча q
i + tпli фушщия Ki (р) постоянна. 

д� 

Далее , если точка р - критическая ,  '1'0 , согласно определе-

дlщ(р) <mi.ny Qlncj(p ,q
j ) alnci (p , q

i
) 

НИIJ ,  = WQ(P ,T j) = _:-.-"- ----''''----
ОТ j (ID.j '� OID.j QID.i 

при j :::l 1 ,2 , • • •  ,n. Заменяя в формуле 
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первое слагаемое приведенным выше выражением и проиэвода ариф­
метические преобразования , приходим к формуле : 

а ln Ki(p) (mi 'I)f � cj(p ,qj ) 
----"'"--- = . ( 1 ) , j = 1 ,2, • • •  ,n. 

а .. j (mj '� amj С! (p ,q ) 

Используя формулу 6 .3 , получаем искомую формулу утверждения. 
КОМБИНИРУЯ указанные формулы в обратном поp!l.Ц]tе , получаем 
вторую часть утверждения. 

Применительно к paccMofpeПНblМ в разделе 6 двум час�ным 
случаям, имееМ, следующее . 

Если С! (p ,q) ДJIЯ каждого i=1 ,2 , ••• ,n-ПОС�ОЯ:НВall ФУНКЦИЯ 
с общим значением Ci , то точка Р Е 8 - :КРИfИЧеская ДJIЯ потен-
циальной поверхности (8, 11 )  тогда и только тогда, когда 
а ln К! (Р) 

ДJIЯ каждого j = 1 ,2 ,  • • •  ,n. ---=-- = о 
amj 

Поскольку 
d1 i i i СОВФi (р) = 1: 1: ' � , w- Е � , 

' 1Г-�I 
то это ут-

верждение можно переформулировать так: точка Р Е  8 - IqJИТИ-
ческая ДJIЯ потенциальной поверхности (8 , 11 ),  если и только 
если TO�кa � = Fi(p) - ,:критическая для ФУНКЦИИ 
I wi _ w"" l n 
""'---'n;--"-o - а- 1 (wi) " d1 F 

Отсюда, в частности , следует , что в определенннх пределах 
топологический тип множества :критических точек последней 
Функции является инвариантом линеаризованного изображения при 
перемещениях о . с .  в окружающем пространстве . 

Если c j5p , q) = �qexp j-k �q при j = 1 ,2 ,  • • •  ,n, то В 
критическои точке р Е S 

а ln Hj(P ) 1 1 ---"-- = jk(1 - (mj ,m� ) + (-- - -- (mj ,mj» , 
ат! R i R , 

pq pq;) 

здесь i - мнимая единица, k - волновое число , i = 1 ,2, • • •  , n.  
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А.В.Кои.црвшков 

ОБ ЕдИНСТВЕННОСТИ ООССТАНОВ1IEНИЯ НЕКОТОРЫХ ОБJIACТ1!Й 
ПО их BIIEIImМY" ГРАВИТАЦИОННОМУ ПОТЕНЦИАЛУ 

Введение 

Через и(х; '1' .  11) обозначим объемный потенциал 06JIасп 
т с плотностью 11: 

и(Х;Т ,I1) = f l1 (y) l x-y' � dy  (х Е R3 ) .  
Т 

Пусть функция: h определена В R' \ Л . А. - некоторое or-
раниченное множес'1'ВО ,и удовле'1'воряеr условиям: 

1) • �b(x) о: О (х Е R�A.) ; 11) . 11ш Ь(х) = о .  
I xl ... + (х) 

Рассма'1'ривается следующая задача: требуется найти такую 
06JIacT» т .  что 

u(x;T ;I1) = Ь(х) (х Е R�T) . (I) 
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ФунIЩ.IЯ 11 преДПOJIarаеi'CJI непрерывной во всем ПРОС'1'ранс!Ве. 
Оi'ме'1'ИМ сразу, что , согласно (1) , ДOJDIНO ВШIOJIIUInCJI условие: 
т � А. 

ЕдинС'l'Веннос'1'Ь решения обраi'ШП задач orеории ПО'l'енциа.па 
изучали многие aвorops. Укажем здесь лкmь на pa60fЫ А.И.При­
лепко [ 1 ]  , [ 2  ] и [з  J • 

в 80rой сorаorъе ДОRaЗываеi'СЯ �С'l'Веннос'l'Ь воссorвновления 
области т по значеНИIDI WНКЦП: h в двух случаях: 

а) Ь(х) "; с · l хГ ' (Х Е R'\{о} ) , с 1: const > О,  11 - по-
лопoreJПoная фушщия ,  завИCSПЦaR: i'OJIbltO oor . 1 хl ; 

в) h совпадает с гармоничвсЮDf ПРОДOJlJtением внешнего 
потенциала HeKOi'OpOro ЭJI.1DШСОи.ца, 1.1. == 1 .  

1 .  Случай шара 

Пусorь WНIЩИЯ 1.1. Е 0[0 ,  + со) И l1(t) > о для о $t < + со .  
Известно , Ч't0 Д11Я шара � = {х Е R' I xJ < R} объемный ПО'l'ен­
циал с ПJIоorносnю J.1( l xl ) ,  зависцей orо.п.ко 0'1' ;расС'1'QIШИЯ, 
ВIq>a.ae'l'CJI фоРМУJIОЙ 

I xl � R . 

Имее'l' место следующая: 
т е о р е м а 1 .  ПредпOJIOUМ , что п.пО'1'нос'l'Ъ 11 ( 1  xl ) и 

ПОС'l'O$IННW! с > О удоме!Воp!IЮ'l' условию 

00 
f 1.I. ( 1 ,.I ) dy  = 41t f J.1 ("'t')� ar > с . (2) 

о 
IJyсorъ существует такая Qграниченная 06ласorь Т ,  roмеOllОJФIая 
шару в R' И ПРИНaдJlEWIЩW! I<JIaccy А. (1 ,л) (о < л $ 1) �oro . 

внешвий ПО'l'еНЦИaJI ее с п.пО'l'НОС'l'Ъ1I 1.1. ( 1  xl ) равен 
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u(x;T  ,11) = с. 1  xl -1  (х Е R3\T) . (3) 

Тогда область Т совпадает с некоторым шаром Вн' радиус R 
которого определяется из уравнения 

(4) 

ЗАМЕЧАНИЕ I .  Условие (2)  вполне ес тественно , так как в 
противном случае в пространстве R3 нельзя выбрать шар Вн' 
внешний потенциал которого равен с. 1 xl -1 . 

ДOКA3AТF.JIЫ::TВO ТЕОРЕМЫ I .  В этом случае А = {о} , значит , 
начало координат 9 - внутренняя точка области т .  Рассмот­
рим два числа:Г1 = iD.f { I  y l l У Е г} И Г2 = sup{ 1 yl l У Е г} I 

Г - граница области Т .  

Объемный потенциал u(x;T ,I1) ведет себя при I xl � + 00 
следующим образом : 

с другой стороны , для х Е R3\T выполняется условие (3) . 
Поэтому необходимо должно соблюдаться равенство 

1 11 ( 1 уl ) dy = с . 
т 

(5) 

Так как Br с Т то , учитывая ( 5 ) , имеем неравенст-
во 1 

r2 I1(T)T2 dT � С � 4� 1 IJ.(T)T2 dT . 
О 

- для всех х Е R3 определим фуНIЩИЮ 

' хl Г2 
v(x) = u(x;T ,IJ.)- 4� 1 l1 (t )t2 dT-4� 1 IJ. (T)Tar . 

I x l о ' хl 
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8нутри области Т фwнкция v удовлетворяет уравнению Лап-
ласа 

�v(ж) = о (ж Е Т) . 

Известно , что объемный потенциал U(ЖIТ , �) и его гpa� 
. диент vu(ж; T , �) - непрерывнне ,фунJЩИИ во всем пространст-
ве R' .Поэтому ДJIЯ фун!щии v на границе Г ВЫПOJIВЯЮ'1'ся: ус­
ловия: 

(ж Е Г) , 

где n - вектор внутренней нормали к Г в точке ж. 
Докажем, что v(ж) = const (ж Е Т) . ПредnOJI0ЖИJ4, что 

v(ж) -; const . Тогда, согласно СИJIЬНОМУ принципу максиму-
ма ,  гармоническая функция v достигает своего наименьmепо 
значения на границе Г и ДJIЯ JШ60ГО ж Е Т 

Пусть число R опреде.пв:ется: из уравнения (4) . Нетрудио 
убе�ься, что фунRЦИЯ Ф достигает своего наименьшего зна­
чения в единственной точке t = R.  Согласно (6) , ЧИCJIО R ле-
вт в интеРвaJIе [r1 ,rz ] .  ПOCJlедвее- означает . ЧТО сфера 
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Эн= {х  Е R3 1 1 x l  = R } пересеR8.еor границу г xoor.II бы в 
одной orочке . В свою очередь фунIЩИЛ v дос!игае! своего наи­
меньшего значеНИJI в каждой точке множества г n Вн. ПУСТЬ 
хо Е Г n Вн' тогда v( .. o) = 1a:t {v(y) l y  Е г} И 2.!(хо) ::о ,  

да 
ч!о , однако , противоречи! принципу Хопфа, согласно КО!ОРОМУ 
должно 6Ii!Ь 2.! (х ) > о . 

aJl О 
Полученное противоречие и до:ка.зываеor , что v(x) = а • const 

(х Е Т) . Постоянная а совпадавor с наименьшим значением 
фунlЩИИ " v: 

r2 а = int v = Ф (R) =- � f �(�)�dт .  
Г R 

Тем самым мы определили значеНИ.II объемного потеJЩИала u(x; 
Т, � ) внутри 06лас ТИ Т t 

Теперь нетрудно увидеrь , чrо радиусы r1 И rz ЯВJlЯЮтся 
ПОЛОDТ6ЛЬНЫМИ КОРшn!И уравнеНИ.II 

Уравнение ( 7) имеет единственный положп6ЛЬНIiЙ корень t = R 
кратности 2 .  Значит , r = r = R и Т = 1L .  1 2 -н 

2 .  Случай ЭJIJIИпсоида 

Пусть � =(�1 '�2 ,�з ) Е RЗ и О < �1� �2 � �з< + 00 .  Извест-
но [4] что объемный потенцаал эллипсоида 

11: ={ (х ,х ,х )Е Н3 1 � �1 ·�21 < 1} \х 1 . 2 З 1=1 
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с постоянной WIотностъю 11 == 1 ВНЧJICJШется по ФОI*YJlе 

л ( х) - корень уравненвя 

тако •• что л(х) � - cx� • 

ЗАМЕЧАНИЕ 2 .  2 . 1 .  Фун1ЩJlЯ л опредмена всюду в R' .  за 
исключением 8ЛЛIПса 

ко!'орнй ЛeDТ В WIоскOC'l'И {Х1 = о} . 
2 . 2 .  Граница Г

СХ 
ЭJIJПlIIсоида � внрааается через фующв:ю 

л CJleдy:uIIIDI 06разом: 

'nЮPE}fA 2 .  Пус'lЬ JDlеется некоторая ограниченная 06.пас-. 
'f Е J. (1 ,л) (о < л � 1 ) . г<*еомоpфRая шару в R' .  Пустъ су-
ществуют Ta:IOIe ЧИc.lа СХ1 'СХ2 ,схз (о < CX1� CX2� схз < + со) , что 

00 
U(XI'l',1)  .. 1tCX сх сх I K(XI .) � (Х Е R3 \ Т) . (8) 1 2 S л (х) � (s) 
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Тогда Т = Ес:х " 
ДOКA3ATFJIЬCТOO . На этот раз А = ес:х . Поэтому Т n ]!;с:х � '1 

и имеются лишь две возможности : 

1 )  Ес:х с Т или 

Из (8) вытекает , что необходимо должно выполняться условие : 
m, (Т) = m, (Ес:х) , m, - мера Лебега в R' " Следовательно , в 

первом случае Т = Ес:х " 
Рассмотрим второй случай. Очевидно, что граница гс:хэллип� 

соида Ес:х пересекает границу Г области Т ,  хотя бы в од-
ной точке . Опредедим в R' функцию 

у(х) = u(x;T , 1 ) - пс:х с:х с:х j K (x; в)� (х Е R' ) .  1 2 3 О Р (в) 

Функция v - гармоническая в т. На границе, Г выполняются 
условия: 

л(х) 
у(х) = 

- �c:x с:х с:х . !  К(х ; в) � (х Е Г) ; (9) 1 2 3 О Нв) 

л (х) 
оу (х) = 2!tc:x с:х с:х х1. ! (c:xi,+ в)-1 � (х Е г) "  (10) 
ОХ1 

. 1 2 '  О lJ (s) 

Еще рассмотрим функцию 

л (х) ds w(x) = - п(х1 с:х С:Х, I к (х ; в)-- , 2 о Р (з) 

которая определена для всех х Е R' �c:x. 
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Покажем, что v(ж) = соns� (ж Е Т) . Предположим против­
ное : v(x) -; const. Тогда в силу сильного принципа максимума 

v(x) > in:t v = 1n:t "'(У) (х Е Т) . 
Г УЕГ 

Заметим, что для .лю60ГО х Е RЗ �o: W(Ж) � o �  причем _(х) = о 
тогда и только тогда, когда л (х) = О ,  то есть для х Е Г о: • 
Поэтому функция v достигает своего наименьшего значения JDIIIIЬ 
на множестве Г n Г о: и inf v = 1n:t _::О . Но из ( 10)  следует , 
что для любой 'l'очЮI ЖО Е r n Го: Г �(Xo) ::lJ ,  что находится 

в противоречии с пршщипом Хопфа. Значит , V(Ж) =const (ж Е Т) . 
ВычисJIЯЯ величину этой постоянной в точке ж

о 
Е Г n Го: ' нахо­

дим ,  что V(Ж) = О (ж Е Т) . Таким образом доказано, что 

+ 00 
u(x;T , 1) = по: о: о: f К(Ж ; S) Д!L. (ж Е Т) . (11 ) 1 2 З О 13 (з) 

Значения внутреннего и внешнего потенциалов должны совпа­
дать на границе Г .  ИЗ условий (8) и (П) получаем,что 

Г = {х Е н' l Л (х) ::lJ} , 

то есть Г = Го: ' , что и требовалось доказать . 

Л и т е р а т у р а  

1 .  IIPИЛEIIКO А.И.  Обратные задачи теории потенциала. -"Матема­
тические заметки" . '1' . 14 ,  � 5 ,  1973 , с . 755-767 . 

2 .  ПРИЛEIIКO А.И.  Об единственности решения внешней задачи 
ньютонова потеlЩИала�'ДиФI>eреНЦИaJIЬНьtе уравнения� 2 ,  
j 1 1966 , c . 107-124 . 

3 .  ПРИЛEIIКO А.И.  Смешанные обратные задачи теории потенциала 
в случае звездных тел. -"Сибирский математический 
журнал: Т .ХП ,  � 6 ,  1971 , c . 1341-1353 .  

4 .  СРErEНСЮ1Й Л.Н.  Теория ньютонова потенциала. rrrи , 1946. 

129 



А.Г.Марчук 

ВОССТАНОВ1IEНИE полного поля ПО ЕГО AМШIИТУдЕ 

1 .  в ряде задач оптики, геофизики, радиофизики в силу то­
го, что частоты волновых процессов ЯВЛЯЮТСЯ весьма большими, 
измерение непосредственно поля, то есть его амплиТУДЫ и фазы, 
представляется сложной технической задачей .  Измерение же ам­
ПЛИТУДЫ поля, как правило , легко осуществимо. В данной рабо­
те рассматривается задача определения полного поля по его 
амплитуде. мы ограничиваемся здесь случаем уравнения Гельм­
гольца. 

П о с т а н о в к а з а Д а ч и .  Пусть U(p) - ста­
ционарное волновое поле , р = {x, y, z} , �овлетворяющее в не­
которой области уравнению Гельмгольца. 

AU + k2U = О .  ( 1 )  

Предположим , что известно значение модуля комплексного поля 

А(р) = l u(p) l ,  р Е а , (2) 
требуется определить зна�ения U(p) при р Е а .  

П. Представим поле в :виде произведенив: 



U(p) = A(p)e� (p) , (:;) 

А и , - деЙС!ВПeJlЬнне ФУИlЩlШ. 
. Тахим образом'- нyDO н8Й!И фун1ЩИЮ ,(р). Подс�авим (3) в 

( 1 ) , П0JJYЧD4 

_", 2 01... !ер 1т 01 ... 2 1т " (Ав ...... ) = � е + 2iA ер в ... - Ав""" С, ) + iAe "', дх2 -хх --х х х хх' 

РаздeJIЯЯ деlс!ВпeJlЬНУЮ и liIИIIМYD час!. равенсnа. Пo.цyчJlll 
сис�ему уравнений для А и , .  

А.А. - A(�d , )2 + х2А = о, 

2(grad A,grad ,) + � = о. 
(4) 

Ш. Paccмo!pIIМ систему (4)  в ПJIООКОМ случае , '1'0 ес'1'Ь когда 
все производнне ПО направлению z равнн НУJlЮ. ми преДПOJIага ­
ем, Ч'1'О 8МIIJlИ'1'Уда А нигде в 06JIзсп g не обращается в нуль . 

2 2 _ � 2 А.А. t k2A 'х + еру - '" = 
А 

' 

2(Ах'х + Ау'у) + А(,:п + 'п) = о .  

Из первого уравнения системы (5) имеем 
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= ± ЛЛ-:I. <!>х ЛЛХ - <Рх<!>хх 
улZ 

_ <р2 у'Л2 _ <!>2 ,fi2 _ <р2 = 

х х х 

ЛЛ-:I. Л�<Рх <р 2 
= ± х 

!Рхх' 
ул2 _ <!>Z л2 _ <!>2 + л2 

_ !р2 Х Х Х 

Подставим <!>у и <!>уу . во второе уравнение системы (5) : 

(6) <р 2 ЛЛ Л�!р 
2(А. m + А Z2':;;2) + А(т + _Х_ m ± -:I. _ __  

х) = О. -Х"'х - уVЛ- -q>� "'хх 2 2 "'хх J::"2"::2 2 2 Л �Х VЛ--q>i Л -q>х 

ВЫделим <!>хх 

Заменяя <!>Х на V получаем обыкновенное дифlJеренциальное 
уравнение первого порядка для нахождения v на прямой у = 
= const , если известно значение V о в некоторой точке Х=Хо ' 
Если также известно значение <Ро в этой же TO�Ke , то опре­
деляется фаза !р на всей прямой у = const , (х, у) Е Q .  Причем 
существует два решения для различных знаков в ( 7) ,  соответ-­
ствующих прямой И обратной ВOJПIе. Две константы !Ро ' и  Vo 
задают начальную фазу и локальное направление движения волны . 

Очевидно , есть и симметричное к ( 7) уравнение 
(8) 
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Знак плюс или минус в формуле ( 8) выбирается уже из ПОЛ<WI­
тельности или отрицаrельности �х, полученного при решении ( 7) .  
С помощью уравнения (8) полученное на прямой у = const ре­
шение продолжается по прямым х = const В остальные точки 06-

ласти а. Все рассуждения верны в предположениях 
I)  А не обращается в нуль в области О;  
2) �x' /Ру 

не обращается в нуль в а . 
Таким образом, можно сформулировать следующую теорему 

т е о р е м а I .  При выполнении в выпуклой области Q 
условий (I ) , I )  и 2) , в двумерном случае по вещественной 
фуНIЩИИ А разложения u = Aei/P определяеt'ся вещественная 
ФУНIЩИЯ <р (х, у) с точностью до двух КOHcTaнt' . Причем одна 
константа есть несущественный фазовый множитель 

п .  Рассмотрим осесимметричннй случай. 
В координатах р , ф , z 

Учитывая, чt'о производные по Ф равны ну.nю, получаем· 

1 ""' 1 2 = т2 11\2 УТ Тр + Tz ' 

(V/p , VA) = /РрАр + /PZAZ ' 

�/P = 1 JL (р �) + /Pzz = /Ррр + �zz + _р
1 �p . 

Р ар ар 

Система (4)  в этих координатах будет выглядеть следYDЦИМ 
образом : 2 т2 (n2 _ � 2 _ � + k А 

Т + Т - � - , р z А 
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Из (9)  ан81Iоrично предыдущему рвссмоrрению, имеем 

По Н8Прa&1Iению z получается 

Соответственно , справедлива СJIедупцая теорема 
т е о р е м а 2 .  Пус'rЬ имеется осесиммеrричная ф-я u = 

" IP  = А е:l.! , удовлетворяющая (1 )  в Q . ЕCJIИ А, 'P z '  'Рр не 
обращаются в нуль , '1'0 по вещеС'rвенной функции А(Р , z) с 
'rочностью ДО двух констант единственным образом восстанавли­
вается ФУНlЩИЯ 'Р ( р, .z) . 

3 а м е ч а н и е .  Наличие двух KOHCTaн'r в IIIPJ>МУJIИРОВRaX 
теорем имеет ПРИНЦИПИaJIЬное значение . Пример еi(П+ko) ;zrд.я 
ПJIоскоrо случая показывает , что уменьшить КOJIИЧес'l'ВО КOHCTaн'r 
неопределенности не удается .  

В заКJIЮЧение выражаю 6JIагодарносrь Ю.Е.Аниконову за обсуж­
дение задачи . 
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Б.Г. Романов 

ОБ ОДНОй ОБРАТНОй ЗАдАЧЕ для СЛАБО СВЯЗАННЫХ 
ГИIIEPБОЛИЧЕСКИХ СИCТESI ПЕРВОГО ПОРЯдКА 

ПуСТЬ U .  - веК'l'ОРвая: функция, U = (U1 , . · . ,  11иt) , перемен­
ввх х, t ,  % =(%1 , • • •  '%n) • Рассмо'1'РИМ систему уравнениl перво-
1'0 по ps;;цxa 

(I) 

мы будем предпо.лагаТЬ. что система ( 1 )  сла60 связана, '1'0 ес'1'Ь 
ма'l'РJПUl А-! = (aij) диaroнаш.ны : 

i 
8.kj = bkj Л1k'  (2) 

bkj - СDПIОЛ Кронекера, и М!.'l'РИЦН A.1 'Q з8В][CЯ'J' 'l'о.льКо 0'1' %�  
а F = F(%, t) . задача, котороl МIiI будем занимаТЬСЯ, з8.ltJIЮЧ8-
е'l'СЯ в вахо�ении матрицы Q = (Qk;!) '  Ее точную постановку мв 
сформулируем позднее. Сейчас же приведем ее aнaxor для '1'oro 
CJIYЧ8Я ,  KOrдa система ( 1) :внро�е'l'СЯ в одно ур8ВНепе перво-
1'0 поpaдRa ( обозначим в 8'1'014 CAYЧQе Лl1 = Л 1) r 

(3) 
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В этом последнем случае задача ставится так : требуется найти 
коЭФI>ициент q = q(x) В области I xl < 00 , если известно реше­
ние уравнения (3)  для д1!УХ фиксированных значений t :  

u(x�O) = Cl>1 (х) , u(x ,T) = Cl>2 (х) , I хl < 00 , (4) 
(Т > О) 

в подобной постановке обратные задачи для некоторых уравнений 
второго порядка изучались в раБОтах [ 1 J ,  [ 2  J • мы проведем 
исследование задачи (3) , (4) , а уже затем сформулируем анало­

:гичную задачу для уршнения: ( 1 ) .  Так как все принципиа льнне 
моменты раССУ3дения достаточно ясно проявляются на частной за­
даче (3) , ( 4) , то это позволит нам не останавливаться на от­
дельных достаточно громоздких выкладках для более общей зада-
чи. 

ал :!. Будем предполагать , что л l '  0Jё."" ' q,  :r , k 
прерывны И равномерно ограничены для всех 1 ,k , 1  
DT = { (х , t)  : I x l < 00 , O � t �  Т} .  

. Эти условия обеспечивают существование непрерывного вмес-
те с первой производной по t в области DT решения для урав­
нения (3) задачи Коши с данными при t = о. Это решение явля­
ется , вообще говоря , обобщенным решением, так как может не 
иметь производннх по переменннм: х. Пусть, кроме того , по край­
ней мере один из коЭФРициентов Л1 ' например лn , не меняет 
знака и равномерно отделен от нуля по абсолютной величине . 
ОчеИIIДВО, Ч'l'О :в Э'l'OII с.жуч&е , за счет из_нения знахв t , ес.п 
пО!'ребумся, IIOZНO СЧJl'l'8'l'Ь: 

(5) 
Заме'l'ВМ, что задача отыскания коЭФРициента q(x) является 

нелинеЙllОЙ , так как неизвестна тапе и функция u(x, t) . С 
целью дальнейших упрощений в раССyJЩениях раССJЮтрим вначале 
линейную задачу О'l'Нскания q(x) из уравнения 

n 
� + 1:  Л1 '1х + q ф = :r , 1=1 1 

(6) 

по условиям (4) . Здесь Ф = Ф(х, t) - заданная фyнкцiш, кото­
рую мы будем предполагать непреJllВНОЙ в D.:r и ограниченной • 
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К уравнению (6 )  МЫ .  придем, если проведем линеаризацию задачи 
(З) , ( 4) . Задача ( 6) , ( 4) МОZElт иметь таае и С81ЮС'l'ОЯ'l'ельное 
значеlШе . 

Анализ задачи (4) , (6 )  сразу показнвае'l' , что без да.пьнеЙ­
IIIIП предположеmrJ . о коaфIвщиеН'l'е q(x) и функции ф (х ,t) ре­
шение ее не единственно . Действительно , во-первых , если ф ::  о ,  
то коЭФРициент q(x) В уравнение совсем не ВХОди'l' . В связи с 
этим будем предполагать , что 

I Ф (х ,т) 1 � фо > о . (7) 

ВО-ВТОJI:П , поло� в уравнении (6)  л i = о ,  для 1 :5  i :5 n - 1 ,  
ЛN = 1 ,  Ф = 1 ,  � = о и интегрируя уравнение по хаpaR'1'ерис'1'И1te 

0'1' t = О до t = '1' ,  находим 

т 
1;>2 (Х1 , • • •  '�-1 ,xn+ '1')- <Р1 (Х1 , • • •  ,xn-1 ,�) = � q(x1 ' • • •  ,xn-1 ' 

� + � )d� • 
Решение этого уравнения не единственно . ДеЙСТВИ'l'ельно , JID6ая 
функция периодическая по � с периодом т и обладаnцaа нуле­
ВШI ИИ'l'егpaJIОМ по периоду, JIВ.1DIется рвЕнием COO'1'Be'l'C'l'BYJlЦe­
го однородного уравнения. Ситуация однако, существенно меняет­
ся , ес.пи раССIla'1'Рива'l'Ь класс m непреpiВННХ фуНlЩИЙ q(x) , 
удовле'l'ВОpяDЩИX условию: 

q(x) :: о ,  для: xn < о . (8) 

в этом классе фymщий решение выписанного ИН'l'егрального урав­
нения: будет еДИНС'l'Венно. В дальнейшем мв будем преДПOJIaГa'1'ь 
умовие (8) ВВПОJDIенннм. 

0'!'ме'l'ИМ, что из cдeJI8.ВВНX относительно ко8фрциент8. л i 
предположений следует , 111'0 через � '1'очху пространства х, 
t ПРОХОди'r еДИНС'l'Венная хаpaR'1'ерис'1'ИRa Л8Внениl (3) или (6) :  

dx - = л (х) , л = (Л1 , • • •  ,Лn) , dt 
(9) 

которая может 6ыть продолжена в обе стороны сколько угодно 
далеко ( см. [3 ] ) . При мом ВДOJlЪ харак'1'еристики КООJЩИНВ.'1'& 
х моно'l'онно растет с � t. Пусть хО - произВOJIЬНая точ­n 
ка, а tO Е [0 ,'1' ] .  О6озвачи:м через L(xO , tO) ориентиро:ванную 
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кривую , совпадающую с отрезком характеристики (9) , проходящей 
при t = tO через тоЧЦ1 хО И отвечающей значениям параметра 
t Е [о , tO] . в качестве положительного направления примем на­
правление ,отвечапцее возрастанию параметра t.  Кроме ТОГО , обо­
значим через � точку на кривой L(xO ,tO) ,отвечающую значению 
t = О. Естественно , что � = � (xO , tО) .Кривая L(xO ,tO) прохо­
дит ,  таким образом , через точки (� ,O) , (XO ,tO) , которые для 
нее являются концевнми. 

Т е о р е м а 1 .  При сделанннх выше относительно коэффи-
циентов л ,Ф ,� и функций � ,� предположениях для существо-1 1 � 
ванил решения обратной задачи � 4) , (6)  в классе 41t необходи-
мо и достаточно внполение условия 

<Р (х) -<р (� (x ,T) ) = J f dt , х < О.  (IO) 2 1 L(x ,'J') · n 

В Fлsссе m решение обратной задачи единственно . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Интегрируя уравнение (6)  

вдоль кривой L(x,T) и используя условия ( 4) ,  находим 

�2 (х) - �1 (� (x ,T) ) = f (! - qф)dt. (П) 
L(x ,T) 

Пусть в этом paвeHC'l'Вe Xn< О. Тогда вдоль кривой L(x , Т) ее 

n-я координата в параметрическом представлении кривой отрица­
тельна и ,  следовательно , в сюry условия ( 8) , вдоль кривой 
q = О.  При этом равенство ( 11) переходит в равенство ( 10) .Не­
обходимость условия. ( 10) , таким рбразом , установлена. Пока­
Jlем теперь , что при его выполнении решение обратной задачи 
(4 ) , (6)  в рассматриваемом классе функций существует и един­
ственно . 

Заметим, Ч'1'0 для Xn � О равенство (П)  представляет со­
бой интегральное уравнение первого рода по отношению к функ­
ции q(x) . По установившейся терминологии ( см. [4 ]  ) возни­
капцая здесь задача отыскания функции q(x) через известнне 
ИН'1'егралн вдоль кривнх L(x,T) с известной весовой фунхцией 
Ф(х,Т) . назквается задачей интегральной геометрии. В данном 

, сжучае она имеет свою специфику, которая существенно облег­
чае! ее 8И8JIИЗ .  для исследоваиин уравнения (П) воспользуемся 
его �peВЦIiIВJIЬВНМJ[ следствиями. Рассмотрим равенство СП)  
вдоль пр6еlЩllИ на простраис!во Х фиксированной характерис-
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ТИКИ И ВЫЧИСЛИМ от обеих час�ей равенства производнyIO вдоль 
нее . Замечая , что дmlф.вренцирование по х вдоль проекции ха­
рактеристики эквивалентно с ТОЧНОСТЬЮ дО частной производной 
по t поJIНОМУ ДИФlleренциро:вaнJ[J) ПО t вдоль кривой L(x , Т) на­
ходим n 

t ['2Х (х)л1(х) - , х (� (Х 'Т) )Л1(� (Х 'Т) ) ]  = 
1=1 1 1 1 

= f(x,T) - f(� (x,T) ,O) - q(х)ф(Х ,Т) + q(� (х,Т) )ф (� (х,Т) ,о) + 

Это равенство по отношению к функции q(x) представляет 
собой интегральное уравнение со сдвинутым аргументом 

q(x) = а(х) + b(x) q(�(x,T) ) + с(х) f qфtdt t  (I2) 
L(x tt) 

в котором 

а(х) = [ф(х tт) ]-1 и(Х,Т)- f(� (х,Т) ,0)- f ftdt ­
L(x,T) 

Ъ(х) = [ф(х ,т) ]-1 ф(� (х,т) ,О) 1 с(х) = [ф (хtт) ]-1 . 

При � < О фyню:nш а(х) == О ,  так как внражение в фигурннх 
скобках обращается в нуль как дифРеренциальное следствие ра­
венства ПО) . ПОЭ'l'ому q(x) == О в области �< О удовле'l'ВО­
ряет ypaвHeНD> ( 12) .  Рассмотрим теперь произвольное ь ,  УДОВ­
летворяпцее условию О < h < I1Т t В KO'l'OPO)( 11 ВЗSI'l'О из нера­
венс!'В8 (5) . lJyСТЬ х -ПРОИЗВОЛЬная точка из ПОJIОСВ Gh = 
= {х: О � Xn � Ь} . Тогда из УСЛОВИЯ: (5) сЛедуе'l' , что n -я ко­
ордина'l'а точки � (х ,Т) ,которую мн: обозначим через �n (х, Т) ,  
Удовлетворяет неравенству 

�n(x ' Т) � �- I!T < h �Т < О .  
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Поэтому для х Е Gh уравнение ( I2) , в силу условия ( 8) , при­
нимает ВЦД 

q (х) = а(х) + с(х) 1 qФ"td"t , х Е Gh• (13) 
L(x ,T) 

Не трудно понять . что на части проекции на пространство х каж­
дой характеристики, принадлежащей Gh, уравнение ( I3) пред­
ставляет собой интегральное уравнение Вольтерра второго рода. 
Действительно , так как между t и текущей КООРДШIатой 1;n кри­
вой L(x,T) существует , в силу (5) , взаимно однозначное не -
прерывно дифференцируемое соответствие , которое может быть 
представлено в виде 

(I4) 

ТО, производя: В уравнении ( I3) замену переменной "t на 1;n,по­
лучаем 

xn 
q(x) о:: а(х) + с(х) J [q Ф"t] • o"t • �n. (I5) 

о t=t(1;n, x ,T) o1;n 
Вдоль проекции любой фиксированной характеРИСТИRИ ,принадлежа­
щей Gh , это соотношение представляет собой интегральное урав­
нение Вольтерра второго рода. Ядро этого уравнения и свобод­
вuй член непрернввu по СВО:ИМ аргументам в силу условий , нало­
женных на функции f ,ф ,ф ,!!> 'Лi '  и вследствие непрерывной за­
висимости решений систе� �9) от точки х; которая играет эдесь 

POJ[Ь параметра.В сму иэвестнux свойств интеrpa.п.иых уравнений 
ВОЛЬ'l'ерра второго рода уравнение ( I5) имеет еДШIствеmюе не­
прерывное решение . Склеивая решение, полученное нЕ'. проекциях 
отдельнux характеристик,.по.пучим решение в области Gh, кото­
рое также будет непрерывным как следствие непрерывной зависи­
мости ядра и правой ч<.l.СТИ от точки Х • При найденной в Gh 
функции q(x) рассмотрим уравнение ( I2) последовательно в об­
ластях h :S xn :s 2Ь , 2h :S  xn :S 3h, и т .д.  При этом так как 
точка 1; (х ,Т) попадает в полосу , где q(x) уже известно , то 
уравнение ( I2) в каждой из указaRНUY- областей приводится к 
уравнению ,аналогичному ( I5) , и мьу можем решение уравнения ( I2) 
последовательно продолжить единственным и непрерывным образом 
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на все полупространство xn � О .  ЭТО рассуждение и завершает 
доказательство теоремы 1 .  

Перейдем теперь к анализу обратной задачи ( 3 ) , ( 4 ) . Рас­
смотрим класс �(�) непрерывных функций q(х) , удовлетворяю­
щих условию ( 8) и неравенству I q(x) 1 � � (� > О) . Будем те­
перь также предполагать , что 1 �2 (X) 1 � �o > О . 

Т е о р е м а 2.  Существуют такие положительные числа � ,  
h ,  что в области � � h решение обратной задачи (3)  , ( 4) в 

классе 'Пt(�) при вьшолнении: условия (10) существует и един­
ственно. 

Действительно , аналогом равенства ( 11 )  в данном случае 
является равенство 

�2 (х) - � (� (x,T) = J (1'-qu) dt , 1 L(x ,T) 
(I6) 

из которого вытекает необходимость выполнения условия (10)для 
существования решения в классе ?1l (qо) . вучисляя производнyIO 
по направлеНJll) ПРОeIЩИИ на х характеристики, придем к урав­
нению , аналогичному ( 12) : 

...., ,.., 

q(x) = а(х) + b(x) q(� (x,T) )  + с(х) J q. v dt , (I7) 
L(x,T) 

�Tnn' ...., ,.., В котором v = Ut , а Ko�eHТН а,Ъ ,с  находятся из соответ-
ствующих формул для коэффициентов а,Ъ ,с  заменой функции 
ф(х,Т) на �2 (X) ' а ф(х,О) на �1 (X) ' для функции v(x ,t) , диф­
фере1ЩИруя уравнение (3)  по пере�t:ННОЙ t и используя первое 
из условий (4) ,  получаем задачу Коши : 

n 
v(x ,O) = 1'(х ,О) - Е � 1 (X)�1 X1(X) - q(X)�1 (х) 1=1 

(18) 

Решение этой задачи эквивалентно решению интегрального уравне-
ния 

v(x ,t) = v(� (x,t) ,O) + 1 (1't-qV) dt . (19) 
L(x,t) 

141 



Уравнения ( I7) , ( I9) представляют с060Й замкнутую систему 
уравнений ОТНОСИ'1'ельно функций q(x) , v(x,t) . Пусть, ках и ра­
нее, h < !-LT. Тогда для х Е Gh::{X: 0 $ xn $ h} q(�(x,T) ) = о , 
И уравнения ( I7) , (9) представляют с060Й для х Е Gh, t Е 
[О ,Т ] систему нелииеЙИblX интегральных уравнений достаточно 

просто! структу!В . Переходя, ках  и ранее, в интегралах вдоль 
харак'l'еристики о'!' переменной t к переменной � , убе1ЩЭ.емся,ЧТО 

h ЯВJIIIется параметром малости в уравнениях �I7) , ( I9) . По это­
му ,  если � выбрано из УСJIOВи.я 111(x) ll o < � ,  то по заданно­
му � нетрудно подобрать такое h = h( � ,f , 11'1 ,IP '\ ' • • •  ,л.n) , 
что в области х Е Gh , t Е [о ,Т ] систеu,а ( I7) , (I�) имеет един­
ственное непрерывное решение ( см. , например , [ 5 ]  ) . в об.ласти 
xn < О существование у уравнения ( I7) чисто нулевого решения 

q == о вытекает из выполнения условия ( IO) , которое приводи к 
равенству а == О , х < о . Таким образом , в области х $ h 
существует еДИНС'l'веl�юе решение обратной задачи (3) , (.f), ПРК­
надлежащее множеству 71t (qo) '  

Доказанная теорема представляет с060Й так наэвваемую тео­
рему "в малом" . Выяснение вопроса ,существует ли гл06альное 
решение задачи (3) , (5) ,  сводится к изучению БОЗМОJIШОСТИ про­
до.лzения решения системы ( I7) , ( I9) за предезm области xxr:: h 
с некоторым равномерным по Xn шагом . мы этим здесь занимать­
ся не 6удем, так ках это требует довольно значительных ВIlR­
ладок. Однако довольно просто решается вопрос о единственнос­
ти решения обратной задачи ( 3 ) ,  (4) "в большом" . 

Т е о р е м а 3. Решение обратной задачи (3) , (4) в классе 
m единственно . 

Действительно, пусть существуют два решения q" � зада­
чи (3) , ( 4) . 060Значим соответствующие им функции v = Ut ,OT­
вечающие данным Коnш при t = О· через v ,v • Пусть q = а -

_ 1 2 ""1 - � ,  v = v1 -v • Кa.Jцая пара qi ' v i ' i= 1 , 2  удовлетворяет 
уравнениям ( 17� , (19) . �ая из равенств , отвечающих значе­
нию i = 1 ,  соответствующие равенства при i = 2 и используя 
очевидное To�eC'1'BO q, v1 - <lz v2 = � v + q � ,  по.луч:им 

q(x) = "(x)q(� (x,T» + �(x) f [q, v + 'qv ]dt } 
L(x,T) 2 

(20) 
'\I'(x ,t) =-Q(1; (х ,t» IP1 (1; (x,t» - f [с!, 1f+qv ]dt ,  

L(x,t) 2 
0 $  t $ Т .  
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для Х Е Gh, О < h < J.1T , в силу ( 8) q.c� (x , Т) )= о ,  и система 
(20) представмет собой систему из ДВУХ линейннх oднopoдных 
ИН'l'егралышх уравнений с непрерI:ШНШШ дцр8МИ. Щдинственное не­
прерывное ее решение q = О ,  v = о .  Аналогично , рассматривая 
систему ( 20) в оБJl8СТЯХ h :S  хn :S 2h , 2h :S Xn :S 'h . и Т.д .  , 
убе�авмся: , что она имеет TOJIЪKO нулевое решение . Отсюда ме­
дует q, = clz и теорема доказана. 

Перейдем теперь к формулировке обратной задачи по отноше­
нию к системе (1) . как мы уже ранее говорили, она заключается 
в определении квадратной матршщ Q = (�j ' k , j = 1 , 2 ,  • • •  ,m) • 

Естественно , что ДJIЯ ее .ОТНСR8НИЯ данных (4)  по отношению к 
системе (1 )  явно недостаточно. мв будем преДПОJIaгать , что нам 
задана информация ВlЩа (4)  ДJIЯ m различннх решеНИЙ" системы 
(1 ) . для да.лънеЙШего удобно ввести матрицу U = (Uk1 � k ,l = 
=1 , 2  • • •  ,m) , составленную ИЗ столбцов , каждый из которых явмет­
ся решением системы ( 1 ) . Тогда УCJIовия , аналогичнне (4 )  , мо­
гут быть записаны В ВlЩе 

Представляется вполне естественннм условие 

I det· Ф2 (x) l �  (х > О , (22) 

которое мы будем считать БНполненнвм. Из него следует , в част, 
ности , линейная независимость рассматриваемых решений системы 
( т )  при t = Т .  

Будем, как и в  СJ!YЧае ОДНОГО уравнения , предпоJl8Г8ТЬ , что 
матрицн Ai ,Ф 1 ,Ф 2 непрерывнн и ограниченн вместе с частными 
ПРОИЗВОДННМИ первого порядка во всем пространстве х ;  Q 
просто непрерывна и ограничена , вектор F(x ,t)  непрерывен и 
ограничен вместе с частной ПРОИЗВОДНОЙ Ft в оБJIaСТИ DT = 
= { (х ,  t) : I xf < со ,  O :S  t :S Т} . Эти У9JlОВИЯ влекут за собой 
непрерывность и ограниченность в Dт матрицн U , вместе с про­
извоДНой Ut • 

Рассмотрим далее два тшra ограничений на коЭФРициентн Лnk ' 
обобщающих условие (5) : 

а} лDk(х) � � > о,  

б}  лDk(х)� J.1 > О,  
k = 1 , 2 ,  • • •  , т, 

1 :S k :S 8 1  -ЛDk(Х)�О , 8+1 :S k :S т. 
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с R8ЖДЫМ из ЭТИХ условий свяжем класс матриц Q(X) ,обозначив 
их соответственно та, 11lъ .Матрица Q прющцлежит к классу та 
или m  6 '  если допоJпштелъно к наложенным ранее условиям глад­
кости удовлетворяет условию: 

Q Е'mа' если Q(X) == о,  для � < о ,  
Q е m 6 ' если Q(x) == о ,  для xn < О , Xn > Ь >  о .  

Рассмотрим характеристику , отвечающую k - му уравнению 
системы ( I ) : 

з! = �k(x) , л k = (Л1 k 'Лz k '  • • : .лnk) • dt 
проходящyIO при t = tO . tO е [о ,Т]  через точку ХО . и обозна­
чим через �k = �k(xO .tO) точку на этой характеРИСТИRе . отве­
чающей значению t = о. Ориентированный отрезок характеристи­
ки, заключенный между точками (XO , tO) , (�k,o) , с положителъ­
ннм направлением от (�k ,о) к (ХО ,tO) , обозначим Lз:t(хО , tO) . 
Обозначим через �1 kl '�z kl ' Fk компоненты маТРИЦ Ф1 ,Фz и 
вектора F .  

Не трудно выписать необходимые условия существования реше­
ния обратной задачи ( I ) , (2I ) в классе 7.1Lа � Они обобщают ус­
ловие ( IO) и имеют вид 

(23) 

k . l  = 1 , 2 ,  • • • •  ш. 
Обозначим черезm а( �) класс матриц Q(x) . принадлежащкх:1rIa. 
для которых элементы матриц ограничены по абсолютной величине 
заданным положителъным числом �. 

т е о р е м а 4. Существуют такие положителънне числа � . 
h .  что при выолнении . условий а) , (23 )  Б области XN � h I 

Б классе фунRЦИИmа(�) решение задачи ( I ) . (2I ) существует 
и еДИJiСТБенно . 

Получим , исполъзуя уже применявшийся ранее прием, замкну­
тую систему уравнений для решения обратной задачи. Интегрируя 
k -е уравнение системы ( 1 )  БДолъ Х8paRТеристИRИ в пределах 
ОТ t = О до t = Т ,  находим k m 

�z kl (X) - �1 kl (� (х ,Т) ) = f (Fk- t QkjUj1)dt ,  (24) Lк(X.T) j=1 
k , l  = 1 ,2 ,  • • •  , •• 
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ВI:lЧИсляя В точке х производнyIO по направлению проекции кри­
вой �(x,T) на пространство х ,  получаем систему равенств : 

а в KOTOIНX V j l  = a:t Uj1 и �j (х) вычисляются по формулам 

n k k ] - Е [�2 klХ1 (Х)Лik(Х) - �1 klX1 (� (Х 'Т» Лik(� (х , Т» • 1::1 
В силу условия (22) систему равенств ( 25)  можно разрешить от­
носите.лъно qkj ' k , j = 1 ; 2 ,  • • .  , ш  • .диФI>eре1ЩИРУЯ систему; ( 1 )  
по t и испо.лъзуя первое· из равенств (4) , получаем систему 
интегральннх равенств для Vk1 s 

k ' m 
vk1(x ,t) = Vkl(� (x ,t) ,O) + f (Ft- .E Qkjvj1) dt ,  

�(x , t) ;)=1 
k ,l = 1 , ? • • . •  , ш ,  

в KOToIJ:lX Vk1 (х ,О) находятся по формулам 

n m 

(26) 

Vk1 (X ,0) = F(x�O) - Е Лik(Х)q>1 klx (х) - .Е �j (x)q>1 jl (x) . 1=1 i ;)::1 

Система равенств ( 25) , ( 26) по отношению к qkj '  Vk1 пред­
ставляет собой замкнутую систему нелинейных интегральных урав­
нений со сдвинутнм аргументом. В случае выполнения условия а) 

для х е Dь.= {х: 0 :$  Xn :$ h} , 0 <  h < f.1T , t е Ео ,т ]  эта 
система превращается в обычную систему интегральных уравнений. 
ДеЙСТВИ'1'е.лъно , в 8Том случае �� (х ,Т) < О и Qkj (1;k(x ,T) ) = о .  
Разрешая систему (25)  относите.лъно Qkj и переходя в интегра-
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лах от интегрирования по t к интегрированию по �n t приведем 
систему к нормальному вццу. Выразим qkj �k

(Xtt) ) . ВХО.ItЯЩИе 
во внеинтегральный член формулы: ( 26) , через правую часi'Ь раз­
решенной системы (25) . ПолучИвmaяся система нелинейных интег­
ралышх уравнений содержит h в качестве малого параметра 
( промежуток интегрирования по �n от О до h ) , ядра и внеин-
тегральные членв непрерывны, причем частные проиэводнне от 
ядер по qkj ' V jl непрерывны и ограничены. Поэтому, если вв6-
рать � из условия, что элементы произведения матриц Ф� (Х) 
А(х) , А = (�j) t ограничены по а6соJШТНОЙ величине числом, 
меньшим, чем qo t то существует такое малое ь, что в 06ласти 
х Е Dh, t Е [о ,т] непрерывное решение системы ( 25) , ( 26)  оу­

ществует и единственно , причем I qkj (Х) I � � � Так как в 06-
ласти � < о система ( 25) . очевидно ,имеет , в силу выполнения 
условий (23) , нулевое решение , то в области � � h. 06рв'1'Н8Я 
задача ( 1 ) , ( 21 )  имеет единотвенное непрерывное решение 
Q Erna(�) "  

Условие разрешимости обратной задачи в случае 6 )  в классе 
т6 хотя и может быть СФОINYлировано , имеет довольно слоЖШIЙ 

вид. В связи с этим соответствухщую теорему существования МII 
не приводим, а сформулируем только теорему еДИНСi'венности . и 
одновременно глобальную теорему единственнооти на множестве а" 

т е о р е м а 5. Решение 06ратной задачи ( 1 ) , ( 21 )  в слу- ' 
чае ввполнения условия а) единственно на множестве Q E11lв.' в 
случае выполнения условия 6)  -на множестве QEПL б при h дос­
таточно малом. 

Пусть существует два решения 06ратной задачи Q1 =(qkj ) t 
Q2 = (ij ) из классов т � или т6 И соответственно два на'­
бора Vfj , v2� • Тогда.Обозначая через, qkj = qkj - qkj '  
T.\tj= Vfj - kj из равенств ( 25) , ( 26) ,внписанннх для на60РОВ 
Qkj ' Vkj ,  �j '  vkj t найдем: 

.Ш 
t 

j..., 



Vk1(X,t) 

(27) 

k , l  = 1 ,2 ,  • • •  ,т. 

В случае ВНПОJПiения условия 6)  для Qi E'l1t& , i = 1 , 2 ,  qkj (Х):: 
=0 вне Dh = {ха " О �� � Ь} . Если h < I1т , то ДЛЯ Х Е �, 
qkj (�k(x ,T» :: О , так как в сиду условия 6) : 

c;� (х,т) � � - I1т < О,  1 �" k � в ,  

�� (х,т) � xn + I1 т  > h, " в  + 1 � k � n. 

В случае ВНПОJШения условия а) Qi Еmа , i = 1 , 2 � Qkj (X) = о 
для � < о . Тогда для Х Е �, h < I1Т , по аналогичным сооб­
ражениям, qkj (�k(x,T) =" о . 

и в " том ,и в дРУГОМ случаях для х Е Dь' t Е [о ,т ] систе­
ма равенств (27) представляет с060Й по отношению к Qkj ' Vkj 
систему однородных интегральных уравнений с непрерывными ог­
раничеюmми ядрами. 

В случае ВНПОJПiения условия а) , эта система Вольтеррова. 
Поэтому qkj :: О для Х Е Dь. ДriЯ завершения доказательства в 
этом случае достаточно ПОВТОРИТЬ рассуждения последовательно 
для 06ластей h � � � 2h, 2Ь � Xn � �h , и Т .д .  

В с.лучае ВНПОJПiения условия б)  аи:стема (27) для Х Е Dh, 
h < I1Т ,  sm.ля:ется однородной системой с ыалым naраметром h 

Поэтому для h достаточно мa.льrx: отсхща следует qkj = О ,  XEDh• 
Отсхща и внтекает справедливость теоремн. 
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А Н Н О Т А Ц И И  
статей ,  помещенных в с60рнике 

УДК .517 . 946 
О задаче Коши .wrя уравнения первого ПО!ЩдШl со сдвинутым 

аргументом.  Азаматов С .Ж. С6 . "Некорректные математические 
задачи и проблемы геофизики (Математические проблемы гесф!зи­
ки)� Изд-во вц СО АН · СССР , НОВОСИ6ирск ,  1976 , 0 . 6-15 . 

В статье исследуется влияние сдвиговых членов на коррект­
ность задачи Коши .wrя линейного уравнения первого ПО!ЩдШl ви­
да: 

2.!! = а(х, t) 2J! + Q {2J!(O , х + у ,  
a t  ах  2 ах 

t)  + 2J!(O ,y - x,t)} , 
а х 

где коэqфициенты уравнения считaIo'1'ся заданными функциями сво­
их аргументов , а у является параметром. 

Рассмотрены два случая ,  когда ъ = Ъ (у) и ъ = (х , t) .Оказы­
вается , что и в том, и в другом случаях корректность исследу­
емой задачи зависит от соотношения коэффициентов Ъ и а .  
Библ. - 5 назв . 

УДК 513 . 78 
Несколько заме�аний по Teop�� обратных задач. Аниконов Ю.Е. 

С6 . "Некорректные математические задачи и проблемы геофизики 
(Математические проблемы геофизики) ': Нзд-во ВЦ СО АН СССР , 
Новоси6ирск,  1976 , с . 16-25 . 

В статье ПРИВОДЯТСЯ примеры неединственности и неустой­
чивости решения интегральных уравнений 1-ro рода типа Волъ­
терра с положительным ядром И примеры' ряда задач интегральной 
геометрии. При построении примеров ПРИВОДЯТСЯ ' новые формулы 
06ращения .wrя некоторых задач интегральной геометрии . Библ. -
10 назв. , рис . -I .  
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УДК 517 . 944 
Теорема единственности одной обратной задачи для гипербо­

лической системы первого поpндR8.. Белинский С .П.  Сб . "Некор­
ректные математические задачи и проблемы геофИзики (Математи­
ческие проблемы геофиЗИКИ) " .  Изд-во вц СО АН СССР , Новоси­
бирск, 1976 , с . 24-30. 

для системы линейных уравнений первого ПОpндR8., гипербо­
лической по Петровскому, записанной в каноническом виде 

Ut + к их = DU + F ,  

рассматривается задача отыскания диагональной ма'l'рицн К в 
интервале [O ,L] . Подобная задача о нахождении матрицн D рас­
сматривалась Романовым В . Г. и Слинючевой Л.И. Информация о 

решении за.цаетсл теми компонентами решения , которые допOJI­
ня:ют граничные условия. При некоторых общих ограничениях на 
матрицу к и при достаточной малОС'l'и L получается теорема 
еДИНС'l'венности . Библ. - 1 назв . 

удк 517 . 946 . 

О единственности трех обра'l'НЫХ задач для уравнения тепло­
проводности . Васильев В.Г.  Сб . "Некорректные ма'l'ема'l'ические 
задачи и проблемы геофИзики (Математические проблемы геофИзи­
ки) " .  Изд-во вц СО АН СССР , Новосибирск , 1976 , c .31-34. 

В работе рассматриваются три обратные задачи определения 
правой части уравнения теплопроводности с одной пространствеи­
ной переменной на конечном промежутке . Библ . . - 1 назв. 

удк 517. 946 
Теорема единственности одной обратной задачи для кваэили­

нейного уравнения гиперболического типа. Глymкова Е . С .  С6. 
"Некорректные математические задачи и проблемы геофизики (Ма­
тематические проблемы геофиЗИКИ) " .  Изд-во вц СО АН СССР . Но­
восибирск , 1976 , с . 35-45 . 

В работе исследуется одна 06ратная задача для квазилиней­
ного уравнения гиперболического типа. Специфика задачи состо­
ит в том, что искомая функция зависит от трех пространствен­
ных переменннх и от решения этого уравнения. Выделен некото­
рliЙ класс функций , в котором поставленная обратная задача 
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имееr еДИНС'1'Венное решение . Библ. - 2 назв. 

УДК 5I7. 946 
Теоремы еДИНС'1'Венносrи решения одной плоской 06раrной за­

дачи для уравнения геЛьмгольца. 3апреев А . С .  С6.  "Некоррект­
Юlе математические задачи и проблемы геофизики (Математические 
проблемы геофиЗИкИ) " .  Изд-во вц СО АН СССР, Новоси6ирск , I976 , 
с .46-63 . 

В стшье рассмотрена следующая обратная Задача для урав­
нения Гельмгольца в плоскосrи ОХУ 

( 1 )  

где м - точка плоскости ; щункция f(M,K) фиmпна , ограниче­

на и измерима по переменной М , причем зирр f ::: Q - ограни­
ченное измеримое мнOJtество , расПOJlоаеиное в ПOJ!YILlIОС1tос�и 
{у � б} , б > О - фиксированное число . Решения уравнения ( I )  , 
считаются удовлетворяющими условиям излучения на 6есконеч-
ности . Тре6уется по известному на прямой {у ::: О} семейс'1'ВУ 

решений уравнения (I)  

где А - некоторое множество действительных или комплексных 

чисел ,  определить множесrво Q и функцию f(M ,  k) как ф,унк­
цию переменной М , если зависимость от К в некотором смыс­

ле известна. В ра60те получено �есколько теорем единственнос­
ти решения этой 06ратной задачи . Библ . - 4 назв . 

УДК 517 . 946 . 
06 одной посrановке двумерной 06ратной задачи для урав­

нения коле6аний. Ка6анихин С .И.  С6.  �HeкoppeKTннe математи­
ческие задачи и проблемы геофизики (Математические проблемы 
геофиЗИКИ)" • .  Изд-во ВЦ СО АН СССР , НОВОСИ6Ирск, I976 , с . 64-73 . 

Доказывается теорема существования и единств�нности реше­
ния двумерной 06ратной задачи для уравнения коле6аний в клас­m 
се  функций вида q(x, у) ::: Е �(x) соз ту .  

k::: 1 
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Приводится aлrори'l'М построения функция q. Библ.� 3 назв . 

УДК БI7. 946 

О некоторых постановках обратных задач. Кардаков В .Б.  
Сб .  "Не корректные математические задачи и проблемы геофизики 
(Математические проблемы геофиЗИКИ) . "  Изд. -во вц СО АН СССР , 
Новосибирск , 1976 , c � 74-89. 

В работе исследуются вопросы единственности и устойчивос­
ти определения поверхности разрыва и плотности на ней по из­
вестному на непространственном многообразии волновому полю. 
Библ . - 7 назв . 

УДК БI3 . 82 
О некоторых обратных задачах волновой оптики. П�)КИрей� 

тов В.  Р .  Сб . "Не корректные математические задачи и проблемы 
геофизики (Математические проблемы геофизики) � Изд-во вц СО 
АН СССР , Новосибирск, 1976 c . 9O-121 . 

В этой части работы рассмотрена задача определения плот­
ности объемного волнового монохроматического потенциала по 
заданному семейству линеаризированных изображений этой плот­
ности , полученных с помощью простейшей однолинзовой оптичес­
кой системы . В случае , когда носитель плотности ( которая пред­
полагается , вообще говоря , обобщенной функцией) является дис­
кретным множеством или гладкой замкнутой кривой , получены 
теоремы единственности определения плотности по конечному чис­
лу ее изображений . Если носитель - тре�рная область , '1'0 
задача определения плотности сводится к задаче определения 
функции по известным ее интегралам вдоль кривых , образующих 
заданное семейство. В конце работы приведен ряд замечаний и 
ДОПOJШений к основному тексту . Библ .  - 5 назв . 

УДК 517 . 946 
Об единственности восстановления некоторых 06лаС'l'ей по их 

внешнему гравитационному потенциалу. KOндpamкOB А.В. С6 . "Не­
корректные математические задачи и проблемы геoqизики (Мате­

матические проблемы геоф!зики- ) .  Изд-во вц СО АН СССР , Ново­
сибирск , 1976 , с . 122-129. 

152 



Рассматривается задача нахождения 06.ласти Т fрехмериorо 

пространства по известным значениям ее внешнего гравитацион­
ного потенциала с заранее заданной плотностью распределения 
вещества � .  ДокаЗl:lВается единственность упомянутой задачи в 
ДВУХ случаях ,  когда внешний потенциал искомой 06.ласти равен : 
а) внешнему потенциалу некоторого шара ( �  - зависит только 
от расстояния) ; В) внешнему потенциалу ЭJJ.ППсоида С MOfВOCTЬ!) 

� :: 1 .  Би6.л. - 4 назв . 

удк БI7 . 947 
Восстановление ПOJШого пOJDI по его aмпJIИтуде . Марчук А.Г.  

Сб.  "HeKoppeKTныe математические задачи и проблемы геофизики 
(Математические про6.лемы геофиЗИКИ") . Изд-во вц СО АН СССР, 
Новосибирск , 1976 , с . 130-134. 

В работе рассмотрен вопрос восстановления фазовой компо­
ненты гармонического пOJDI , удовлетворяющего однородному урав­
нению Гельмгольца в некоторой 06.ласти , по его амплитудной 
составляющей. Доказано , что в случае двумерного и осесиммет­
рического вOJШОВЫХ полей имеет место единственность задачи 
восстановления с точностью до двух констант . Приведен пример , 
показl:lВвющий , что количество констант неопределенности умень­
шить нельзя. 

удк 517 . 944 

Об одной обратной задаче для слабо связанныx гипер6оли­
ческих систем первого порядка. Романов В.Г.  Сб . "Некоррект­
ные математические задачи и про6.лемы геофизики (Математичес­
кие про6.лемы геофиЗИКИ" ) .  Изд-во вц СО АН СССР , Новосибирск,  
с . 135-148. 

По отношению к системе уравнений 
n 

Ut + Е Ai Ux1 + QU = Р , 1=1 
(2)  

В которой матрицы А1 - диагональны, U '" (U , . • • •  , U ) , рассмат-1 111 
ривается задача отыскания матрицы Q = Q(x) , х = (X1 ' . " '�) '  
ПРИ извес'l'ННХ матрицах А1 И правой части Р . в качестве 
д8нных обратной задачи задаю'l'СЯ 111 решений СИС'l'емы ( 1 )  при 
t = О и t = Т (Т > О) • Установлены теоремы существования и 
еДИНС'l'венности решения обратной задачи . Би6.л .  - 5 назв. 
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