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А . Н.Дмитриев 

КШЩЕIЩИЯ ИНТЕГРАЦИИ ДА.ННЫХ НА ОСНОВЕ ГЕОТЕСТА 
В СВЯЗИ С ПРОБЛТh!ОЙ ГЕОМОЦИТОРИНГА 

Появление информоемких исследований в геологической отрасли 
знаний частично сняло противоречие между производством и потреб­
лением информации. В процессе обновления концепп;ий локализирует­
ся и возможность глобального обновления наших взглядов на обще­
планетарную· картину. Все чаще выдви:Гаются и развиваются новые 
концепции, основьrвающиеся на фундаментальном предположении об 
оr·-'анизменной модели 3емл:и • .  Эта модель была представлена в рабо­
те В.И.Вернадского /I/. 

Действительно, идея 3емл:и как некоторого космического орга­
низма в Солнечной системе оказьrвается плодотворной не только со 
стороньr открьrвающегося онтологического богатства модели, но и со 
стороньr обновления исследовательского репертуара. Одним из важных 
исследовательских приемов являетсi геомониторинг, но его :эфрек­
тивностъ, на наш взгляд, будет реалъной в контексте организменной 
модели Земли. Как отклик на необходимость развития этой модели 
появляются новые методы исследования и новые схемы интерпретации. 
Ставятся новые вопросы, особенно в сфере глобальной экологии и 
техногенного наращивания неравновесных систем и процессов в ли­
тосфере 3еМли и ее газоплазменных оболочках /8/ . 

Именно в этих условиях учета и обработ.rсr все более тоталь­
ных и глобальных сообщений возникает необходимость в некотором 
новом виде комплексного опроса геологических систем и процессов. 
Появляется понятие "геотеста", в которое мы вкладьrваем методоло­
гический, теоретический и прагматический смысл. Няже будут под­
робно излагаться конструкции и функциональные нагрузки геотестов, 
в рамках которых можно более конструктивно рассмотреть основопо­
лагающий вопрос интеграции и диqференциации геологических,геофи­
зических и геохимических данных. 
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1'еотест 

Представление о "геотесте".ориентировано на выявление сос­
тояния природных систем , хара.ктеризуеrся"следующим содержанием и 
является: 

I) формой интегрального опроса геологической среды; 
2) формой ответа на заданный геологической среде вопрос; 
3) комплексной информационной единицей в интегральной или 

ДИФI>еренциальной картине Геологической системы или процесса; 
4) участником конструКЦИ>r информационных моделей исследова­

тельских и производственных процессов (например , разведочный про­
цесс);. 

Перечисленные функциональные роли �еотеста являются доволь­
но сильными и влиятельными в процессе создания потоков преобра­
зования и обработки. информации в широком классе целей наук о Зем­
ле. ЭТо тем более важно, что перед геологией встали. не предус­
мотренные в ее развит_ии· новые задачи, котор!iе возНШ<ЛИ в смежных 
областях знания и в технике. Например , по мере развития техно­
сферы остро встали вощ)осы геоэкологического характера: 

- физико-химические преобразования газоплазме_нных оболочек 
Земли; 

- комплексный (интегра.л:ЪнЬIЙ)· геофизический от.!i.ЛИК на техно­
генное энерговыделение; 

- интегральный геохимический отклик на техногенное преобра­
зование вещества литосферы; 

- интегральный геодинамический отклик на разрушение геоло­
гических систем и процессов; 

- интегральный отклик на комплекс техногенных воздействий , 
нацеленных на снижение потенциала геолого-геохимико-геофизичес ­
ких закономерностей; 

- интегральный отклик на массовое изъятие полезных ископае­
м�nс в связи с нарушением вертикального перетока энергии литосфе­
ра - .ионосфера. 

Приведенное выше перечисление при трансформации 
_
его в конк­

ретные задачи требует совершенно новых исследовательских приемов 
и постановок , новых идей и операций в создающихся методиках. Здесь 
мьт рассмотрим общие представления и методологию геотестов с пози­
ций логико-математических подходов, изложенных в конкретных и об­

.зорных работах /З-I4/. 
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Рис. I .  Блок-схема априорного геотеста (опросный лист) 



Uентралъную роль геотеста (в качестве точки сборки) можно 
рассмотреть в виде некой блок-схемы (рис. 1) . Но для того, чтобы 
дать содержательную информинтерпретацию предлоЖенной схемыt 
охарактеризуем внутреннее заполнение геотеста. В связи с задачами 
интегрального применения данных геологии, геохимии и геофизики 
понятие геотеста нагружается определенными свойствами. 
ПостуJiат 1. Гео�ест - это элементарная информационНая единица, 

фиксирующаЯ в себе опрос и результат опроса геологи­
ческой среды по пространственно-временным характе­
ристикам riолей и хар'а.ктеристикам вещественного сос� 
тава путем прямой регистрации измеримых и наблюда­
тельных данных в точке опроса и выявляющая эмерджен­
тные свойства заданной целеуказанием системы и сос­
тояния этой системы. 

Дадим некоторые· разъяснения. "Элементарная информационная· 
единица" в �;rредстав.лiэнии геотес.та - это минимальный реэульта_т 
интеграции выявленных особенностей состояния опрашиваемой систе­
мы и ее эмерджентных свойств /16/. Эrо необходимое количество 
данных для узнавания того, что мы имеем дело с геологическим 
объектом и его. состоянием. Такое требование .является и систем -
ным и тестовым, что сразу устанавливает связь с идеями и аппара­
том дискретной математикИ и с работой С.В.Яблонского /15/. avie� 
джентность, отслеживающая свойство .целого, в геотесте закреп­
ляется и поддержиЕается данными о состо.я:нии системы.НацеленностЬ 
геотеста на получение этих данных о системах характеризуется в 
свою очередь высоким уровнем "мониторинговости". 

Представим геотест в некотором его структурном срезе, при 
этом оттеним его статические и динамические составляющие: 

ГЕОТЕСТ (ОПИСАНИЕ) 

Статическая со С'l'авляклдая Динамическая составляющая 

::Мерджентное свойство Состояние системы -

Таким образом геотест можно представить в виде определенной 
;э.Ю<еты для опроса выделенной части геологической среды в интег­
ральном акте этого опроса (статики и дина.миюi) . В этом с,лучае 
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предполагается некоторый комплексный прибор, работающий на 
поверхности (или· в скважине) в режиме замера ряда параметров, 
выставленных в перечне геотеста. Заполнение геотеста результа­
тами замеров уже является интегральным актом, поскольку все ха­

рактеристики снимаются в одной точке, т.е. исследуется общая гео­
обстановка точки опроса. Эrа сцепленность геолого-геофизических 

данных в характеристике иссле,п:уемого объекта может вскрыть новые 

ранее не схваченные особенности. Диф!Jеренциальное исследование 
геологических объектов уже насыт:иJrо · ''информац:ионны:й рынок" гео­

логии, и задачи нового поколения в· ряде случаев требуют информа­

ции нового типа. Коснувшись информационной базы современной rео­

ло:гИи, мы тем самым выходим на ее концептуальные основы /I6/. 
Не будем вдаваться в существуюЩИЙ концептуальный репертуар 

геолоrии,а только отметим, что концептуальный состав геологичес­

кого знания.представляет собой информационную среду, в которой 

закладываются те или иные наборы гипотез. Следуя организационной 

модели 3емли,мы вслед за блоком концептуальной базы располагаем 

блок "организменных моделей", т.е. предположений и гипотез, уяс­
няющих то или иное геологическое явление с позиций гомеостатич­

ности, кооперативности геологичесЮi!Х процессов и явлений. 
Естественно, что предположения и гипотезы не могут сj�цество� 

вать вне информационного обеспечения, поэтому посредниками между 
геотестом и блоком гипотез являются два блока производства и об­

работки информации (см. рис. I). В связи с тем, что гипотезы и 
предположения должны уточняться и развиваться или отвергаться и 

вновь создаваться, то от геотеста, как ответственной информаци­

онной единицы, мы вправе потребовать: 
а) коррекции на предмет выявления ошибочных фактов и утвер­

ждений в репертуаре гипотез; 
б) коррекции на доисследование устоявшихся гипотез и пред­

положений. 
Таким образом, между геотестом и точкой роста знаний (выд­

вижение гипотез, их опровержение и подтверждение) имеется еще и 
"контроль качества" - проверка гипотез и коррекция при.к.ладных 
задач. Так появляется информационный контур с прямым и обратным 
ходом данных, в котором rеотест выступает в роли центрального 
звена наращивания и уточнения знания. Прямым выходом работы это-
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го контура является · теоретическая и практическая результатив-:­
ность: теоретическая связывается с проверкой и выд:sижением новых 
гипотез и предположений, а практическая - с коррекцией и с уп­
равлением прогнозом �·поиском и разведкой: 

Следует отметить, что генез:И·с геотеста может быть как п:Ря­
мым (непосредственный опрос и получение данных на полигоне); так 
и косвенным (мобилизация имеющихся сведе:Ний по репертуару воп­
росов заданного геотеста на опрашиваемой территор�. Практически 
все исследования, связан:Ньrе с мобилизацией, обработкой и анали­
зом данных, по существу представляют собой работу с косвенными 
геотестами. ·Например, с'овокупная характеристика каждого место­
рождения - косвенный геотест на уровне целого геологического те­
ла. В·э�ом геотесте суммирована информация по геологии, геохимии 
и геофизике. Но интеграция данных может осуществиться только с. 
позип;ий геотеста, в·кdтором заложена возможность выявить·"орга­
низменность" месторождения, т.е. установить его функциональное 
значение для геологич�ской окрестности в нижнем и верхнем под­
пространствах. ИнтегРаЦия данных, таким образом, есть не только 
простая сумма свойств пРоцесса или тел, но и означает учет взаи­
модействий этих свойств в период существования исследуемого объ­
екта. Широкое применение и развитие понятия может в итоге вывести 
геологические исследования в·область усrановлен'ия функ'ци:ональ:Ных 
свойств геообъектов. �ание функционального значения геологи­
ческих· объектов и явлений позволит.вести экологический контроль 
за техногенным воздействием. Видимо в.отношении ряда геологичес­
ких· тел потребуется своя "красная книга", для их сохранения в 
св.язи с огромным функциональным значением. Эrот подход оценки 
геообъектов является альтернативным к· экономической. 

Далее дадим более развернутую характеристику геотестов с 
учетом их начального и конечного применения. 

Априорный геотест 

Идея интеграц'IUI геологических, геохимических и геофизичес­
ких данных.воплощаемая в понятии геотест, нацелена на обновление 
концептуального аппарата геологического знания и на более все­
сторонний и глубокий режим взаимодействия с ЭВМ. Именно в св.язи 
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с н�о6ходимостью сопряжения алгоритм-программного обеспечения 
анализа данных с исходнш.m данными (коIЩептуалъннми моделями гео­
логических объектов,например, табличное задание объектов и приз­
наков) требуете.я подразделить геотесты по их роли в исследова­
тельских и производственных процедурах. 

В качестве исходного . Этапа существования геотестов пред­
лагается ввести.понятие априорного геотеста. 
Посцлат 2. Априорннй геотест - это список вопросов геотеста, вы­

яв.ля:пцих статические и динамические соста:вJIЯiаЦИе сис:­
темы, как части геологической среды. 

Соrласно постулату 2 множество априорных геотестов пред­
ставляет собой опрос геологической среды соответственно·заданно­
му целеуказанию. Самому этапу составления априорных качеств гео­
тестов предшествует этап мобилизациИ,первичной обработки дан­
ных. Фоµ.шрование и постановка задачи, изложенной в предыдущих 
работах /3,5/, присутствует на подходе к составлению геотестов 
как информационная .среда, позвоJIЮ!!ЩШ в перечень и структуру гео­
тестов ввести вариантность и функциональную нацеленность предпо­
лагаемых решений. 

Априорный геотест (рис.2) мож:Но представить некоторой блок­
схемой, отражахицей составные части, необходимые ,цл.я конструиро­
вания геотеста. Результатом мобилизации исходной информации .яв­
ляется создание трех массивов дашшх: геологического, геохими­
ческого, геофизического. 

Блок "мобИJIИЗация информации" связан с общим целеуказанием. 
Блок, в котором содержатся указания на вы.явление фующионально­
сти объекта в геологической среде, сВязан с репертуаром гшю­
тез. :Естественно, также, что целеуказание на верхнем уровне гео­
логического знания взаямодействует с базой гипотез. Поэтому цель 
так или иначе опирается на имеющуюся гипотезу или требует выдви­
жения: новой, подходящей в контексте изучения. Име:пциеся массивы 
исходных геологических, геохимических и геофизических данных в 
условиях коррекции целью и гипотезой образуют внутренний инфоJ>­
мационннй контур (см. рис.2, контур. I) . 

В зависимости от характера цели и гипотезы общая стратегия 
отношения к исходным данным может следовать как по направлению 
дифреренциации данных , так и по направлению их интеграции. Су­
ществующий широкий класс исследовательских и производственных 
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задач ·зачастую вьr.ливается в задачи с диф:реренц:иацией данных. Но 
появление задач нового поколения, особенно экологоориентированньтх, 
требует суniественно интегрального подхода в использовании и по­
лучении данных. 

Апостериорный геотест 

Рост функциональной нагрузки априорного геотеста начинается 
с получения ответов на вопросы,заданные геологической среда При­
чем ответы можно получить как автоматически - путем опроса и по­
лучения ответа (например, мониторинг литосферной обстановки по 
за6рошенной скважине), так и традиционными полевыми или каме­
ральными исследованиями. По существу апостериорный геотест - это 
заполненный ·априорный. 
Постулат 3. Апостериорный геотест - это элементарная информаци­

онная единица, заданная совокупностью вопросов апри­
орного геотеста и отве'l'ов на них, являющихся резуль­
татами первичных измерений. 

Следовательно, информационное обогащение геотеста на этапе 
его апостериорного вида приходит в состояние готовности к приме­
нению вычислительных средств в ана.т.rизе множества геотестов по 
заданной цели исследования (см. рис.2). Причем на уровне апос­
териорного геотеста при общей его структуре с априорным появля­
ются математические модели анализа данных по результату опроса. 
В самом общем виде мы выделяем три основные модели: 

А. Аналитическая модель анализа данных.решающие правила ко­
торой- как бы копируют геологический процесс или явление (процесс 
рудообразования, нефтенакопления, осадкообразования и др.). ::frи 
модели в основном связываются с экспериментальными задачами при 
поиске природных аналогов или наоборот, при поиске технического 
аНаJiога для данного природного геопроцесса. 

Б. Статистика-вероятностные модели анализа данных наиболее 
распространенные и без какой-либо спецИализации. ::frимтл методами 
решают (или по крайней мере пытаются решить) все возникающие 
в геологии задачи,если исходные данные соответствуют требованиям 
применяемого метода. 

В. Логико-математические модели анализа данных имекiт свою 
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специа.пизацию и работают в_условиях логической (многокомпонент� 
ной) зависимости характеристических признаков. Задачи, решаемые 
в русле этих моделей, начИнаюТся с задач прогнознь-поискового 
профиля и заканчивается решением задач геологической разведки на 
любой ее.стадии. 

Предполагается, что множество апостериорных тестов может 
создать информационную обстановку для решенИя задач нового поко­
ления:;в которых потребуется комплексирование всех блоков анализа 
данных. В связи с этим предусмотрен� общая блок-схема регист�­
ции и анализа результатов опроса геологИческой среды в автомати­
ческом режиме. Конкретная работа в вычислительной среде дOJDll1Ia. 
обеспечиваться программно-алгоритмическим репертуаром, согласно 
заданным_ це.ляМ · анализа данных. Ка.к и в априорном rеотесте здесь 
присутствует блок озадачивания, т.е. набор.целей анализа апосте­
риорных геотестов и-переченЬ гипотез как коммутация с геологи­
ческими постановками задач. 

Множество частш.q; апостериорных геотестов, о6работаюшх со­
гласно заданному цмеуказанию, сводится в некий результирующий 
апостериорный геотест, ·в· котором содержатся ответы на· вопросы, 
заданные геологической среде. Эrот обобщенный геотест содержит в 
себе "портрет" геологического объекта или процесса и въrяв.ляет 
подход к следующему виду геотеста. 

Функциональный геотест 

Нарастание информации геотеста на апостериорном этапе При­
водит его к очередному виду существоэания - эксп.луатацион­
ному этапу. На данном этапе геотест подчиняется новой сре­
де работы с ним, т.е. находит .свое пр:именещ:е вплоть до 
участия в управ.лтацих системах. Причем · это управленческое 
функционирование Геотеста может оказывать :в.лиЯние на блок 
целей и гипотез. 

Постулат 4.  Функционалъннй геотест - это апостериорннй гео-
тест с допо,лнителъной детализацией вопросов и от­
ветов, обусловленной необходимостью прогноза от-
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RЛИКа на техноrешюе внесе{IИе неисправностей в при­
роднне состояния системы*� 

Множество функциональных rеотестов может 6ытьиспо.льзовано 
для коррекции це;rепоЛагания и организации уПравляющих 9хем • .  про... 
цесс Перехода апостериорного геотеста в фушtциональный задается 
:5шmлением его пригодности ДШI теоретического или практического 
�енения. Цели и гипотезы в соответствии с их вRу'!'ренней орга­
:нИзацией выбирают и испо.льзуют апостериорные геqтесты. 

Башt апостериорных rеотестов представляет со6ой информа­
ционную среду, в_которой.зарождаются целеориентиро:ванные пр�� 
раммы развития теории ИJШ производства. Именно поэтому схема 
возникновения функциона.льноГо rеотеста (рис.З) содержит в себе в 
качестве основщю.лагапцих три моде.ли: прогноза , поиска и развед.,. 
ки. Как ужг 6wro сказано . в предыдущих разде.Ш, все виды произ­
водс'!lвенной деятельности могут быть охвачены единой модеш..i1- ин­
формационной. 

Действительно, результатом- JПХ5ого вида деятельности геоло­
гического производства �ется информация. Несмотря на разнооб­
разие видов сообщений в.се это и:Нфа�wадионннй материал, поэтому 
прогноз ,поис.к и_разведку можно решать как информационнне задачи. 
Следовательно; верхний мок� предс?:ав.ляпций со6ой инфор&аЦИонную 
моде.ль видов деятельности, осущесТВJIЯет поиск, :мобилизацию и об­
работку пригодннх ДШI данной цели апостериорннх rеотестов. Но пе­
реток информации по п�рвому контуру 6.лок-схемн фующиона.лъного 
rеотеста проходиТ еще и блок модели УпРавлешш. . Эrот блок тесно 
взаимосэязан с информационной моде.пью и с ОJiоком целей и гипотез, 
что вьzводит его во внеmний rеоконтур. МодеJIЬ управ.ления,фующио­
нирующая в информационной среде реального процесса деяте.л:ьности , 
может состыковьzваться с некоторыми внешними системами упра:в.ле­
ния через блок "цели .и гипотезы". Именilо в этой аrреrации усмат­
риваются допОJIШР,t'ельнне возможности внхода к решению с.ло.жннх. за­
дач нового поколения геолого-геофизического профиля. 

Фушщиональiшй rеотест в свою очередь · может служить 
некоторой информационной "Заготовкой" ДШI применения· на следу&-

*) Отм�тим, что �она.лыше rеотестн в форме стандартно­
го множества ответов могут тем самым не только характеризовать 
состояние объекта исследования, но и влиять на селекцию целеука­
зания (например, строить или.не строить ГЭС). 
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щем уровне организации теоретических поисков и прикладных работ. 
Причем, как и геотесты предыдущих уровней,функционалъный геотест 
имеет дв.е стороны информационной нагрузки - дифlJере:нциа.льную и 
интегральную. 

Итоговые характеристики 

I .  Представления: о геотесте ЯВЛЯЮТGЯ откликом на усложне­
ние задач, под.лежащих решению и на повшпающиеся возможности ав­
томатических реiкимов получения и анализа информации. Характер и 
ритм исследовательских и производственных работ в геологической 
отрасли зШшия требует то детальной ДифlJереюiиациИ геоЛого-ге� 
физических данных, то их срочно.й интеграции. Эrо не противоречит 
общему движению развития науки, но требует обя.эательного и опе­
ративного учета требования сопрюкенных дифlJеренцшш;ии и интегра­
ции данных. 

2. Именно поэтому вводимое пшштие геотест является много­
функциональным, и в самом начале своего возникновения расчленя­
ется на виды. Эrо расчленение подчинено сле,цупцей задаче.: отоб­
разить в геотесте этапы наращивания и применения по.луча.емых све­
дений. В общем геотест охватывает: 

а) опрос геологической среды - вопрос; 
б) ответы по списку вопросов - ответ; 
в) применение ответов в деятельности � использование ответа. 
з; Естествешю, что понятие геотест наделяется конс·rруК'l'ив-

ностью с целью его применения.в самых раэличннх и слохннх инфор­
мационных и вычислительных средах� Ведь выход на rло6а.лыше ILЛа­
нетарнне задачи ·на основе геомониторинrа потребует сложных схем 
решения. Эrо тем более важно,поско.льку текущие Ф:Щы техноrеШiоrо 
давления на геологическую среду имеют общеп.панетарное значение,и 
построение хотя бы грубых прогностических схем ДШI системв "тех­
ника - природа" является уже сейчас наиболее актуальной про6J!е -
мой. 

4. Необходимость. интеграции геОJIОгических, геохимичес.Ши: 
геофизических данных вытекает не только из тре6о:ваmШ ши:рокоrо 

· прагматиэма,но и в связи с началом.развития организменной. модетI 
Земли. То расчлененное и независимое опрашивание геоло:rич:еских: 
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объектов, практикуемое и -поныне, доJJЖНо замениться новым видом 
опроса, которому присуiце выяснение состояния геоо6ъектов. Естес_. 
твенно, что в новом витке опроса Земли должнн появиться со­
ответствупцие информационные единицы. lli.m, на наш взгляд,могут 
быть <пРи соответствуnцей детализации и доработке) геотесты. 

Автор искренне благодарит С . Г. Кулагина за стимуляцию внима­
ния к проблеме "Геотеста" , а В. О. Красавчикова за критические за­
мечания. 
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В.О.КрасавчиКов 
WСТЕР-:АНАЛЙ3 ПРИ ЗАДАННЫХ НЕЮБХОДИМЫХ УСЛОВИЯХ 

§ l Введение 

При решении классификационных задач в геологии типичной яв­
ляется ситуация:, когда исследователь обладает дополнительной :ин­
формацией, не содержащейся в описаниях объектов заданным набором 
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признаков, и руководствуется как описаниями, так и выходящими за 
рамки таблицы "объект-признак" фактами, аксиомами, предположе­
ниями. Это связано, не в последнюю очередь, с тем, что таблица 
"объект-признак", вообще говоря, не позволяет адекватно описы­
вать отношения между объектами. В то же время многие такие отно­
шения можно охарактеризо�ать средствами математической логики.с 
помощью ИСЩiсления предикатов. Очевидна не.обходимость разработки 
алгоритмов классификации, результирующи:е построения которых удав� 
летворяли бы заданным аксиомам, описывающим взаимосвязь между 
целевыми отношениями, задающими .искомую классификацию, и харак­
теристическими отношениями между объектами •. В данной работе эта 
проблема рассматривается на примере задачи кластер-анализа с до­
полнительным условием: если объекты х и у относятся к одному и 
тому_ же кластеру, то выполняется предикат � (х,у), т.е. '!за­
дает необходимое условие принадлежности объектов к одному и тому 
же кластеру. Задачу кластер-анализа будем рассматривать в узкой 
трактовке как задачу разбиения заданного множества объектов м 
или, что то же самое, как задачу определения отношения эквива­
лентности х �у нам, удовлетворяющего некоторым дополнительным 
условиям. Таким образом, речь идет о следующей задаче: на конеч­
ном множестве М= { а1, • • •  , am } требуется определить отношение 
эквивалентности х · � у таким образ ом, чтобы для любых х, у е: м 
выполнялось условие 

х � у  -'f(x,y), (I) 
где � (х,у) - предикат, определенный для всех пар (х, у) из 

м х м. 
В принципе, отношение ·х �у может оказаться частично опре­

деленным; однако для начала рассмотрим случай, когда х � у не 
определено ни для какой пары (х,у) • Такая ситуация возникает, 
например, при моделировании химического состава гранитоидов (см. 
статью А.Ф.Белоусова и др. наст. сб.). 

Рассматриваемая задача всегда.имеет решение, поскольку три­
виальное разбиение (один объект - ОДИН кластер) удовлетворяет 
условию (I) при любом предикате '-J .Однако в содержательном пла­
не тривиальное разбиение не является решением. Как правило, на 
практике необходимо добиваться как можно меньшего числа классов.С 
точки зрения содержательной интерпретируемости не менее важно 
также, чтобы искомое разбиение было регулярно устроено и субъ-
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8RТИВИЗМ В определении "КЛаССОВОЙ принадлеJкнОСТИ" объектов был 
бы минимальным. Если считать, что НИRакой другой информащm Еро­
ме заключающейся в выполнении (или невыполнении) условия ':f , 
нет, то интуитивное представление о регулярности строения ис­
Rомого разбиения может быть уточнено на основе понятия а.втоморф­
ного разбиения, вводимого во втором параграфе, а в третьем рас­
смотрено семейство. алгоритмов для п.остроения таких разбиений., 
::!го семейство реализует определенное модельное представление о 
кластеризащm, а именно: чем чаще одновременно вшюлняются усло­
вия tj(x,z) и .tp (z,y) для объектов ;l из множества м, тем ве­
роятнее отнесение объектов х и у к одному и тому же кластеру. 
Различные уточнения этой нечеткой формулиров:ки приводят к раз­
личным мерам близости между объектами х и у • При заданной 
мере близости с помощью некоторого не сли;�жом трудоемкого 
шагового процесса порождается автоморфное разбиение. Вводится 
понятие сопряженности разбиения и меры близости, имеющие очевид­
ный содержательный' смысл: объекты, относящиеся к одному и тому 
же кластеру, доJJЖНы быть более близ:ки между собой,чем.относящие­
ся к различным кластерам. Показано, что пошаговый процесс приво-. 
дит к минимальному (по числу кластеров) разбиению средИ всех 
разбиений, сопряженных с мерой близости, для которой проводился 
шаговый процесс. Приведены конкретные примеры "хороших" мер бли'­
зости, вычисляемых на основе анализа вшrолнимости предиката 'f 
и имеющих характер эвристик. Установлено., что любое мшtима­
льное (в классе автоморфных разбиений) разбиение может быть 
порождено с помощью· описанного шагового процесса при выборе 
подходящей меры близости. 

К сожалению, не всегда шаговый процесс, даже с "хорошей" 
мерой бJrnзости, приводит к нетривиальному разбиЕjнию, хотя из­
ве-стные нам примеры такого рода яВляются довольно искус ­
ственными� ::!га ситуация во многом аналогична отказу от класси­
фицирования пробы ripи решении задачи распознавания. В таких слу­
чаях целесообразно использовать дополнительные предположения -
например, об ожидаемом числе классов.. В § 4 рассматривается 
ситуация, когда заранее известно, что число классов равняется 
двум. Для этого случая описаны.алгоритмы нахождения одного 
разбиения и перечисления всех разбиений на два класса, удовлет-
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воряющих условию ( I ) . Показано, что число всех е -1 
равняется 2 ° , где 80 - некоторое натуральное 
восходящее m /2*). 

таких разбиен:ий 
число, не пре-

Следует отметить, что рассматриваемый подход, в принципе, 
применим и в случае, когда предикат ':f (х ,у ) не задан, но есть 
данные о близости объектов, т.е. имеет место стандартная для 
кластер-ана.JШза ситуация /2, 3/. Пусть, например, 

. 
на исходном 

множестве объектов м задана мера близости z (х ,у ) ,  принимающая 
значения с1 < с2 < • • • < с q• Для j = 2, ••• , q определим преди­
кат ::fj(x,y) следующим образом: �j ( х,у ) истинно, если и только 
если . r (х,у ) .  � cj. Таким образом возникает q-1 вариантов раз­
биения (не обязательно разJШЧНых). Для j-й задачи необходимым 
условием принадлежности объектов х и у . к одному и тому же клас­
теру является то, что их мера близости не менее заданной величи­
ны с j • КажДая из этих з·адач решается и затем на основе того

. 
или 

иного функционала качества разбиения среди найденных разбие� 
выбирается наилучшее (например, состоящее из наименьшего числа 
классов). 

§ 2. Автоморфные разбиения 

Как легко в:Идеть, без ограничения общности можно принять, 
что для лю6ых х,у из м выполняется: 

а) у (х,у ) -g(y,x) , 

б) !f (х,х) . 
Предикат ':! , в силу своей симметричности, задает на м не­

ориентированный граф Г0 = < М, & ::> , где G0 - множество ребер 
графа Г0, следующим образом: вершины х и у соединены ребром, если 
и только если выполняется '] (х,у ) .  Ясно, что Г0 - конечный граф 
без параллельных ребер, причем для лю6ого хЕМ в Г0 ·входит петля 
ИЗ Х В Х. 

Отношение xNy порождает естественным образом разбиение 

oC=(Q1, •••• QN) множества м на классы смежности. Легко видеть, 
что если отношение х·� у удовлетворяет условию (I ) , то каждое из 

*) В предположении, . что для лю6ого х найдется у ,  
рых -условие '}' (х,у) не выполняется. 
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Q1 является кликой графа Г0• Та.Ким образом , приходим к задаче 
разбиения графа Г0 на клики, причем любое разбиение графа Г0 на 
к.лики однозначно определяет отношение х �у , удовлетворяющее ус­
ловию ( I ) .  

Переформулируем условие (I) в терминах теории графов. Конеч­
.ный граф Г = < v, G > где v - множество вершин, v 1: ф , а G - мно­
жество ребер графа Г, будет называться допустимым , если он не 
имеет параллельных ребер и для любого х eV в члсло. ребер входит 
петля из х в х, Для допустимого графа Г можно отождествлять реб­
ра с неупорядоченными парами {х,у }  его вершин. 

Следует отметиь ,что R.JJJ1I03. как модель кластера неоднократно 
рассматривалась в литерат'уре /I , 3,5/. Новыми элементами в дан­
ной работе являются: ограничения на класс результирующих разби­
ений (требование сохранения автоморфизмов графа) ; алгоритмы пос­
троеНия автоморфных разбиений; меры близости между вершинами 
графа , ранее не встреч:авiuиеся в литературе . Появление этих эле­
ментов обусловлено спецификой зада-чл отыскания кластеризации , 
удовлетворяющей _заданным аксиомам. 

Определение I .  ·отношение · эквивалентности х-.,,у заданное на 
множестве вершин Допустимого графа Г = < V,G > , называется .цо­
п;тстимым, если для любьrх u,v Е v 

и-� v -[и, V} Е G • 
Пусть х � у - допустимое отношение эквивалентности , заданное 

на множестве вершин допустимого графа. Г. Через (xJ обозначим мно­
_жество вершин у графа Г, таких , что х �у . Разбиение множества v 
на фактор-классы по отношению .х �у будем т.акже называть разбие­
нием , порождаемым отношением экiзивалентности х- у .  

Пусть А (Г0) множество всех разбиений , порождаемых отноше­
ниями эквивалентности, удовлетворяющими (I) . На А(Г0) можно оп­
ределить естест:?енный частичный порядок: для o<..,j3 s А(Г0), где 

о<:= (Q1, ••• , QN), .ft= (Р1, ••• , Р8), о< ::,fi , если и только 
если для любого Pi, i = 1, ••• ,s найдется Qj, i=1 , ••• ,N такое , 
Что Р1:.: Qj. В этом случае имеется единственн� максимальный эле­
мент - тривиальное разбиение с<:0 = {{ а1 }• { a2J , • • •, [ат}} , т. е .  
А(Г0) f rp, 

Из практических соображений наибольший интерес представля­
ют минимальные элементы А(Г0). Однако их может ок�заться очень 
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много,.что затруднит выбор отношения, необходимого для решения 
конкретной задачи. Если нет полезной информации для: выбора раз­
биения, кроме вложенной в задание предиката J , то представля­
ется целесообразным ввести некоторые естественные огРа.ничения на 
класс отыски:Ваемых отношений эквивалентности, задаваемые опреде -
лешrями 2 и 3. 

Определение 2. Отношение эквивалентности х�у заданное на 
множестве вершин допустимого графа Г = <V ,G > , называется авто­
морфнЬlм, если для JIЮбого автоморфизма g графа Г и JIЮбых х,у е v 

х �у - g(x) � g(y). 
Пусть для хе: v sx ={У 1 fx,y }<= G }, ·иначе говоря, sх­

окрестЕость вершины: х графа Г. Для допус,тимого графа Г, как легко 
видеть, х .:= sx. Для графа Г0 равенство su = sv влечет за собой 
истинность 'j (и' v) • 

Разбиение множества v, порождаемое автоморфным отношением 
эквивалентности, будем называть автоморфным разбиением. Совокутr­
ность всех автоморфных разбиений множества вершин графа Г обоз­
начим через Aut (Г). 

Определение з. Отношение эквивалентности х -�У, заданное на 
множестве вершин допустимого графа Г = < v,G >, называется нор­
мальным, если Для JIЮбых и, v <= v 

su = sv- и� v. 
Разбиение, порождаемое норМальным отношением эквивалентнос­

ти, также будем называть нормальным. 
По существу, условие нормальности разбиения совпадает с ус­

ловием неделимости ядер при JIЮбом "разумном" алгоритме кластери­
зации / i , с. 352/. 

На множестве@ (Г) точно также, как и для А(Г0),_ зададим 
отношение частичного порядка 

Т е о р е м а. Всякий минимальный элемент d множества Aut(Г), 
является нормальным разбиением. 

До к а з а т е л ь с т в о. Заметим. что если х�у -допус­
тимое автоморфное отношение эквивалентности на v и su =Sv;ro либо 
и�v, либо [ u ]  = {uJ ,[v1 = {vJ. Действительно, пусть [u} F{uJ, 
z -1- u , z е: (u]. Тогда, так какz "'ц, z е. su и значит z Е sv. Оп­
ределим g0 следуiощим образом: g0 (и) = v, g0 (v) = и, g(x) = х для 

х 6 v, не равных ·u,v. Отображе:Ние g являет.ел автоморфизмом в си-о . 
лу того, что su = Sv. Поскольку z �u имеем g0(z) � g0(u), т.е. 
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z"'v. Если z = v, то u-�v. Ее.ли z -/с v, имеем� u�z, z "'-v, откуда 
в силу транзитивности отношения эквивалентности получаем, _что 

Пусть В= { u.:.vj А (u) -/с [u 1} = { v1, • • •  , vN} f r6. В 
силу вышесказанного для .лю6ого u""B имеет место А (u) s В. и_,зна­
чит, N > 1 . Положим u1 = v1, В1 =В, в2 =В/А (u1). ЕсЛи: В 2  f r6, 
положим u 2  = vj; .. Где vj - элемент множеr)тва В,имеющий наимень­
ший номер в последовате�ности v1, • • •  , - vN сред'и вошедших в В2. 
Продолжая: аналогичным образом, получим поqледо:ВЭ:тельность u1, • • •  , 

u ,где q < N, элементов множества В, удовлетворяющую следу!<lЦИМ 
у �овиям: ui f uj , А ( ui) n А ( uj) = r6 при i 1 j и 1�1A(u i ) = В. 
Как легко видеть, разбиение о(. можно записать _в виде о<- = {А1 , 
• • •  , Ак, { v 1},. "{vN}} Рассмотрим разбиение ft = { А1 , • • •  , �, . 
А ( u1), • • • , А ( u )}. Из сказанного выше с очевидностью вытекает, q . 
что j> � о<. и j3 I- сх: • Покажем, что f> - автоморфное разбиение. 
Пусть z � w, где х J. у - отношение эквивалентности, порождакщее .ft • 
Если z·,w 1B, то z.�� по определению отношения x _f_.y, что равно­
сильно g( z) "'g( w). При g(z), g( w } f. В это равносильно g (z) � 

..:._g(w ). При g(z), g(w) ЕВ получаем, Что z = w, так.как [z1= 
=[z}, [�l= {w} , и, значит,g(z)..f.., g(w ).Пycтьg(z)GB,. 

g(w ) � В. Тогда [g(z) J = { g (z)} ,откуда g(z) = g("w), что, 
о чевидным образом,. невозможно. 

Пусть теперь z ,  w е В и z ,!., w. Тогда существует. ue В такое, 
что zeA(u), wEA(u), откуда sz = su = sw. Отсюда s g (z) = s

f!, (vff 
Ее.ли g(z ) е. В, то и g( w ) е В, откуда очевидным образом gtw) � 

,.!, g(z) • 
Если g(z)ф В, то и g{w)./ В. Так .как g(z)Eji В, А (g(z))� 

s [g( z)] • Но g( w )Е А( g( z)), значит, g( w ) � g( z) и по опре­
делению отношения х .!., у получаем g( w ) .!, � z) • Наконец, для лю6нх 

z G В и .w 1 В неверно, что z .!., w. Теорема Доказана •. 

§ З. ll.lаговый процесс построения автоморфннх разбиений 

В соответствии с_работой B.H.Ba:rmta / 1/ взвешенным отноше­
нием назовем весовую функцию R:VX:V -w, где v - множес!!'во вер­
шин графа· Г, а \V - множество . весов. R симметрично, ее.ли 
R (x 1,x 2 ) = R(x 2,x1)  для всех x1,x 2ev. Будем считать, что w ли-



нейно упорядочено и имеет наибольший и наименьший элементы, 
обозначаемые соответственно I и с.и, R рефлексивно , еСJШ R (x,x) =I 
для всех xev. Симметричные и рефлексивные взвешенные отношения 
называются отношениями сходства. В настоящей работе отношения 
сходства понимаются в более узком смысле - в дополнение к ска­
занному требуется выполнение еще двух условий: 

R(x,y ) = I -- S = S , ( 2) х у R(x,y ) = w ---- { x"yJ1G. ( З) 
Если w = [ О, 1 j , то R будем называть также меро;; :::ходства . 

Заданное на множестве вершин допустимого графа Г взве шенное 0'11-
ношение R будем называть автом орфным , если для любых х,у е v и 
любого автоморфизма g графа Г 

R(x,y ) = R (g(x) , g(y ) ). (4) 
Пример I .  Пусть v1 = (0,1] • У словиям ( 2), ( З) ,  (4) удовлет­

воряют меры сходства: 

а)  R*(x,y) = { ISx П Syi/ISx U Syl при 
о ·  при 

б )  пусть k (x,y ) - максимум мощностей клик :К, для кото­
рых хЕ К и уЕ К. Тогда rk(x,y ) / 1 Sx U Sy 1 , еСJШ { х,у} е G и Sx# SY; 
R (x,y ) = о при { х,у} rf. G 

1 nри sx = sy• ik(x,y )/ v е сли [ х,у} r= G и Sx# SY; 
в) R (x,y ) = О при { х,у} ф G; 

. 1 при sx = sy. 
Все эти меры учитывают информацию об окре стностях перво­

го порядка точек х,у. Нетрудно привести примеры мер ,для вычис­
ления которых потребуется проанализировать окрестности более 
высоких порядков . 

Определение 4. Кластером допустимого графа Г называется 
любая его компонента связанности , ЯВJIЯЮщаяся кликой . 

Опишем пошаговый процесс построения допустимого разбие­
ния по заданному отношению сходства. 

Пусть допустимый граф Г не является полным и R (x,y) прини­
мае т  значения w0 " "'-' , w 1, ••• , wN " r. Построим последовате-
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лън ость графов ГО ,  Г 1 , Г 2 , • • •  , ГN* , где N* � N ,  следукяцим 
образом. 

Шаг I .  Полагаем Го = Г ,  . v0 = V ,  G0 = G .  Находим все кластеры 
графа Г0 и элементы: множества А0 вершин · графа Г, не вошедших в 
кластеры графа Г0. ,Полаrаем i = о. 

�· Если. кlli � = fl! .  то СТОП. В противном случае i :=i + 1 ,  
переход к шагу З.  i-f  

Illaг 3.  Г1 = < v1 , G1 > , где v1 = к�О Ак ; в G1 входят ребра 
[ х , у ] исходного граqа Г ,  соединяющие вершины: из v 1 и такие , что 

R(x,y)  � w1• Находим все кластеры граqа Г1 и элементы множест­
ва А1 вершин графа Г1 , не вошедших в кластеры графа Г i • 

Illaг 4.  Переход к шагу 2 .  
Кластером уровня i назовем лю6ой кластер графа Г1• 
Пример 2.  
I .  Для меры R:+' и графа , представлецного на рис .  Ia , описан­

ный шаговый процесс . завершается на первом шаге построением двух 
кластеров (рис. Iб) ·• Полученное разбиение , очевидным образом, 
минимально. 

а 

Рис � I .  Граф (Г) с приписанными ребрам значениями н* ( а) ; ре­
зультирующее · разбиение шагового процесса (б) . 

2. Illаговьrй процесс для меры н* использован при выделении 
попул.яций гранитоидов ( см. статью А.Ф.Белоусова и др. в  наст . с6. ) .  

л е м м а I. Если i <  j , ТО vj s vi ' Gj s Gi . 
Д о к а з а т е л ь с т в о :  очевидное • 
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Л е м м а 2 .  Для: любого v Е v существует j ,  О ;;;.; j � N и 
кластер К уровня j , та.кой , что v Е К. 

д о к а з а т е л ь -с т в о': от противного. Пусть v не при­
надлежит ни к ка.комУ ·кластеру графа Гi для любого i = О ,  • . •  , N. 
в силу сделанного предположения N*. = N·  и v E  vN' Пусть К = 
= { u / R ( u , v )  = I j .  Если i К 1 = 1 ,  то К - кластер графа Г N ' что 
противоречит сдела.нному предположению. ПустЬ 1 К 1 > 1. Заметим , что 
если v E VN и R ( u , v )  = I ,  то и u E VN , поскольку, во...,первых, u и v,­
смежные вершины графа Г; во-вторых, ес.л:И u входит в тот иЛи 
иной кластер уровня i , то и v входит в Этот же кластер (та.к ка.к 
v е: v i для любого i = 1 , • • •  , N и ребро , соединяющее u и v , входит 
в G1) . Таким образом , К -:=  vN. Заметим , что в · силу условия ( 2) 
R ( u , v ) � I в том и только в том случае , kо�да su = sv и если 
Sv = su и Sv = Sw , т.о Su = Sw· П�этому для любых u , ,v e.к

. 
·имеет 

место . R ( u , w )= I ,  а ' ребра графа Г, соединяющие вершины , входящие 
в К ,  .являются и ребрами .графа � • Отсюда получаем , что К - клика 
графа ГN. Пусть z ·_ вершина графа ГN , смежна.я вершине w е. К. Тогда 
R (w , z )  = I ,  т . е .  Sw = s� И ,  значит , sv = Sz и ,  таким. образом , 
R ( v, z )  = I. Тем самым z 6: К и ,  значит , К - компонента связности u, 

ка.к уже ранее было установлено , клика графа Гjр Следовательно , v 
является элементом кластера графа ГN • Приходим к противоречию. 
Лемма доказана. 

Л е м м а З. Если К - класт�р уровня i и к' - кластер 
уровня ;L ' ' причем к � к ' ' то к n к '  ;,, �- . 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о .  Ес.лИ i = i '  • .  то положим ;и,ля 
определенности , что i < i ' . По определению графа Г i • имеем 
К n v1 • = � .  откуда К п к' = �. Если i= i' ,  то, поскольку К � · к' и 
К , К' - компоненты . связности графа Г i , получаем , что К n К' ; � , 
что и требовалось доказать. 

· 
Таким образом , совокупность кластеров всех. уровней .является 

разбиением множества v. 
Определение 5. Заданное на множестве вершиН допустимого 

графа Г допустимое отношение эквивалентности х �у называется 
сопряженным р Г и задан·ным на v взвешенным отношением сходства 
R (x , y ) , если для любых 
( u  Ч х ] & v е (x J &  

х ,  u., v ,  w е: v выполняется 
w' f [ x j ) - ( R (x , u) > R ( v , w ) ) .  

26 

условие 



Пусть х R у - отношение , заданное следуклцим образом: х � у ,  

если и только если существует i ,  О � i � ·  N и кластер К уровня 
i такие , что х Е К и у � К. Так как совокупность кластеров всех 
уровней - разбиение , х ..:.., у - отношение эквивалентности, причем 

R 
как легко видеть , допустимое. Вместо х :.., у будем , когда это не 

R 
приводит к недоразумениям , писать просто х ,.:_, у.  

Л е м м а 4 � Отношен:Ие х .-:.. у является сопряженным с гра-
фом Г и взвешенным отношением н .R . 

д о к а З а т е л ь с т в о .  Пусть х .:: v ,  и Е. [ х J ,  v Е. [ х 1 ,  
w r/ [х] .  Тогда существует i, О �  i � . N  и кластер К уровня '1 такой , 
что u , v , x <= K ,  w 'fK. Отсюда u , v , x  - смежные вершины графа Г и ,  
значит, R(x, u ) = J.. > w , l\.. � � ·  ЕСJШ v и w . - несмежные вершины 
графа Г ,  то R ( v, w )  = w и лемма доказана. Если v и w - смежные , то 
i 1- О. Пусть R ( v , w_) � W:i ·  Тогда w 'f=. v1 , иначе приходим к противо­
речию с условием w'f К. Таким образом , w принадлежит некоторому 
кластеру к' уровня · 1 1 .::: i. Далее, v е v1, (так как v Е v1 и в силу 
леммы 1) и вершины v ,  w в графе Г .  • - смежные , откуда v <= К ' , что 1 
противоречит условию v e= K, Тем самым получаем , что R ( x , u) � w1 > 

> R ( v , w ) .  Лемма доказана. 
л е м м  а 5 .  Пусть х - КJШка графа Г ,  

wi = x ,�:jfx R (x,y )  > w 

и к - кластер уровня j � :i. Тогда х� к , либо х n К= ,0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о :  от цротивного . Пусть х n к -1 ,е1, 

:к - кластер уровня j � . i и z Е х , но z 4- к • Если z fi v 1 , то z <=- v j , 
так как v 1 s v j и для некоторого vE. х n к имеет место R ( v ,  z ) � w1 ""'" 

9 w j , т. е .  вершины v и z - смежные в графе r j , т. е .  к не яв­
ляется компонентой связности графа Г j , что противоречит опреде­
лению к. Стало быть z e;  к' , где к' - кластер уровня r < i .  Положим 

h = min ( r ,  j ) • Тогда v Е vh и z е vh , h 6 i , а поскольку R ( v ,  z) � 
� w i ?: wh , то вершины v и z - смежные в графе Г h . Если h = r, то, 
таким образом, v и z входят в к ' , если же h = j , то v и z входят 
в к в силу определения кластера. Полученное противоречие и дока- · 
зывает лемму. 

Л е м м а 6 .  Пусть D(R) -1 ,е1 - совокупность всех разбиений 
множества v ,  порождаемых сопряженными со взвешенным отношением 
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сходства R нетривиалъ�ыми допустимыми отношениями эквивалентнос­
ти. Тогда в D (R )  существует· единственнЬIЙ минимальный элемент ..:. 
разбиение , порождаемое отношением х R'·Y. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Пусть . O(.e D (R ) , оС. =  (Q 1 , Q2 , 
• • •  , Qм)• Обозн_ачиМ 

w . ( . ) = . minQ . R ( х ,  у )  , i = 1 , • • •  , М J 1 х,уЕ. 1 . 
Очевидно , что j ( i) > о в силу допустимости порождающего ое отно­
шения эквивалентности. Так как Qi - клика графа Г , по лемме 5 для 

* * * любого кластера К уровня h ..;; j ( i ) Либо Qi � к , либо Qi n к = li'.  

Если всегда · Q с к* для некоторого к* , лемма доказана . Пусть для 
некоторого i0 и любого к* уровня h � j ( i0 )  имеет место Qi n K�9J.  • . о 
Тогда во всяком· случае Qi t;;;; v j ( ic) .  Из усЛовия сопряженности 

о . . . 
разбиения О(, вытекает , что для любых x , z  E V  таких , что х -=.  Qi , 

о 
z e:: Qi0 имеет место R:(x , z )  < w . ( . ) . Эrо значит , что 

. . J 10 . 
в rуафе 

Г j ( i ) множество· вершин Qi является кликой и компонентой связ-о о 
ности , т. е. Qi0 - кластер уровня j (l.) • .  Лемма доказана. 

Л е м м  а 7 .  Пусть R - автоморфное взвешенное отношение 
сходства. Тогда х :v y  - автоморфное отношение эквивалентности. 

R 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х :.., у. Тогда существует 

j такое , что х , у '-=  к, где к - кластер уровня j . Для любого авто­
морфизма g графа Г множество к' = g [к ]  - клика графэ. Г, причем 
u��.rg (КJ R (u , v )  = wh :;:: wj в силу автоморфности R . По лемме 5 . ли-

бо g [KJ ,;; к ' ' , где к ' '  
- кластер уровня r � h (и тогда g (x) ..:... 

,.:., g(y) ) ,  либо g [ к  ] <;: vh с;:. v j • Таким образом , к ' 
- клика графа 

Гj . Если z r:/= к' , u E K 1 , а х1 , х2 таковы , что х1 е: к ,  g(x1 ) = u,  
g(x2 )= z , то R ( u , z )  = R (g (x1 ) ,  g(x2 ) )  = R (:x:1 ,x2 ) _. Но х2 i' К , 

иначе· (так как g(x2 )=z )  z '1:- к ' • По этому R(x1 ,х2 ) <  wj ,  так как 
к - кластер уровня j и х2 1=. к . Отсюда R (u , z )  < wj . 

Тем самым показано , что g [ к  ] - кластер уровня j и ,  значит , 
g(x) � g(y ) .  Лемма доказ,ана. 

Т е о р е м а 8 .  Пусть ос. минимальное допустимое автомор-
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фное разбиение*) , причем нетривиальное . Тогда для любых вещес­
твенных c , d ,  где 1 ::::. с > d > о , существует автоморфное отноше­
ние сходства R ,  пршrимаЮIЦее значения на множестве [ о ,  d ,  с ,  1 } и 
такое , что : 

а) ае .является сопряженным с ,:,.  R ;  

б) х порождается автоморфным отношением эквивалентности 
х ,.:_ у .  

R 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х �у - отношение экви­

валентности , порождающее разбиение о<.' Определим меру R (х,у)  
следующим образом: 

I)  для пар u , v  таких , что su =Sv 
2) если Sui'Sv , но u � v ,  полагаем 
З) если u и v - смежные , но u не 

где о < d < с < 1 ; 

, полагаем R ( x , y )  = 1 ;  
R ( u , v) = с ,  где О < с <  1 ;  
эквивалентно v ,  то R ( u ,  v ) =d. , 

4) если u и v - несмежные , то R ( u,v)  = о. 
Покажем , что R ( x , y )  - автоморфная мера. Установим сначала , 

что для любых x, y <Z V  и автоморфизма g графа Г имеет место ра­
венство R(g(x ) , g (y ) )  = R (x, ;r ) . 

I .  При R ( x , y )  = 1  имеем sx=sy . Легко видеть , что в данном 
случае Sg(x) 

= S
g{y) ' поэтому И R (g(x) , g (y ) )  = 1 . 

П. R(х, у )  =С. В этом случае 3x,t Sy , но х � у. Так как х � у , то 
g ( x )  � g (y ) .  С другой стороны , поскольку sx t sy , получаем , что 
sg (x) t sg(y)  . Поэтому R( g(x) , g(y ) )  = с. 

Ш.  R ( x , y )  = d .  В этом случае х не эквивалентно у ,х и у -смеж­
ные . Значит g(x) и g ( y )  также не эквивалентны , но являются смеж­
ными вершинами графа Г. Поэтому R ( g (x) , g (y ) )  = d .  

IY. R ( x , y )  = О ,  т . е .  х и у - несмежные , значит и g(х) и  g(y)  -
н е смеж:ные , откуда R ( g (x ) , g (y ) )  = о. 

Таким образом , мы показали ,  что R(x , y )  - автоморфная мера. 
Заметим , что о:. .является сопряженным с R: если u ,  v ,  w е: Qi , 

где °' = ( Q1 , • • •  , Qм ) и Zf  Q1, то R ( u , v) � c ;  значение R (w , z )  не 
может быть равным с, причем , если R (w , z )  = 1 ,  то Sw = Sz.Пo тео­
реме о нормальности ( см. § 2) в силу минимальности °' имеем w � z,  

ч т о  противоречит сделанному допущению относительно w и z .  Стало 
6.ыть , R(w , z )  � d, откуда R ( u , v )  > R (w , z ) .  

Таким образом о<. е D(R),  где D(R)  - совокупность всех раз-

* Т. е .  мин:ималъное в @ ( Г) • 
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значения R* (а) ; 
автоморфное разбиение (б)  

биений множества v,  порождаемых сопряженными с R нетривиальными 
отношениями эквивалентности. По лемме 6 в D (R) существует един­
ственный минимальный элемеЕт - раЗбиение , порождаемое отношением 

х t у • В силу миниМальности ое. получаем ,· что ое. совпадает с раз-

биением , порождаемым х· � у , а по лемме 7 отношеirие х it_ у автомор­

фно .  Теорема доказана. 
Пример 3.  Разбиение , порождаемое отношением эквивалентности 

х lr* у ,  является 'rривиальным; тем не менее :1етривиалъное автомор-

фное разбиение сУществует ( рис . 2) .  

§ 4 . Случай двух массов 

Пусть заранее известно , что число классов два и ,  следова­
тельно , суniествует разбиение множества вершин графа Г на два 
подмножества , каждое из которых .является кликой . Будем считать , 
что граф Г не .является пoJIНJiм , поэтому найдутся несмежные вер­
шины u1 , w 1 , u1 Ji!w 1 • В ·силу сказанного , .iцюая пара не смежных вер­
шин - минимальное доминирующее и максимальное независимqе мно­
жество У 4 / .  

Вершину u , смежную с каждой вершиной графа Г , будем для 
краткости называть дефектной. Понятно , что добавление или ,  · нао­
борот ' изъятие дефектных вершин ' которые все равно н_евоэможно ни­
каким разумным образом отнести к какому-то классу , не влияет на 
существование разбиения на дв.е клики. Поэтому ограmrч1щся рас-
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смотре�ием случая , когда граф Г не содержит дефектных вершин. По­
:кажем , RаRИМ · образом можно : 

а) найти одно разбиение на две RЛИRИ ;  . 
б) перечисJШтъ· все такие разбиения . · 
Пол_ожим Р С 1 ) =  { u1 } ' Q{ 1 ) ::: { \v1 ·} � Пусть для � � k  множе­

ства верmин P ( J ) � Q ( j ) построены. Тогда P(k)  = P (k-1 ) U H (k ) ; где 
H ( k )  - совокупнос�ь вершин графа Г ,  не смеЖных хотя бы с одной 
из вершин, входящих в Q(k- 1 )  и Q (k)  = Q (k-1 ) U  L(k) , где L ( k )  -
СОВОRупнОСТЬ вершин , не . смежных ХОТЯ бы С ОДНОЙ ИЗ ВерШИ:Н , ВХОдЯ:­
ЩИХ В P(k-1 ) �-

Л е м м а I .  
= 1 , 2 , • • • • 

P ( j ) � P ( j +1 ) ,  Q ( j ) i;;;:- Q ( j +1)  для любого j = 

Д о  к а з  а. т е л  ь с т . в о :  очевидное . 
л е м м а 2 .  П:'[СТЬ R, ,  R2 - . RJШКИ rуафа г такие , ЧТО 

Li1 <= R 1 , w_1 i;;= R2 , R1 n R2 = �. R1 U R2 = V . 
Тогда P ( j ) �  R1 ' Q ( j �� R2 ' j = 1 , 2 , • • • •  

Д о  к а з  а т  е. л ь с т  в о; по иНдукции Р ( 1 ) С  R1 , Q ( i )<.;;;;.R2 
по условию леммы. Пусть. для всех j � k доказЬIВаемое утверждение 
справедJШВО и z ь:Р(k) : "ЕСJШ z Е P(k-1), то z е R1 . При z � P(k- 1 ) 
существует v Е Q (k-1 ) несмежная с . z .  Но по предположению индук­
ции Q (k:-1 ) с R2, а так как R2 - RJШKa , Получаем , что 1!1 о/=- R2, т . е .  
-z·E R1• Тем самым доказано , что P ( k ) C  R1• Аналогичным образом 
устанавливается включение Q ( k) <;;;: R2, что :и доказЬIВает лемму. · Пусть "fo - наименьшее k, nри :котором р(k+1 ) � P ( k ) , 

Q (k+1 ) =Q (k); Обозначим А�О) " Р( �0 ) ,  А� 1 )  = Q (  �о ) .  Пусть для 
j � k множества А< 0 > , А( 1 > построены , А(О) ; �. А(1 ) 'F 1; .  Поло-

k-1 J J . J J 
жим vk = v,( .U (AJ(O )U AJ(

1 »). ЕсJШ подграф Гк с множеством вep-
J ='I 

шин vk - полный , то полагаем A�o ) " vk, А�1 )= !1 J и на этом про­
цес с · построения множеств А�ое ) , где сх:. = 0 , 1 , .закончен. 
Если Гк не является полным , то в нем найдутся две несмежные вер­
шины · uk и wk • Для ·  графа Г к, вершин uk и WJ< построим множества 
вершин Р( �о ) И Q ( °2о ) ,  где 20 = га (fk , � ·  wk ) . 
Полагаем А�О)= Р(  го ) ,  А�1 ) = Q (  �0). В результате получаем 
семейство А� <Х ) , j =1 , •· • •  , 80 , о<:: =О, 1 подмножеств вершин исход­
ного графа Г. 
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Л е м м а 3, Ее.ли граф г80 . - поJПiьrй , то v9c. совпадает с 

множеством дефектных вершин графа Г. 
Д о к а з а т е л ь" с т в о. Пусть граф Г в., - ПОJПIЫЙ , UE:: v60 

и v - произвольная вершина графа Г, Если v не смежна с u , то 

v d. v,,_ и значит v G А <Jp) U А� 1 >. для некоторого j ..:: 80 • Пусть � � J . 
для определенности v � А3 ° ) .  Так как UE v 00 :1i v 80 с v j имеем 

u е= v j , а поскольку u не смежно с v ,  u е. А3 1 ) , Действительно 
v<=P(k) для графа Гj . и некоторого k � 1 .  Если u '</= Q(k ) , то ,оч� 

видным образом, u с= Q (k+1 ) , Но если u е А3 1 ) при j < � ,то ur:.. v60• 

Приходим к противореЧию.· Тем самым показано , что u - дефектная 
вершина графа Г. 

Обратно , пусть u - дефектная вершина графа Г, НО u е; А3 ..с.:), 
для j < f)0 , Пусть для: определенности u e:: А3° > . :по значит , что 
u E  P(k) дЛя некотьрого k ,  следователъно ,найдется вершина гра­
фа Г, не смежная · с  u, Лемма докаэа.F.а. 

С л е д с т в и е  • •  Еслк граф Г не :Имеет . дефектных вершин, 
· ..,n" 8 (О)  ( 1 ) то для Juuuoгo j "' 1 , • • • , 0 множества Aj , Aj непусты. 

Преддо�о:жим, что Г не имеет дефектных вершин и 8 0· , u1 , • •  � 

(О ) '  ( 1 ) (О )  . ( 1 ) • • • •  u 8 0  , v1 ' • • • •  Ve0 . , А1 , А1 , , , , , А 80 , А Э0 получены 

в результате опис�µшого ВЬIШе процесса. Для произволъногоо(.е[о , 1 ·} 
обозначим d:_ = 1 - о<. •• Положим для с;(; ='d1 . .-../ ) _,. .  Е {0 1.}. , d··=· i r.1 � ' · · · /·"'е , ..,..,J " , • • •  , оо 

·� х> � . . 0 Во (dj) Х (d ) = ,о:.. � и 1 , " .  J и.в � lf1 ' • " >  l!в ) = .U А; _ _ . о 
о . а =�  о (.;. J У (<Х ) = У  (о<. ' Ll. 1 ;  • . •  , U. в0 ' !Г1 :1 • "" 'lfвo )  = lf А · 0 . j =-1 J 

В сделанных преддоложениях справедлива 
Т е о р е м а 4: 
а) пусть О( = (сх1 , • •  ' :>  ое13 ) - произвольный двоичный 

о 
набор , 

.: е0 (6'.;)  . Э0 (_;z· ) 
- U 0 У С - U А J 

Х (ОС:: ) =j "' 1  А J , . сХ.) = j � 1 J , тогда 

Х(�), У(сZ) -
клики графа r � X (d)U Y@,) =V,XC�Jn Y(�) = ?  
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б)  пусть R1 , R2 1 � - клики графа Г т�ие ,что R1 U R2 =V, 
R1 П. R2 = � •. тогда существует ДВОИЧНЫЙ набор о(. такой , ЧТО R1 = 
= Х ( � ) , R2 = У ( &. ) • 

д о к а з а т е л ь с т в о :  а) пусть u ,v  Е: · х(  d:. ) . Тогда 
для некоторых j , s  имеет место и � А3 <Xj ) , v е А� сх� ) .  Если 
j s , то по лемме 2 и и v - смежные вершины графа Г. Пусть 
j 1' s .  Пqложим ,rr;rя определ�нности j < s .  Тогда 

tГ Е у\ ч�i с А �о) u А /'( 1 )  )\ . -
откуда v Е v j + 1 �. v j • С другой стороны , так как v о/= А 3 ое. j ) вер­
шина v в графе Г смежна с любой вершиной из А 3 сх. j ) , в том числе 
и с и .  Тем самым показано , что Х( с;_ ) - клика графа Г. Рассуж­
дая точно таким же образом , приходим к заключению , что и У(сХ. ) -
к.лика графа Г. 

Пусть ·u: - произвольная вершина графа Г такая , . что 
и �;:  х( .Х ) u У ( а ) , т . е . ни ,rr;rя какого j = 1 ,  " . , 80 и не 

. . (jo . (О) ( 1 )  
принадлежит А (О ) U A ( 1 ) • Значит vrэ r j  = V \  ( � ( А  j u AJ  )) f ер J J о ,j = I  ,, 
Если граф Г 80н - полный , то и Е А���1 • Если Ге" r 1  - не-

полный , то в нем существуют две несмежные вершины иаи • i  
и ,  следовательно , · можно построить множества вершин А (О ) 

fЭv'f  

В любом ·случае приходим к противоречию с определением 80 . 
Пусть и r=. х ( а ) n у ( d<:_ ) -/ �. Тогда ,rr;rя не которых j , k 

и е А ( о<..к )  • Ясно , что если k 

А{�П А к(Х,к� ф 
k=j ' то 

( см.  лемму 2) • При k f. j положим ,rr;rя определенности j < k . Тогда 

и �:tJ с А (О) u А � 1 )  <; = !  :, · �  
и ,  значит , и е v k, откуда и <= А� о<, k) . Приходим к противоречию; 

б) пусть Г не имеет дефектных вершин и ,rr;rя некоторых 

• • • ' U GO ' . (О ) ( 1 ) . -8 w1 , • " , w 80 множества Aj , Aj , J = 1 ,  • • •  , " 

построены. Так как uk , wk - не смежные вершины , то либо uk с=: R1 , 
wk c= R2, либо наоборот , иk = н2, wk e R1 •  В первом случае пола-
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гаем сХ. к = О ,  а во вт_ором - °'к. = 1 • Покажем , что х ( ;(__) 
= Х( ;;(_ ' u1 ' • • •  ' и Во ' w 1 ; • • •  ' w ее ) = R1  • Действительно ; � ( "' " ) пусть и Е: Х( °'- ) .  Тогда и е;; Aj J для некоторого j -=1 , • • •  , 8 0 • 
Если j=1 , то при ot:.j = О имеем_

. 
u1 е;; .R1  и по лемме 2 u �A(O� 

с;;н,, при · ое. j = 1 имеем w 1 Е н1 и по леМме 2 и Е А� 1 )� н1 • 
J . 

Пусть 1 < k < 80 • При о<:: к = О имеем u кE R1 • Для графа Г и его . к 
клик :в. 1 n vk , R2 n vk лемма 2 дает us:A�O ) � н1 n vk • При аск=1 
имеем wk r=:- н 1 , и лемма 2 д,ля R1 n vk , R2nvk дает �Е А� 1 ) �- R • 
Таким образом Х( О<. ) С н1 • Аналогичным образом устанавливает6.я 
Что У( ,;:( ) � R2 •  Пусть · и �  н1\.х(.Х.). Так как по доказанному в 
пункте (а) х ( .;с ) U У ( � )  =V , получаем , что u .E У ( � ) С  н2 , тем 
самым u_E R/1 R2 , что невозможно. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е .  Заметим, что· если · �  -F р и О<. @ j5 -1· 
·/ ( 1 , : . .  i ) , то разби·ения { х ( ос )' , Y( Oil. ) }  , { x< fi ) , Y ( j ) }  

!Эо 
не совпадают . Поэтому чи:сло разбиений множества вершин графа Г 

на две клики в случае , когда граф Г не имеет дефектных вершин , 
Э0 - L  равняется 2 

Теорема 4 указывает алгоритм нахождения . разбиения графа Г 

на 2 клики ,  как и алгоритм . перечисления всех таких ;разбиений . 
В случае наличия дефектных вершин необходимо проделать некоторые 
дополнительные процедуры , которые мы вследствие очевидности этого 
вопроса. опускаем. 
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Г.Ф. Букреева 

АШ'ОРИТМ ВЫЯВЛЕНИЯ СКРЫТОЙ ПЕРИОДИЧНОСТИ ВРЕМЕННЫХ РЯдОВ 
МЕГОДОМ МАКСИМАЛЬНОЙ ЭНТРОПИИ 

В практике научных исследований нередко :Приходится решать 
задачи , связанные с изучением структуры периодичности какого­
.тrбо процесса и иерархической соподчиненности ци:клов по единст� 
в енной его реализации , например , цикличности осадконакопления по 
изменению параметра зернистости пород , эволюции органического 
мира по вариации Сорг • вертикальных движений по скорости погру­
же� платформ и т . д .  Изучая динамику того или иного параметра , 
исследователь , по существу, имеет дело · с  суммарным результатом 
наложенных друг на друга колебательных движений разного порядка. 
Разложить исследуемый ряд на простые составляющие , . не прибегая 
к математическим методам , он не может . Такую возможность пред-
стаБ.11.яют методы спектрального анализа - математического 
разработанного для исследования свойств временных рядов 
6 ,  IO ,  12 , IЗ и др. /. 

аппарата, 
/4 , 5 ,  

Метод максимальной энтропии в настоящее время считается 
специалистами лучшим методом спектрального ·анализа временных 
рядов . Он обладает рядом преимуществ перед остальными : а) приме-
ним для исследования как коротких , так и длинных временных ря­
дов ; б )  способен выделять периоды , равные исходной реализации 
( тогда как по методу Блекмана-Тьюки можно выделить периоды дли­
т ельностью не более I/3 ряда) ; в) не требует предварительного 
сглаживания ряда наблюдений , так как оно проводится самим мето­
дом , формирующим оптимальные фильтры для подавления шума спектра, 
параметры которых выражены с помощью авторегрессионной функции с 
учетом свойств анализируемой совокупности;  г) спектральная оцен­
ка очень выразительна , даже когда период становится сравним с 
д.тrной исходной последовательности ; д) детальное распределение 
спектра позволяет точно установить период маrссим:умов ; е) длинно­
периодная составллющай шума полностью устранена. 

К недостаткам метода относится отсутствие строгого обосно­
вания выбора порядка авторегрессионной модели для описания ис­
следуемого процесса. 
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Метод максимальной энтропии особенно удобен при спектраль­
ном анализе процессов авторегрессии. При этом предполагаете.я , 
что ряды содержат в себе периодические составляющие и что спектр 
должен иметь три-четыре · максимума , а мы хотим оценить их распо­
ложение . Требования к исходной информации таковы: I) ряд дол­
ден быть полным , без пропусков в наблюдении ; 2) информация пред­
ставлена с равномерным шагом во времени ; 3) ряд обЛадает свойст­
вами стационарности и эргодичности. Первые два пункта требований 
Qтносятся к дискретным рядам наблюдений . 

Наличие априорных сведенИй об исходной информации , пере­
численные особенности и возможности · метода и определяют круг 
задач , решаемых с его помощью. Метод используете.я геофизиками , 
палеомагнйтологами и практиче ски не применяе·rся геолог;;J.МИ , хотя 
он может быть полезен , например , при вы.явлении микро- и мега­
циклов геологических !fРОЦессов , их приуроченности во времени. 

· Цель работы - оПисать алгоритм программной реализации . 
спектра.лЬной оценки методом максИмальной энтрошш и показать 
применение метода при реше� конкретной задачи. 

§ r . · Оценка спектра методом максимальной энтропии 
( общие сведения) 

Метод максимальной энтропии был предложен Дж. П.БурГом /12/ , 
получившим аналитическое выражение оценки сПектральной плотности, 
исходя из прюm;ипа максимизации энтропии (распределенИе с большей 
энтропией более вероятно ,  чем с меньшей) . Величина энтропии Н 
дискретного стационарного процесса Xt • как показано в работе 
/9/ , определяете.я по выражению 

) [ - · l Н = ( 1/2 log det L C (M)lj 
где С (М) - матрица ковариаций порядка М: 

,.Р (О )  jJ ( 1 ) . р ( 1 )  _р ( О) 
С (М)  = 0 . . 

jJ (М) р (М-1 )  

. . .  . . .  . .. .  

р (М)  
р (М-1 )  

. . . 
р (О )  

( 1 )  

Идея метода максимальной энтропии состоит в том , чтобы вы-
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брать неизвестные автоковариации р (М+I ) , _р ( М+2) и. т . д .  по 
известным первым М+I значениям автоковариации р ( О) , _р ( I). , • • •  , 
� . .  , р (М) таким образом , чтобы энтропия Н процесса Xt была 
максимальной на каждом шаге К (К > м) .  Определить неизвестный 

ко э<Jфициент ._р (М+1 ) можно путем максимизации определителя мат­
рицы ковариаци:й С(М) : 

det 

_р ( О) 
.f ( 1 )  

_? (М- 1 )  
_р ( М-2) 

1.Р ( 1 )  
_р (2) 

1 _р (�I) .Р ��; _р ( 1 )  

о (2)  

относительно р ( М+ 1 ) . Определив р (М+1) из ( 2) , аналогичным спо­
собом можно найти .Р (М+2) , .Р (М+З) и т . д. · 

По определению /4 , 5 ,  6/ спектральная плотность S ( f )  ста­
ционарного процесса Xt есть преобразование Фурье от автокова­
риационной функции _р ( k ) • Таким образом , исхоДя из принципа мак­
с:имизации энтропии Н можно получить оценки спектральной плотнос­
ти S ( f )  по выражению , которое приведено в работе /9/: 

РМ+ 1 
( З} 

Где РМ+ 1 = const; d . - коэфJ)ици:енты автоковариаП:ий , определяемые 
из матр:�щы ковари� ; д t - шаг дискретизации; f j - цикличес­
кая частота; fN = 2( д t )-1 - частота Найкв:иста. 

Метод максимальной энтропии , как и любой другой метод спек­
трального оценивания , можно интерпретировать как решение задачи 
авторегрессионного оцениван:ия . При этом оценка спектральной 
плотности сводится к оценке авторегрессионньrх ко:эфрициентов 
процесса. В связи с этим утверждением покажем ,что формулы спект­
ральной плотности , полученные из максимума энтропии , и для ли­
нейного процесса авторегрессии совпадают . 

где 
шум 

Процесс авторегрессии м-го порядка имеет такой вид: 

Xt = d 1 Xt-1 + оС 2Xt-2 + 
М - порядок авторегрессии; t 

с дисперсией 6 � . 
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Спектральная плотность процесса авторегрессии в свою очередь 
определяется преобразованием Фурье от обеих частей уравнения (4): 

X (Z )  = X(Z ) ( cx. 1 z + d.. 2z2 + • • • + Cl.MZM) 
+ A(Z )_,  ( 5 ) 

где z = ехр ( -i2� f ) , I А( Z ) \ 2= ьм2• Отсюда 

I A ( Z ) l 2 
( 6 )  

l 1 - °' 1 z - o<. 2z2 - • • •  - оемzм l 2 

Ве.JШчина , стоящая в правой час,ти уравнения (6 ) , и есть спе­
ктральная плотность авторегрессионного процесса. Уравнение ( 6) 
в общепринятой ана.Jmтической форме имеет вид : 

2 
бм 

S ( f ) ( 7 ) 
1 1 - � . -i2 ,f[. f . 1 2 ,с__ сх.. Mj е J j = 1 

где М - порядок авторегрессии , � Mj - коэф!Jициенты авторегрессии 
М-го порядка , f j  - частота, б м - ошибка прогноза д.ля авторег­

ерессии М-го порядка. 
Сравнивая (3 )  и ( 7) , видим , что формулы идентwrны. Чтобы 

ВIIЧИСJШТЬ спектральную плотность по (7 )  необходимо задать поря­
док М авторегрессии и опреде.JШть коэ@шциенты cL мj • Вначале 
для авторегрессии М-го порядка определяется так называемый 
частный коэфIJициент :корреляции о с  мм •  а затем любое значение 
ко эфIJициентов о<: Mj определяется из рекурсивного выражения 

О( MJ. = ОС (М-1 ) J. - сх. . О(  • 1 М 1 (8)  ММ (М-1 ) (М-1 ) ;  J = ' • • • ' - ' 
а ошибка прогноза б 2 м ( 9 )  

2 Подставив параметры оС Mj и б м в выражение (7)  , получим оцен-
ки спектральной плотности ана.Jmзируемого процесса � ·  

Существует , по крайней мере , два метода оценки ко:;хl:фициен­
тов с<. Mj - это оценки :)Пектра - по Юлу-Уокеру и оценки по Бургу. 

По Юлу-Уокеру для определения параметров оС м . в процессе . J авторегрессии требуется предварительное вычисление оценок авто-
ковариаций .}' ( О) ,  • . .  , .fJ (М) процесса. При этом увеличивается 
время на проведение вычrю.JШтельных процедур и невозможно по.лу­
чить оптимальные оценки ковариаций : в зависимости от испо.льзуе-
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мых выражений для их оценок они либо имеют большое смещение и 
. небольшую среднеквадратическую ошибку , либо наоборот большую 
среднеквадратическую ошибку и малое смещение . 

Бургом предложен иной подход в определении параметров сСм ·  . . J 
в процессе авторегрессии , который не требует предварительного 
вычисления функций автоковариаций р (к) . Для опредеJrения не­
из�естных коэqфициентов о< Mj он также воспользовался рекурсив­
ньiм выражением (8) , но частные коэ@Jиициенты с< мм .  находил из 

минимизации La2 в выражении " ( 4) относительно сх: мм• что экви­
валентно минимизации выборочной среднеквадратической ошибки про­
гноза процесса Xt относит�льно оС мм· 

Процедура оценки коафрициентов ос Mj строится следующим 
образом. Сначала определяются начальные значения для коэ№циен-

та ч�стной корреляции сх· 1 1 и ошибки прогноза б � для самого 

простого 
( М  = 1 ) ,  

случая , т . е .  для авторегрессионной модели 
из выражений 

1 -го порядка 

N-1 д-1 . - - 2 2 
ое1 1 = 2 � XjXj+1 � (Xj + Xj+1 ) ; 

J =1 . . J =1  
N N 

б i = 2 :L х �/·7- х . ,  
j=1 J j =2 J 

где N - число точек в исследуемом ряду. 

{ 10 )  

Затем , используя начальное значение с{1 1 , п а  рекурентным 

формулам ( 8) и (9) вычисляются о( 22 , с;(. 2j и 6 �  для авторег­
рессионной модели 2-го порядка· /М=2/. ПоСJrедние в свою очередь 
используются для оценки параметров авторегрессии следующего 3-го 
/М;:З/ порядка и 'J' .д. Эrот процесс заканчивается тогда , когда 
будут вычислены параметры авторегрессии заданного порядка М. . В 
общем виде рекур�ивнЫе выражения для оценки частного ко:эфрициен­
та . корреляции oG мм• коэ№циентов авторегрессии о<: Mj и ошибки 
прогноза о � запишутся в шще . 

N-M N-M 
с( � ' ;- 2 1 2 ММ = 2t;-1 bMj• bMj � ( bMj + bMj ) , ( 1 1  ) 

о<см-1 ) j- о<: мм · сх:см-1 ) (М-j ) ' j=1 • • • • • м-1 
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где в ( 1 1 )  

. 2 2 2 б м " б м-1 < 1 - 1 ос: мм 1  > • 

м 
ь = L. Mj k::O � (М-1 ) (M-k)' Xj+M-k ' 

м 
b�j Е-о Q<..,. (М-1 ) (M-k) Xl+k' 

катары€ находятся из рекуррентных соотношений 
' bMj b(M-1 ) j  - с(. (M-1 ) (M-1 )• b(M-1 ) j ' 

' 1 t bMj = b (M-1 ) ( jf1 ) - (:){.. (M-1 ) (M-1 ) ' b (M-1 ) ( j+1 ) •  

Оценка спектральной I17Iотности затем производится подстановкой 
найденных ое Mj и б � в выражение (7) . 

§ 2 .  Алгоритм программной реализации 
метода максимальной энтропии 

,1J,Jiя оценки спектра методом Бурга через оценку ко:эфрициентов 
частной корреляции и авторегрессии составлена программа МИJI. 
За ее основу принята программа , разработанная в Центре мировых 
данных по алгоритму, опубликованному в работе /I3/.Автором прог­
рамма переведена с языка фортран на язык ПЛ/I , дополнена блоками 
определения амплитуд начальных фаз гармонических составляющих 
ряда , вывода спектра на графопостроитель. 

,1J,Jiя выполнения программы МЕМ в качестве исходных данных 
используются : число точек в исходном ряду , величина равномерного 
шага , исходный ряд. 

Последовательность вьrчислитеЛьных процедур , осущестВJIЯЮщал 
программную реализацию метода , отражена на блок-схеме (рис . I ) "и 
описана ниже по шагам. 

I .  Ввод исходных данных. 
2 .  Определение максимального порядка М авторегрессионной 

модели , равного I/3 N (длины исходного ряда , блок 1 ) .  
3 .  Расчет среднего значения ряда и его центрирование.  
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N 
х L:. х1 ; х1 = х1 - х. i=1 

4 .  Расчет дисперсии центрированного исходного JЩЦа (блок 2); 

1 N - 2 SL "' ... --z=_ (х1 ... х) . N ---Г-1 

Следующие пункты ( с  5 по IO) раскрЬIВают содержание под­
готовительного этапа к началу итерационного процесса. В 
. ходе его выпоJПiени.я определяются начальные значения ко­
э@Лщиента частной корреляции ое 1 1 и ошибка прогноза 

6 ; , которые в дальнейшем используются в рекуррентных 
отношениях , оценивающих ci.. мм• о<. Mi и б � для. АР-мо­
дели произвольного порядка М. Параметры <Х 1 1  и 6 f 
находят с.я для. самого простого с.луча.я -· АР-модели I -го 
порядка ( М  = 1 ) • Процесс определения начальных значений 
реализован · следующей последовательностью операций. 

5 .  Задаете.я начальный поJЩЦок АР-модели, равный М = 1 (блок 3). 
6.  Д7IЯ ·  АР-моде.лИ 1 -Го порядка формируете.я содержание двух· 

вспомогательных одномерных массивов в1 и в2 (блок 4) .
· 

В мае:.. 
сив в1 помещаются· все значения исходного ряда,начина.я с первого 
х1 и кончая предпоследним ,_1 , а в В2 - те же значения исходи� 
го ряда только со сдвигом, равным 1, т .е .  начина.я со второго 
значения .х2 и кончая последним , : 

В1 1 (х1 ' х2 , • •• • ,_1 ) ' 
в21 (х2, х3, ••• , , ) . 

Это содерка.ние массивов В1 и В2 (ДJIЯ с.7rучая М = 1 )  служит в ка­
честве �ачального , используемого в рекурсионных оцераци.ях. 

7 ,  Обнуледие ( "чистка'') рабочих ячеек ION и DEN (блок 5) . 
8. Суммирование ЭJrементов массивов В1 . и В2 в рабочие .ячей­

ки ( блок 6 ): 

SON 
N•1 

ii L В1 11' 
i=1 . 
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RAВ (BO) ,N , SAG ,X(N)  

· N4=N/3 - начальное число рекурсий 

I .  N5=2•N/3 - конечное число рекурсий 
N6=2•N/3-N/2 - шаг по рекурсиям 

5 .  

2 .  1 N 2 х; SL " " � (xi-x) ; I iч r�I 

з .  

4 .  

EI4: 

м = 1 
Порядок AR 

SON=O ; DEN=O ; 

DO I=1 ТО N-M ; 6. SON=SON+B1 ( I )*B2 ( I ) ; 
DENcDEN+B1 ( I )**2+B2(I )*• 2 ;  

END ; 

7 .  F (M) =2*SON/DEN ; коэфJJи:циент частной коррешщи:и 
о( мм авторегрессии М-го порядка 

8. 
I2 • .--��--,-------. 
а Р(М)=Р(М-1 ) * ( 1 -F (M)*F (M) ) 

_,, _ __, 
- ошибка прогноза 6.,.,2 

9. 

EIO : M=M+I ; порядок AR 
DO I= 1 то М-1 j 

А 1 ( I )=F (I ) ; 
I . END ;  

DQ 

END ; 

I=1 ТО N-M· · 
B 1 ( I ) =B1 ( I ) -A1 (M-1 )*B2( I ) ; 
В2(  I )  =В2( I+ 1 )-А1 (М-1  )*В1  ( I+ 1 ) ;  

IЗ. DO I=1 то М-1 ; коэф-ты 
F ( I ) =A1 ( I )-F(M)*A1 (M-I); М-го порядка 

END · · 
да 14. 
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IB. 

I6 . 

I 5 .  

А 
РiсЗ . 1 4 1 5 ;  C2=SL*P(M) ;  

-ма.Rсималъная: мощность 

DO I=1 то N j  
T=I ; С3=0; С4=0; 

DO J =1 то М; 

END ; 

END ; 

PC=2HI*J/T ; 
CЗ=CЗ+F(J )*COS ( PC ) j  
C4=C4+F(J )*SIN ( PC ) ;  
С4= ( 1 -СЗ) **2+С4**2 ;  
B ( I ) =C2/C4 ; 

17. Пе иод Т=2· 

В ( I ) -спектро.льная: 
I1Лотность AR М-го 
порядка 

Деление исходного ряда на отрезки по Т величин. 
М1 - число полученных отрезков. 

20. I9. S5 = 2*PI/T ; 

Расчет ряда R (Т) - сумм первых членов каждого 
отрезка , вторых членов и т . д. до последнего Т-го 

21 . PP,PP 2 , Qa0 ; 

22. 
DO I"'1 ТО Т; Z=R(I ) ; 

PP=PP+(Z/M1 )*COS (S5*Q ) ;  
PP2cPP2+(Z/M1 )*SIN( S5*Q ) ;  
Q=Q+1 ; 

23. 

END ; 

Расчет д,ля гармоники Т-го периода: 
синусный . и косинусный коэ@;ициенты . 

АТ=2*РР/Т ; ВТ=2*РР2/Т;  

амплитуда A=SQRT(AT*AT+BT*BT) ;  
началъная: фаза D=ABS (АТ/ВТ ) ;  J' = ATAND(D ); 

конец 

Рис . I .  Блок-схема программы МИ\1 "Оценка спектра· методом · макси­
мальной энтропии и �пределение параметров гармонических состав­

ляющих исходного ряда" 
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При первом попадании в этот блок (для М = .1 ) ·происходит под­
готовка знаменателя SON и числителя DEN для определения ос 1 1  час­
тного ко�ента корреляции АР-модели 1-го порядка ( М  = 1 ) .  

9 .  Оценка начального зна�ения коэqфициента час�ной корре­
ляции ос 1 1  для АР-модеJiи 1 -го порядка (блок 7) . Эта операция 
проводится при первом поп�ании в этот блок. Расчет параметра 
о! 1 1  осуществляется по формуле ( IO) : 

N-1 N-1 
0(1 1 = 2 L xixi+1 /L" <xf · + xf 1 > • 
. i=1 ia1 + 

При входе в блок 7 во время: итерационного цикла, т. е . когда 
М > 1 ,  происходит оценка коэqфициента частной корреляции оС для 
АР-моде-ли произвольного порядка М > 1 • , . ММ 

Запоминание и хранение (временное) вычисленного параметра 
а<:ММ предусмотрено в М-ом элементе массива F .  Таким образом , 
найденная оценка коэqфициента ос:1 1  записывается 1 -ым элементом 
массива F : F ( 1 ) = о<. 1 1 • . 

�о. Оценка начального значения ошибки прогно:Эа е5 � (блок 9). 
Она определяется как ошибка прогноза для АР-модели 1 -го порядка 
(М  = 1 ) по уже известному начальному значению коэqфициента ча­
стной корреля:щm <Х 1 1  (см. выше пункт 9) , вхоДящему в выражение 

с5 � " 1 - /сх1 1 1
2 • 

Вычисленное значение б ; помещается и запоминается 1-м элемен­
том массива Р ,  в котором накапливаются и хранятся до конца ра­
боты программы ошибки прогноза для всех АР-моделей (от первого 
до последнего порядка М) , используемых в расчетах. 

Этот блок используется -только один раз - для случая АР-мо­
деJJИ 1 -го порядка (М  = 1 ) .  При М > 1 выполнение программы идет 
в обход этого блока. 

На этом заканчивается подготовительный этап работы про­
граммы - оценка начальных -значений о<: 1 1  и б � ,  вы­
полняемых при М = 1. Теперь все готово к проведению ре­
курсивных операций по оценке параметров о<: мм, <:Х Mi , б � 
для АР-модели произвольного порядка м. ri:уть ре­
курсивного цикла на блок-схеме программы МЕМ 
обозначен жирной линией. Цикл начинается с блока IO,  
затем последовательно выполняются блоки II,  5,  6 ,  7 ,  8 ,  
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I2 , IЗ ,  I4 (цикл завершен) и управление вновь передает­
ся блоку IO. По существу конец итерационного цикла на­
ходится в блоке IЗ , а блок I4 служит только для провер­
ки: достигла JJИ программа в своих вычисле:Ниях заданного 
ей порядка АР-модеJШ. Ниже рассматривается каждый . этап 
итерационного цикла , яВляющийся логическим продолжением 
алгоритма. 

II.  Порядок АР-модеJJИ увеличивается на единицу : М = (М +1 ) 
(блок IO) . Эrо начальная точка в процедуре выполнения очередной 
рекурсии , т. е.  в вычислении соответствующих параметров для АР­
модеJJИ следующего М = (М  + � )  -го порядка. 

I2. Пересылка и 'Запоминание" в массиве А1 содержимого мас­
сива F (блок П) . На данный момент массив F в своих ( М  - 1) -й 
ячейках содержит ко:эфрид:lfенты авторегрессии oc: Mi' а в М-й ячей­
ке  - ·ко:эфр:ицИент частной корреляции ое мм АР-модели М-го .порядка, 
вьrчисленньrх на только что закончившейся предыдущей итерации. Не­
обходимость такой передачи вызвана тем , что содержание массива Р 
соответствующим образом будет изменено вычислениями следующего 
М = (М + 1 ) -го итерационного цикла. 

ТЗ. Проведение· подготовительной операции , направленной на 
вЫполнение очередной · М = (М + 1 ) -й итерации ( блок П) . Для это­
го изменяют содержание массивов В1 и В2 путем подстановки най­
денного · ко:эфр:ицИента частной корреляции о( мм для АР-модели пре­
дьrдущего М-го порядка · в  рекуррентные выражения: 

B1 i = B1 i - СХ ММ • B2i ' 

B2i = B2i+1 - о<. ММ • B1 i+1 ' i = 1 , 2 , 3 ,  • • • ,  N-M. 

I4. Обнуление ( "чистка" ) рабочих ячеек SON и DEN ( блок 5) . 
I5. Вычисление -числителя SON и знаменателя DEN для фор­

мулы ( 1 1 ) ,  оценивающей ко:эфр:ицИент частной корреляции о{. мм для 
АР-модели М = СМ, + 1 )-го порядка (блок 6) . Осуществляется эта 
операция путем суммирования в указанные ячейки значений элемен­
тов массивов В1 и В2 : 

SON 

DEN 

N-M 
= L: в1мi • i•1 

N-M 
= L (В1� · 
. i= 1 1 
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I6. Оценка коэф:риц:иента частной корреляции о( ММ ,п,Ля АР-мо­
де.7.m М = (М + 1 )-го порядка по формуле ( 1 1 )  (�) : 

N-M N-M 
сХММ = 2 � В1мi' в2мJ .?= (B1�i + B2�j _)  = 2• SON / DEN • . 1=1 1=1 

Вl:l'mсленное значение. коэффициента с( мм помещаете.я в М-ю ячейку 
массива F ,  в остальных ячейках массива F пока находятся коэффи­
циенты АР-моде.7.m предыдущего порядка. 

I7 . Проверка значения М - текущего порядка АР-модели (блок 8). 
:Если порядок М > 1 , то программа переходит к оценке ошибки прог­
ноз а ( см. следующий пункт) • · 

IB. Оценка ошибки прогноза б � для АР-модели М = (М + 1)-го 
порядка (блок I2) по рекуррентной формуле ( 13 ) :  

б � = 6 �-1 ( 1 - ! оСмм l 2) . 
I9. Оценка коэффициентов с( Mi АР-модели М = ( М  + 1 )-го по­

рядка (блок IЗ) . Она осуществляется подстановкой коэфф:ициен�ов 
с< (м-1 ) i АР-модели предыщ,rщего (М  - 1 )-го порядка :и r<оэфф:ициен­
та частной корреляции ос мм для АР-модели М =(М + 1 ) -го порядка 
в рекуррентное выражение ( 12 ) :  

0'мi = cx(M-1 ) i - СХ: мм • cX (M-1 ) (M-i ) • 
Значения коэффициентов о<. Mi помещаются в массив F в первые М 
ячеек. 

20. Проверка значения М - текущего порядка АР-модели ( блок 
I4) . EcJrn окажете.я , что порядок м < 1 /JN (длм,н:ы исходного ряда), 
то программа передает управление в блок I O  на начало нового цик­
ла и вновь . последовательно выполнятся операции, начиная с п. 1 1 .  

2I . Расчет максимальной мощности РМ (числитель в формуле 
оценки спектра S (T)) ,  исходя: из дисперсии SL ряда и ошибки прог­
ноза е> � для АР-модели М-го порядка (блок I5) по выражению: 

2 РМ = SL • б М . 
22 . Оценка спектра S(T)  по максимальной мощности РМ и коэф­

фициентам АР-модели М-го порядка (блок I6) . 
Затем выполняете.я 2-я часть программы - определение ампли­

туд и начальных фаз гармоник. 
Способ , применяемый для оценки параметров гармоник .присут­

ствующих в исходном ряду , реаJ.mзуется последовательным выполне­
юrем следующих шагов. 
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23. Задается- начальное значение периода Т = 2 (блок 17) .  
24. Определяется переменная Mi - число отрезков величиной Т 

целое число раз уложивпm:хся в исходном ряду (блок 18) . 
25 . Перевод угловой частоты в радианы (блок l�) . 
26. Суммирование первЫх членов каждого отрез.Ка , вторых чле­

�ов и т . д. до последнего Т-го и запоминание их в массиве R ( T )  
( блок 20) . 

27 . Обнуление рабочих ячеек РР И РР2 (блок 21) .  
28. Суммирование в ячейки . РР и РР2 величин R ( I )  / Mi -

средних значений сумм первых членов каждого отрезка , вторых чле-
нов и 'l' •д·  до последнего Т-го (блок 22) .  

· 
29. Расчет синусного АТ и косинусного ВТ коэqфици:ентов 

гармоники с периодом Т (блок 23) по формулам: 

АТ � 2 • РР/Т; ВТ = 2 • РР2/Т. 
-ЗО. Расчет а:мrrJШтуды А и начальной фазы i:f т дЛЯ периода 

Т ( блок 23) по следующим равенствам: 
А = v Ат2 + вт2 i ;  

31 . Вывод результатов счета · на пm:рокую печать и графопост­
роитель. На этом вiiпо,лнение . программы МЕМ заканчивается. 

Вывод включает в себя: назва.нйе объекта исрледова:Ния; число 
точек в исходном ряду; исходный ряд; оценка спектральной плот­
ности;  уровень значимости при вероятности 95 %; значения ампли­
туд и начальных фаз гармщrnческих составляющих ряда� _график фун­
кции спектральной плотности , выведенный на графопостроитель. 

Особенности программы 

В программе реализовано вычисление спектра с использованием 
АР-модели , порядок который составляет 1/3 N (исходного ряда) . 

Для выполнения программы требуется графопостроитель и сис­
тема СМОГ /1 1 /. 
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§ 3. Приложение метода максимальной энтропии 
к задаче исследования палеоклимата 

Выбор метода максимальной энтропии для оценки спектра я 
задаче палеоКJIИМатических реконструкций /8/, выпо.лн.яемых на ма­
териале палинологических исследований , обусловлен тем , что ис­
ходные палинологические и :климатические ряды отвечают требовани­
ям ,  предъявляемым методом к исходной информации : априорно извес­
тно , что ряды содержат в себе периодические составляющие и что 
спектр будет иметь несколько максимумов; кроме того , проверками 
установлено , что ряды отвечают требованиям стационарности и эр­
годичности. Привлекательна и та особенность метода , что его можно 
использ овать при сравнительно коротких записях данных , что _ неред­
ко имеет место при палинологических анализах по конкретному гео­
логическому разрезу. 

Для анализа Изменений климата и растительности достаточно 
рассматривать такие случайные процессы , которые являются ста­
ционарными лишь в течение того промежутка времени , в котором 
проводится исследование. Так , например , при изучении климата 
голоцена не следует принимать во внимание тот период времени , 
когда растительность только зарождалась . Следовательно , метод 
максимальной энтропии используется здесь для оценки спектраль­
ной плотности процесса , о котором известно , что он стационарный 
в случае , когда мы располагаем данными о нем только на малом 
отрезке времени. 

Изучению климата в последнее время уделяется особенное 
внимание . Связано это с возникшей проблемой глобального потепле­
ния , вызванного хозяйственной деятельностью человека , масшта­
бами и формами воздействия потепления на биосферу и климат . По­
вышение средней температуры у земной поверхности даже на неско­
лько сотых градуса уже приведет к крупным изменениям природных 
условий на планете : количество осадков в средних широтах умень­
шится , частота засух возрастет , переместятся основные географи­
ческие зоны ( в  частности будет исчезать з она тундры) , сократя�ся 
площади ледников и з оны вечной мерзлоты. Поэтому в настоящее вре­
мя остро стоит проблема детального исследования климата ,  в про­
цессе которого требуется , с одной стороны , выявить тенденции из­
менения климата , не связанные с деятельностью человека , а с 
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другой - оценить долю антропогеновых воздействий. Решение первой 
части проблемы затруднено тем, что инструментальный ряд набл� 
дений слишком короткий в лучшем случае составляет · всего 
60-IOO лет. �о обстоятельство не дает возможности- определить по 
таким рядам продолжительность крупных климатических циклов ,име� 
щих периоды в сотни и тысячи лет. А без знания климата прощлого 
невозможно осуществлять качественный прогноз климата будущего. 
Поэтому особое значение сейчас приобретают палеоклиматические µэ­
конструкции как ·одна из основ прогноза климата будущего. 

Разработки последних лет , проводимые в ИГи:Г СО АН СССР, поз­
воляют математическим путем извлекать информацию о климате из 
состава ископаемых спорово-пыльцевых спектров , восстанавливать 
количественные оценки элементов палеоклимата в момент захороне­
ния спектра, определял температуру в градусах, осадки в милли­
метрах и т . д. /I , 2 ,  3 ,  ?/. Наиболее достоверны оценки , получае­
мые по палинологическим спектрам голоценовых отложений. Наличие 
определений абсолютного возраста по геологическому разрезу 
дает возможность составлять временные ряды изменения того или 
иного элемента палеоклимата ДJIИтельностью до IO-I2 тыс. лет и 
увеличивает разрешающую способность выявления крупных климати­
ческих циклов этого порядка. В методике /8/ , реализующей коли­
чественный подход при изучении периодичности климата ,  принимает­
ся , что наиболее подходящей и отвечающей реальности динамической 
моделью ,. описывающей этот процесс , может служить гармоническая 
модель в виде ряда Фурье 

N 
f (y )  = У  + L  Aksin ( w  xi + 'f k ) + в,  ( 1 4 )  k=1 

Каждая гармоническая составляющая этой модели характеризует ко­
лебательное движение с периодом Т ,  амплитудой А и начальной 
фазой ':f , присущими только ему. 

Решение задачи выявления скрытой периодичности сводится к 
оценке параметров динамической модели процесса (I4) : суммарный 
результат этого сложного процесса раскладывается на простые сос­
тавляющие , каждая из которых представляет собой доминирующее 
колебательное движение со своими параметрами - периодом , ампли­
тудой и начальной фазой. В итоге получаем два важных результата: 
I) определяется число доминирующих периодов и их продолжите.шr-
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Результаты спектрального анализа , выпоJШенного программой МЕМ 
по временному ря.цу среднеию.льских температур 

ТорфяI:Шк Знаменское 81 - 5 ,  N =  24 , температура июля длина 

1 18 , 500 4 18 , 800 7 18 , 000 IO 18 , 000 
2 17 ,700 5 18 , 600 8 18 , 000 п 18 , 000 
3 17 ,900 6 18, 500 9 18 , 2'00 12 18, 200 

Начальное число рекурсий , N4 = 8; конечное число рекурсИ:й, 

SAG = 5 ; среднее значение 1 , 81541 ; дисперсия О, 001. 
Число· рекурсИ:й , М = 8. 

Период Период Спектр Период Период Спектр в_ годах · :в годах 
1 5 , 00 0 , 0003 7 35 , 00 0 , 0007 
2 10, 00 о , оооз 8 40 , 00 0 , 0009 
3 15 , 00 0 , 0008 9 45 , 00 0 , 0012 
4 20, 00 . 0 , 0018 10 50, 00 0 , 0015 
5 25 ; 00 0 , 0018 п 55 , 00 0 , 0017 
6 30, 00 0 , 0008 12 60 , 00 0 , 0016 

Максимальное Зна'iе'ние спектра, в мах = 0, 001826 ; среднее 
бета = 0 , 00;  D = 24 , 00; 1-I = 23 , 00; значимые значения спектра 

т Ампли- Фаза т Ампли- Фаза 1Г Ампли-
туда туда туда 

2 0, 0083 270, W84 3 0 , 0441 289 , 1099 4 О , П21 
7 0 , 1460 2П , 6569 8 0 , I758 234 , П97 9 0 , 1949 

12 о; 0750 61 , 7059 13 0 , 1986 340, 1741 14 0 , 1547 
17 О , П75 356 ,4622 18 0 , 1205 1 , 6879 19 0 , 1243 
22 0 , 1450 9 , 6455 23 0 , 1486 29, 4395 24 0 � 1481 

ность , 2) выделяется закономерная составляющая (тренд) ряда как 
сумма доминирующих гармоник. Полученный тренд представляет 
собой �уРавнение , функционально выраженное в виде тригоно­
метрического полинома , для исследуемого климатического пара-
метра. . 

Пример. По данным палинологического анализа проб из разреза . 
торфяника позднеголоцеНQвого возраста , расположенного в южной 
части лесостепной зоны Минусинской котловины , были восстановлены 
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ряда наблюдений , N = 24 вывод спектра для периодов Н=Т = 24 

13 17 , 900 16 17 , 500 19 18 , 000 22 18 , 200 
14 18 , 900 17 18 , 100 20 17 ,700 23 18 , 500 
15 18 , 00 18 18, 100 21 18 , 100 24 1 8 , 300 

N 5 = 16 ;  шаг по рекурсиям , N 6 = 4; цена равномерного шага ; 

Период Период Спектр · Период Период Спектр в годах в годах 
13 65 , 00 0 , 0015 19 95 , 00 0 , 0007 
1 4  70, 00 0 , 0013 20 100, 00 0 , 0007 
I 5  75 , 00 о , ооп 21 105 , 00 0 , 0006 
'I6 80, 00 0 , 0010 22 ПО, 00 0 , 0006 
I7  85 , 00 0 , 0009 23 П5 , ОО 0 , 0006 
I 8  90, 00 0 , 0008 24 120, 00 0 , 0005 

значение спектра , BSR =  0 , 00; число степеней свободы =5 ; Уровень 
с в ероятностью 95 % 

Фаза т Ампли- Фаза т Ампли- Фаза 
туда туда 

4 8 , 0093 5 0 , 1697 210 , 5893 6 0 , 1302 183 , 6738 
304 , 5696 IO 0 , 1818 328 , 6418 II 0 , 1292 2 , 7714 

2 8 , 2790 15 0, II99 29, 8829 I6 О , П25 351 , 8696 
2 , 2361 20 0, 1385 351 , 4255 21 0 , 1438 359 , 0471 

4 1 , 1956 

за период последних I440 лет среднемесячные температур� иЮJIЯ с 
помощью расчетных моделей /3/. Временной ряд составили . 24 рас­
ч етных значения температур с равномерным шагом во времени Л t = 
= 60  лет. 

Требуется , во-первых , выявить доминирующие периоды в изме­
нении среднеиюльских температур в данном районе в течение ука­
занного периода , во-вторых , спрогнозировать их изменение в 
будущем. 
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Подготовка исходных да.Нных для выполнения прЬграммы МЕМ: 

24 1 24 
18 .5  17. 7  17 . 9  18. 8 18� 6  18. 5  18 18 18 . 2  18 18 18. 2  17 . 9  18. 9  
18 17 . 5  18 . 1  18. 1 1 8  17 . 7  18. 1  18. 2  18. 5 18. 3 

Передаваемая в программу · последовательность данных ука­
зывает , что : 
24 - число точек в исследуемом ряду; 

1 - равномерный шаг во времени . (условная единица , равная 60 го-
дам) ; 

24 - вывод· спектра· на график выполнить дЛя всех 24 периодов; 
18. 5  17 . 7  и т .д. - значения временного ряда (рассчитанных сред­
неиюльских теr.mератур) , всего их 24. · 

Результаты выполнения программы МТh1 выводятся на широкую 
печать ( см. таблицу). и графопостроитель ( см. рис. 2) . 

г .  

1 

240лет 
обо .лет 

2 !2 
rго 720 

2.2 
!�О .11�т 

· Рис. 2 .  Спектр , полученный методом 
· максимальной энтропии по ряду рас­
четнmс среднеикшъских температур 
за' перИод 1440 лет (данные по раэ� 
резу _ торфяника южной части леса� 
степной ·Зоны Минусинской котло-

вины) . 

На полученном графике сnектра (рис. 2) четко фиксируются 
два доминируЮщих периода ( Т  = 240 и Т · = 660 лет) . Отсюда можно 
сделать вывод, что исследуемая последовательность июЛьсЩiх тем­
ператур есть суммарный результат двух колебательных движений , 
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повторяющихся с периодичностью 240 и 660 лет .  
Составить прогнозное уравнение для среднеиюльских темпера­

тур позволяет выделение закономерной составляющей ( тренда) 
исходного ряда данной к.лиматической характеристики·. Так как вре­
менной ряд содержит две доминирующие гармониЧ:еские составляющие 
Т = 240 лет и Т = 660 лет , то тренд в данном случае представляет 
собой сумму двух указанных гармоник. Б соответствии с амплитуда­
ми и начальными фазами указанных гармоник (их значения нахо.ri;ятся 
из таблицы результатов) прогнозное У1Jавнение для расчета темпе­
ратуры имеет вид: 

Т� = 18 ,  15+0, 13· sin [ (360/1 1 ) t  + 2 ,  77 ] +О ,П • sin [ (360/4)t +48] + fo 
Начальные фазы приурочены к подошве исследуемого геологичес­

кого разреза. В уравнении период Т, а таюке текущее время t вы­
ражены в уСJiо:iэных единицах, означающих число точек исходного ря­
да: причем одна точка соответствует шагу д t = 60 лет. Поэтому 
период в 660 лет обозначен как Т = 1 1 , а период в 240 лет 
как Т = 4, 

Прогнозные (ожидаемые) значения среднемесячных температур 
ИКlЛ.Я данного района на каждые следующие 60 лет можно рассчитать , 
подставив в уравнение соответствующее -текущее время ( также в ус­
ловных единицах) . Среднемесячная температура :июля в исследуемом 
районе в настоящее время 18 , 3°. Согласно расчетам в 2030 г. она 
составит 18 , 4° , а в 2090 г. - 18 , 2°.  Из этого следует , что в те­
чение нескольких десятков лет здесь не произойдет изменения 
июльских температур , если только не будет антропогенного вмеша­
тельства. 
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А.Н .ДмитрИев , С .В . Макаров 

К ПРОБШМЕ О�АНИЯ НЕОПРЕдFJIЕННОСТИ 
ГЕОЛОГО-ГЕОФИЗИЧЕСКИХ ДАННЫХ 

Неопределенность геолого-геофизических данных заложена в 
концептуальных моде.лях геологических ·объектов. ИсточНИRами ее 
�ляются неточность и ошибочность , допускаемые при формировании 
таблиц исходных данных, При работе в пр!;!дметной области ( ошибки 
метрических величшr, недоисследование , ·сложность геологических 
ситуаций) . 

При сравнительном изучении геологических объектов неопреде­
ленность , в зависимости от целей этого изучения , может становить­
ся предметом самостоятельного исследования. Это особенно важно 
при решении задач прогнозного характера , в которых оценивание 
неопределенности данных может иметь решающее значение. Напри­
мер , выявление существенности исследуемого объекта в ряде случаев 
можно свести к оцениванию неопределенности. 

Предлагается метод оценивания: неопределенности , основанный 
на теореме о сингулярном ·разложенИи /I ,5/. Этот метод тесно свя­
зан с ранее разработанныМ методом согласованных оценок /2 ,6/. 

I .  Общие установки 

Будем рассматривать ,проблему в ч�стном случае , как поиск 
аномального объекта в исследуемой совокупности. Аномальность бе­
рется в смысле непохожести данного объекта на все Другие по. сум­
ме характеристик. VJМеется в виду, что совокупность геологичес­
ких объект�в представлена их описаниями в виде табЛИЦЬI исходных 
данных , 1:.лорые от:еажают концептуальные модели геологичесюrх: 
объектов. Мы анализируем прямоугольные таблицы вида объект-приз­
нак (строки таблиц - обЪекты ,' а столбцы - пр:Изнаюr) . На характер 
таблиц строгих ограничений не накладывается, значения признаков 
могут иметь раз.личную · природу (логические , количественные , ка­
чественные значения) . "Зернистость" шrформации , детальность ха­
рактеристик объектов зависит от масштабов исследуемых объектов 
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(регион , отдельная структура , месторождение , участок , информация 
о скважине и ее окрестности) . 

В выдвигаемой постановке задачи оцеimвание неопределенности 
сводится к определению "недостатка информативности" . Естественно , 
что этот недостаток может иметь двоякий источник: первое - состо­
яние. Природы; второе - изъяны информационного обеспечения. Раз­
работанный метод оцениваimЯ неопределенности позво.irяет ВЬIЯВЛЯТЬ 
ее как для отдельно взятого столб:riа (признака) , так и для 
отдельно взятой {)Троки (объекта) . Это свойство метода и опреде­
ляет характер возможных постановок задач. 

Рассмотрим случай прогнозирования в условиях отсутствия 
эталонов или при очеиь малой выборке ( т � 5) .  Как при НаJ!WПП1 
эталонов , так и при их отсутствии зачастую требуется оценить ти­
пичность или аномальность прогнозируемого объекта. Существует 
немало способов получения Этой оценки. Но , как правило , эти спо­
собы не учитывают велИчины неопределенности анализируемых данных. 
Измеренная неопределенность может служить указанием на оригина� 
льность того или иного объекта по отношению к изучаемой выборке . 
однако отфильтрованные по аномальности объекты могут иметь раз­
ные причины попадания в аномальные. В одном случае эти объекты 
аномальны по своей геологической пp:iqJoдe , в .цругом - эта анома­
льность может иметь искусственное происхождение " .ВозimКает проб­
лема дополнительной диагностики аномальных объектов для выясне­
ния природы аномальности. 

В связи с этой проблемой предлагается специальный прием 
оценивания неопределенности (или, в иной трактовке - "непохожес­
ти" ) . 

2. Оцеюша.ние неопределенности на основе sVD . 

Пусть иМеются два массива экспериментальных данных , каждый 
из которых представлен как та.блица "объект - признак" . 

А - опорный массив : надежНые данные , полученные · "прямыми" 
методами ( пооредством детальной разведкИ или эксплуатации) .  

В - поисковый массив: ориентировочные данные , полученные 
косвенными методами (ускоренными методами съемки) . 

Оба массива представлены одним набором признаков (n) , но мо­
гут иметь разное количество объектов : mA и � ·  
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Требуется оценить неопределенности информации , содержащейся 
в наборе измерений (признаков) ,  относящихся к I{аJ!(ДОму объекту в 
поисковом массиве (иными словами , неопределенность объектов В) , 
по отношению ко всей совокупности данных С = А в. 

С - сводный массив (объединение массивов А и В) , 
Оценки неопределенности для объектов в В могут служить ос­

нованием для установления очередности проведения дорогостотцей 
детальной разведки объектов В. Неопредленность объекта из В по 
отношению к сводному массиву С можно · интерпретировать как "непо­
хожесть объекта из В на большинство объектов сводного массива. 

Д7IЯ оценивания неопределенности ( "непохожести") l\!ОЖНо ис­
пользовать характеристики , получаемые с помощью sVD *) . 

2.I .  Cxeмa sVD 

Кратко схему SVD можно представить так. Пусть Х - табли­
ца " объект-признак" , размера m х n; число объектов - т ;  число 
признаков - n, Элемент x1k есть значение k -ro признака на 
i-ом объекте. 

w = хт•х  - ковариационная матрица (к.м. ) .  ( ::Ло определение 
не совпадает с определением , принятым в математической статисти­
ке) . 

Основная задача: нахождение собственных чисел ( с . ч . ) и соб­
ственных векторов ( с . в. ) матрицы w.  

Основное уравнение: 

V/U = .Jt U ( I )  
Матрица \V - симметричная , порядка n. Поэтому все с.  ч. , полу­
чаемые в основной задаче - вещественные. Некоторые из них могут 
быть нулевыми. Предполагается , что среди ненулевых с . ч. нет крат­
ных. 

Решение основной задачи выполняется по стандартной схеме. 
с 6 " ( i ) ( 

)т о ственному числу J• i соответствует с.в.  u = u11 , • • • , �i • 

л = ( j1_ 1 ' . • •  ..Л:.. :n )  ( 2 ) 

*) sVD - singular values decomposition ( сингулярное разло­
жение) . 

57 



Спектр Л Представляется диагональной матрицей L 

r�1 • . ' о 

J
' 

L - · • - . . . 
_ о .л.n . 

Набор с.в.  u( i ) ( i = 1 , • • •  ; n )  образует матрицу с.в .  
торой i-й столбец есть i .,-й с.  в. : 

u = 

( 3 ) 

u ,  в ко-

( 4) С) · ·о 
Имеет мёсто ортонормированность : uT • u = L •  В дальнейшем предпола­
гается , что с . ч. '}. i •  образующие· спектр , располагаются в убьmа� 
ющем порядке . Максимальному с .  ч.  :i\. i соответствует главный с . в. 

Основное уравнение · в матричном виде: 

WU = UL ( 5 )  

Решение его есть пара матриц L,  u ,  содержащих набор с.ч.  и с . в. 
У - матрица главных компонент : 

У =. XU ;  (УТ У = L)  

v - матрица нормированных главных компонент 

v = xu1-112 

( 6 )  

( 7 ) 

Примечание. Формула (6) применяется только в том случае , если сре­
ди с . ч. нет нулевых или "почти нулевых" . 

Ортонормированность: 

vт • v = r .  ( 8 )  
Соотношение ( 8) может быть использовано ;.�;.ля контроля вычислений. 

Сингулярное разложение ( sVD) таблицы данных Х: 

( 9 )  

Приближенное SVD с параметром k: 
х :::=. VkLk1 12 u� (k .{,, n ) ,  ( 1 0 )  

Матрицы vk ' Lk' uk образуются первыми k - столбцами матриц v, L, 
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u � соответственно. При этом отбрасывается нулевая часть спект­
ра .(2) , а таюке может быть еще несколько с.ч.  в соответствии с 
выбором k. 

Целочисленный параметр k есть параметр регуляризации� 
Норма погрешности приближенного SVD : 

Rk = 1 1  Х - VkLk1 /2 U� i \ 2 • ( 1 1 )  
Скалярная запись представления ( IO) : 

Слагаемое : 

есть , по определению , 
Матрица 

k -1/2 
х . .  � L. .л.. • vis uJ· s · с 1 2 ) :L J S=1 S 

( S ) -1 /2  
zij = л s v is uj s ( 1 3 )  

s -я факторная компонента значения xi j • 

11. (S ) · 1 · 1  -1/ 2  
Zs = Zij / = 1 j\_ s vis uj s 1 1 ( 1 4 )  

есть s-я (матричная) факторная компонента Х. 
Таким образом , таблица данных. Х представляется как прибли­

женная сумма k - факторных компонент . 
k 

X ::.<. L Zs ' ( 1 5 ) 
S=1 

Если k = n , то соотношение ( 15) превращается в точное равенство 
п 

( 1 6 )  

з .  Упрощенный способ 

Сначала выполняется центрирование и нормирование данных 
сводного массива. Центрирование состоит в приведении всех данных 
к началу координат , определяемому средними ари�етическими зна­
чениями (по каждому признаку) , нормирование - в выборе масштабов 
( п о  каждому признаку) , для получения удобных для последующей об­
работки чисел. Фиксируется параметр k - глубина svD . В дальней­
шем индек k опускается (для упрощения обозначений) . Выполняется 
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преобразование svD для сводного массива С :  

с iп 1/2 uт • 

Выделяется представление .. SVD для пробного массива в: 
В = Vr;1/2uT . � 

Матрица v есть часть v ;  размер v есть (тв х n) . 

Возьмем i-й объект (ь) массива в .  Ему соответствует i -я: стро­
ка vi матрицы v нормированных компонент : . 

v .  = (v . 1 , • • •  , v. k > · . 1 1 1 2 Мера неопределенности (непохожести) объекта ь1 есть f 1 
: 

2 - -т -2 -2 t i = v i v i = v i 1 + • • •  + v ik0 
2 

Величина r i есть квадрат расстояния: объекта ь1 от начала ко-
ординат , совпадающего с центром тяжести массива с .  Большое зна-
чение r i �ожет быть " обусловлено либо неточностью измерений 
признаков ь1 , либо фактической непохожестью ( нетипи'чностью) 
объекта · . ь1• Ка.К в первом, так и во втором случае детальная: 
разведка на объекте ь .  (имеющем относительно большое значе-

2 1 
ние r i ) может дать существенную дополнительную информацию. в 
первом случае будет исправлена . боль�ая: неточность предварителъ� 
ных данных; во втором - будет подтверждена значительная непохо­
жесть ( оригинальность) объекта ь . •  . . 2 1 

Набор .величин: r i ' расположенных в убывающем порядке ' зада.:.. 
ет порядок ( очередность) детальной разведки объектов в .  

з. r .  Оценивание неопределенности 
посредством восстановления: фиl\тивных пропусков 

Более .надежный (но зато �есьма трудоемкий) способ оценива­
ния: неопределенности основан на поэлементном восстановлении фик-
тивных пропусков по методу, описанному в работе /5/. 

Возьмем сводный массив с = Аuв. Фиксируем параметр k - глу­
бину sVD. Даmше с - не обязательно цещрированные. 

Выделим объект ь1 в поисковом массиве в, и возьмем. значе­
ние ь1 ( элемент , лежащий в i -й строке и в j -ом столбЦе) . 
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Считая , что значение ьij 
неизвестно (пропуск) , в0сстановим 

зго по методу, описанному в названной работе (модификация греб­
невой регрессии на основе SVD ) • 

Пусть полученная оценка есть r, . . • Квадрат разности о ? . = , 2  · Г 1J I 1J = (ftij -
ь1

j 
) характеризует неопределенность (информативность) 

элемента ь
1j 

относительно сводного массива (в рамках линейных 
методов) . Если величина о ? . относительно мала, то это означает, . J 1J . 
что элемент ь1

j 
дает мало дополнительной информации (ввиду его 

хорошей восстановУ!Мости линейными методами по массиву с ) .  Если 
вешrчина .Р i

j 
. относительно велика , желательно проверить , выз­

вано ли это отклонение ошибками измерений или же фактической не­
похожестью ( нетипичностью) объекта ь1 по j -му признаку. 

n 
Величина ·"· t ?  = L о ? . характеризует .  нетиличность объекта . 1 

j
=

1 
J 1J 

ь1 в среднем по всем признакам. Для 
о 

лить набор p"
ij

. для всех значений 
объекта ь1 ) .  

нахождения т: i надо вычис­
j (т . е .  для всех признаков 

Такой метод оценивания: неоапределенНости (или нетипичности) 
можно назвать "методом фиктивных пропусков" .  Для его реализации. 
требуется многократное применение алгоритма восстановления оди­
ночных пропусков (. см. /5/ ) .  
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С.В. Макаров 

ФАКТОРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ НЕПОЛНЫХ ТАБЛИЦ 
И ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОПУСКОВ 

Предполагается метод вычисления собственных чисел и со6ст� 
венных векторов , применимый . для обработки таблиц типа "объект­
признак" , содержащих пропуски. 

§ I .  Сингулярное разложение ( SVD )  

Дана таблица "объект-признак" : Х = li xik i l  • Строка xi соот­
ветствует i -му объекту, столбец х k - соответствует k-му при­
знаку. Элемент xik есть значение k -го признака на i-ом объек­
те ( i = 1 ,  • • •  , m ,  k = 1 , • • •  , n ) . Примем для определенности , 
что m ? n .  

Матрица хТх - симметричная , поэтому ее  собственные числа 
( с .  ч. ) вещественные. Будем считать , что ранг ХТХ равен n и что 
все собственные числа хТх - однократные . Занумеруем их в убываю­

щем порядке : J\. 1 ,  • • • , J\... n ' Сингулярные значения: 
·r . = л � /2 ( i= 1 , • • • • n) . 1 1 

Матрица ххТ .имеет те же нулевые собственные числа и, кроме 
того , (m - n) нулевых собственных чисел. 

Вектор ui есть собственный вектор ( с . в. ) матрицы хтх ,  со­
ответствующий с. ч. .:!\, . . • 

Вектор v i есть � . в .  матрицы ххТ , соответствующий с. ч .  :Л. i . 
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(u'f ui 1 ) ;  

(v'f vi 1 ) ,  

Векторы и. , v связаны соооrношениями : 

и . = J\. 71 /2 ХТ v . 1 1 1 1 
-1/2 v i = J.. i Х ui J 

( I) 
( 2) 

( 3 )  
( 4 )  

Основным блоком излагаемых ниже алгоритмов явля:ется задача 
нахождения максимального с.ч.  и соответствующего главного собст­
венного вектора (г. с . в. ) - эа.цача rсв .  

Рассмотрим задачу об . аппроксимации прямоугольной матрицы 
матрицей меньшего ранга. 

Дана rгрямоугольная матрица Х размера (m х n ) , ранга n. 
Треб:уется вычиСлить матрицу xk ранга k n, яв.шпощуюся наи.луч­
ll!ИМ rгрибли.жением к Х по эвклидовой норме , т . е .  матрицу, на кото­
рой обращается в минимум норма погрешности: 

R = ll X-Xk 11 2 = tr [ (X-Xk ) T (X�Xk )j ( 5 )  

Решение этой задачи дается формулой 

( 6 )  

гаранти-

( 7 )  

при условии: 

Определение. 
Матрица. Ф 1· = 11.. } 12 v . u� есть i -я фа.кторнаЯ компонента 1. 1 1 

(ф. к. ) матрицы Х. 
Сингулярное , или факторное ,  разложение 

n 
Х = :L:: Ф . •  

i=1 1 ( 9 )  



Приближенное. факторное разложение k 
х � L. ф i i=1 

( 10 )  

О сингулярном разложении (базисной структуре) см. /I , 2/. 
Совокупность столбцов u1 образует матрицу u (mx n ) . · Совокуп­

ность столбцов v i образует матрШJУ v (mx n ) .  Матрица L 112 есть 
диа.гона.льнiэ.я: матрица с элемента.ми {12• 

Матрицы L,  u ,  
v 

связаны соотношениями: 
хтхu " ut, ххт

v 
" VL, uтu " ! ,  vтv " r .  ( П) 

Сингулярное разложение (7) в матричном виде: 
Х а VL1/2uT . (I2) 

Псевдообратная матрица х+ определяется свойства.ми: 
хх+х = Х, х+х:х+ = Г.-
Г°Х, хх+ - симметричные ( IЗ) 

Если столбцы Х линейно независимые , то х+ = (Хтх) +хт. 
Имея разло_жение ( I2) , легко по.лучить псевдообра.щение 

. ,,+ -1/2 т л· = UL V • (I4) 
Обозначение : uk , vk - суть матрицы, составленные первыми 

1 /2 k - столбца.ми матриц u ,  v .  Матрица Lk - диагональная , имею-
щая: на главной диагонали 3\. � 12 • • •  л �/ 2 • 

Приближенное. сингулярное разложение 

Х � VkL�/2u� • ( 1 5 )  

Приближенное псевдообращение 

х+ � ukLk1 12 v� . ( 1 6 )  
Примечание. Уравнения вида ( П) возникают в известном мето­

де главных компонент (М:ГК) . Но в отличие от, классического вари­
анта. М:ГК ,  где элементы Х - центрированные данные , здесь входные 
данные могут быть ЛI<Х5ыми (не обязательно центрированными и нор­
мированными) • 

§ 2. Вычислительная процедура 

алементы матриц L, u , v могут быть найдены как решение 
полной проблемы собственных значений из уравнений (I ) , ( 2) . Мож-
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н о  использовать ка.кой-JШбо. алгоритм нахождения с . ч. и - с .в .  сим­
метричных матриц, например , метод исчерпывания /4/, в кото­
ром с . ч. и с.в.  находятся последовательно ,  как решение за­
дачи ГСВ ( см. § I) . 

Существует другой подход к этой вычислительной проблеме : 
нахождение � , ц , v как элементов , минимизирующих (5) . В та.кой 
постановке задача также может решаться последовательно:  сначала 
о тыскиваКУГся величины ЗL 1 , ц1 , v 1 , затем �,ц2 , v 2 и т. д. 

Схема вычислительного алгоритма 

I .  Минимизировать функционал R1 : 

R1 = J I z 1- Л. �/2 v1ц� Jl 2 ; (ц�ц1 = 1 ! V�V'f' 1) ; 
Сформировать матрицу z2 z1 - J\. � /2 v1 ц� 

Z 1=X. (17) 

2. Минимизировать R2: 

R2 = [\ Z2- .л. 1/2 v2ц� 112 ; 
. Сформировать матрицу z3 

З .  Минимизировать R31 

Rз = 11 Z3- З\.. jl2 v3цj 11 2 ; 
и т.д. , кончая нахождением 3\.. k ' � ·  vk (k � n ) .  

Таким образом на i -ом этапе решается: задача на минимум :  

( 1 9 )  

R1 = i l  Z1- :"'- l/2 v i цI 11 2 - min ,  ( ц:{ц1 =1 , v:{v i =1 ) (20) 
и . т звестно , что минимум R1 достигается на г. с. в.матр:иц z1 ,� 

z1zi , которые можно найти , рещив задачу ГСВ. При такой конкре� 
тизации ·рассматриваемая БЫЧИСJШтельная схема представляет собой 
не что иное , как метод исчерпывания: /4/. 

Однако такая конкретизация: не я:вля:ется: обя:зателъной. Задача 
на минимум ( 17) может решаться каким-;mбо численным методом (на..: 
пример , методом покоординатного спуска) , пригодным д,ля: широк� 
го класса функций ,  нэпосредственно , без вычисЛения матриц zTz · , 
zzT и без использования: методов и программ решения: эадачи ГСВ .  

Такая непосредственная минимизация: будучи невыгодной в вы­
числительном отношении д,ля: функционалов вида (I7), может оказать-
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ся эqфективной для функЦи:оналов более общего вида , для которых 
процедура задачи ГСВ неприменима. Один :из таких функционалов бу­
дет рассмотрен в следующем параграфе . 

§ з. Факторное разложение таблиц с пропусками 
Пусть таблица Х содержит пропуски X'

ik • Термщ:r "пропуск 
xik" означает , что значение xik неизвестно. В таблице не должно 
быть строк :и столбцов ,  состоящих только :из пропусков. В остальном 
количество и размещение пропусков в таблице могут быть , вообще 
говоря , произвольными. Но при "неудачной" конфигурации множества 
пропусков вычислительный процесс , излагаемый ниже , может . расхо­
диться или приводить к тривиальному результату. 

Введем :индикатор пропусков - � ik• 
Определение � . = { О ,  если Xik неизвестно (пропуск) (,,, ik . I , есл:их ik известно ( "непропуск" ) 
Будем :искать сингулярное (факторное) разложение Х в виде 

( 9) , вычисляя. ф. к. Фi · последовательно , как в схеме § 2 , но с 
другим критерием качества. 

Детализируем обозначение векторов ui , vi :  

"• ·�j 
Первая факторная компонента 

v - • - r:sJ s • 
\ ;s . 

Ф1 = J\. �/2 v1 u�' • 
Критерий качества для Ф� : 

m n 

( 21 ) 

( 22 ) 

Q1 = L I: ?:ik(xik- .3\. � 12 v1 iu1k ) 2 � - min С 23 ) i=1 k=1 ( .n. , u ,v) 
В норму погреппюсти Q1 входят отклонения о т  "непропусков " .  

Неизвестные значения (пропуски) xik элиминируются индикатором 
-gik . Если пропусков нет ( � ik = 1 ) ,  то Q совпадает с н1 (I7) . 

Условия минимума Q1 по u1 i ' v1k : 
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m 
L � ik xikv1 i 
i=1 

u1k  = ·
--------

m 

При этом 
m 

:L 
1/2  i=1 

J\_ 1 = 
пi 

:L 
i=1 

Обозначения: 

m 
2= "(, " k  u2

1·k k=1 . - 1 

n � < 2 2 L__ · " kv1 · u1k k=1  1 1 

n 

(24 )  

( 25 ) 

.У i1 (u)  = L 'S' iku�k ( 26) k=1 
о j '  Jln(v) . , ; Hu = 11 -\) 1 ( u) 

• • 
О 1 · ( 27 ) О · � m(u) . 

Введя нормирующие множи'I'еЛИ .f , r: , запишем условия ( 24) в 

сжатом виде : 
u = _p GvXтv . } 
v = r: нux• u 

Систему ( 28) можно решить методом итерации.­
Начальное значение вектора u1 : 

. ( О ) t ( 1 u1 = cons , • • •  , 

( 28) 

( 29 )  

Нормирующие множители р , i- определяются на каждом эта­

пе итерационного процесса условием нормировки: 
т _ т  _ • u1 • u1 = 1 , v 1 v 1 = , • 

Полученное решение системы ( 28) дает ф. к. Ф 1 • 
Затем формируется матрица z2 = j [ zi�) 11 
Zl�)= xik - J\. �12  v 1i u1k ' если �- ik = 1 • 

Z( 2) - о <=>ели .Р о 
ik - ' - :::> ik • 

(30)  

(3 1 ) 

Примечание. В случае -с; ik = О величину :z ik можно приравнять 
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ЛЕ/jому числу (значение Zl�) = О выбрано для определенности) • . 

ра. 
С матрицей z2 выполняется такая же вычислительна.Я: процеду-

m n 
� � .,.,, . ( 2) 'i\._ 1 /2 2 Q2 = ,L_ .с__ '=> ik ( Zik - J 2 v2i u2k) i=1 k=1 

Значе:ния J\. 2 , u2 , v2 дают ф.к. Ф2• 
Формируется матрица z3 = // zbl> 1 1 : 
Zlf) = zi�>- :;\ 1f2 v2i u2k ' .  если 

- min (32 ) 
( J\. , u ,v) 

= 1 ,  
(33 ) 

Zlf) = о, если -s ik = о , 
т n 

_Q3 = .L L. � ik <Zlf > i=1 k=1 . 
J\. 1/2 v u ) 2 

3 3i 3k 
--- min (34 )  

( .Л , u,v)  
Значения :л. 3 , u3 , v3 дают ф.к .  Ф3 - и т .д .  
На ка.ж.цом этапе минимизируется функционал: 

m · n  
Qs = .L L. � ik (z �s ) - S\. 1/2 v . usk> 2 i=1. k=1 1k S. S 1  

т т (us us = 1 , vs vs a 1 ) .  

--min 
( '31. , u,v ) 

( 35) 

При s = 1 формула (35) доJDКНа совпадать с (28) . Ддя этого сле-
б • ( 1 ) - 1·1 ( 1 ) 11 дует ввести о означения. z1k = xik' z 1 - z1k = х. 

После r --го этапа получаем факторное разложение : 

Х = Ф 1 + • • • + Ф r• (36 ) 
Значение r ( "глубина") .является параметром регуляризации. 

Ддя конкретных: данных оптимальное значение r может быть найдено 
экспер:и:менталыю . На первой стадии обработки величина r назна­
чается произвольно или с учетом спектра � i подобно тому ,как это 
делается в мrк при выборе количества компонент. 

Сумма в правой части (36) есть матрица , в которой все эле­
менты .являются известНШдИ (вычисленными) , ·тогда как матрица Х в 
левой части ( 36) содержит пропуски xik. 

Таким образом возникают"факторные оценки" : 
� 1 /2 1/2 xik = 1 1  v1 i  u1 k  + • • •  + J\. r  vriurk (37 )  

Эти оценки не .являются наилучшими (в  смысле МНК) . Ддя Полу-
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чения оценок, более близких к оценкам МН:К, рекомендуете.я: сначала 
вычислить , как указано выше, факторные оценки (37 ) , и затем, вы­
деляя поочередно пропуски x

1k вычислить для них регрессионные 
оценки (используя в процессе вычислений оценки (37)  ) .  

На практике часто обнаруживаете.я .явление мультиколлинеар­
ности,  которое про.являете.я в неустойчивости регрессионных оценок 
по отношению .к варьированию данных. В таком случае рекомендуете.я 
вычислить гребневые оценки. 

Один из вариантов метода гребневой регрессии, основанный на 
сингулярном разложении с псевдообращением, описан в работе /3/. 
Приведем о.конча"тельный результат. 

Пусть требуете.я оценить пропуск x
i
k" 

Обозначения. Вектор-строка а1 есть строка в Х без эле­
мента x1k . Век!.ор-столбец ьk есть столбец в Х без элемента 
xik" Матрица х получаете.я из х удалением элементов x

i
k' a

i
, ьk. 

Гребневая оценка пропуска 

xi
k = a

i х; ьk
, 

( 38) 
� . . 
� - приб.люкенна.я псевдообратна.я матрица ( I6) . 

Пред.ложенньrй метод оценивани.я пропусков (с предварительным 
вычислением факторньrх оценок) может бьrть эфJ?ективньrм при. относи..: 
те.льно большом количестве пропусков. 

ПримечаН:и:е. ·термины "сшrгул.ярное разложение" И "факторное 
разложение" в применении к таблицам без пропусков .являются сшrо­
нимами. Но для таблиц, имеющих пропуски, рекомендуете.я специаль­
ный (об.общ8.ющий) термин: "Факторное разложение". Эrо вызвано тем" 
что представления (IO) и (36) , при формальном сходстве, скрывают 
существенное различие.· Векторы u.1 , v 1 ,  входящие в ( IO)_, обла­
дают свойством ортогональности ( uтu = I, vTv = I) , тогда как 
аналогичные векторы u1 , v1 , входящие в ( 36) , вообще говор.я, та­
ким свойством не обладают. 
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В.Д. Карбышев , А. С.Вакуленко 
АНАJМ3 соотноШЕНИй ВЕСОВЫХ ПРОЦЕНТНЫХ 
И ОБЪЕМНЫХ СОДЕРЖЛНИЙ ПОРОДООБРАЗУКЩИХ 

ОКИСЛОВ НА .ПРИМЕРЕ ГАББРОИДОВ НОРИЛЪС:Ких ИНТРУЗ:ИЙ 

Формы представления химического состава пород могут быть 
разными , например : весовые (массовые) процентные и объемные со­
держания породообразующих окислов.  В первом случае · - это широко 
используемые в петрохимии силикатные химические анализы ,  во-вто­
ром - расчеты объемной концентрации окислов (масса окисла в еди­
нице объема горной породы) , используемые , например , в геохимии 
при анализе привноса и выноса вещества. По вопросу использования 
в практике петрохимических исследований весовых процентных или 
объемных содержаний окислов имеются различные точки зрения. 

Одна из них основана на том , что это физически отличающиеся 
друг от друга величины ,характеризующие разные особенности пород. 
Рядом исследователей /2 , 3 ,  6 и др. /  было показано , что исполь­
зование процентных величин при петрохи.миqеских исследовыги:я:х су­
щественно ограничено , а при изучен:й::и связей между содержаниями 
элементов в породе даже невозможно /IO ,  I I ,  I2/. Так , А.Б.Висте­
лиус пишет /3 , с. ПО/: " . . .  как поступать при изучении горных 
пород , исследуя соотношения между составляющими их химических 
анализов , неизвестно. Все способы пересчета в петрохимии (Харке­
ра , Ниггли и Заварицкого) этот вопрос игнорируют. Исключительная 
важность его была понята Бартом , предложившим пересчитывать 
анализ на постоянное число атомов в некоторой кислородной ячейке. 
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Эrо предложение , в основе совершенно верное , иногда отвергалось 
из-за споров об упаковке кислородных атомов" .  

Другая точка зрения основана на том , что ,несмотря на разли­
чие рассматриваемых ве.личюr , они в ряде случаев могут давать близ­
кие результаты при характеристике пород. В.А. Рудник, налример , 
считает /9 , с. I6/: "Процентное выражение состава горных по­
род , руд и минералов , не приемлемое в общем случае для сравни -
тельной характерис'I'ИКИ указанных объ·ектов , в отдельных случаях 
может быть с успехом использовано. Такими частными: случаями яв­
ляются : а) сравнение пород бЛизкого минерального состава одной 
и той же классификационной группы; · � · " · Другими словами "одно­
родные" в некотором смысле породы (например "гранитоиды" , "габ-
6роиды") оказываются примером - природной системы,когда искажения, 
вносимые процентным пересчетом , невелики /I , 5 ,  9/. 

Вопрос исп.ользования: весовых процентов и объемных содержа­
ний Подробно рассмотрен в работах Ю.А. Ткачева, Я. Э. Юдовича /IЗ/ 
и В .В .Груза /4/. Авторы справедливо замечают , что необходимо 
различать закономерности (например ,_ корреляционные зависимости) , 
полученные для объемных концентраций: породообразующих окислов и 
ДJ1Я весовых процентов этих же окислов . В первом случае речь идет 
о закономерностях· между содержа.RИJТh1И окислов в породе , во вто­
ром - о закономерностях между весовыми их до.л;ями. Результаты 
будут эквивалентны друг другу,  если плотность или объемный вес 
рассматриваемых пород не изменяется от пробы к пробе (или из­
меняется незначительно , что не сказывается существ&нно на резу­
льтатах) . Эти положения и были проверены для рассматриваемой 
Группы оливиновых габбро-норитов норильских интрузий. 

Прежде чем Перейти к изложению полученных результатов , об-
раТШ"уjСЯ к ПОНЯТУUО Гы!ОТНОСТЬ породы и в связи с этим рассмотрим 
соотношение между весовыми (массовыми) процентными и объемными 
содержаниями породоо�разующих окислов. 

Допустим, Что химический состав образца породы состоит из 
двух окислов . В абсототных весовых отношениях это будет выгля­
деть так: 

Pr + Р2 = Р. 
При переходе к относительным весовым отношениям сделаем сле­
дующее преобразование : 
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ОтмеТ1'!М, что переход к процентным весовым отношениям _ осуществля­
ете.я умножением на IOO правой и левой части уравне:ния. 

Допустим , известна (измерена или рассчитана) величина плот­
ности образца породы р . Умножим на р правую и левую часть 
уравнения: 

+ = .Р ·  
Подставим в левую часть уравнения вместо плотности < р ) выраже­
ние ее через вес и объем р = P/gV :  

р1 
• р Р2 

• р 

р, g . v + р • g • v р . 
Сократим в уравнении величину Р и вместо Р1 / g = m1 , Р 2 / g = �­
подставим соответственно значения массы окислов m1 и m2 : 

m1 m2 
- + - = ,,? ,  v v 

где т1 ;v и m2/V и есть объемные содержания окислов в породе, 
.цругими словами , масса (количества вещества) окислов в единице 
объема или плотность окислов в породе. 

Таким об�зом ,· умножая величину плотности породы на весовые 
доли окислов или их процентные содержания (с последующим делени­
ем на IOO) , можно перейти к объемным содержаниям этих окислов в 
породе . Отметим, что объемное содержание окисла в породе .являет­
ся величиной физически (аналитически) , по-видимому, трудноизме­
римой , редко используемой и петрохимически характеризующей поро­
ду с новой , малоизученной с�ороны • 

.П.Л:Я изучения корреляционных связей в породе между весовыми 
процентными и объемными содержаниями окислов бwrи использованы 
химические анализы (к = 207) габброидов по семи диФРеренцирован­
ным интрузиям Норильского района (Верхне- ·и  Нижне-Та.лнахская , 
Норильск-I и П, Гора Черная: , Гора .Зуб и Моронго) , а также плот­
ности пород, полученные при расчетах количественно-минерального 
состава габброидов /7 , 8/ • .  

Плотность пород меняется ;п;ля всей рассматриваемой совокуп­
ности в пределах 3 , 0I4 - 3 , 37I г/см3 , возрастая: от "троктолито­
вых" габбро-норитов и троктолитов к "пикр:итовым" габбро-нор:итам 
(рис. I) . Перечисленные три разновидности :iropoд были рассмотре-

72 



Ол, о06ен % 

sз 

'11 

З? 

зз 
29 
25 
2! 
!? + 

о 

о 
о о� оо 

о> og o off>,f 
'il oo 8 
оо 

о 

• • • • •• • • • • 
. . . . \ 

. .. , • • • tlit • 
. -. . 

ф> О  8 , • • • 8 1 1 • ". • • •••• • ; , . . . 
. . .  -' . .
" .:)- . � :а -.·. . • 
. , . . • • • • .. 

• • • 

• 
• 

• 

• • 
• 

3,01 3,06" з;оз J,13 Ц? 3,21 42s З,ёЗ з,зз .;>, г/с.м3 
. Рис.  I .  Распределение разновидностей га66роидов 
норильских интрузий по рассчитанным объемным 
содержаниям оливина и плотностям пород (к=2С17) : 
I - "пикритовые" га66ро-нор:И:ты;  2 - троктолиты; 

3 - "троктолитовые" га66ро-нориты 

ны и выделены с использованием логико-математических средств в 
результате количественно-минералогической и химической клас­
сификации /8/. Ка.к видно на рис. I ,  плотность породы является 
так же , как и содержание оливина , сильным классифицирую!Цl1L-л кри­
терием для: перечисленных разновидностей пород. Отметим , что 
классифицирующая роль плотности породы сохраняется в сочетании 
с содержаниями плагиоклаза,  окислов магния, алкминия, с которыми 
у плотности тесная корреляционная связь :  с оливином ( r = 0 , 81) , 
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Рис. 2. Распределение разновидностей пород по ра.ссчИтанным плот­
ностmл < объемным соде·ржаниям) кремнеЗ ема и прочих окисло� < "нек­

ремнез ема�') . •  Усл. обозн. см. на рис. I .  

ILЛагиоклаз ом ( r 
= - 0 , 95) . 

О, 96) , .  магнием ( r = 0 , 87) , алюминием (r= 
Отметим , что самостоятельная классифИцирующая роль сохраня­

ется ДЛЯ ПЛОТНОСТИ ПОрОДЫ как Та.RОВОЙ (рис . 2) , если Г'.ЛОТНОСТЬ 
разделить на две части: "кремнез емную"_ и "некремне3емную" . Кро­
ме того , здесь заложена и генетическая информаЦия ( см. рис. I , 2� 
Так , плотность у "пикритовьrх" габбро-норитов и общая , и разд�лен­
ная больше , чем у двух других разновидностей пород. В свою оче­
редь , троктолиты и "троктолитовые" габбро-нориты . также отличают­
ся друг от друга. В тракта.литах ( см .  рис.  I , 2) общая плотность 
породы и плотность "некремнез емной" части больше , а плотность 
кремнез ема меньше , чем в "троктолитовых" габбро-наритах. Такое 
разнонаправленное поведение вещестЕа в породах может говорить о 
генетической обособленности рассматриваемых разновидностей пород 
относительно друг друга. Это согласуется с полученными ранее ре­
зультатами /8/ выделения - трех резко разобщенных групп пород на 
ко.mIЧественно-минералогической основе. 
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Таблица 1 

Ко:эфрициенты корре.iiяции для . весовых �оцентНliх (первая ·строка) 

и объеМНliХ (вторая строка) содержаний породообразующих окИслов 

в породах норильских ш�трузий 

ОкиСJIЬ1 Ti02 А12О3 Fe2o3 FeO МnО МgО Са О Na2o к2о Р2О 

Si02 0 , 15 0 , 57 -0,56 -0,40 -0, 13 -0,71 0 , 68 0 , 50 0 , 48 0 , 1 0  

0 , 28 -0 , 03 . -0, 28 -0,25 0 , 09 -0 , 26 0 , 27 0 , 16 0 , 48 о, (J7 

Ti02 -0 , 16 0 , 15 -0, 03 0 , 24 '-0 , 15 0 , 10 0 , 27 0 , 17 0 , 22 

-0, 22 0 , 18 0 , 02 0 , 26 -0 , 08  0 , 08 0 , 25 0 , 16 0 , 22 

А12О3 
-0, 61 -0, 24 -0, 40 - 0 , 88 0 , 77 0 , 61 0 , 12 0, (J? 

-0, 64 -0,33 -0, 47 - 0 , 90 0 , 72 0 , 56 о, (J7 0, 03 

Fe2o3 
- 0 , 27 0 , 26 0 , 52 -0,43 :...О , 26 -0 , П  -0 , 04  

-0 , 15 0 , 31 0 , 57 -0,42 -0,25 -0 , 09  -0, 02 

FeO -0; 002 0,20 -0,48 -0,10 '-0,38 -0, 05 

0 , 08 0 , 31 -0,53. -0, 14 -0,37 -0 , 04  

МnО 0 , 31 -0 , 28 -0 , 25 0 , 03 0, 08 

. О , 38 -0,32 -0,27 0 , 02 0, 09 

МgО - 0 , 86 -0,74 -0 , 28 -0, 18 

- 0 , 83 -0,7! -0,24 -0, 14 

Са О 0,47 0 , 42 0 , 21 

0 , 40 0,40 0 , 18 

Na20 -0, (J7 . 0 , 1 8  

-0, !2 0, 16 

к2о 
0 , 09 
0 , 08  

Рассмотрим поведение коррелЯционных связей при переходе от 
процентных величин к объемным. Для исходной матрицы ( Х) химичес­
ких анализов (к = 2V7) были по.лучены коэфi)ициенты парной корре­
лтщи (табл. I ,  первая. строка) между окислами (между процентными 
весовыми содержаниями окислов) . Затем матрица (Х) была преоб­
разована в ( Х' ) путем умножения .каждого химического анализа на 
соответствующую плотность породы ( с  последующим делением на IOO) , 
т. е .  осуществлен переход к объемным содержаниям окислов. · д,ля 

преобразованной матрицы (Х ' ) рассчитаны коэфi)ициенты парной кор­
ре.ля:IЦIИ между объемными содержаниями окислов ( см. табл. I ,  вто-
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рая строка) . Из корреляц:иоНной матр:и:Цы ( см.  таб.Jt. I) видно , что 
коэqфициенты парной корреляции заметно изменяются только для 
кремнез ема при переходе от весовых процентных содержаний к объ­
емным. При этом величИны корреляции кремнезема с большинством 
окислов уменьшаются (по модуто) для объемных содержаний по срав­
неНИIО .с процентными, кроме титана., у которого происходит увеличе­
ние корреляции , и калия, фосФ9ра , марганца - здесь корреляция ос­
тается неизменной. Причины такого поведения корреЛЯЦИУf для крем ­
незема могут быть· разные. 

S'i02 , .мac '!. 

41 

43 
8 

·41 о о о • • 
39 • • 

1,29 t,JO 
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+
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�
+ . +  + + -++ + #+it• • .+.
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+ +'-
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+ ++� ++ .,. + 
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�о . • • •• : • 
og 'jj.15 • • " • • СР о " . ..... " 8 

о •• ,." •. " .  . .. . . 
"­• •• • • 

. . . ··:. - . 

+ 

f,J2 !,.!4 1,J6' !,JВ !,40 t,4.2 !,41� J/16' J7 sto2, г/с.мJ 
Рис. 3, Распред�ение разновидностей пород по весовому про,... 
центному и рассчитанному объемному содержанию кремнезема.. 

Усл. обозн. см. на рис� I 

Так , кремнезему принадлежит наибольшая весовая доля в хими­
ческом анализе , т .  е .  крем-dеэем - наибольшая по абсототному эна­
ченmо величина. Возможно По этой причине при умножении на 
плотность породы происходит существенный разброс значений крем­
незема (рис. 3) по сравнению с другими окислами , например ; маг­
ния и двухвалентного железа (рис. 4 ,  а , б) . Соответственно и ко­
эфf>ициент корреляции между процентным и объемным содержанием 
кремнезема меньше , чем такого же рода ко.эфf>ициенты для других 
окислов ( табл. 2) . 
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Коэqфи:циенты корре.тrции между весовыми процентными 
и объемными соде� одного и того же окисла 

Таблица 2 

Si02 Ti02 Аl2Оз. F203 FeO МnО МgО сао Na20 К2О Р2О5 
0 , 809 0, 998 0 ,999 0,999 0, 993 0, 996 0,998 0 ,997 о;·998 0 ,999 0, 999 

Таким образом ,данные приведенных д:1щграмм ( см.рис. 3 ; 4, а , б) 
и табл. 2 не противоречат тому, что возможная причина аномальныХ 
корреля:ций для кремнезема ( см. таб.Л. I) - влияние самого кремне- . 
з ема как большой величины на силу связи его с другими окис­
лами при переходе от процентных содержаний к объемным. Далее на­
ми было сделано предположение , что величина . кремнезема является 
не единственной причиной , влияющей на корре.ля:п;ию. Предположение* 

проверялось следующим образом. 
При переходе от процентных величин к объемным был использо­

ван набор плотностей пород , отличающийся от первоначального набо­
ра. Для каждого химического а.Нализа породы ( к = 2CJ7) выбира­
лась случайным образом ( с  помощью датчика случайных чисел ) 
плотность из имеющегося первоначального набора. такая операция 
проводилась три раза, соответственно получено три набора плот­
ностей пород ( р 1 � .Pz ; .Р.о> и матрицы объемных содержаний 
окислов (Xr , х2 , Хз) . Для этих матриц рассчитаны коэgфициенты 
корреляции (табл. 3 ,  вторая , третья и четвертая строка) . 

Можно констатировать , что для всех окислов ,кроме кремнезема , 
корреляция осталась практически на одном . уровне , независимо от 
того , использовалось их весовое и.ли объемное содержание. 

В объемных содержаниях для кремнезема величина связи с алю­
минием , трехвалентным железом , магнием ,  кальцием и натрием изме­
нилась в сторону сближения с исходным (весовым процентным , см, 
табл. 3 ,  первая строка) вариантом. Значит при переходе к объем­
ны:м содержаниям в исходном случае (см. табл. I)  на силу связи 

* Если большая величина кремнезема единственная причина , 
влияющая на силу связи при переходе от весовых процентных содер­
жаний к объемным , то как бы мы не выбирали в других случаях плот­
ности пород в рассматриваемом диапазоне их значений , коэgфициенты 
корреляции для объемных соде� окислов доткны быть такие же , 
как и в первоначальном случае ( см. табл. I) . 
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Таблшr,а 3 
Коэqфициентн корреляции д.ля весов!IХ процентН!IХ (первая строка) 

и 06ъеМН11Х (вторая ,  третья и четвертая строка) содержаний 
породообразупцих окислов 

Окислн Ti02' А12о3 �е2О3 FeO МnО МgО СаО Na2o к2о Р2О 
0,I5 0 , 57 -0,56 -0,40 -O, I3 -0,7I 0,68 0,50 0,48 O,IO 

Si02 0 , I6 0,55 -0,45 -0,30 -0,05 -0,55 0,66 0,47 0,44 O , I2 
0 , 09  0,58 -0,47 -0,28 -O,I2 -0,56 0,64 0,43 0,44 0 , 05 
0 , I9 0,58 -0,45 -0,23 -0, IO -0,62 0,67 0 , 54 0,43 O , I4 

-0,I6 0, I5 -0,03 0 , 24 -O,I5 O,IO 0 , 27 0 , I7 0 , 22 

Ti02 -O , I5 O , I6 -0, 03  0 , 25 -O , I4 0 , II 0 , 27 O , I8 0 , 22 
-O, I7 O , I5 -0,05 0 , 23 -0, I6 0 , 09 0 , 26 O , I7 0 , 22 
-0,I4 O , I5 -0, 0I 0,25 -O, I5 O , I2 0,28 O,I8 0,23 

-0,Ы -0,24 -0,40 -0,88 0,77 0 , 6I 0 , I2 0, а? 

А12о3 -0,6I -0,23 -0,38 -0,86 0,77 0 , 6I O , I3 0 , 08  
-0,60 -0,2I -0,39 -0,85 0 , 77 о, ы O , I2 0 , 05 
-0,60 -0,20 -0,38 -0,87 0,77 0,62 O , I2 0 , 08  

-0,27 0,26 0,52 -0,43 -0,26 -0,П -0,04 

Fe2o3 -0,27 0,26 0 , 53 -0,42 -0,26 -0, IO -0, 04 
-0,26 0,26 0,52 -0,43 -0,26 -0,IO -0, 04 
-0,25 0,26 0 , 53 -0,42 -0,25 -0, IO -0 , 03 

-0, 002 0,20 -0,48 -0, IO -0,38 -0,05 

FeO 0, 002 0,2I -0,45 -0,09 -0,38 -0,05 
-0, 00I 0 , 22 -0,45 -0, IO -0,37 -0,06 

O , OI2 0,20 -0,43 -0, 06 -0,36 -0, 04 

0,3I -0,28 -0,25 0 , 03  0 , 08  

МпО 0,3I -0,.24 -0,23 0 , 04  0 , 09 
0 , 3I -0,27 -0,26 0 , 03 0 , 08 
o,3d -0,26 -0,22 0, 03 0 , 09  

-0,86 -0,74 -0,28 -0,I8 

MgO -0,82 -0,73 -0,27 -O,I8 
-0, 83 -0,74 -0,27 -0, I9 
-о·, 84 -0,73 -0, 28 -O,I8 

0,47 0,42 0,2I 
0,48 0,43 0,2I СаО 0,46 0,43 0 , I9 
0 , 49 0,42 0,22 

-0, 07 O,I8 

Na2o -0, 06 O , I8 
-0, 07 O , I7 
-0, 06 0 , I9 

0 , 09 
0 , 09 

к2о 0 , 08 
0 , 09 

Примечание. Объемные содержания рассчитаны с использованием наборов 
плотностей ( }1 1  , jJ 2, , _JJ з ) • получеНН!IХ с помощью датчика случайН11Х чисел. 
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кремнез ема с этими окислами влияла еще какая-то другая причина , 
а не только большая величина самого кремнезема. Такой причиной 
может быть . особенность образования (кристаллизации) рассматри­
ваемых пород. 

При делет.rn всей массы породы в объеме на части: количество 
кремнез ема и "некремнезема", а на минеральном уровне для раGсмат­
риваемьrх пород - это соответственно количество плагиоклаза и 
оливина с магнетитом , - мы как бы начинаем переходить к систе­
ме процентных величин. В такой системе с количеством плагиоклаза 
связано соответствующее количество окислов алюмиют , кальция , нат­
р:ия , а с количеством оливина и магнетита - окислов магния , железа. 
И связи у кремнезема с переходом к процентным величинам возраста­
ют ,  сохраняя тот же знак, что и у объемных величин , являясь по 
отношению к последним производными (вторичными) , или как у 
А . Б.Вистелиуса , О.В. Сарманова - "ложными" /2 , П/. Связующим здесь 
з акономерным звеном выступает плотность породы, имеющая тес­
ную корреляцию с количеством оливина ( r = 0 , 8I) , г.лагиоклаза 
( r = -0, 96) , магнетита ( r = 0 , 65) . Все окислы, у которых про­
изошли изменения величин корреляции с кремнеземом , имеют с плот­
ностью сильные связи (табл. 4) , что в конечном счете и предопре-

Таблица 4 
Коэф))ици:енты корреляции весовьrх процентных 

и объемньrх содержаний окислов с плотностью породы ( _р )  
Окислы 

J'. 
г/см3 

-0, 75 
-0 ,2I 

-0, 96 
-0 , 95 

0 , 63 
0 , 65 

МgО 
0 , 87 
0 , 90 

са о 

-0 , 8I -0 ,62 
-0, 76 -0, 58 

Примечание. Первая строка - .для весовых процентных со­
держаний окислов , вторая - .для объемных. 

делило такое изменение силы qвязи при переходе от процент­
ных содержаний к объемным. 

Итак , кратко сформулируем результаты. В работе поrw.зано , 
как расчетным путем ,  зная величину плотности образца породы , пе­
рейти от весовых процентных содержаний окислов к их объемным со7 
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держаниям. Та.кие расчеты dыли проведены для магнезиальных пород 
норильских интрузий. Выделено трИ параметра: плотность породы, 
плотности :кремнезема и "не:кремнеземной" :части , об.Ладающие :клас­
сифицирующим свойством и- несущие генетичес:кую информацию. Уста­

новлено , что си.r;а связи :кремнезема с рядом других о:кислов изме­

няется при переходе от весовых процентных содержаний :к .объемншл. 
;,':казаны возможные причины та:кого изменения. Отметим , что полу­
ченные результаты я:в.л:Я:ются модельными , та:к :как плотности пород 
бьr.ли в свое время: рассчитаны В.Д. Карбышевшл /7/ при математичес­
:ком моделировании на ЭВМ :количественно-минералогичес:кого соста­
ва. 

Авторы благодарят А.Ф. Белоусова за ломощь в подготов:ке ста-
тьи. 
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А.Ф.Белоусов , В. О.Красавчиков , 3 .Г.Полякова 

ИСТОЛКОВАНИЕ СОСТАВА ГРАНИТОИдОВ С ПОМОЩЬЮ 
МОдЕЛИ ЭВТЕКТИЧЕСКИХ ПРОПОРЩIЙ ГЛАВНЫХ ОКИСЛОВ 

§ I .  Проблемная ситуация 

Для петрологии магматических горных пород особо важное зна­
чение имеют понятия котектики и эвтектики. Под котектикой пони­
мается совокупность совместно и равновесно вступающих в кристал­
лизацию либо в плавление кристаллических фаз и расплава , под эв­
тектикой - предельная ( т .  е .  наиболее низкотемперат.УР. ная) котек­
тика , состав которой остается постоянным в ходе продолжающегося 
плавления или кристаллизации. 

В эвтектике сохраняются постояннымИ набор (видовой состав) 
и химический состав входящих в нее кристаллических фаз и распла­
ва , а также валовой химический состав равновесной смеси кристал-
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личес!ШХ фаз ; последний химИчески эквивалентен составу расплава. 
Такие постоявные составы называют стехиометрическими. В эвтекти­
ке меняется лишь количественное соотношение между кристалличес­
кой и жидкой частями. Эвтектика с фиксированной стехиометрией су­
ществует лишь при фиксированных интенсивных параметрах (темпера­
тура , давление , химическая активность компонентов) . При измене­
нии этих параметров в плавящейся: или кристаллизУющейся: эвте­
ктоидной системе могут изменяться: химический состав твердых фаз 
и сосуществующего расплава , а также пропорции твердых фаз . Таким 
образом , при изменений интенсивных параметров эвтектическая: точ­
ка превращается: в эвтектическую линию /6/ и состав эвтектоидной 
системы будет определяться: не константой , а некоторым конечным 
интервалом величин. 

Плавление системы начинается: с наиболее низкотемпературной 
эвтектики , которая: иногда включает в себя: все содержащиеся в ис­
ходной плавящейся Породе минералы , но чаще лишь часть их ; эта 
часть , взятая: в эвтектической пропорции , представляет собой 
э в т е к т и ч е с к у ю к о м п о н е н т у исходной поро­
ды. В кристаллизующейся системе эвтектическая компонента включа­
ет в себя: набор минера.лов заключительной кристаллизации и рав­
новесный с Ним остаточный расплав. 

В системах магмогенеза и магматического породообразова:н:щI 
известны две группы наиболее низкотемпературных силикатных эв­
тектик , которые , По-:-видимому, имеют глобальное значение не толь­
ко для Земли, но и вообще для: планет с силикатным магматизмом. 
Это эвтектики , пересыщенные кремнеземом, кислые (ацидитовые) 
и недосыщенные кремнеземом фельдшпатоидно-щелочнополевошпатовые. 
Эвтектики первого типа порождают гранитоиды И ·риолитоиды , второ­
го - щелочносалические породы - сиенитоиды, трахиты и фонолиты. 
Кислая: и щелочноса.лическая предельные эвтектики - наиболее низко­
температурные , с относительно малой свободной энергией , наиболее 
низкоплотностные. Maгмaт:vr-recIOie породы с кислой и щелочносали­
ческой эвтектич:еской компонентой отличаются в общем наиболее 
сложным срещr магматитов видовым спектром минера.лов (включающими 
надэвтектические , т . е .  более высокотемпературные) .  

Надэвтектические природные силикатные котектики представля­
ют собой с этой точки зрения: более простые системы. Среди них 
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можно вьrделить (используя упрощенные названия) оливин-пироксено­
вые , двупироксеновые , пироксен-птинелевые , базитовые (клино­
пироксен-гранатовые , к.лmrопироксен-плагиоruазовые , двупироксен­
плагиоклазовые) ,  двуполевошпатовые котектики. Ими при кристал­
лиз ации порождаются соответственно оливиновые и безоливиновые 
пироксениты , базиты, полевошпатовые щелочносалические породы , а 
при плавлении - отвечающие им по химическому составу магмы . 
Состав предельной кислой эвтектики по данным опытов плавления и 
кристаллизации , петрографическим да.нНым (качественный и коли­
чественный минеральный состав , следы интергранулярного плавления, 
кристаллизационные структуры) и данным петрохимии (положение NЮд 
составов гранитоидов) отвечает трехфазной точке между полями 
свободНого кремнезема и двух полевых шпатов ( см.  рис. I ) . 

С пози:ций развиваемой авторами обобщенной модели системы 
воспроизведения /I , 2, 3/ в этой котектике фиксированного мине­
рального состава следует искать устойчивый структурный элемент , 
которым управляется (кодируется) воспроизведение индивидов маг­
матической породы одНого и того же горнопородНого (вида) . Управ­
JIЯЮЩИЙ элемент системы воспроизведения здесь конкретнее можно 
представить как комбинацию свободНых поверхностей кристалли­
ческих фаз котектики (в частности - поверхности поликристалла),на 
которых непосредственно идет кристаллизация. Вместо индивида 
горной породы нам придется взять относительно одНородный обра­
з ец ,  пробу, представленную химическим анализом. Внутри вида 
( типа) могут вьrделиться популяции. Их можно трактовать как более 
или менее узкие внутривидовые совокупности , воспроизведенные при 
фиксированном значении или малом изменении интенсивных парамет­
ров (температуры, давления , химиЧ:еских активностей дополнитель-
ных компонент·ов и т . д . ) . В частнЬ� .... л: СЛJ�апл они мог;т оказаться 
аналогом биологических популяций , занимающих отдельный ареал (ло­
кальные популяции) • 

Группа гранитоидов , вторая по распространенности средИ маг­
матических пород в земной коре (после базитов) , представляет со­
б ой удобный объект для анализа эвтектического механизма восп­
р оизведения магм и магматических пород. Модельной для гранито­
идной группы является тройная эвтектика кварц - альбит - орток­
лаз , в отличие от которой в реальных породах альбит обычно 
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заменен кислым nлагиомаз ом , реже два полевых шпата заменены 
кал:инатровым шпатом. 

Магматическую эвтектику обычно коJШЧественно описывают че­
рез содержания химических веществ , отвечающих породообразующим 
минералам (мина.лам) и эту модель затем используют для интерп­
ретации состава реальных магматитов. ДJrя rранитоидов подобное 
изучение раньше проводилось в статист:ИЧ:еtжом плане путем 
сопоставления положения моды. составов rранитоидов с точкой эв� 
т ектического температурного минимум� для отмеченной выше трех� 
минеральной системы , содержащей криста.лЛическую фазу свободного 
кремнез ема. Хорошо известно , что моды составов лейкократовых rра­
нитоидов приблизительно совпадают с указанной точкой. 

Но �о-прежнему требуют количественного уточнения вопросы: 
в какой мере природные rранитоиды соответствуют эвтектическим 
образованиям ; каковы Предпочтительные области значений интенсив­
ных параметров существования природной гранитоидной ·эвтектики. С 
позШЦfЙ обобщенной модели системы воспроизведения можно поста­
вить и нетрадиционный вопрос :  какова популяционная структура при­
родной совокупности гра:нИтоидных пород , приближенных к эвтектике . 

В настоящей статье на материале по гранитоидам Украины /7/ 
выясняется , какую долю эвтектическая составляющая обра�ует в ва­
ловом составе магматической породы. Эrо позволяет приблизиться 
к пониманию роли данной котектики в дозировке вещества выплавок 
и кристаллизующегося из расnлава ·агрегата породы, т . е . в контро­
ле (кодировании) процесса выплавления и кристал.л:изации магмы. 

Как известно , состав силirкатной котектики · ( эвтектики) можно 
описать и через окислы , т . е .  "дофазовые" · химические компоне�ты. 
И здесь представляют · интерес вопросы , связанные с созданием и 
ана.Jrnэ ом моделей , свя:зыва.ТО"JСИХ хи:м"лческий состав породы с окис­
ным и минальным составом котектики - нап:Ример , не находятся ли со­
держания окислов и какие-либо их отношения в однозначном соот­
ветствии с валовым составом породы. Наличие такого. - соответствия 
говорило бы о том , что окислы и их отношения как-то контролируют 
этот валовой состав , либо сохраняют "память" о нем. 

ДJrя котектических и эвтектических линий в теор>m: не найдены 
аналитиче·ские зависимости между интенсивными параметрами и со­
держаниями отдельных химиЧеских компонентов расnлава /6/. Неиз� 
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вестны также аналитические соотношения между самими химическими 
компонентами , входящими непосредственно в эвтектику или котекти­
ку. Вместе с тем , можно заметить , что вблизи эвтектических точек 
и около "дна" котектических желобов отрезки сечения поверХности 
ликвидуса почти прямо.ли:Нейны. Траектории эвтектических точек в 
силикатных системах остаются практически прямолинейными при вве­
дении небольших . добавок обычных породообразующих окислов порядка 
десятка молекулярных процентов , а часто и больше /8/. Таким об­
разом , есть основания ожидать , что в эвтектических и котектичес­
ких силикатных составах зависимость между химическими компонен­
тами обычно можно аппроксимировать как линейную. В част�юсти, нет 
препятствий к тому, чтобы предположить это и для гранитоидной 
эвтектики. 

§ 2. Молекулярные пропорции главных окислов 
для гранитоидной эвтектики 

В качестве опорных мы возьмем. составы экспериментальной во­
досодержащей гранитоидной эвтектики из работы /9/. Массовые со­
отношения кварца , ортоклаза . и альбита в эвтектической пропор­
ции в процентах при давлениях паров воды 0 , 5 ,  I ,  2 и 3 кбар , сня­
тые с рис. I ,  представлены ниже в табл. I ,  в молекулярных долях 
эти .же данные приведены в табл. 2. 

Зависимость содержания кварца у от давления паров воды х, 
по-видимому , достаточно хорошо описывается линейной функцией . 
Метод наименьших квадратов, примененный для данных из табл. 2 ,  
дает соотношение 

у = -0 , 027� + О , 76 ± О , 00 5 .  
В табл. 3 представлены давления (переменная х ) , молеку­

ля:рные доли кварца ( у ) , их расчетные значения у и отклонения 
� - у. Как видно из табл. 3 ,  отклонение фан:тического значения 
о т  расчетного не превосходит 0, 005. Учитывая , что исходные дан­
ные ( см. табл. I)  снимались с диаграммы с определенной погрешно­
стью, результат можно считать вполне приемлемым. Полученная 
зависимость позволяет оценить долю кварца при атмосферном да:&­
лении как 0 , 76 ± 0 , 005 . Учитывая вышесказанное можем считать .  
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NaAZSi.,s08 
Альоцт 

р 

. . • .  o,s 
• • ; 1 
J 1roap 

!(А l Si.sOe 
Ортоклаз 

Таблица I 

Рис. I .  Эвтектические пропор­
ции: в системе кварц-ортоклаз­
альбит при давлении паров во­
ды от 0 , 5  до 3 кбар /9/ • 

Таблица 2 

р Орто- Орто-н2о , Кварц Альбит н2о , Кварц Альбит 
кбар к.лаз кбар к.лаз 

0 ,5  
r , o  
2 , 0  
3 , 0  

х у 

40 
37 , 5  
34 , 5  
32 , 5  

30 30 
28 , 5  34 
26 �0 39 , 5  
24 , 5  43 

Таблица 3 

0 , 5  0 , 75 0 , I2I O , I29 
. I , O  0 , 729 0 , I20 0 , I5I 
2 , 0  0 , 702 О , П4 0 , 184 . 
3 , 0  0 , 692 O , III 0 , 2CJ7 

что при измененщi давления от О до 
3 кбар в системе кварц - ортоклаз -
альбит молекулярная доля кварца о 
в эвтектической пропорции: для: гра­
нитоидной эвтектики изменяется в 
диапазоне от 0 , 68 до 0 , 77.  

Молекулярная доля ортоклаза 
линейно зависит от таковой же для: 
кварца: метод наименьших квадратов 

дает соотношение у = O , I6 х, где х - молекулярная доля кварца , 
у - молекулярная доля ортоклаза, причем отклонение фактического 

0 , 5  о, 75 
I , O  0 , 729 
2 , 0  0 , 702 
3 , 0  0 , 682 

0 , 747 -0 , 003 
0 , 733 +0 , 004 
О ,  7CJ7 +О , 005 
о .. 679 -:-0 , 003 
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значения от расчетного не превосходит 0 , 004, Сказанное -позволяет 
получять параметрическое представление линии эвтектики в системе 
кварц - ортоклаз - альбит : ( 8' ,  0,16 8° , 1 - 1 , 16 8° ) , где 
о ,  68 � 8- � о, 77. 

По.лучим теперь параметрическое представление линии рассмат­
риваемой эвтектики в пространстве четЫрех окислов: Sio2, А12о3 , 
Na2o, к2о. Бс.ли молекулярные доли кварца , орто.к.лаза и альбита 
обозначим h1 , h2 , h3 , то для sio2, А12о3 , Na2o , к20 молекуляр­
ные доли этих окислов равны соответственно 
h1 + Jh2 + Зh3 � 
h1 + 4h2 + 4h3 

1 1 1 . 
2 h2 + 2 hз 2 hз 

Так как в рассматриваемом случае h1 = 6 , h2 = о, 1 6  � , h3 = = 1 - 1 , 1 6  8" , где О, 68 � t � · О ,  77 , молекулярные доли окис­
лов для линии эвтектики можно записать так (табл. 4) ; 

3-2 о- 0,5-0 , 5  8 
4-3 о 4-3 Ь' 

Таблица 4 

0 , 5-0 , 58 8 0 , 08  t 
4-3 в- 4-3 о. 

Теперь возьмем в качестве основного параметра не содержа­
ние кварца а , а содержание кремнезема в эвтектике 

х = 3 - 2 о 
4 - 3 0" 

При изменении 8" от 0 , 68 до О, 77 величина х ( содержание 
кремнезема в эвтектической пропорции) изменяется от 0 , 837 до 
0 , 864. Поскольку х = (3  - 2 8- ) . /  (4 - 3 8 ) ,  легко видеть , что 
8" = (3 - 4х) / ( 2  - 3х) . Произведя замену переменных , получим 
параметрическое представление линии · эвтектики в пространстве 
четЫрех окислов ( sio2 , А12о3 , Na2o ,  к2о ) относительно содер­
жания кремнезема х :  
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(х; I/2 - х/2; 0 ,74 - О , 82х; - 0 , 24 + О , 32х) , 
где х изменяется от 0 , 837 до 0, 864. 

Полученное параметрическое представление позволяет ,  в част­
ности , оценить минимальные и максимальные значения окислов в 
эвтектической пропорции при изменении давления паров воды от О 

до 3 кбар ( табл. 5) . 

Таблица 5 

Значения Sio2 , % Al2o3 , % Na2o ,  % к2о ,  % 
max 86 , 4 8 ,  1 5 , 4 3 ,  6 

min 83 , 7  6 , 8 3 , 2 2 , 8  

Эrи экстремальные содержания достигаются при 
значениях содержания кремн�зема (табл. 6) : 

Таблица 6 

83 , 7 8 ,  1 5 , 4  2 , 8  

86 , 4  6 , 8  3 , 2 3 , 6  

крайних 

Дшr проверки достоверности параметрического представлеЮiЯ: 
пересчитаем на окислы данные табл, 2. В табл. 7 приведены ре­
зультаты пересчета. 

Таблица 7 

Давление , 
кбар 

Si02 Al2o3 1 Na20 1 к2о 

0 , 5  О , 857 О , 07 1  О , 037 0 , 03 5  
1 , 0 О , 850 О , 075 О , 042 О , 033 
2 , 0  0 , 843 0 , 079 О , 048 О , 030 
3 , 0  О , 837 О , 081  О , 053 0 , 029 
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Поскольку этот пересчет никак не связан с параметрическим 
представлением , имеет смысл сравнение его результатов с резуль­
татами расчета по параметрическому представлению. 

При тех же , что и в табл. 7 ,  содержаниях sio2 расчет по па­
раметрическому представлению дает значения , приведенные в табл. 8. 

Таблица 8 

Si02 1 А12о3 Na20 к2о 

. 0 , 857 0 , 072 0 , 037 0 , 034 
0 ,850 0 , 075 0 , 043 0 , 032 
0 , 843 О, Ь7Е 0 , 049 0 , 030 
0 , 837 0 , 08I 0 , 054 0 , 028 

РасхоЖден:ия: между значениями табл. 7 и 8 не превосходят 
O , OOI , т . е .  использование . параметрического представления вполне 
правомерно. 

§ 3, Вывод основных соотношений модели 

Итак , предполагается , что совокупность окислов , которые 
следует принимать в расчет , зафиксиро�ана , и исследование хими­
ч еского состава горнопородных индивидов (образцов , щ)об) ограни­
Чено рамками идеализированного. валового состава. В качестве опи­
сания идеализированного валового состава исследуемого образца 
примем идеализированный химический анализ - упорядоченный набор 
вида ( х 1, • • •  , хп) , где х j - доля молекул j -го окисла в валовом 

n 
составе исследуемого образца , причем 1 xj = 1 ,  xj )' о ,  

j =1 
j = 1 , • • • , n . Каждому окислу, тем самым , приписан номер. Дусть, 
например , анализируются данные по главным окислам гранитоидной 
эвтектики , т. е .  sio2 , А12о3 , Nа2о и  к2о .  Их номера в принятой 
нами последовательности I ,  3 ,  9 ,  IO соответственноr В символи­
ч еской записи мы будем использовать обозначения: N - мя числа 
главных окислов в эвтектике , j 1 , • • •  , jN - мя номеров главных 
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окислов. Так , в рассматриваемом примере N = 4 ; j 1 = 1 , j 2 = 3 , 
j з = 9 ,  j4 = !О. Чтобы задать фиксированную эвтектическую про­
порцию для N главных окислов с номерами j 1 , • • •  , jN , достаточно 
указать положительные числа JL 1 , • • •  , Ji.. N , для которых :i\ 1 + э..2 + 
+ • • • + Л. N = · 1 .  Таким образом, :л. i - это доля i -го главного 
окисла в заданной эвтект�еской пропорции главных . окислов. 

При предлагаемом подходе к моделированию составов извер ­
женных пород ( это уже отмечалось в § I )  используются категории 
вида (ткпа) как глобальной совокупности, а также популяции и ин­
дивида, т . е.  имеет место трехуровневая иерархия:, включающая ог­
раниченное число типов пород (по числу основных породообразующих 
котектик и эвтектик) . 

Центральным вопросом при математическом моделировании типов 
и попушru;ий эвтектоидных пород в излагаемом подходе является 
следующий: каковы необход:и:мые условия принадлежности образца Х к 
i-му эвтектическому типу , образцов Х и У к одной и той же 
популяции i-го типа? 

Если такие условия, геологически обоснованные и поддакщиеся 
эqфективной численной проверке , будут сформулированы , то для вы­
деления типов и популяций можно будет использовать специальные 
алгоритмы кластер-анализа,  удовлетворяющие этим условиям. Пример 
применения подобного алгоритма приведен в § 4. 

При формулировке вышеуказанных условий мы будем исходить из 
того , что популяция воспроизводится при фиксированных :i\.. 1 , . . .  ,JL N 
(в частности , это означает ,  что давление паров воды либо пос­
тоянно , либо изменяется незначительно) ; при воспроизведении типа 
(вида) в целом доли главных- окислов могут заметно варьировать -
в частности , в зависимости от изменения давления. Других разли­
чий в концепциях популяции и вида , по существу, нет. 

Сначала сформулируем требуемые условия �еформальным образом, 
в тезисной форме . Затем, исходя из содержания этих тезисов , выве­
дем соответствующие математические- соотношения. 

Как часто бывает при математическом .моделировании , в наших 
рассуждениях будет фигурировать неопределенный параметр, значение 
которого уточняется на фактическом материале . В рассматриваемом 
случае - это вещественное число Н ,  близкое к единице ,норматив­
ная доля раскладываемой в эвтектической пропорции части молекул 
идеализированного валового состава. Значение параметра Н будет 
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затем определено на основе анализа массовых данных по "надежным" 
образцам (т . е .  заведомо относящимся к i-му эвтектическому типу), 
а его точный смысл изложен в формулировках ТЕЗИСОВ I 2. 

ТЕЗИС I .  Можно выделить 6 типов изверженных горных пород 
по числу основных породообразующих котектик ( эвтектик) . Если об­
разец Х принадлежит к i -му эвтектическому типу , то выполняется 
следующее условие : из совокупности молекул идеализированного ва­
лового состава исследуемого образца можно выделить часть ,в  кото­
рой главные окислы i-й эвтектики находятс� в допустимой для данюй 
эвтектики пропорции -:А. 1 , • • •  , J\. N , причем доля этой части не 
меньше положительной константы н .� 1 . Возможно частичное перекры­
тие типов. 

Сформулированное в ТЕЗИСЕ I условие 
зывать условием соответствия исследуемого 
тике , пропорции ]1. 1, • • •  , 11. N и числу Н. · 

будем для краткости на­
образца Х i-й эвтек-

ТЕЗИС 2. Если образцы х и .У ОТНОСЯТСЯ к ОДНОЙ и той же 
популяции i-го эвтектического типа, то существует допустимая 
пропорция .Л 1 ,  • • •  , 11. N · главных окислов i-й эвтектики такая, что 
как Х, так и У соответствует i:....й эвтектике , пропорции j\ 1 , • • •  , 
J\. N И числу Н. 

Чтобы условия , сформулированные для анализов образцов в те­
зисах I, 2 поддавались численной проверке , выведем соответствую -
щие математические соотношения и формализуем (применительно к 
нашим целям) понятие допустимости эвтектической проnорции. 

Предположим, что идеализированный валов.ой состав исслеДуемо­
го образца в молекулярном выражении представляет собой М моле­

кул п окислов , т. е • . м 1 молекул первого окисла , м2 - второго •• • 
и т .д. ' где м 1 + М2 + · · ,· + Mn = м и Xj =Mj/M. Можно

, 
ли ИЗ этой 

совокупности отобрать М 1 молекул первого окисла, м2 - второго 
' ' ' ' <.  и т.д. , где Mj � Mj , м 1 + • • •  + Мп = М _ м, таким образом, 

чтобы в отобранной совокупности главные окислы находились в фик­
сированной эвтектической пропорции J\. 1 ,  • • •  , Л N' т .  е .  

= 

где s 1 , • • •  , N? 

' ' , .  м . + м . + • • •  ·+ м . 
J 1 J 2 JN 
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Значения :i\. 8 . :известны с определенной точностью, как :и зна­
чения xj . И в том , :и в .цругом случае мы заведомо не знаем пя­
того знака после заiJ.ятой ( т . е. тысячных долей процента при 
процентном представлен:и::и: пропорции: :и химического · анал:и:эа ) • 
Таким обраэ о:М , можно принять , что ,цля в -го главного окисла 

J\. 8 = z 8/ 1 О ООО, где z 8 - положительное целое ч:и:сло, z 8 1 о ооо 
:и z 1 + • • •  ·+ zN = 1 0  ООО. Есл:и: в нашем распоряжен:и::и: не менее 
10 ООО молекул каж.цого :из главных окислов , что заведомо обеспе-. . 1 
ч:и:вается объемом анал:и:з:и:руемых навесок , то , полагая мj = z5 пр:и:-
ход:и:м :К требуемому результату. 

· s 

Каково максимально возможное значение м' ?  И как выражается 
1 

отношеЩ'!е м /М через . компоненты химического анализа xj ' Приве-
денные выше уравнения ,цля З1.. 1 ,  • • •  ; J...N можно переписать как 

1 1 1 • 1 мj /--л 8 = мj + мj + • • •  + Mj = м ,  s =1 , • • • ,N,отсюда получаем 
s 1 2 N 

1 1 
Mj 1 Mj2 = 
J\. 1 1-2 1 

1 м .  
_2! 

Учитывая , что м .  
J s  

� Mj ' получаем 
1 8 

м .  м .  
1 J s  J s  м = � -- , в 

j\_ 8 :n. 8 

что равносильно одному неравенству 

м ' � min 
s=1 • • • •N 

= 

1 м • 

1 ,  . . .  ' 

Таким образом , максимально возможное значение ,цля М '  
формулой : 

1 м Iм . J min J s  
s=1 , • • •  , N  :r._ s .  

' 

N. 

задается 

где [ aJ - целая часть 
м .  

вещественного ч:и:сла а. Заметим , что 

J s  

JI. 8 - [::: ] < 1 , 

поэтому 
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- ["::] / . 
= --

м (м . 1� м . j� )  1 2 - 2 < - ·  
Л s  J\. s М 

Учитывая сказанное вшпе относительно объемов навесок и точности 
измерения x·j , Л 8 , мы можем с ПОJПIЬIМ основанием пренебречь раз­

s 
.личием между 

и [;:] ( •• 

Таким о6разом, принимаем , что [ �:) / 

и соответственно 

min 
S•1 , . • • •  ,N  Л а  

s=1 , • • •  , N  

м 1  
Потребуем , чтобы эта доля молекул, находящихся в за-

данной эвтектической проnорции J\. � • • •  , 1\. N , была не меньше не­
которой величины Н, · где О < Н � 1 :  

1 ...М.... � min 
М s=1 ,  • • •  ,N 

Данное неравенство равносильно системе неравенств xj · /л 8 � н, s 

s = 1 ,  • • • , N ,  которая, ввиду положительности Н ,  
нижеследующей системе : 

х .  
J s  � J\. 8 , s = 1 , • • •  , N . 
н 

равносильна 

Эrа система , таким образом , - формальное выражение условия 
соответствия исследуемого образца i -й эвтектике , пропорции 

J\. 1 ,  • • •  , 11. N и числу Н. 
Как уже отмечалось , на практике значения л. 1 ,  • • •  , J\" N за­

частую точно не извастны и ,  кроме тогq , могут менятьоя в зависи­

мости от давления и других факторов ( см. § I) . Поэтому вместо 
с оотношений xj / н � 31. 8 ,  s = 1 , • •.• ,N запишем систему уравне-

s 
:ний и неравенств относительно неизвестных · v 1 , • • •  , vN :. 
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{' � � v ) & а '  s 1 t • • •  ' N н ;? s 
(*) 

N 

� vs 1 . 

Здесь v1, • • •  , vN - неизвестные параметры эвтектической 
пропорции , · а /; 1 , • • •  , f. N > О - положительные числа , представ­
ляющие собой нижние оценки параметров эвтектической пропорции 
главных окислов (по состоянию информа.циИ на момент исследова-

N 
ния) , причем L' & 8 � 1 • s=1  

Используя в качестве отправной точки систему (*) , дадим бо­
лее ."подходящие" ;п,ля: математического моделирования формули­
ровки ТЕЗИСОВ I , 2. Для этого сделаем еще одно модельное предпо­
ложение : всякая пропорция v 1 , • • •  , vN' для которой v 1 + • • •  + v11..::..1 
!.....Y�s' s = 1, • • •  , N, является допустимой. 

Конечно , сделанное предположение весьма приближенно соот -
ветствует действительности. Как отмечено выше (см. § I) , в слу­
чае rранитоидной эвтектики (ка.к и ряда других) , реальности , ви­
димо , больше соо�ветствует ситуация , когда в зависимости от 
"внешних" факторов молекулярная доля кремнезема в эвтектической 

пропорции изменяется в конечных пределах J\.. min, J\.. max, а доли 
остальных главных окислов являются линейными функциями от :r.... 

31..s = а8 J\. + Ь8 , s=2 , • • •  , N.  В результате вместо системы (*) 

получаем более простую систему (и) 
х1 ) л 
н 

(и) х . 
J s  > as J\. + 

bs '  s = 2 , · . . .  ' N 
н 
Л. min � J\ ·� !I.. max 

относительно неизвестной .J.. • Эrа система , в отличии от ( *) , со­

держит только одну не�звестную и предъяв.ляет более жесткие , чем 

(*) требования к анализам. Однако достоверные сведения о коэqхри­

ци:ентах а2 , • . .  , 8ii ' ь2 , · · · ·'Ьн имеются в настоящее время не 

;п,ля: всех породообразующих эвтектик и, поскоЛьку ТЕЗИСЫ I , 2 гово­

рят лишь о необходимых условиях , использование при неполной 
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информации огрубленной трактовки допустимости эвтектической про-
· порции , отраженной в системе (:и:) , впоJШе пра.Вомерно. 

Пусть· заданы j 1 , ; • •  , jN - номера главных окислов , & 1 , • • •  , 
Е, N -:- нижние оценки Долей ;rлавны:х окислов , & 1 + • • •  +. Е. N � 1 ,  

Н - нормативная доля эвтектической части анализа, о < н � · 1 , а 

также идеализированные химические анализы (х1 , • • •  , �) и (у 1 , • • •  , 
yn) образцов Х и У соответственно. 

ТЕЗИС 1 1 • Если исследуемый образец Х принадлежит к i-му 
эвтектическому типу, то система (:и:) уравнений и неравенств отно-
сительно неизвестных · v  . • • •  , v . [ .;j 8 ) v: ' 

). & 8 , 

N 

в • 1 , " .  , N 

� vs ::. 1 

юiеет решение. 
ТЕЗИС 2 '• Ее.ли образцы: Х и У относятся к одной и той 

же популяции . i-го эвтектИческого типа , то сист�ма уравнений и 
неравенств (I)  относительно неиз.вестны:х v 1 , • • •  , vN 

r xj� . -- ;:?;:- vs ;j &s • . . s  " 1 , • •  • , N н 
у . . J s  ( 1 )  -- ) · . vs > � s ; s = 1 ,  • • • •  N н 

имеет решение. 

N 

L. vs = 1 
.s=1 

Сформулируем теперь ТЕЗИСЫ I ,  2 применительно к ситуации , 
описываемой системой ('JAE) . 

ТЕЗИС 1 "  • . Ее.ЛИ исследуемый образец х принадлежит к i-му 
эвтектическому типу, то система неравенств ('JAE) относительно не­
известной Л 

...:з. " J\. 
н -;;· 

('JAE) 

имеет решение. 
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ТЕЗИС 2" . Если образцы х и У относятся . к· одной и той же 
популяции i-ro эвтектического типа , то система неравенств ( 2 )  
относите-?IЬНО неизвестной JL 

( 2) 

х, У 1 
- � Л , - > Л  н н 

J\. min � Зl � 3\.. max 

имеет решение . 
В зависимости от наличия экспериментальных данных по той 

или иной эвтектике , выбирается первый или второй вариант форму-
лировок тезисов. , , , , · Проанализируем более подробно тезисы 1 , 2 
номеров s � 2 ,  для которых а8 > О ,  обозначим v1+ , 
номеров s ;?- 2 ,  для которых а8 < О ,  обозначим w­
ется, что все а8 

f. О) . Нетрудно проверить , что 
равносильна нижеследующей :  

х1 
- � j\ Н · """ 

х . .  ь 
J s s 

-- - -- � .JL s е: w+ 
на8 а8 

min max 

s Е vГ 

Множество 
а множество 

(предполаrа­
система ('!Нf) 

'-]\_ � J\. <, З\. . . 
Последняя , в свою очередь , равносильна неравенствам (3) 

max ( З'\. min, 
( З )  

max 
� min ( J\ 

или ,  в более короткой записи , 
А (Х,Н)  � 1'. � В (Х,Н ) ,  
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xj Ь8 А(х н)  ( ., min, max ( s ) ) где , =max иt s е w- -- - -- , 

х 
В(Х,Н) = (llin ( j\_max,_1 н 

Н а8 а8 
х .  ь 

Js s 
min ( -- - - ) ) . 

s e. 1v+ Н а8 а8 

Таким образом , . для: того , чтобы химический. анализ образца Х 1 1  . 
удовлетворял условию ТЕЗИСА 1 при заданном Н ,  необходимо и 
достаточно , чтобы выполнялось неравенство · 

А(Х, Н) � В(Х,Н) , 
А ( Х , Н) и В(Х,Н) - концы отрезка подходящих для: образца Х содер­
жаний кремнезема в э.втектической пропорции , т . е . , если А(Х,Н) � 
:;;;; 3\. ::::: В(Х ,Н) , то доля молекул, расписываемых в эвтектической 
пропорции , имеющей содержание кремнезема , .  равное ;:;\_ ,не меньше Н 

Каково наибольшее Н ,  при котором химический состав образца 11 
Х удовлетворяет условию ТЕЗИСА 1 ? Несложные математические 
рассУJКдения ( см. приложение I в конце параграфа.) показывают , что 
если для: какого-либо положительного Н � 1 выполняется А(Х ,Н) !; 

� В(Х ,Н) , 'I'O существует наибольшее Н ::::: 1, среди удовлетворяющих 
неравенству А(Х,Н) :,; В(Х,Н) . Данное Н - наибольшее из _ решений· 
уравнения А(Х,Н) = В(Х,Н) , причем , так как А(Х ,Н) = В(Х ,Н) , ИЗ 
неравенства (З) вытекает , что существует единственно·е J\. и, эна­
Чит , единственная эвтектическая пропорция , при которой достига­
е т ся наибольшее Н. В дальнейшем это наибольшее Н и соответствую­
щее сод�ржание кремнезема в эвтектической пропорции будем обо­
значать Н(Х) и J\. (Х) . 

Величина Н(Х) моЖет быть представлена не в долях, а в про­
ц ентном выражении , тогда ее будем называть процентом расписывае­
мости анализа образца Х в эвтектической пропорции (для: заданной 
эвтектики) . Величину .i\. (Х) будем называть нормативным содержани­
ем кремнезема в эвтектической ПI_Jопорции для: образца Х. 

В том случае , когда величина Н, фигурирующая в формулиров­
ках ТЕЗИСОВ 1 1  ', 2 1 1 , известна , -ее можно использовать для: оценки 
т ого , насколько однозначно в химическом анализе запечатле.ллсь 
условия образования· породы , отражаемы� эвтектической пропор­
цией. Пусть образец Х относится к i-му эвтектическому типу. Раз­
бросом подходящих для: образца Х содержаний кремнезема в эвтек­
тичекой пропорции назовем величину 
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r (Х) . В(-Х,Н) _ А( Х,Н) 
j\_ max: З\. min 

/ 
Чем меньше разброс ,  тем уже диапазон подхоД1IЩИХ содержаний крем-
незема и ,  соотве'!'ственно , тем однозначне·е можно судить об усло­
виях образования породы , представленной образцом Х • Важность 
понятия разброса становится очевидной из анализа содержания ТЕ­
ЗИСА 2".  Неравенство ( 3) позволяет придать ТЕЗИСУ 2" следующую 
формулировку: если образцы Х и · · у относятся к одной. и той же 
популяции i-го эвтектического типа , то отрезки А(Х,Н) , В(Х,Н) и 
А(У , Н) , В(у , Н) пересекаются. Таким образом , если при выделении 
попу.ляций мы будем руководствоваться ТЕЗИСОМ 2" , то получим , что 
у ·  образцов Х с большим разбросом r(X) отрезки [А ( Х, Н) , В(Х,Н  )] 
пересекаются с отрезками [А(у , Н) , В(У ,Н)] для весьма разнородных 

образцов У , поэтому отнести (а особенно не отнести.); Х к той 
Или ИI:IОЙ популяции сколько-нибудь обоснованно практически невоз­
можно. Горнопородные индивиды, представленные образцами Х с 
большими значениями r (Х) , могут возникать в широком диапазоне 
обстановок , а при r ( Х) = 1 · - в любой подходящей д.1IЯ данного эв­
тектического типа обстановке. По-видимому, широкое _распростране­
ние .таких "не помнящих" условий возникновения пород химических 
анализов составляет главное затруднение при попытках генетичес­
кой классификации изверженных горных пород на основе их химиче?­
кого состава. Представляется целесообразным перед началом конк­
ретных популяционных построений выявлять и отсеивать анализы об� 
разцов Х с большими разбросами r ( Х) . Конкрет.ный пример · такого 
отсева приведен в § 4. 

ПРИЛОJВЕНИЕ I .  Доказательство утверждения , обосновывающего 
существование наибольшего Н. 

Утверждение I . Пусть О < J\. min <::. л. max и для некоторого Н ,  
О < Н � 1 имеет место неравенство А(Х,Н) � В(Х,Н) . Тогда су­
ществует н*, наибольшее среди Н � 1 , удовлетворяющих неравенству 
А(Х,Ю ,;;; В(Х,Н) . При этом н* - наибольшее из решений уравнения 
А(Х,Н) = В(Х,Н) . 

Доказательство. Пусть А(Х,  1 ) � В(Х,  1) . Тогда очевидным об" 
разом 7 = 1 .  Обозначим через � * произвольное вещественное чис­
ло , для которого А(Х,  1 )  � :J\. .* � В(Х,  1 ) .  По определению J\... * ,  для 
него выполняется система неравенств (**) при Н ,  равном единице. 
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xj 8� а8 J\.. и + Ь8 , в = 2 , • • •  , N 

J\. min � J\. и � ;J'L. max 

{ х1 � :л.и 

Отсюда , так как сумма J....*. + -t_ (а8 л*
-

+ Ь8) = 1, получаем , 
N s=2 

что х1 + 
N 

L xJ
. ·� 1 ,  но х1+х2+ • • •  + � = 1 , и ,  значит , 

s=2 в 
+ � х .  " 1 , причем , как легко видеть , . х1 = '3\..* , . �  J s  х .  =а ""tL* + 

J s  в 

2 П fffiin * max + ь8 , s = , • • •  , N. оэтому, так как Jl; � 11._. � "'- , 

а - 11._и + Ь8 . Ь 
то А(Х , 1 ) _ = max ( З\..m

in , max_ ( в _ __!!) ) . = J,,_и,  
s E IV  as as. 

т. е .  А(Х, 1 )  = В(Х, 1 ) ,  т . е .  н* = 1 - решение уравнения .А(Х ,Н) 
= В(Х ,Н) . 

Пусть А(Х, 1 ) > В(Х, 1 ) .  Заметим , что в интервале ( О ,  00 )  
фующия 1J (Н) = В(Х,Н) - А(Х,Н) является неirрерьrвной в каждой 
внутренней точке и монотонно убывающей (так как А(Х,Н) - неубы� 
вающая , а В(Х ,Н) - невозрастающая функции в этом интервале) .  

Так как по условию у(Н) .> О для неко-rорого 1 ?> Н > О и 
у( 1 ) < · О, в силу непрерывности фунющи у{Н) существует Н такое, 
что у(Н) = · о. В силу монотонности и непрерывности фунющи у 
множество 

н = [ н 1 о < н < 1 ,  . у(Н) = о } 
предст�ет собой отрезок либо точку, причем supH «= Н. Положим 
н:* = supH. В силу сказанного выше , А(Х,н:'*) и н* - наиболъшее , для  
которого А(Х,Н) � В(Х,Н) , что И требовалось доказать. 

Примечание. Численный метод для приближенного нахождения· 
нЬ.Иболъшего Н использует факт монотонности фунющи у (Н) ·  и ос­
новывается на доказаНном утверждении. Строится возрастающая пос-
.ледователъность Н0 , Н0 + & , Н0 + 2. G , • • •  , Н0 + k G , где 
у ( Н0) > О и k таково , что · у (Но" + k Э )  > о; но у (Н0 · + 
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+ Ck + 1 )  & ) < О. ,Затем обычным путем шаг с. уменьшается до тех 
пор , пока не .будет достигнута требуемая точность. 

§ 4. _  Проверка адекватности модели 

Целесообразно провести такую проверк;у для: каждого типа из­
верженных горных пород , основываЯ:сь каждый раз на уче�е предста­
вительного фз.ктического материала - химических анализов об -
разцов , заведомо относящихся (исходя :из чисто геологических 
предпосылок , безотносительно к рассматриваемой модели) к данному 
эвтектическому т:ипу. Как для: :исходной ( ТЕЗИСЫ 1 ·t , 2•· ) , так и для: 

11 . 
линейной ( ТЕЗИСЫ 1 , 2") модели прежде все:го следует оценить , на-
сколько хорошо расписываются анализы упомянутых выше "наДежных" 
образцов в эвтектической пропорции. ,П,ля этого достаточно проана­
лизировать характер распределения величины Н( Х) • Если мощэль 
адекватна , то подавляющее большинство анализов будет иметь вели­
чину Н(Х) , близкую к IOO %; 

В линейном случае дальнейший анализ модел:и
_
проводится по 

следующей схеме : 
I .  Оценивается: величина Н ,  фигурирующая в формrлировках те..­

з:исов 111 , 2".  Как такая оценка может быть получена:·? · Заметим , что 
очевидным следствием тезиса 1 1 (как и тезиса 1�) . .  является не­
равенство xJ. + xJ. + • • • + xj �- Н. Поэтому в качестве верхней 

1 2 N · 
оценки н* для: величины Н естественно приня:ть м:ин:имум суммы 
главных окислов по всем исследованным "надежным" обраЗцам. Ясно , 
что "настоящее" Н заведомо не .больше н*, Н � н*, а разность 
н* - Н будет тем меньше , чем представительнее обучающая выборка. 

2. Выделяются: "надежные" анализы ,  удовлетворяющие тезису 1" 
при Н = н*. Если модель адекватна , большинство "надежных" ана­
лизов должно удовлетворять тезису 111 при Н = н*. Выделенные при 
Н = н.* анализы в дальнейшем именуются элитными представителями 
данного горнопородного вида ( типа) . 

3. ,П,ля элитных представителей анализируется распределение 
по разбросам r(X) и оптимальному значению кремнезема; для: пред­
ставителей с малым разбросом (т . е .  обладающим "памятью" ) прово­
дится: кластер-аналИз с целью выделения популяций. Важная особен­
ность применяемого метода кластеризации заключается в следу-
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кщем: если Х и У отнесены к одному и тому же кластеру (мате­
матической модели популяции) , то для Х и У выпо.зщяются требо­
вания тезиса 2" .  

Рассмотрим , как данная схема реализуется для гранитоидНой 
.эвтектики. Химические анализы из справочщша. /7 / с ц·елью отбо­
ра "надежных" представителей гранитоидного типа были подвергнуты 
от.браковке. Отобранные образцы удовлетворяют следующим требова­
н:Иям :  

I) имеются данные до восьми окислам - sio2 , А12о3 , Fe2o3 , 
FeO , МgО , СаО , Na20 ,  К2О.; 

2) сумма массовых процентов пер"ечисленных окислов находите.я 
в пределах от 98 , 5 до IOI %; 

3) для породы образца имеется указание "гранит" <.в виде от­
дельного термин.а или .корн.я термина) , "пегматит" ,  "рапакиви" , "ап­
лит" ;  не брались с.лучаи с указаниями "монцонитовы:й" ,  "гибридный': 
"метасоматиЧеский" ; 

. 
4) сумма массов!lХ процентов FeO и Fe2o3 не превосходит 

7 ,  5 %., массовой процент мgо составляет не . более 3 ,  5 % (фильтра­
ция по сумме фемических компон.ент) ; 

5) массовое срдержание sio2· нe менее 64 %, А12о3 не выше 
I6  % ( отбраковка сиенитов) ; 

· 
6) отношение массового содержания Na20 к -таковому для к2о , 

как и обратное отношение , больше O ,I5 ( отбраковка вероятных су­
щественно альбитиз:ированных и микроклиниз:ированных пород) , 

В результате фильтрации из I5CJ7 отобрано 452 анализа в ка­
�естве материала обучения , относящегося с достаточной у'вереннос­
тью к гранитоидному типу. 

Идеализированный химический анализ характеризовал в рас­
СМ!'lтриваемом случае молекулярные доли восьми упомянутых выше 
окислов , т . е .  для модели гранитоидного эвтектического типа при­
нималось n = 8 �· естественно , N = 4. Система (н) , задающая 
необходимое условие принадлежности к i-му эвтектическому типу, 
принимает ,  в соответствии с изложенным в § 3 ,  вид 

Г (х1/Н ) ?; jL (Si02 ) 
l (x2/H) ( 0 , 5-0 , 5 jl (А12о3 ) 

(Х.,/Н ) ,:;- О , 74-0 , 82 J\. (Na20)  
(х8/Н ) � -0 , 24+0 , 32 .!\. (К2О )  
О , 864 ) .J\. ) О , 837 
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Соотве-rственно 
2 Х

2 � 74 
А(Х ,Н) = max ( 0, 837 , - -·- + 1 ,  - -- + -) , 

Н О , 82Н 82 
Х 1 Х

8 3 В (Х,Н) :: min( 0 , 864 , -- , -- + -) . 
Н 0 , 32Н 4 

На рщ:. 2 по.казана дИаrрамма распределения анализов по ве­
личине Н(Х) - проценту расrmсЬ1Ваемости анализа образца Х в эв­
тектической пропорции ДЛ1I гранитоидной �втектики, учитывающая все 
452 отобранных анализа. Отметим экспоненциальный характер воз­
растания анализируемой характеристики и тот факт , что значение 
Н(Х) � 80 % имеют 365 объектов (т . е .  80 % выборки) , что на наш 
взгляд ; .является свидетельством адекватности модели • 

.! .2 .3 ,4 .5 .б .1 .8 .; !. l{(X} 
РИс. 2. Распределение анализов по веJ!ИЧине Н(:Х) -
проценту расписывае�ости анализа образца Х в 
эвтектической пропорции ДJIЯ гранитоидной эвтек-

тики ( m = 452) • 

В табл. 9 представлены анализы , · наихудшим образом расrmсы­
ва.щиеся в эвтектической пропорциЙ (Н(Х) · < 30 %) • Все эти ана­
лизы, как видно из табл. 9 ,  отличаются малым содержанием �О 
(0 ,86-1 , 15 %) , в то время как содержание Na2o колеблется .в пре­
делах трех-пяти процентов. 

Для: нахождения величины н* было проанализировано рас­
пределение 452 образцов обучЭ.:ЮЩей выборки по суммам главных 
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Таблица 9 

Анализы с наименьПIИМИ значениями Н(Х) 

н�� n�� Si02 Ti02 А12о3 Fe2o3 FeO МnО llgO Са О Na2o к2о н2о+ Р2О5 

29 ПJ73 ?2,34 . 24  15,63 .93 1 , 39 . 02 . 64  3,15 3 , 5?  1 , 15 
28, 5  816 ?I,6 .14 14,94 .I? 2,16 . 05  .69 3 , 09 5 , 00  l , 14 . 15 

25 , 5  75! 71 ,38 .72.• 12,6 l , 41 3,76 .04 2 , 87  1 ,96 3,52 l,02 . 14 

23 , 0  796 75,36 .24 10,65 l,71 2,38 . 02  . 28 4,20 3,65 , 93  
21 , 5  771 72,82 . .42 12,76 . 87 3,62 д ;  2,49 l,96 3;47 . 86  . 14 "  

окислов (рис. З) . Оказалось , что для преобладающей части образцов 
сумма главных окислов колеблется в пределах 94-98 %,  а минима­
л:ьную сумму, равную 88 % , имеют . пять анализов ( табл. IO) • Та­
ким о6раэом, принимается в* = 0,88. При в* = 0 , 88  бы.ли отоб­
раны " элитшtе" представители (э.п.)  rранитоидноrо типа , которых 
оказалось 298 (т.е.  2/3 "надежных" анализов) . 

Рис. з. Распределение 
анализов по . сумме 
главных окислов 

Si02 ,  А12о3, Na2o, К20 
(m • 452) .  

19 "" 
� 17 
� 15 
-� � IS 
� 11 " 
� 9 
� 7 
� s 
� 3 
� '  

.cf4 .90 . 92 .94 .9/l .98 1.0 
Су.м.мсr е.ла11ныz окис.лов 

На рис. 4 представлена диаграмма распределения 298 э.п. по 
величине J\. ( Х) (нормативному содержЭ,нию кремнезема в эв­
тектической пропорции для образца Х) и соответствующим ус­
ловным давлениям паров воды. Налицо линей:Ный рост 
анализируемой характеристики в сторону малых условных давлений. 
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Таблица IO 
Н(Х) ,цл.я анализов с минима.лъной суммой 

главных окислов . 

Н(Х) ' Сумма главных 
% окислов, мол. % 

88 88 , 8  
43 , 5  88 , 7  
f!} .  88 , 6  
32 88, 6" 
BI 88 , 3  

" .8JJ " .8"J • .85' .... о ___ .в,=--�" J {Х) 
Р :�11.">2яi11р ,"pft:f"?Jo.Oкoap · 2"р l;oд�lкtfap 

Номер по /7/ 

258 
I2I4 

356 
722 
ПJ7 

Рис. 4. - РаспредеЛение ЭJЩ­
тннх представителей гратr­
тоидного типа по величине 

А (Х) - НОJМlТИВНОму со-. 
держанию кремнезема в эв­
тектической пропорции .ц1!Я 
образца · Х и с6ответствуD;­
щим условНЬ\М давлением па-

. ров ВОДЬ! ( m = 298) . 

Затем, ,цл.я тех же 298 э.п. проанализировано распределение 
по разбросу r(X) (рис. _ 5) .  Как видно из рис. 5 распределеНие 
имеет ·достаточно сложный характер, а его маТ<сималышй пик на­
ходится меJ1Щу 0 , 3  и 0,4.  В табл. II представленЬl э.п. с разбросом 
r(X) = I ( т . е  • .  образцы "беэ памяти" , могущие возникать при 
лю6ой эвтектической пропорции) .  Все они отличаются высоким со­
держанием каR Na2o , так и к2 о • 

ДЛя числеююго эксперимента по выделению попутщий бнли 
отобраны э.п. с разбросом r(X) < I/3 ( т . е .  часть рас-
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пределения , находящаяся 
оказалось П5. 

Рис. 5 .  Распределение элит-
ных представителей грани-
тоидного типа по величине 
разброса r(X) (m = 298 ) . 

слева от максимального пика) . Их 

?! " "' 19 .., ::i � !7 tз 
� !5 
tз !3 � ::i 11 ::.-
!:: g "' 
� 7 
� 5 
:::i-"' J � 

.! .2 .3 А .5 .5 .1 .8 .11 t. r(X) 

Использован метод кластеризации при э аданных необходимых 
условиях принадлежности объектов к одному и тому же кластеру 

(см. статью В. О. Красавчикова в наст. сб. ) . В  качестве
.

необходимых 
принимались условия теэиса 2� В результате выдеЛенG 12 кластеров 
( табл .  12) . Из них 9 малых кластеров отвечают условным давле­
ниям не менее 0 , 5  кбар , а в области условных. давлений 0 , 5-0 кбар 
оказалось три "больших" кластера - - 23 , 25 , 27 объектов в клас­
тере соответственно , а 15 объектов обр�зуют тривиальные кластеры, 
состоящие из одного элемента • .  ЕЩе 2 объекта б ыли удалены из JJЫ� 
барки , так как эти анализы дублирУются в справочнике . Из табл. 12 
видн о , что каждый из кластеров обладает следующим свойством: со­
дерщание Na2o является сравнит�льно стабильным - исключая клас­
тер Л� 3 ,  где содержание №2о колеблется в пределах 0 , 3  %. В клас­
тере № 3 ,  единственном , где массовое содержание №20 выше чем 
к2

о ,  оно колеблется в пределах 0 , 67 %, но эдесь зато стабилен ка­
лИй :  с одержание к2о колеблется в пределах O, U7 %. Таким образом , 

сделаннне наблюдения допускают двоякое истолкование : во всех по­
пуляциях для анализ ов с разбросом r (Х) < I/3 следует ожидать 
либо с табильности содержания №2о , либо стабильности меньшего 
по массовому содержанию из двух рассматриваемых окисло�. Если 
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Сумма 
Н(Х) ; главн. �g'� окис-. % лов , 

мол. % н 
@ 

92 , 5  96 , 2  834 

95 , 0 . 9"! '  7 1080 

93 , 7  95 , 4  · II56 

95 , 7  99 , 5  I435 

Анализы с раЭбросом r (Х) =. 1 (беЗ "памяти") 

Si02 

69 , 83 

72 , 89 

71 , 6  

73 , I4 

Ti02 

. 16 

. 10 

-

-

. . 

Al2o3 . Fe2o3 

15 37 . . .  . 78 

14 ,72 . 69 

12 ._70 I52 

15 , 26 . or 

FeO · мnо · MgO са о Na2o 

1 , 28 • 03 . •  41 1 , 37 4 ,49 

. 48 . or  . 23 1 , 0I 4 , 40 

1 , 15 - . 5� 1 , 75 ·4 , 91 

� 39 . .; 04  • 02 . 05 4 , 54 

Таблица II 

к2о н о+ 2 Р205 

5 ,  [J7 - . 17 

4 , 66 

4 , 90 I , OI 

5 � 85 - . оз  
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Номер клас-тера 

I 

2 

3 

4 

5 . 

6 

7 

8 

9 

IO 

II 

I2 

Ч:ис.ло 
эле-мен-тов 

3 

2 

4 

2 

3 

2 

3 

2 

2 

23 

25 

27 

min 
mвх 
min 
mвх 
min 
mвх 

А(Х, . 88) 

. 845 

. 846 

. 844 

. 845 

min . 837 
mвх . 84I 

min , 847 
max · . 847 

min , 848 · 
mвх .853 

min . 852 
mвх . 852 

min 
mвх 
min 
mвх 
min 
mвх 
min · 
mвх 
min 
mвх 
min 
mвх 

. 852 

. 856 

. 850 

. 852 

, 854 
. 855 

. 856 
. 857 

. 858 

. 860 

, 86I 
.864 

В(Х"88) 

.846 

. 846 

. 850 

. 85I 

. 843 

. 844 

. 848 

. 848 

. 856 

. 856 

. 853 

. 854 

. 860 

. 860 

. 857 

. 857 

. 857 

. 857 

. 864 

. 864 

·. 864 
. 864 

. 864 

. 864 

Таблица I2 
Результаты кластеризации 

Сумма р ус-главных Н�Х) ' лов-окис.л�в, ное , 5102 Т102 мол. кбар 
90.8 
97 . 2  

88. О  -I. 5 66.99 . 4I 
88. 2  -I. 5  76.53 . 4I 

92. 9  
93.4 

88. 5  I 67 . 78 . 34 
90.5 2 70.II . 74 

94 . 6  
96. О  

89. 5  2 7I . I7 ел. 
95. О  3 73. 38 . I5 

9I . 6  
96. 4  

88. 2  - I  68. I3 , О?  
88. 5  -I . 74"7I . 33 

92.3 
95. О  

88. 7  . 5  67. 86 . 23 
92. 7 I 70,30 . 42 

92. О 
98. О  

88. О  ....,7 
88. 5  '":'8 

93. 3  90, 0 ":'5 
96. 6 90.7 ....,5 

95. 5  90. 5  . 5  
97 . 2  9I . 5  I 

88. 8  88. О  -5 
92.6  . 88. 2  -5 

92. 2 88. 7 о 
97 , 8  95. 5  . 5  

92.8 88.7 - о  
97 . 9  96. О  -.25 

93.4 88. О  О 
98. I  94 . 5  О 

67 . 56 . ro 
76 . 02 . 68 

70. I . 28 
74. 08  . 45 

72.94 . I2 
75.3 . 25 

68 . 98 . I5 
69.I8 . 29 

68;4 • 02 
76.45 . 65 

68.48 . 05  
76. 26 . 42 

69.26 . 05 
76.23 . 58 

А12О3 
II . 87 
1 5 , 52 

I5.2  
I6  

I3. 0?  
I5.34 

I2.93 
I4.83 

I4 
I5.9I 

I4. I O  
I4.36 

Fe2o3 FeO ЫnО 

I . I2 I . 39 . OI 
I . 29 5 . 05  . OI 

. 45 2 . 22 . 04 

. 9  · 2 . 87 . 04  

MgO Са О N620 к2о . 
. I7 ,35 3 . 79 3 . 83 
. 96 3 . 09  3 , 92 3 .92 

. 85 2 . 28 3 . 88 4 . 03  

. 97  2 . 37 4 4 . 9I 

�о+ Р2О5 
. 05  
. 05 

•. 2I 
. 2I 

. 58 . 39 с.л. . 46 , 57 4 . I4 3 . 77 - . I6 
I . 58 I . 68 . 04  2 . 33 2 . 06  4 . 8I 3 , 84 - . 44 

. 42 I .44 . 03  . 36 I . 26 3 . 75 3 . 92 . 65 
I . 55 2.79 . 05  I . 34 2 . 52 3 . 80 3 . 96 . 65 

. 25 I . 86 . 04  . 55 . I4 3 . 39 4 . 28 - . 04  
I . 3  6.7  . О?  I . 48 2 . 58 3 . 62 5 . 40 - . I6 

. 08  . 64 . or .4 . 5о 3,35 4 . I9 - . 08  
,74 5 . 0?  . OI . 5I I . 92 3 . 50 5 , 60 - . 34 

I3. I5 . 'Zl  I . O  . d2 . 45 I . IO 3 . I3 4,45 - . I  
I5. 05  . 87 3 . IO . I3 I . 3  I.75 3 . 4I 4 . 46 - . I4 

I2.42 . 98 .72 . 06  . 32 . 64 3 . 4  4 . 25 - . 08  
I2.93 2 . 8I I .73 . О?  . 59 I . 04  3 . 55 4 , 33 - . I7 

I0.7I . 4I 2 . 85 , 03 I . I5 . 98 3 . 25 4 . 45 - . I8 
I5 . 00  2 . 46 4.35 . II 2 . I3 3 . I2 3 . 29 5 . 84 - . I  

I I . 65 . I6 . I3 с.л .  . 04  , 5I 3 . 0  4 . 57 . 22  О 
I5 . 94 4 . 04  4 . 44 . I2 I . 64 2.7I  3 , 2  6 . 47 . 22 . I8 

II .99 . О?  . 39 .оое .О? . 33 2 . 83 4 . 62 - . or 
I5 . 22 2 . 23 3 . 4I I . OI I . I  2 . 06  3 . 00  7 . 2  - . 24 

II.2I . 08  . 35 О . 09 с.л. 2 . 6I 4 . 73 - . 02 
!5.85 · 3 . 35 2 . 8I I . OI I . 03 I . 78 2 . 85 8,37 - . I4 



хотя: бы одно из этих, в прющипе , не противоречащих друг другу 
истолкований справед,зmво ,  ·то анализы с малым разбросом r(X) 
обладает не только индивидуальной "памятью" , но и ·задают "кол­
лективную память" популяции. В любом слуЧае , содержание sio2, 
А12о3 Не играет заметной . роли, . так как варьирует в очень широ­
ких пределах ( см. табл. 12 , кластеры № I , 10 и 9 , 12 соответст­
венно) , 

§ 5 .  Обсуждение результатов 

Валовой состав экспериментальной гранитоидной эвтектики , 
как мы _видели , обнаруживает . полевоIШiатовый , а точнее - альбито­
вый тренд при повьrшении давления: паров водЫ. Считается: , что вода. 
преобладает над друГими флюидами' поликомпонентных гранитоидных 
систем. С другой стороны , валовое содержание воды · в крупных,ба­
толитовых очагах гранитоидной магмы вероятно меньше I , 5  мае . %  
/l О/ и насыщение их водой возможно лишь в поздно кристалли­
зующихся: частях магматических камер. Реальные парциальные давле­
ния: воды при кристаллизации гранитоидов едва . ли достигают 5 кбар. 

Теперь извести� что изменения: состава гранитоидн�й эвтекти­
ки в полевошпатовом направлении возникают и под влиянием некото­
рых других, кроме присутствия: воды, физико-химических факторов : 
малых флюидных добавок и нелетучих · nримесей , "сухого" давленИ.я , 
изменения: кислотности-основности , окис.Л:и:тельно-восстановительньrх 
параметров среды. 

Повьrшение "сухого" дав.де:нти rtридает кислой эвтек:rике 
полевошпатовый тренд в связи с усиленным выпадением свободного 
кремнезема ,  хотя: Здесь смещение эвтект�и тормозится: высадкой в 
кристаллическую фазу и натрия:, в форме жадеитового компонента. 
Поэтому . ожидаемое влияние общего давления: на· состав эвтектики 
невелико. 

Резкое смещение состава гранитоидной эвтектики в полевоIШiа­
товую сторону вызывается примесью кислотных компонентов , усили­
вающих высаДку· кремнезема ( обзор дiэ.нных , см. /4 ,  6/) . 

Добавление окиси кальция: в гранитоидную эвтектику стиму­
лирует высадку натрия: в виде плагиоклаза , увеличивая: содержа -
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ние кремнезема в остающейся эвтектике . Ростом кремнезема в эв­
тектике сопровождается и присадка других оснований - окисей маг­
ния и двух:Валентного железа, полуторной окиси а.лimrnНИЯ: /8/. Рост 
содержания остающегося в расплаве Sio2 тем больше" чем выше ос­
новность добавки. 

Таким образом , использовffiпrая нами эвтектическая линия; для 
меняющихся давлений паров воды - это довольно типичный случай 
изменения составов кислой эвтектики при изменении разных. пара­
метров. среды. Близкое сходство эвтектичесJGПС трендов в пределах 
рассмотренного типа пород находит объяснение с позиu,ий универса­
льного принципа кислотно-основного взаимодейст-вия компонентов, из 
которого , в частности , вытекает правило постоянства валовой ос­
новности расплава вдоль котектических линий /6/. 

Из сказанного ясно, что составы природных гранитоидов , выра­
женные через пропорции упрощенной экспериментальной гранитоидной 
эвтектики с водой , нельзя интерпретировать как прямое указание 
на истинные Рн 0 или содержания воды при образовании гранитои-

2 . 

дов. Если предположить , что для исходной выборки ( m  = 452) рас­
пределение анализов по содержанию кремнезема в эвтектической час­
ти примерно такое же , как и для элитной выборки ( см.рис. 4 ,m =�). 
т о  можно заключить , что в своем большинстве гранитоиды отвечают 
сухим или маловодным . условиям образования. Высокое содержание 
кремнезема в расплаве · свидетельствует о преимущественно малом 
содержании в гранитообразующи:х системах сильных кислот , однако 
при существенной роли щелочей. Повышенно-полевошпатовые эвтекти­
ки , представляющие левый "хвост" распределения (см. рис .  4) , мо­
гут отвечать повышенному участию сильных кислот.  

Суммарное влияние примеси . фемических компонентов ( слабых 
оснований) на состав гранитоидной эвтектики , по-видимому, незна­
чительно. По " элитной" выборке ( m  = 298 анализов) получается, что 
сумма фемических окислов в породах имеет , как обычно , отрицате­
льную корреляцию с кремнеземом; в эвтектике ввиду усиленной от­
садки фемических минералов эта корреляция доJDКНа была бы Иметь 
противоположный знак /6 , 8/. Следовательно , имеющаяся фемическая 
примесь в гранитоидах - в основе надэвтектическая , что можно 
считать еще одним выводом настоящей работы. 

По данным справочника /7/ не улавливается регулярных зави-; 
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симостей состава выделенных " элит.ных" гранитои'дов от глубины их 
формирования:, о которой· можно ориентировочно судить по кристал­
личности пород, фациям регионального метаморфизма вмещающих толц, 
сопряженности с зоной миГматитов , уровню эрозионного среза, воз­
расту интрузий. 

Типовую выдержанность эвте�тического кремнеземно-полевопnта­
rового тренда гранитоидной системы при изменении "разнообразных 
параметров среды можно считать видовым

.
фенотипическим признаком 

граните>идов. Пропорции эвтектики заданы качественным видовым 
составом (набором) минералов эвтектики , и могут меняться из-за 
вариаций физико-хщтческих условий лишь в ограниченных пределах. 
За этими пределами кремнеземно-полевопnтатовую эвтектику сменяют 
качественно иttые котектики , с другими химическими пропорциями и 
трендами. Гра.нитоидную эвтектику отличает также высококремнезем­
ная мода составов (см. рис. 4) , обуслзвливающая фенотипическое 
для гранито�ньтх магм: и пород �ысокое содержание общего и сво­
бодного кремнезема. 

Степень расirисываемости НОО химического состава магматичес:.. 

КОЙ породЬl на данную котеКТJШУ' . ( эвтектику) важна как оценка видо­
вой чистоты магматической породы. Если величина Н(Х)мала , то по­
рода , по-видимому, имеет смешанное №ОИсхождение - образована за 
счет нескольких сменявши'х: друг друга · котектик; ищштала метасома­
тоз , контаминацию и т .д. Расчеты показа.ли, что . даже после пред:ва: 

рительной отбраковки экстремальных разцовидностей многие грани� 
тоиды плохо распиоьтваются на эвтектику , что свидетельствует о 
широком прояв.i.rении смешанных механизмов магмо- и породообразова-
ния. 

Некоторые образцы из разных районов (см. ·  табл. I I ,  рис. 5) , 
имеющие разный петрографический облик , хорошо расписываются в 
эвтектическую пропорцию в любой точке эвтектической линии - зна­
чения r (X) достигают един:и:Цьт. Оказывается , что все это

· 
- грани­

тоды повышенной (как у сиенитов) ще.Лочности , с высокими со­
держаниями и Na2o ,  и к2о. Отсутствие дефицита по щелоча.М обеспе­
чивает указанный большой разброс допустимых эвтектических про­
порций , что можно толковать как "отсутствие памяти" о каком-либо 
узком интервале эвтектических условий. Объяснить это обстоятель­
ство и высокую щелочность пород можно надэвтектическим вшrлавле­
нием магмы из богатых щелочными ·минералами исходных пород, а так-
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же вторичным обогащением · магм и гранитоидов щелочами. Вместе с 
тем , главная мода . распределения величин r (X) приуJ?очена к невы­
соким значениям ( 0 , 3-0, 5) , т. е.  тенденция: сохранения "памяти" 
все-таки отчетлива. 

Выборка анализов с малым разбросом вариаций расписнваемости 
на эвтектику ( r(X) � 0 , 3) распалась , как уже отмечено , на ряд 
кластеров. По крайней мере , три больших кластера ( см. табл. 12) 
можно считать не случайными , а отвечающими популяциям пород. 
Оказалось , что в каждом кластере с чnсленностью образцов m ? 2 
самый узкий диапазон содержаний из· всех главных окислов иМееI' QЦИН 
из щелочных окислов - тот , количество которого (в мол. -%) меньше . 
Это Na2o ,  в одном случае к2о. Таким образом , именно дефи­
цитный щелочной окисел лимитирует валовое количество эвтектичес­
кой составляющей в популяции гранитоидов ,  выраженной кластером. 

Выделившиеся кластеры , как правило ,включают петрографически 
разные породы из разных районов , так что рассматриваемые популя­
ции не имеют узкой петроГрафической , а также узколока.льной прос­
транственной привязки. Интервалы содержаний окисла в разных клас­
терах чаще всего пересекаются , но класте1ш сохраняют отчетливую 
петрохимическую привязку по Na20 и иногда к2о .  На формирование 
кластера как-то влияет начальное валовое соотношение всех варьи­
рующих главных окислов в системе , хотя почти постоянная концент­
рация компонента с "памятью" все-таки остается хараr<терной меткой 
пород отдельного кластера. 

Естественно предположить, что "память" может быть зафиксиро­
вана именно на изначально дефицитном компоненте. Его малое содер­
жание будет критическим для: системы (плавящаяся порода , кристал­
лизующийся расплав) , лимитируя долю и состав отделяемой эвтек­
тической составля:ющей. · с  формальной точки зрения безразлично , в 
какой форме рассматривать дефицитный компонент (в виде химичес­
кого элемента , окисла , силикатного минала и т .д. ) .  Однако 
важно понять , в какой форме он мог реально функционировать в си­
стеме и стать , в частности , непосредственным субстратом ее "па­
мя:ти" . На уровне гетерофазного функционирования эвте!аlUКИ ре­
ально функционирующими элементами системы являются кристалличео­
кие фазы и ,  как обычно считается, молекулярные их эквиваленты в 
pacILJiaвe (миналы) . 
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Ддя: гранитоидной системы выявляется , однако ; допоJПШтелъная 
возможность фиксации "памяти" непосредственно на окислах ка.ли.я. и  
натрия , находящихся в расплаве. :па возможность вытекает из сов� 
ременной физической моде.ЛИ особых кластеров - ионных сиботаксисов 
в расплавах, которая предполагает существование автьномных струк- · 
турных групп атомов /5/. Анионные сиботаксисы пред�та.вля:ются в 
ней как сетчатые , а катионные - как стержневые ансамбли. В сили­
катных расплавах тако�ыми являютСя полимерный

_ 
анионный алюмо­

кремнеземный сиоотакс�с и ·низкомолекулярные окисные катионные 
сиботаксисы. Катионы в последних представляются как находящиеся 
в центре кислородных тетраэдров (IШIИНеJiеподобная упаковка) . :пи 
тетраэдры образуIЬт комбИнации с фиксированной стехиометрией , как 
у химичес:Ких соединений и эвтект:И:к ( Эвтектоидные катионные сибо­
таксисы /5/) . Ддя: гранитов и сиенитов в только что отмеченной 
работе был вычислен на основаниИ химических составов пород еди­
ный щелочной сиботаксис о.КИсJiов 90 стехиометрией 0 , 29 Fе2о_з; 
0 , 88 FeO; 3 , 50  Na2o; 2 , 77 к2о на 8 атомов кислорода. Ддя: более 
меланократовых магматитов н�щетилось несколько типов иных ,из­
вестково-магнезиальных катионных сиботаксисов , состоящИх из на­
бора Fe2o3 , . FeO ,  мgо , сао. к::iтионНые сиботаксисы антикристалли­
чны в том смысле , что их стехиом�трИческий состав не имеет ана­
логов среди твердых породообразующих фаз , а собственные темпера­
туры их кристалли�ации низюr. 

Таким образом, рассмотренная нами эвтектика - гранито:и:днаЯ -
как бы ·содержИт жидкое химическое соединение , стехиометричное по 
щелочам в докристаллическом состоянии. Подмеченная "память" этой 
системы по щелочным о:Кислам получает физическую трактовку. При­
мечательно , что молекулярные отношения Nа2о;к2о для эвтектики 
альбит - ортоклаз - кварц 

_
(при Рн

2
о = Робщ = 0 , 5  кбар) и для ще-

лочного сиботаксиса разлиЧ:аются не сильно (равны соответствен� 
но I ,  057 и I ,  263) , сохраняя некоторое преобладание Na,P.. К сожале­
нию, существеннь окисная форма нахождения щелочей в расплаве 
не подтвержд�на методом структурно-молеkулярной спектроскопии. 

Анализ состава эвтектоидной системы через окислы интересен 
тем ,  что он, возможно , позволит количественно связать эвтектиче­
ские (и вообще котектические) отношения, сформированные на гетеро­
фазной магматической стадии, с химическими отношениями в расплаве.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе на примере гранито:идов осуществляется: дальнейшее 
развитие . .  методологии аналиэа систем воспроизведения в геологии. 
Основные реэультатьr проведенньrх исследований . сводятся к ·  сле­
;цующему: 

I .  Предложена математическая моделЬ химического состава эв­
текто:Идной породы. В этой модели увязываются, с . одноИ стороны, 
содержания окислов в химическом составе Исследуемого образца и ,  
с другой стороны, доли окислов в эвтектической пропорции, вз.я­
тьrе по экспериментальным данным. При этом допускаетс.я 1 что эти 
доли могут меняться: в зависимости от некоторьrх факторов (давле­
ние паров воды и др. ) .  Модель позволяет количественно оценить 
дото эвтекто:идной составляющей в породе по химическому аналиэу 
образца. 

2. Апробация · модели на материале по химическим анализам 
гранито:идов крупного· региона показала , что в большинстве ана­
лизов гранитов (90. % анализов) .эвтектоидна.я часть составляет не 
менее семидесяти процентов ; для 80 % анализов гранитов эвтекто-
1:дна.я часть составляет не менее восьмидесяти процентов ; для 60 % 
анализов гранитов эвтектоидна.я часть составляет не менее девя­
носта процентов. В то же врем.я некоторые аналиэьr, фигурирующие в 
литературньrх источниках как анализы гранитов , расписываются: в 
эвтектическую пропорцию только на двадцать-тридцать процентов . 
Все такие анализы имеют малые содержания к2о. 

3. Модель позволяет оценить , насколько испытуемый образец 
"помнит" условия своего возникновения. JJ.шr этого оцениваете.я дИ­
апаэон условных давлений паров воды, . при которьrх анализ обраэца 
"хорошо" расписываете.я в эвтектической пропорции. Чем Уже этот 
дИапазон , тем лучше "память" .  ··Распределеm{е анализов по длине 
дИапаэона оказалось бимодальным. Отдельные образцы вообще не 
имеют "лам.яти" , иначе говор.я , могут возникать при тобьrх подходя­
щих для образования гранитов условиях. При решении классификаци­
онных задач генетической направленности , анализы не имеющие "па­
м.яти" , целесообразно предварительно отбраковьrвать. 

4. Соотношения модели имеют в:ид нео6ходимьrх условий принад­
лежности образца Х к заданному эвтектоидноМу типу и образцов 
Х и у к одной и той же популяции заданного эвтектоидного типа. 
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В соответствии с этими условиями проведен отбор анализов об-: 
разцов , прИнад.лежащих к гранитоидному типу, и выделе.ние попу.ля:ц:ий 
гранитов. Оказалось , что все выделенные кластеры ( поnуляции) от­
.личаютс.я посто.щютвом концентрации Na2o или к2о ;  постоянен 
тот из них, концентрация которого меньruе. При этом окислы с боль­

шими концентрациями (s102 ,A12o3) внутри популюnrи: могут суще­
ственно варьироватр. 

В целом , .  модель позволяет не только более полно раскрыть 
эвтектическую природу воспроизведения гранитоидов , но и под­
твердить , что о�делеННlЮ роль в образовании гранитоидов играют 
и неэвтект:ИЧеские факторы. Моделью можно воспользоваться при изу­
чении вопросов о возможной доэвтектической стехиометрии состава 
магма1ич:еских расплавов и о соотношении �е с эвтектическими про­
порциями. 
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В. В . Бабич 

МОДЕJJЬ ЗАДАЧИ РАСПОЗНАВАНИЯ НА ОСНОВЕ ПРЕдСТАВЛЕНИЙ 
О СТРУКТУРЕ СХОДСТВА АНАЛИЗИРУТhЮГО МАТЕРИАЛА 

С формальных позици:й смысл большинства научных задач , в том 
числе и задач распознавания образов , в самом общем виде может 
быт:Ь orm:caн выражением: 

у = f (x1 , х2 , • • •  , �) , (I)  
в котором требуется найти ·один из трех входящих в него элементов. 
Соответственно все разнообразие задач , оrm:сываемых приведенным 
выражением ,  распадается на три типа: нахождение значений зависи­
мого переменного (У) ,  IЩхождение значений независимых переменных 
(х1 , х2 , • • •  , �) ·, нахождение фунюnrn ( f ) . Конкретное наполнение 
перечисленных формальных элементов зависит от того , к какой ое5-
лас'Ги знаний относится решаемая задача и какие базовые понятия 
положены в основу его ·содержательной трактовки. Так , в философс­
ко--методологическом аспеие /7/ укаэаннЫе типы задач можно трак­
товать соответственно как вьrявление следствия , причин и вида 
причюпю-следственных связей ; в кибернетическом смысле /5/ - как 
вьrявление состояния , условий функционирования и ф<JНIЩИональной 
структуры системы; в терминах эмпирического предсказания /f/- как 
автоматическая классифи:кация, · вые5ор информативной системы приз-
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наков и поиск решающей функции и т . д. Применительно к области 
распознавания образов следует соответственно говорить о задачах 
со6ствешю распознавания, нахождения описания о6ъеRтов распозна­
вания и поиска правИJiа распознавания • .  

Однако приВеде:ННая: трактовка основных типов задач распозн�­
вания мало что дает для раскрытия их особенностей , взаимоотноше­
ний ,  специфики решения и т . д. Эrо обусло:в:Лено расплывчатостью и 
неоднозЕачностью Понятия "распознавание" .  

Ранее нами /I/ была Предпринята попытка рассмотреть указан­
ные разновидности задач распознавания на: основе базового понятия 
"классификация" с вЫДелеНием задач построения ItЛассификации и 
поиска правила классифицирования. Однако эти построения следует 
признать мало конструктивными по следую� причинам: во-первых , 
как пок<lзано в работе /8/ , классификационная проблема представ- . 
ляет. собой специфичнуIС область знаний ; не тождественную распоз­
наванmо; во-вторых , лишь в некоторых частных случаях конечньм рэ­
шением задачи распозн�ания является построеНие классификации. 

Ддя: преодоления ·уКазанных недостатков ·воспользуемся тем, что 
в основе теории распоэНавания лежит принцип аналогии , ·  и все . вы­
воды, вытекающие из результатов решения задач распознавания, 
обусловлены особенностями взаимоотношений сходства-различия ,  
наблюдающихся на некотором мНожестве объектов исследо:ВЭ.ния. Про­
интерпретируем с этих позиций: формальные элементы вырЭ.Жения (I) . 
Совокупность значений независимых переменных х1 ; • • •  , � пред­
ставляет собой описание объектов , подлежащих сравнительному ана­
лизу; в геометрическом отображении - это совоRупность из m 
точек в n-мерном пространств� . обладающих некоторыми взаимоот­
ношениями близости (сходства)*) . Назовем эти исходные данные 
материалом анализа и обозначим через · � n •  СовоRупность значе-. , . 
ний зависимого переменного у является количественным выражением 
особенностей соотношений сходства объектов из м�териала анализа ,  
т . е .  структуРы сходства , обозначаемой далее через s .  Функция f 
в данном случае трактуется как способ в.Ьlявления особенностей · 

*>все дальнейшие построения опираются на базовое понятие 
"сходство" ,  как наиболее естественно , по мнению автора , ВЬiтека»­
щее из принципа аналогии , хотя без какого-либо ущерба д;JIЯ конеч­
ных результатов его можно· заменить альтернативным понятием 
"различие" .  
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структуры сходства анализируемого материала и обозначается: через 
v. Поскольку каждый из охарактеризованных .элементов присутствует 
при лю6ой ситуаЦmr распознавания , модель задачи раqпознавания z 
можно представить в следующем виде : 

Z = (Rm,n' V, S )  ( 2) 

Рассуждая по аналогии с работой /4/ , выделим разновидности 
задач распознавания: в зависимости от того , какие элементы модели 
( 2) известны , а какие требуется найти: 

I.  Задача :Выя:вления струк'l'уры сходства s анализируемого ма­
териала : 

S и) Z = (Rm,n ' V , Х )  

2 .  Задача поиска способа v выявления: структуры сходства : 

zV = . (� n ' х, s )  ' 
з. Задача нахождения: описания материала анализа , обладающеГо 

заданной структурой сходства: 

zR = {Х, V, S )  
Произведенная заме.на понятий при типизации задач распозна­

вания являетС:Я: не формальной опе:Ра.цией , а имеет принципиальное 
значение. Во-первых , ·экспликация, Проблемы распознавания с пози­
ции соотношений сходства объектов исследования ·индиqферентна от­
носительно содержательной · направленности решаемых задач и по­
этому представляет собой обобщенный подход к проблеме без иска­
жения ее сути. Во-:--вторых , · понятие "структура сходства" легко ф:>р­
�ализуемо (рис. I) . Наконец , возможность строго математического 
отображения делает понятие операционНым , поскольку одновременно 
появляется возможность производИть с ним определенные операции: 
типизацию, сравнение , отождествление и т.д.  Эrо , в свою очередь , 
позволяет рассматривать проблему распознавания во всех ее разно­
образных проявлеf!ИЯХ 'с  единых позициЙ. Рассмотрим выделенные раз­
новидности задаЧ более подробно. 

Выявление структуры сходства анализируемого ·материала. Цель 
данной задачи заключается: в выяснении особенностей в соотношениях 
сходства между объектами , составляющими анализируемый материал. 
д7т выявления . этих соотношений необходим некоторый алгоритм "ви­
дения;' структуры сходства. Какова же формальная конструкция · та-

*>через Х обозначен элемент , подлежащи:й выявлению. 
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Рис. I .  Геометрическое и матричное отображение стр-уR­
туры сходства анализируемого материала. I ,  2 ,  3 ,  4 -
объекты исследования ( стр-уRтурные элементы) ; ri , j -

величина сходства между объектами (стр-уRтурные отнq-
шения) . 

кого алгоритма? Прежде всего , поскольку исходный анализируемый 
материал лишен какой-либо топологии , необходима некоторая: метри­
ка , определяющая .способ измерения расстояния (сходства) . Извест­
ны самые разнообразные метрики (см. , например , /4/) , наиболее рас­
пространенные из ·которых - расстояния по Хемминrу и Евклиду. Да­
лее , необходимо опредеJrить способ N оперирования с признаками , 
т .  е .  указать , каким образом значения признаков х1 , • • •  , � будут 
учитываться при измерении сходства между точками признакового 
пространства. Эrо осуществляется IГутем введения информационных 
весов признаков , нормировкой параметров и другими процедурами. 
Наконец , доткен быть -уRазан способ м оперирования с анализируе­
мыми объектами , т .  е .  необходимо указать , каким образом будет про­
изводится сопоставление объектов · (непосредственно , или относите­
льно некоторых дополнительн� вводимых точек признакового прост­
транства). , какие структурные связи при этом следует учитывать , а 
от каких можно абстрагировать и т .д. Конструкция из указанных 
элементов и составляет модель алгоритма вwmления ( "видения") со­
отношений сходства между объектами: 

V = (D , N ,  М ) . (3) 
В зависимости от содержательной направленности решаемой за­

дачи вьtЯВЛЯемые особенности структуры сходства могут быть самыми 
разнообразными. В одних случаях исследователя интересует , при-
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сутствуют ли в исходном материале увикальные , т . е .  не похожие на 
дРуrих, объекты; в .цруrих - имеются ли в материале анализа хоро­
шо различимые изолированные группы объектов ; в третьих - наб� 
дается ли среди объектов по степени их сходства некоторая уn;оря:­
доченНость и т.д. Разнообразие данных зада'J: увеJIИЧ:Ивается еще и 
�а счет того , что при их решении исследователя может интересовэ.'IЪ 
либо структура сходства анализируемого материала в целом , лИбо 
фа.Кт присутствия определенной особенности во взаимоотношениях объ­
ектов , либо обусловленность этой особенности определенными объ­
ектами. 

Формализуемость Понятия структуры сходства позволяет ; в 
принципе , каждой задаче , несмотря на их большое разнообраз:Ие ,по­
ставить в соответствие определенную матрицу сравнения •. отобража­
ющую ту особеннрсть . кот.орая является предметом поиска . и пред­
ставляющую собой , образно говоря , своеобразную визитную карточку. 
Ниже пр:и:Ведены примеры формулировок структурных особеннос.тей , ко­
торые могут составлять суть целевого требования: в задачах выяв­
ления · структуры сходства , · а  на рис. 2 даны соответствующие им 
формализо:ва.ннЫе отображения: 

а - требуется. выяснить , присутствует ли в анализируемом ма­
териале уникальный объект; а ,  ь ,  с ,  а , е ,  f -: .iпо::>ой из 
шести объектов анализа; & - некоторый· заранее нефикси­
рованный порог различия; 

б - требуется выяснить , набJПОдается ли между объектами схо� 
дство , коррелируемое с разницей в их порядkовых номерах; 
r . .  > О  - различие между i-М и j-M объектами; 1 , J 

в - треоуется выяснить , расположены ли объекты I ,  2 ,  3 и 4 ,  
5 в признаковом пРостранстве таким образом , Что разде­
ление указанных групп объектов возможно одной гиперсфе­
рой. & 1- О - .любой заранее нефиксированный порог раз­
JIИЧИЯ (разнИца гиперсферы) ; Э - .лю6ая: заранее нефикси­
рованнаЯ эталонная: точка пространства (центр гиперсфе­
ры) ; прочерк означает ,  что от сходства между данными 
структурными элементами можно абстрагироваться. 

Положительное решение задач рассматриваемого типа возможно 
лишь в том слjчаэ, если используемый алгоритм выявления структуры 
сходства в принципе может обеспечить обнаружение тех структурных 
особенностей , ради которых решаете.я: задача. ОриентадУ.�Я алгоритма 
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Рис. 2. Примеры некоторых особенностей структуры сходства в гео­
метрИческом и мет:риЧном отображеюшх , которые могут быть предме­

том выявления (пояснения в тексте) .  

на .выявление тех или .иных особенностей структуры сходства осу­
ществляется параметром М модели (3) , который , как уже отмеча­
лось , определяет порядок сравнения объектов (непосредственное 
сопоставление или же сопоставление через посредство некото­
рых допОJПIИтельно вводимых эталонных точек - "идеальных объектов'� 
"идеальных состояний" , "центров тяжести" , "ядер" и т . д. ) ,  полно­
ту учета структурных связей ( одни отношения сходства принимают­
ся во внимание , а другие - нет)  и вид учета отношений сходства 
(количественный , порядковый , качес>rвенный) . Таким образом, каж­
дому алгоритму выявления струк'rуры сходства в зависимости от его 
конструкции может быть поставлена в соответствие матрица сравне­
ния ,  отображающая: его целевое предназначение , т. е.  его направ­
ленность на обнаружение тех или иных структурных особенностей 
аНаJll'!зируемого материала. Эrо дает возможность сформулировать 
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формальный прИНЦИII выбора алгоритма распознавания: ДJИ решения 
задачи может быть привлечен JШШЬ тот алгоритм , "визитная карточ­
Ка.11 :которого (матрица , отображающая его предназначение) совпада­
ет с "визитной карточкой" решаемой задачи (матри:цей , отображающей 
цель ее решения) . 

Задача вшrвления структуры сходства имеет широкое при.ложе -
ние в rеологичес:киХ исследованиях. Наиболее распространен ее 
частный случай - задача таксономии /2/" Цель ее состоит в выяв­
лении присутствия в анализируемом материале хорошо ра,з.пичимых 
групп объектов , с которыми связывают понятия таксона , :кластера , 
класса. МногообРа.эие алгоритмических способов решения таксономи­
ческих задач обусловлено различной трактовкой понятия "хорошо 
различимая группа объектов" - и реализацией схемы поиска та.юц 

групп. 
Другая широко распространенная разновидность задачи вы.явле­

ния структуры сходства - задача прогнозирования значений некото­
рого свойства. Суть. ее - определить положение некоторого объекта 
в структуре сходства анализируемого материала с тем , чтобы на 
этом основании сделать вывод о степени проявленности на · нем того 
или иного важного в практическом отношении свойства (щшример , 
запасов определенного рудного :компонента) . Однако такие прогноз-_ 
ные выводы -_ можнь делать лишь при условии набтоДающейся (или, 
по :крайней мере , предполагаемой) :корреляции взаиМоотношений схо� 
детва объектов анализа с их различиями по прогнозируемому свой­
ству. 

Поиск способа вшrвления структуры сходства. Решение данной 
задачи сводится к :конструированию такого способа "видения" от­
ношений сходства объектов , чтобы в результате структура -сходства 
анализируемого материала приобрела заранее определенный условием 

задачи вид. 
Если в предыдущей задаче алгоритм v задается априорно , 

то в данном случае он возникает как :конечный продукт решения. 
Следовательно , алгоритм (w) решения рассматриваемой задачи 
должен представлять -собой некоторый механизм порождения (Kv) 
алгоритмов v ,  с:клаДываюЩИЙся , в свою очередь , из механизмов 
порождения его элементов (кD ' кN '  Км) и :критерия оптимальнос­
ти получаемых результатов (Q) ·: 

- w = Кv = (KD ' �· КМ• Q ) .  (4) 
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Теоретически . эту процедуру можно реализовывать либо на ос­
нове случайного поиска наилучшего сочетания элементов D ,  N и м ,  
либо пуТэм целенапра:В.Ленного их конструирования. 

В первом случае решение задачи производите.я по следующей 
схеме : случайНым образом (иди исходя: из некоторых содержа.тельных 
соображений) задаете.я некоторый алгоритм v и с его помощью 
выявляете.я · структура сходства анализируемого материала, а ре­
зультат сравниваете.я со структурой сходства , которая: должна быть 
по условию задачи; затем , таким же · образом , задаете.я другой 
алгоритм и вновь с его помощью решаете.я задача выявления струк­
туры и т.д. Из всех · опробованных алгоритмов выбираете.я тот , ко­
торый дает наиболее близкий к требуемому результат. Очевидно , 
что схема случайного поиска при реiпении задачи выявления способа 
построения требуемой структуры сходства , сводимая, по сути дела , 
к многократному независимому решению задачи выявления структуры, 
рассчитана на то, ч�о вдруг при переборе алгоритмов посчастливит­
ся натолкнуться на наиболее оптимальный из них. Естественно , этот 
путь крайне трудоемкий и поэтому практически не используется. 

Схема целенаправленного конструирования алгоритма v ха­
рактеризуете.я тем, что его элементы задаются не случайным (или 
интуитивным) образом, а по некоторому правилу, ориентирующему 
эту процедуру на выбор таких из них ,  которые обеспечивают на­
илучшее приближение кончного результата к требуемому. При этом 
метод конструирования способа построения структуры сходства мо­
жет быть одноактивным или итерационным. Итерационный подход ,в  
отличие от одноактивного , после полученм.я некоторого · алгоритма 
v предусматривает механизм его дальнейшей коррекции в сторону 
улучшения получаемых результатов. . 

В общем виде схема реше:Ни.я задачи поиска способа вы.явления 
структуры сходства , независимо от пути ее. реализации, такова: 
некоторым образом . конструируете.я алгоритм v ,  а затем , в целях 
проверки его эqфективности , с его. помощью решаете.я задача выяв­
ления структуры сходства и если полученная при этом структура 
сходства s в достаточной степени совпадает с s ц (структурой 
сходства , которой должен обладать анализируемый материаЛ по ус­
ловию задачи) , то задача считаете.я решенной. 

Теоретически: конструирование способа вы.явления структуры 
сходства может производиться за счет целенаправленного измене-

I24 



ния всех составляющих его элементов -. D ,  N ,  ·м. Однако нрактичес­
ки подавляющее число методов построено так , что два элемента ап­
риорно фиксируются, а третьим (как правило , N) осуществляется 
автоматическая "регулировка" алгоритма. 

?писываема.Я: разновидность задачи распознавания , пожалуй , 
самая распрастраненная при геолого-прогнозных: построениях. Чаще 
всего она заключается в том , что на примере определенного набо­
ра эталонных объек'J.•ов с известными знач'ениями некоторого интере­
сующего нас свойства следует выработать такое правило оперирова­
ния с их описаниями , чтобы получаемые результаты коррелировали 
со значениями этого свойства. В случае положительного решения 
данной задачи , исследователь полуЧает возможность использовать 
выработа,нное прогнозное правило по отношению к объектам с неиз� 
вестными значениями прогнозируемого свойства. 

Нахождение описания материала анализа. Це:ль данной задачи 
состоит в подборе такого описания объектов анализа,  которое бы 
при исПользоваmm заранее фиксированного способа V обеспечивало 
априорно обусловленные условия задачи со.отношения их сходства • 
.Алгоритм Т решения . данной задачи должен предусматривать неко­
торый механИзм (кR) порождения описаний Rm,n и оценку качеств� 
результата ( Q )  : 

Т = (KR , Q ) • (5) 

. Конструирование описаний объектов может , по-видимому, произво­
диться , как и в предыдущем случае , либо пут.ем случайного подбора 
значений признаков х1 , • • •  , � · либо же вычислением этих значе­
ний по некоторому пра:еилу , ориентированному на получение оптима­
льных: результатов. Оценка :качества решения и в том и .в другом 
случаях производится путем сравнения поЛучаемых на сконструиро­
ванном с;шисании соотношений сходства объектов со сrруктурой сход­
ства , которая должна быть по условию задачи. 

Следовательно , в общем виде схема решения задачи нахожде­
ния описания материала анализа · такова: некоторым образом :конст­
руИруется описание н , а затем, в целях проверки его оптималь­--т,·n 
ности , на его основ� решается задача выя:вления структуры сходст-

ва ,и если полученная При этом структура сходства s в достаточной 

· степени совпадает со структурой ?Ходства Sц , предусмотренной 
условием, то задача считается решенной. 
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Рассматриваемый тип задачи наиболее редко встречаете.я: в 

геологической практике и носит , как правило , вспомогательный 

характер •. Пр:Имером может слуЖить работа /З/ ,в  которой коротко 
рассмотрен алгоритм конструирования: описаний так · называемых 
"идеальных" объектов , т . е . объектов , обладающих максимальным и 
минимальным значениями прогнозируемого свойства. В целом же ре­
шение задачи данного типа могло бы оказаться: весьма полезным при:- · 
менительно , например , к области синтеза минералов для: выявления: 
услов:Ий , приводящих к образованию кристаллов с заранее обуслов:­
леннымИ свойствами. 

Практический опыт показывает , что довольно часто конкретна.я: 
содержа�ельна.я: задача не сводите.я: только , к  одному из охарактери­
зованных формальных типов, и ее решение требует последовательного 
решения: задачи _ в  различных формальных постановках. Так , напри­
мер , задача геологического прогнозирования: сводите.я: к последова­
тельному решению . двух задач: задачи поиска способа выявления: 
струхтуры сходства zV , продуктом которой являете.я: выработка на 
основе объектов с известными значениями прогнозируемого свойства 
формального правила обрашени.я: с их описаниями , позволяющего 
предсказывать (угадывать) это свойство ; и задачи выявления: струх­
туры сходства · zS , представляющей собой применение выработанного 
правила к объектам с неизвестными значениями прогнозируемого 
свойства с целью предсказать их. Именно поэтому часто говорят о 
двух этапах прогнозирования: по схеме распознавания: - обучения: и 

собственно распознавании. Аналогичную формальную струхтуру имеет 
задача оптимизации геолого�разведочных работ и ;цр. В.Месте с тем , 
сутествует р.я:д содержательных задач с довольно простои формаль­
ной схемой решения: , сводимой лишь к одному из охарактеризованнЫх 
выше формальных типов . К ним можно отнести задачи поиска законо­
мерностей (zV ) , ·проверЮ'! априорно заданной классификации ( zV) , 
таксономии (z8 ) , выявления: поискового набора признаков (Z

v
) 

и т .д. 
Определение формального типа задачи распознавания:, или рас­

членение ее на формальные · типы с последующим выявлением п_оследо­
вательности их решения: , и составляет , по нашему мнению , суть пе­
ревода содержательной постановЮ'! задачи в формализованную, о ко­
торой довольно часто упоминаете.я: в литературе. От того , насколь-
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ко профессионально будет осуществлен этот перевод, который предо­
пределяет не только последовательность этапов решения , но и выбор 
алгоритмических средств решения , во многом зависит и качество 
конечных результатов . 

В заключение сформулируем основные выводы , вытекающие из 
приведенных рассуждений. 

I. Рассмотрение проблемы распознавания может бы�.rь осуществ­
лено на базе понятия "структура сходства" , представляющего собой 
совокупность особенностей соотношения сходства между- анализируе­
мыми объектами. Данная: экспликация распознавания обладает следу­
ющими положительными моментами: 

- не искажает сути проблемы, поскольку естественным образом 
вытекает из принципа аналогии , лежащего в основе распознавания; 

- позволяе_т рассматривать все постановки задач и методы их 
решеция с единых позицйй , независимо от их содержательной на­
правленности; 

- благодаря формализуемости базового понятия " структура 
сходства" , позволяет сформулировать модели основных типов задач 
распознавания и методов их . решения , осуществлять их анализ , 
сопоставление и КЛ?ссифицирование . 

2. Все разнообразие задач распознавания в paмrmx предла­
гаемой модели . сводится к трем формальным типам :· выявление струк­
туры сходства_, поиск способа выявления структуры сходства , нахож­
дение описания материала анализа. Суть первой задачи - устано,.... 
вить , присутствуют ли в анализируемом материале оговоренные усло-
13ием . �адачи особенности соотношений сходства между иссЛедуемыми 
объектами ; второй задачи - отыскать ( сконструировать) такой спо­
соб выявления структуры сходства , при котором бы между объек­
тами наблюдались соотношения сходства , заранее определенные 
условием задачи ; третьей - найти ( сконструировать) такое описание 
объектов , котор�е бы . обеспечивало требуемые по условию задачи 
соотношения сходства между ними. 

3. Главный процедурный элемент задач распознавания - выяв­
ление структуры сходства , который представляет либо конечную 
ц_ель решения задачи , либо служит критерием оценки качества 
конечных результатов . В последнем случае решение задачи сводит­
ся к многократному повт орению процедуры выявления структуры 
сходства анализируемого материала при целенаправленно изменяю­
щихся начальных условиях. 
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4. Содержательные задаЧ>r , решаемые по схеме распоЗнаван:ия , 
достаточно разнообразны по свое� формальной структуре и сводят­
ся либо к одному из выделенных формальных типов , либо к решению 
нескольких задач различных формальных типов в определенной пос­
ледовательности. ВЬlяснение формальной схемы решения составляет 
суть одного из важнейших этапов процесса распознавания - перевода 
содержательной постановки задачи в формализоваЮIУЮ. 

5, Привлечение . понятия "структура сходства" для рассмотре­
Ния проблемы распознавания обладает еще одним положительным 
свойством. Оно позволяет , с одной стороны, формализовать целевое 
требование задач расцознаван:Ия , а с другой - формально отобра­
жать предназначение (возможности) алгоритмов распознавания. :по 
дает возможность более строго решатЬ вопрос о соответствии при­
влекаемого для обработки метода решаемой задаче , что весьМа важ­
но для получения качественных результатов , доступных содержате­
льной интерпретации. 
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