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ПРЕДИСЛОВИЕ 

~1чебное пособие соответствует программе курса «Математиче­
ские методы и модели расчета на ЭВМ» для студентов геоде­
зических специальностей вузов. Особое внимание уделено раз­
личным вычислительным методам при решении задач геодезии, 

фотограмметрии и картографии. Иллюстрирующими примера­
ми в основном являются геодезические задачи численного ха­

рактера. Первым опытом подобной работы было выпущенное 
издательством «Недра» учебное пособие [ 4]. 

Для обоснования алгоритмов использован в основном тра­
диционный математический аппарат, знакомый студентам всех 
инженерных специальностей. Необходимые дополнительные 
сведения собраны в гл. 1 и лишь в отдельных случаях приве­
дены по всему тексту. Нетрадиционным для учебников явля­
ется содержание гл. 2, посвященное оценкам ошибок округле­
ния при вычислениях на ЭВМ. Сравнительно подробно изло­
жены наиболее хорошо зарекомендовавшие себя методы реше­
ния линейных алгебраических уравнений в главах 3 и 4. Уде­
лено внимание оптимизации машинных алгоритмов при рабо­
те с разреженными матрицами коэффициентов, например, при 
уравнивании обширных геодезических сетей. 

При изложении интерполирования и аппроксимации функ­
ций в главах 5, 6 предпринята попытка восполнить существую­
щий в учебной литературе пробел относительно задачи колло­
кации: по заданным значениям разнородных функционалов на 
изучаемой функции требуется оценить значение нового функ­
ционала. Решение подобных задач составляет основу матема­
тического аппарата современной физической геодезии. 

В гл. 7 рассмотрены основные методы численного интегри­
рования, которые обычно используются при решении геодези­
ческих задач. 

Естественным продолжением гл. 7 являются методы числен­
ного интегрирования дифференциальных уравнений, широко 
применяемые в космической геодезии. 

Главы 1, 2, 3, 4 написал И. Г. Журкин, главы 5, 6, 7-
Ю. М. Нейман. 
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Глава 1 
ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ 

КОНЕЧНОМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВ 

§ 1.1. ЛИНЕRНЫЕ (ВЕКТОРНЫЕ) ПРОСТРАНСТВА 

Понятие линейного пространства является одним из основных 
в математике. Исключительно важная роль ему отводится и в 
численных методах линейной алгебры. 

Рассмотрим множество L и поле Р произвольной природы. 
Предположим, что для всех элементов из L определены опера­
ции сложения и умножения на числа из поля Р. Будем назы­
вать элементы множества L векторами независимо от их конк­
ретной природы. 

Определение 1.1. Непустое множество L называется линей­
ным или векторным пространством, если удовлетворяются сле­

дующие две группы условий. 
1. В множестве L задан-а алгебраическая операция сложе-

ния, причем для Vx, у, zeL 
1) х+у=у+х (коммутативность), 
2) х+ (y+z) = (х+у) +z (ассоциативность), 
3) в L существует такой: элемент «0», что х+Ф =х, 
4) для каждого х существует такой элемент -xE.L, что 

х+(-х) =Ф. · 
11. Для любого числа а из поля Р и каждого xeL опреде-

лен элемент axeL, причем для Vx, yeL и для Va, ~ЕР 

1) а( ~х) = (а~)х, 
2) 1 ·Х=Х, 
3) (а+~)х=ах+~х. 
4) а(х+у)=ах+а.у. 

Пространство L называется вещественным, если Р - поле 
вещественных чисел, и комплексным, если Р - поле комплекс­
ных чисел. 

Приведем примеры линейных пространств. 
1. Пусть Р- произвольное поле. Рассмотрим множество 

всех строк (столбцов) х= (х1, Х2, .. "Хп); у= (у1, У2, .. " Уп); ..• 
фиксированной: длины п, составленных из упорядоченной сово­
купности элементов поля Р. Определим сложение строк и ум­
ножение строки на число из Р: 
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(х1, Х2, ••• , Хп) + Су1, У2, . · ·, Уп) = 
=(х1+У1, Х2+У2, ... , Хп+Уп), 

а.Сх1, Х2, ••• , Хп)=(а.х1, ах2, ..• , а.хп). (1.1) 



Обе группы условий из определения 1.1 выполняются, зна­
чит, заданное множество строк с введенными операциями яв­

ляется линейным пространством. Если Р - поле вещественных 
чисел, то приведенное в этом примере пространство называет­

ся арифметическим действительным пространством и обознача­
ется Rп. Аналогично для поля комплексных чисел рассмотрен­
ное выше пространство называется арифметическим комплекс­
ным пространством и обозначается Сп. 

2. Множество Мпт всех матриц [пХт] над полем Р отно­
сительно сложения матриц и умножения матрицы на число из 

поля Р является линейным пространством над этим полем. 
Нулевым вектором в данном пространстве служит нулевая 
матрица Опт· 

3. Множество всех непрерывных на отрезке [а, Ь] вещест­
венных функций вещественной переменной является линейным 
пространством над полем вещественных чисел с обычными опе­
рациями сложения функций и умножения их на числа. Это 
пространство принято обозначать символом С[ а, Ь]. 

Важным понятием в теории линейных пространств является 
понятие линейного подпространства. 

Определение 1.2. Множество F линейного пространства L 
над полем Р называется его линейным подпространством, если 
при тех же операциях, что и в пространствах L, оно само яв­
ляется линейным пространством над полем Р. 

Из определения непосредственно вытекает следующее ут­
верждение: Fc.L есть подпространство, если из xEF, yEF 
следует, что ax+~yEF при а, ~ЕР. Справедливо и обратное 
утверждение, т. е. если Fc.L - подпространство, то ax+~yEF 
для всех а, ~ЕР. 

Во всяком линейном пространстве L имеется подпростран­
ство, состоящее из одного нулевого вектора, - нулевое под­

пространство, и подпространство, являющееся самим линейным 
пространством. Подпространство, отличное от L и содержащее 
хотя бы один ненулевой элемент, называется собственным. 

Обратимся к примерам собственных подпространств. 
1. Множество всех векторов х= (х 1 , х2 , х3), лежащих в од­

ной плоскости линейного арифметического пространства Rз, 
образует арифметическое подпространство R2 пространства Rз. 

2. Совокупность всех решений однородной системы линей-
ных уравнений с п неизвестными представляет собой подпро­
странство в линейном пространстве п-мерных столбцов. 

3. Для произвольной системы векторов {ai} i=l+п линейного 
пространства L над полем Р множество всех линейных комби­
наций векторов 

п 

~1а1 + ~2а2 + ... +~пап= ~~;а; 
i=I 

с коэффициентами ~1, ~2, ... , ~п из поля Р, одновременно не 

5 



равными нулю, является линейным подпространством прост­
ранства L. Это подпространство получило название линейной 
оболочки векторов {a;}i=l+n и обозначается символом 
L(a1, а2, .. " ап). В частности, L(a) - множество всех векторов 
вида Ла, ЛЕР. 

§ 1.2. НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Определение 1.3. Линейное пространство L над числовым по­
лем Р называется нормированным пространством, если каждо­
му вектору xE.L поставлено в соответствие вещественное чис­
ло Jlxll, называемое нормой вектора х и удовлетворяющее сле­
дующим условиям для любых векторов х, у и любого числа Л. 
из поля Р: 

1) llxll>O для всех х*О, 
2) llЛ.xll = 1Л1 llxll (аксиома абсолютной однородности), 
3) llx+yll~llxll+llyll (аксиома неравенства треугольника). 
Вектор х называется нормированным, если выполняется ра-

венство llxll = 1. 
Из определения нормы вектора в линейном пространстве 

вытекают следующие ее свойства. 
С в ой ст в о 1. 11011 =0, где 0 - нулевой вектор в линейном 

пространстве L. Действительно, если Л.=0, то из условия 2 оп­
ределения 1.3 следует, что llO·xll =Ollxll и 11011 =0. 

с в ой ст во 2. 

11 х - у 11 ;;;:;. 1 11х11 -11у11 1. 

Для доказательства этого свойства рассмотрим разность 

11х11-11у11=11 (х - у)+ у 11-11у11. 

Использовав условие 3 из определения 1.3, имеем 

11 (х - у)+ у 11 ~ 11 х - у 11+11 у 11. 

После подстановки этого результата в выражение Jlxll-llyll 
получим 

llxll-llyll ~ llx-yll. 

Выполнив аналогичные преобразования и использовав ус­
ловие 2 из определения 1.3, имеем 

11 у 11 - 11 х 11 ~ 11 у- х 11=11 х - у 11. 

На основании двух полученных неравенств получаем окон­
чательный вид свойства 2. 

с в ой ст во 3. 

l llx-yll-llz-ull 1 ~ llx-zll+lly-иll. 

Доказательство этого свойства предлагаем провести само-
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стоятельно. При этом рекомендуем воспользоваться свойст­
вом 2 и условием 3 из определения 1.3. 

С в ой ст в о 4. Пусть llxll - норма в линейном пространст­
ве L. Тогда если ~ - положительное вещественное число, то 
функция <р(х) =~llxll для всех xEL также является нормой . 

.Доказательство этого свойства следует в результате провер­
ки трех условий, входящих в определение 1.3. 

Рассмотрим теперь арифметическое пространство над чис­
ловым полем Р, в котором Si при i= 1-;-п- координаты векто­
ра-столбца S· В этом пространстве наиболее употребительны 
следующие нормы: 

11 

1) 11s111= ~ 1Si1 (/-норма), 
l=I 

11 

2) 11 s llв= ( ~ Si2 )''• (евклидова норма в пространстве Rп> 
i=I 

или 

п 

11 s llu= ( ~ 1 St 12)'1• (унитарная норма в пространстве Сп), 
l=I 

3) llsllc=max 1Si1 (с - норма) 
i 

.Цля доказательства того, что приведенные выражения яв­
ляются нормами, требуется выполнить проверку условий опре­
деления 1.3. Такая проверка для l-нормы и с-нормы не долж­
на вызвать больших затруднений, и поэтому предлагаем вы­
полнить ее самостоятельно. Проверка условий 1 и 3 для 
евклидовой нормы также несложна. Поэтому остановимся 
только на проверке условия 2 для евклидовой нормы, а имен­
но покажем, что для любых векторов sERп и Т)ЕRп выполня­
ется условие 

, / i <si+'l'Ji> 2 ~-. / ~si2+" f ~'l'Ji2 • 0.2) v i=I v i=I v i=I 

После ввода обозначения 1=s+'l'J и символа нормы нера­
венство ( 1.2) примет вид 

11'Уllв~11sllв+11 Т) llв. 

Выполнив ряд алгебраических операций, преобразуем правую 
часть этого неравенства 

11sllв+11Т)llв=V11"(11в2 -2(i~ISiТ}i - ll s llв 11 Т) llв). ( 1.3) 
11 

.Цля случая, когда значение ~ SiТ}i~o. доказательство условия 
l=I 
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( 1.2) непосредственно следует из равенства ( 1.3). Рассмотрим 
теперь выражение вида 

п п 

1 ~ SiТ\i 1-11s11Е 11чllE~~1 Si'lli 1-11s1111ТJ11. 
i=I i=I 

Правую часть этого неравенства преобразуем следующим об­
разом: 

п п 

~ 1Si'lli1 -11sllE11Т\llE=~1Si'lli1-
i=I i=I v п п-1 п 

- С~ Si'lli )2 + ~ ~ a;j, 
i=I i=I j=i+I 

где 

a;j =С Si'lli - si'lli )2• 

Анализ полученного выражения показывает, что 

или 

п 

~ 1 Si'lli 1 -11 s 11Е 11 ч llE ~о 
i=I 

п 

1 ~ Si'lli 1 ~ 11s11Е 11 ч 11Е. 
1-1 

(1.4) 

Неравенство (1.4) получило название неравенства Коши - Бу­
няковского. С учетом его из выражения ( 1.3) легко получить 
доказываемое неравенство ( 1.2). 

В нормированном пространстве можно определить расстоя­
ние между векторами х и у как норму их разности, т. е. 

р (х, у)= lly-xJI. Можно проверить, что число р (х, у) при этом 
удовлетворяет следующим условиям: 

1) р(х, у);;;;. О, причем для р(х, у) =0 <=>- х=у, 
2) р(х,у)=р(у,х),т. e. lly-xll=llx-yll, 
3) р(х, z) ~ р(х, у)+р(у, х) для V х, у, z Е L, 

т. e. llx-zll~llx-yll+lly-zll. 

Определение 1.4. Если для любых элементов х, у, z множе­
ства М удовлетворяются три приведенных выше условия, то 
такое множество называется метрическим пространством, а чис­

ло р (х, у) - расстоянием между элементами х, у ЕМ. 
С понятием расстояния в нормированных пространствах не­

посредственно связано такое понятие, как предел последова­

тельности векторов в нормированном пространстве. 

Определение 1.5. Последовательность вектора {хп}, принад­
лежащая нормированному пространству, сходится к вектору Хо, 

если для каждого е>О найдется такое no(e), что llxп-Xoll <е 
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для всех n>no. Вектор х0 в этом случае называется пределом 
последовательности векторов {хп}. 

Приведем три свойства, связанных с пределом последова­
тельности векторов. 

С в ой ст в о 1. В нормированном пространстве из сходимо­
сти последовательности векторов {хп} к вектору х0 следует 
сходимость числовой последовательности {llxnll} к норме llxoll. 

Из второго свойства для норм векторов следует, что 

l llxпll-llx0 11 I ~11хп-х0 11. 

Далее на основании определения 1.5 имеем llxп-Xoll<в для 
всех n>no. Отсюда 1llxпll-llxoll1 ~е, а это означает не что иное, 
как условие сходимости числовой последовательности {llxnll}, 
пределом которой является норма llxoll. 

С в ой ст в о 2. Если в нормированном пространстве после­
довательность векторов {хп} сходится, то предел этой последо­
вательности единственный. 

Предположим, что пос.11едовательность векторов {хп} имеет 
два предела х' и х". Тогда на основании сформулированного 
выше второго свойства 

11Хп11-+ 11х'11 и 11Хп11-+ 11 х" U. 

Таким образом, получили одну числовую последовательность 
{llxnll}, имеющую два предела. Но это, как известно из курса 
математического анализа, противоречит свойству единственно­
сти предела сходящейся числовой последовательности. 

С в ой ст в о 3. Алгебраические операции, введенные в нор­
мированное пространство, непрерывны. Так, если Хп-+Х и Уп-+у, 
то хп+Уп-+х+у, т. е. Jim (хп+Уп) =х+у, а также если ап-+а 

n-+oo 

и Хп-+Х, то lim ctnXn=ax. 
В качестве упражнения предоставляется доказать эти ут­

верждения самостоятельно. 

Целый ряд вопросов в вычислительных методах, в том чис­
ле и при оценке сходимости различных итерационных процес­

сов, связан с понятием эквивалентности норм. 

Определение 1.6. Нормы llxll1 и llxll2 назовем эквивалент­
ными, если существуют такие положительные числа а 1 и а2 , 

что 

а 1 11х111~11х11 2 ~a2llх11 1 . 

Теорема 1.1. Для сходимости последовательности векторов 
{xk} конечномерного линейного пространства по норме 11*11 1 
необходимо и достаточно, чтобы {xk} сходилась по любой эк­
вивалентной ей норме. 

Необходимость: пусть Xk-+Xo по норме 11*11 1• Тогда из 
определения 1.5 следует, что для в/а2, где в, а2>О, найдется 
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такое no(e/a.2), начиная с которого /lxk-xoll1<efa.2. В результа· 
те для эквивалентной нормы 11*112 будем иметь 

11Xk-Xo112:;:;; а.211 Xk-Xolli<e, 

а это и доказывает сходимость последовательности векторов 

{xk} к вектору Хо по норме 11*112, эквивалентной норме 11*111. 
До ст ат очно ст ь: пусть хг~·х0 по какой-то норме 11*11 2, 

эквивалентной норме 11•11 1. Тогда для (еа.1), где е,а1>О, най­
дется mо(а.1в), начиная с которого llxk-xoll<вa.1. Отсюда 

11Xk-Xo111:;:;; 11Xk-Xo112/ а.1<е, 

что и доказывает достаточное условие теоремы. 

Из приведенной теоремы следует, что !-норма, с-норма и 
евклидова норма в арифметическом пространстве попарно эк­
вивалентны между собой. Поэтому если обеспечивается сходи­
мость последовательности векторов по одной из перечисленных 
норм, то она обеспечивается и по любой другой норме, опреде­
ленной в арифметическом пространстве. 

В линейных пространствах определить сходимость последо­
вательности векторов {xk} можно не только через норму, но и 
через сходимости последовательностей соответствующих коор­
динат векторов заданной последовательности {xk}· Пусть си­
стема векторов {ei} i=I+n - базис в п-мерном линейном прост­
ранстве Х, тогда любой вектор Хт из {xk} можно представить 
как 

п 

п 

Хт= ~ sт.е;. 
i=I i 

Если вектор х0 = ~ Si0ei и имеет место сходимость числовой пo-
i=t 

следовательности {Skt} к Sio для всех i= 17n, то будем гово-
рить, что последовательность векторов {xk} сходится к векто­
ру {х0}. Назовем сходимость последовательности векторов 
{xk} к {хо} по описанному выше правилу координатной сходи­
мостью (или сходимостью по координатам). 

Теорема 1.2. В конечномерном нормированном пространст­
ве определения сходимости по норме и координатам эквива­

лентны. 

С доказательством этой теоремы можно познакомиться, на­
пример, в [6]. 

Приведем несколько символических записей для сходимости 
последовательности векторов {xk} к х0 • Так, из определения 1.5 
следует: 

lim Xk =Хо, если lim 11 Xk - х0 11 =О, 
k-+oo k-+-oo 

или 
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Xk--+ х0 , если 11 Xk -х0 11--+ О, 
k~oo k~co 

из определения координатной сходимости: 

lim Xk =хо, если lim Sk i = Sio для всех i = l 7n, 
k-+oo k-..oo 

или х"--+ Хо, если Ski--+ Sio для всех i= 1 7 п. 
k-';oo k-';oo 

Из доказанной теоремы следует 

llx"-x0 11--+0~s" 1 -+si для всех i=17n. (1.5) 
k~oo 

§ 1.3. ЕВКЛИДОВО И УНИТАРНОЕ ПРОСТРАНСТВА 

Евклидовы и унитарные пространства составляют наиболее 
распространенный для практики вычислений класс нормиро­
ванных линейных пространств. 

Определение 1.7. Вещественное линейное пространство Е 
называется евклидовым, если каждой паре векторов х, у из Е 
поставлено в соответствие вещественное число (х, у), называе­
мое скалярным (или внутренним) произведением, для которого 
выполняются следующие условия: 

1) (х,у)=(у,х), 
2) (ах, у) =а(х, у), где а - вещественное число, 
3) (х+у, z)=(x, z)+(y, z) для Ух, у, z s.E, 
4) (х, х) ?>О, причем (х, х) =0 ~ х=О. 

Аналогично евклидову пространству определяется унитар­
ное пространство, основным полем в котором служит поле 

комплексных чисел. 

Определение 1.8. Комплексное линейное пространство И на­
зывается унитарным, если каждой паре векторов х, у из И по­
ставлено в соответствие комплексное число (х, у), называемое 
скалярным (или внутренним) произведением, для которого вы­
полняются следующие условия: 

1) (х, у)=(у, х), 
2) (ах, у)=а(х, у), где а-комплексное число, 
3) [x+y,z)=(x,z)+(y,z) для У x,y,zs И, 
4) (х, х) ?>О, причем (х, х) =0 ~ х=О. 

Черта в первом условии означает комплексное сопряжение. 
Остановимся на свойствах скалярного произведения, введен­

ного в линейном пространстве. 
С в ой ст в о 1. В комплексном линейном пространстве 

(х, ау) =а(х, у). 
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Покажем это. Из условия 1 определения 1.8 следует, что 

(х, ау)=(ау, х). 

Воспользовавшись теперь условием 2, получим 

(х, ау)=а(у, х), 

и после применения условия 1 последнее равенство преобразу­
ется так, что 

(х, ау) =а(х, у) =а(х, у). 

Д,ТJЯ действительного линейного пространства это свойство 
принимает вид 

(х, ау) =а(х, у). 

С в ой ст в о 2. В действительном (или комплексном) линей­
ном пространстве выполняется равенство 

(z, x+y)=(z, x)+(z, у). 

Доказательство этого свойства в порядке упражнения предо­
ставляем читателю. 

Приведем несколько примеров. 
1. В арифметическом пространстве Rп, в котором 6; при 

i= 17n - координаты вектора-столбца (строки) 6, определим 
умножение столбцов 6 и 11 формулой 

п 

(6162 ... 6п)т( 111112 ... 11п)т= ~ 6i111· 
i=I 

( 1.6) 

Покажем, что введенная операция является операцией скаляр­
ного умножения между векторами в пространстве Rп. Для это­
го проверим для введенной операции выполнение всех условий, 
указанных в определении 1.7. Проверка 1-го условия вытекает 
из числового равенства 

п n 
~ 6111; = ~ 11i6i· 
i=I i=I 

Пусть s+11="(, где "(ЕRп, тогда ИСХОДЯ ИЗ формулы (1.6), 
умножение между столбцами "( и qERn примет вид 

n n n 
~ "(;q;= ~ ( 61+111) q;= ~ ( 61q1+11iq1) = 
i=l i= 1 i=I 

п n 
= ~ 6;qi+ ~ 111q1. 

i =1 i=I 

Отсюда следует выполнение 3-го условия. По аналогии можно 
выполнить проверку и оставшихся условий, которую оставля­
ем для читателя. 
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Таким образом, пространство Rп с операцией между его 
векторами, определяемой по формуле ( 1.6), является евклидо­
вым пространством, а сама операция - скалярным произведе­

нием в Rn. 
2. В пространстве С[ а, Ь] определим скалярное произведе­

ние функций формулой 

ь 

( f(x), g(x)) = f f(x)g(x)dx. 0.7) 
а 

Условия 1, 2 и 3 в определении 1.7 выполняются из следующих 
свойств определенного интеграла: 

ь ь 

f f(x)g(x)dx= f g(x)f(x)dx, 
а а 

ь ь 

f r:x:'((x)dx=a.. f "((x)dx, 
а а 

ь ь ь 

f [f(x)+g(x)]dx= f f(x)dx+ f g(x)dx. 
а а а 

Для проверки условия 4 этого определения воспользуемся та­
кими свойствами: 

1) определенный интеграл от функции f (х) ~О является 
величиной положительной; 

2) неотрицательная функция, иtпеграл от которой на отрез­
ке [а, Ь] равен нулю, тождественно равна нулю на этом от­
резке. 

В евклидовом пространстве можно ввести норму с помощью 
формулы 

0.8) 

где хЕЕ, 
а в унитарном пространстве 

11 х llu= V (х, х) = Vt\ Xi 12 , 0.9) 

где хЕИ. 
Доказательство того, что выражение ( 1.9) является нормой в 
пространстве Rп, было дано при рассмотрении евклидовой нор­
мы llsllв. В том же примере доказывается и неравенство К.о­
ши - Буняковского для евклидовых пространств, которое в 
обозначениях, принятых для скалярного произведения, имеет 
вид 

1 (х, у) 12 ~ (х, х)(у, у). 0.10) 
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Нетрудно проверить, что равенство в формуле (1.10) достига­
ется только тогда, когда векторы х, у коллинеарны, т. е. х=а.у, 

где а. - число из поля Р. 
Покажем, что в евклидовом (унитарном) пространстве ска­

лярное произведение непрерывно относительно сходимости по 

норме. Действительно, если Хп-+Х и Уп-+У, то на основании 
свойства 1 определения 1.5 следует, что числовые последова­
тельности llxnll и llYnll ограничены сверху, в связи с чем най­
дется такое число М, что llxnllE~M и llYnllE~M. Отсюда 

1 (Хп, Уп) - (х, у) 1=1 (Хп, Уп) - (х, Уп) + 
+ (х, Уп)-(х, у) 1=1 ( (Хп-Х), Уп)+(х, (уп-У)) 1 ~ 
=s:;; 11 Хп-Х llE 11YпllE+11 Х llEll Уп-У llE=s:;; 11 Хп-Х llEM+ 

+llxllEllyп-YllE-o при п-оо. 

Задание в линейном пространстве L скалярного произведе­
ния позволяет ввести в этом пространстве не только норму 

вектора, но и угол между векторами. 

Определение 1.9. Угол 1Р между ненулевыми векторами х 
и у определяется равенством 

COS (j) = (Х, у) j ( 11 Х 11 Е 11 у 11 Е). (1. } 1) 

Из неравенства Коши - Буняковского непосредственно сле­
дует, что в любом евклидовом (унитарном) пространстве мож­
но определить угол по формуле ( 1.11), при этом косинус угла 
между векторами по модулю не превосходит единицы. 

Векторы х и у называются ортогональными, если скалярное 
произведение между ними равно нулю. 

Определение 1.10. Система ненулевых векторов евклидова 
(унитарного) пространства называется ортогональной, если 
она состоит из одного вектора или ее векторы попарно ортого­

нальны. Нормированная ортогональная система векторов на­
зывается ортонормированной. 

Убедимся в том, что система ортогональных векторов ли­
нейно независима. Предположим, что для системы ортогональ­
ных векторов х1 , х2, ... , Х;, ... , Хт пространства Еп выполняет­
ся равенство 

а1Х1 +а.2Х2+ ... +а.;Х;+ ... +а.тХт=О. 

Умножая обе части этого равенства скалярно на х;, получим 

а.1(Х1, Х;)+а.2(Х2, Xi)+ ... +a.;(Xi, Х;)+ ... +а.т(Хт, Xi)=O. 

Поскольку (х;, xk) при i*k и (х;, Xi) *О, то имеем а.;= О при 
всех i= l+m, а это и указывает на независимость системы век­
торов {х;} i=l+m· Естественно, что доказанное выше утвержде­
ние распространяется и на систему ортонормированных век­

торов. 

Напомним теперь определение базиса линейного (векторно­
го) пространства, в соответствии с которым любая совокуп-
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ность п линейно независимых векторов п-мерного линейного 
пространства называется его базисом. На основании данного 
определения и условия линейной независимости системы орто­
гональных векторов следует вывод о том, что в п-мерном ли­

нейном пространстве любая система ортогональных векторов 
х 1 , х2 , •• " х;, ... , Хп образует базис в этом пространстве. Кроме 
того, если система векторов е1, е2 , ••• , еп - базис п-мерного ев­
клидова пространства Еп и в этом пространстве имеется век­
тор x=x1e1+x2ez+ ... +хпеп, для которого выполняется равен­
ство (х, х) =х 1 2+х22+ ... +хп2, то базис {e;}i=l+n является ор­
тонормированным. Поэтому евклидова норма любого вектора 

п 

уЕЕп будет определяться в этом базисе как l!yllE= ( ~ у;2 ) 112, 
i=I 

где у; - координаты вектора у в базисе { е;} i=l+n· Доказать 
сформулированные утверждения предлагаем читателю. 

Теорема 1 .3. В любом конечномерном евклидовом (унитар­
ном) пространстве существует ортонормированный базис. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть система векторов Х1, Х2, ... , Хп 

образует базис в п-мерном линейном пространстве Ln. Исполь­
зуя линейные операции сложения векторов и умножения векто­
ра на скаляр, построим в этом пространстве новую систему 

векторов {у;} i=1+n по правилу 

У1 =Х1, У2=Х2- а.21У1, · · ·, 

Уп=Хп- а.п1У1 -а.п2У2- • · • -а.п,п-1Уn-\• 

Элементы a.ii будем вычислять по формулам: 

(1.12) 

а -{сщ=О при i<j, ( 1.13) 
IJ- a.i1=(xi, Yi) / (yi, Yi) при i>j. 

Из формул (1.13) следует, что преобразования (1.12) возмож­
ны только при условии, что y;=FO для всех i= l+n. Для i= 1 
и i = 2 выполнение этого условия непосредственно вытекает из 
первой строчки преобразований ( 1.12). Допустим, что при i = k 
вектор yk=FO. Тогда базисный вектор Xk можно представить в 
виде линейной комбинации системы {у;} i=l+k, т. е. 

Xk=Yk+a.k1Y1 +a.k2Y2+ ... +a.k,k-lYk-1. 
которая является независимой и образует базис в k-мерном 
подпространстве исходного линейного пространства Ln. Отсюда 
вытекает, что система векторов У1, У2, ... , yk, Xk+i независима, 

а следовательно, вектор 

Ун1 =Хн1 - а.н1,1У1 - а.н1,2У2 - ... - a.нl.kYk 

не равен нулю. Тем самым нами установлено, что в системе 
векторов {Yi}i=l+n нет нулевых векторов. 
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Рассмотрим теперь скалярные произведения (у;, Yi) при ус­
ловии, что i>j и i=1+n. Тогда для i=2 и j=l имеем 

(у2, У1)=(Х2, Х1)-а21(у1, Х1), 

где а21 = (х2, У1) / (у1, У1). 

После несложных преобразований данного выражения получа­
ем (у2 , у 1 ) =0. Если предположить попарную ортогональность 
векторов У1, У2, Ys, ... , у;, то имеем систему равенств: 

(ун1, У1)=(Х;+1, У1)-ан1,1(У1, У1), 

(у;+1, у;)= (Х;+1, у;) - tXi+1,;(yi, у;). 

Здесь численные значения а;+1, s вычисляются по формулам 
(1.13). Выполнив ряд вычислений, убедимся, что стоящие спра­
ва в приведенных равенствах скалярные произведения равны 

нулю при всех s= 1+i. Таким образом, получили, что система 
векторов {Ys} s=I+U+I) состоит из попарно ортогональных векто­
ров, а следовательно, попарно ортогональна и вся система век­

торов {y;}i=I+n, которая образует базис в пространстве Ln. 
Если теперь каждый из векторов Yi поделить на число, рав­

ное евклидовой норме этого вектора, то получится ортонорми­
рованный базис, образованный векторами 

о - У1 о - у 2 о ---1!.!__ о - -1!.!!:...._ 1 
Yt - llY1llв' У2 - //Y2llE ' "., Yi = llYil/в' "., Уп - /IYnllв · ( . l 4) 

Процесс перехода от базиса {х;} i=I+n к ортонормированному 
базису {y;0}i=I+n по формулам (1.12), (1.13) и (1.14) получил 
название метода ортогоналuзации Грамма - Шмидта. 

§ 1.4. АЛГОРИТМЫ ОРТОГОНАЛЬНЫХ РАЗЛОЖЕНИЯ МАТРИЦ. 
ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ ГРАМА 

Ортогонализация Грама - Шмидта может быть представлена 
и в матричной форме записи. Для этого перепишем равенства 
( 1.12) в виде 

Х1=У1, 

Х2 = а21У1 + У2, 

(1.15) 

Хп=ап1У1+ап2У2+ ... +ап,п-1Уп-1+Уп· 

Если теперь определить А как матрицу, у которой j-столбцом 
является вектор xi из (1.15),Q- как матрицу с j-столбцом в 
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виде вектора у; и R. - как верхнюю треугольную матрицу с 
единичными диагональными и наддиагональными элементами, 

задаваемыми а;, i и вычисляемыми по формулам ( 1.13), то вы­
ражение (1.15) можно представить в виде 

A=QR., 0.16) 

где А= (х1, Х2, .. "Xj, .. "Хп), · Q = (у1, У2, .. "Yi,;. "Уп) - ортого­
нальная матрица, и 

1 СХ21 ан СХп-1,1 СХп1 

0 1 СХ; 2 CXn-1,2 СХп2 

R= о о 01 ап-1, i СХп1 ( 1.17) 

о о о 01 ап, п-1 

о о о 1 

Для окончательного описания процесса перехода в прост­
ранстве Ln от произвольного базиса (х 1 , х2 , .. "Хп) к ортонор­
мированному {у1 °, У2°, ... , Уп0) остается отразить в матричной 
форме преобразования ( 1.14). Они представляются как 

(У1У2 · · • Уп) = (у1°У2° • • • Уп0)D, ( 1.18) 

где D - диагональная матрица с диагональю diag ( llY111 llY2ll ... 
. . . l!yпll). После подстановки (1.18) в (1.16) получаем ортого­
нализацию Грама - Шмидта в матричной форме записи 

A=NDR, 0.19) 

в которой N = (у1°у2° ... Уп0) - ортонормированная матрица. 
Среди ортонормированных матриц большое применение в 

методах вычислений получили матрицы перестановок. 
Определение 1.11. Квадратная матрица Р размера [nXn] 

называется матрицей перестановки, если ее элементы являются 

результатом перестановки (Р1, Р2, .. . , Рп) последовательности 
символов 1, 2, .. " п согласно условию 

P;i= { 1 при j=P;, 0.20) 
О при остальных значениях j. 

Нетрудно проверить, что при умножении матрицы перестанов­

ки На ВеКТОр Х= (Х1Х2 ... Хп)т ПОЛучаеТСЯ Вектор Х= (Хр1Хр2 •., 

... хРпР· Если теперь матрицу А размера [nXm] представить 
в виде А= (а1 а2 ... ai ... ат), где ai - вектор-столбец матри­
цы А, равный (alia21- .. ап1)т, то результатом умножения РА 
будет матрица Ал размера [nXm]: 

0.21) 
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в которой вектор-столбец ai= (ap 1pq2i·" аРпiР для всех j= 

= l7п. Таким образом, в матрице А по сравнению с матри­
цей А в соответствии с заданной перестановкой (Р1Р2 ... Рп) 
переставлены только строки. Для того чтобы получить из мат-

рицы В размера {mXn] матрицу fз с аналогичной перестанов­
кой (Р1Р2 ••• Р п), но уже столбцов, требуется выполнить умно­
жение матрицы В справа на матрицу рт, т. е. 

0.22) 

Будем называть перестановку двух строк (столбцов) матри­
цы или двух компонент вектора элементарной перестановкой. 
Матрицу элементарной перестановки k и l номеров строк или 
столбцов матрицы, или компонент вектора будем обозначать 
Pki· Матрица Pk1 отличается от единичной матрицы такого же 
размера только четырьмя элементами: Pii=Pii=O; Pii=Pii= l. 
Так как Pki=Pтkl, то использование матрицы элементарной пе­
рестановки для транспозиции строк или столбцов в исходной 
матрице А зависит только от ее умножения слева или справа 
на матрицу Pkt· Можно показать, что любая матрица переста­
новок Р получается путем последовательного перемножения 
матриц элементарных перестановок, т. е. 

р = Pkt1/k1-11t-1 • • • pk212Pk1l1• ( 1.23) 
где число элементарных перестановок t равно числу несовпа­
дений в перестановках (1, 2, .. " п) и (Р1 Р2 ••• Рп) минус l. 
В порядке упражнения вывод формулы ( 1.23) рекомендуем вы­
полнить самостоятельно. 

В качестве примера рассмотрим матрицу 

( О О аtэ ан) 
А - О а22 a2s а24 
-о О О а34 ' 

а41 а42 а43 а44 

которую только за счет перестановки строк можно привести к 

треугольному виду. Для решения этой задачи требуется выпол­
нить следующие преобразования: 1-ю строку матрицы А пере­
ставить на место 3-й строки, 2-ю строку - на место 2-й строки, 
т. е. оставить на месте, 3-ю строку - на место 4-й строки и 
4-ю строку - на место 1-й строки. Эти преобразования описы­
ваются перестановкой вида (3, 2, 4, l). На основании формулы 
( 1.20) напишем матрицу перестановки Р: 

Р~о ~ ~ ~ } 
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Эту матрицу можно получить и по формуле ( 1.23) как произ­
ведение двух матриц элементарных преобразований, т. е. 

Выполнив умножение РА, получим требуемый результат 

Пусть в п-мерном линейном пространстве задана система 
векторов {xi} i=I+m• из которых (т-r) векторов линейно за­
висимы. Задача состоит в ортогонализации r - линейно не­
зависимых векторов. Отметим, что между величинами т, п, r 
существует шесть вариантов в постановке данной задачи. Это 
когда 

1) m=n, r=n; 
4) m<n, r<m; 

2) m=n, r<m; 
5) m>n, r=n; 

3) m<n, r=m; 
6) m>n, r<n. 

Первый из перечисленных вариантов решается методом орто­
гонализации Грама - Шмидта, рассмотренным в § 1.3. Из 
остальных вариантов наиболее общий характер носят вариан­
ты 4 и 6, которые с учетом замены индекса т на п, а п на т 
полностью совпадают. Поэтому для решения поставленной вы­
ше задачи достаточно рассмотреть вариант 4. 

Теорема 1.4. Матрица А размера [nXm] при m<n и r= 
= Rg А< т может быть представлена как 

А =NDRP, 0.24) 

где N - матрица с ортонормированными столбцами Yi· прини­
мающая вид 

N =(y,oyzo ... Yroo ... 0), 
------m-r 

D - диагональная матрица размера [mXm], у которой эле­
менты du=l=O при i=1-:--r и d;;=O приi=(r+l)-:--т;R-матри­
ца размера [mXm], имеющая следующее блочное представле­
ние: 

(Rн R= О 
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Здесь Rll - верхняя треугольная матрица размера [rXr] с 
единичной диагональю; R1 2 - матрица размера [rX (m-r) ]; 
021 и 022 - нулевые матрицы соответственно размеров 
[ (m-r) Xr] и [ (т-r) Х (m-r)]; Р- матрица перестановок. 

До к аз ат ель ст в о. Представим исходную матрицу А в 
виде (а1а2 ... ai ... ат), где ai - вектор-столбец. С помощью 
матрицы перестановки Р осуществим перестановку столбцов в 
матрице А таким образом, чтобы векторы-столбцы ар i при j = 

= 1 +r были линейно независимые, а ар i при j = (r+ 1) +т -
линейно зависимые, т. е. 

0.26) 

Выполним теперь ортонормирование системы векторов 
{ар} i=I+r, например, методом Грама - Шмидта, в результате 
чего получим ортонормированную систему векторов { а0Р i} i=t+r, 

образующую базис в пространстве R,cRn. Векторы аРг+~ 
ар,+ 2 , .. " арт, входящие в ( 1.26) и принадлежащие R,, пред­
ставим в виде линейной комбинации базисных векторов 

{a0Pj}i=I+r: 

api=a11ap1°+a2iap2°+ ... +агрр,0 для j=(r+l)+m. 

При этом коэффициенты а;; определяются как 

aii=(ap1, ар1 °) для i=1 +r, j=(r+l)+m. 0.27) 

Выполненные преобразования можно записать следующим об­
разом: 

( ) _ ( а о о - ->s ар1ар2 . .. aP,aPr+i ... арт - ар1 ар2 ... ар, о ... о , 

m-r 

где i5 - вектор-столбец высотой п, S - матрица преобразова­
ния, имеющая вид 

S=D { Rн Rt2) . 
\021 022 

Здесь Rll - верхняя треугольная матрица с единичной диаго­
налью и элементами щ;, вычисляемыми по формуле ( 1.13) для 
i, j = 1+r; R 12 - матрица размера [rX (m-r)] с элементами а;;, 
вычисляемыми по формуле (1.26) для i=1+r и j=(r+I)+m. 

С учетом формулы ( 1.25) получаем доказываемую формулу 
( 1.24), в которой 
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Из формулы (1.24) вытекает следующая теорема об ортого­
нальном разложении матрицы, которая широко используется в 

различных вычислительных алгоритмах. 

Теорема 1.5. Пусть А - матрица размера [nXm], ранга r, 
причем n>m. Существуют ортогональная матрица Q размера 
[nXn] и матрица перестановок Р размера [mXm], такие, что 

Rt2 ) 
O(n-r)X(m-r) ' 

( 1.28) 

где Ri 1 и R12-матрицы, входящие в формулу (1.25). 
Для доказательства теоремы выполним в матричном равен­

стве (1.24) умножение слева на ортонормированную по стро­
кам матрицу F размера [nXn]. При этом пусть матрица F име­
ет такую структуру, при которой первые r ее строк совпадают 
с первичными столбцами r матрицы N. Тогда после перемно­
жения матриц F и N равенство (1.24) примет вид 

FA=EDRP, 

где матрица E=FN имеет следующую блочную структуру: 

(

Erxr 

Е= O(m-r)Xr 

Oin-m)Xr 

Orx(m-r) ) 

O(m-r)X(m-r) • 

O(n-m)X(m-r) 

( 1.29) 

Здесь нижний индекс при матрицах обозначает их размер­
ности. 

Умножим равенство ( 1.29) слева на диагональную матри-

цу Ь размера [nXn], у которой элементы du= 1/du при i= 1--;.-r 
и dii в общем случае не равны нулю для всех остальных n-r 
значений i. В результате получим выражение 

QA=ERP, 

которое после выполнения в нем матричных операций преобра­
зуется к виду 

QAPт=R, 0.30) 

где R= н 12 ~ (R R 
O(n-r)Xr Oin-r)X(m-r) 

) . 
Изображая матрицу в виде прямоугольника соответствую­

щего размера, где его заштрихованная часть отражает ту об­
ласть матрицы, в которой ее элементы в общем случае не 
равны нулю, и разделяя подматрицы (блоки) утолщенными 
линиями, формулу ( 1.28) можно проиллюстрировать таким об­
разом, как показано на рис. 1, а. Для случая, когда m>n>r, 
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а 

~П-f')xr] [!п-r)x(m·ril 

6 А=АР 

[(m-r)xrl [lm-r)x(n-rj 

~"' 
~x{m-rJ t::т~ 

~~ 

~п-r )xr-] ~п-r}x(m-r~ ~п-r-)xr] ~п-r)x(m-r~ 

Рис. 1. Диаграммы ортогональных разложений матриц: 
а - ортогональное разложенне ( 1.28) матрицы А, для которой n>m>r; б - ортогоналLное 
разложение (1.28) матрицы А, для которой m>n>r; в - ортогональное разложение (1.31) 
матрицы А, для которой n>m>r; г- ортогональное разложение (1.32) матрицы А, для 
которой n>m>r 

схематичное изображение формулы ( 1.28) приведено на 
рис. 1, б. Выполнив в равенстве ( 1.24) операцию транспониро­
вания матриц, приходим к следующей формуле: 

РАтQт=Rт. (1.31) 

Эту формулу можно изобразить в виде, показанном на рис. 1, в. 
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Дальнейшее упрощение структуры матрицы R в формуле 
( 1.28) можно достигнуть за счет применения следующей тео­
ремы. 

Теорема 1.6. Пусть А - матрица размера [nXm] и ранга 
г, n>m>r. Найдутся такие ортогональные матрицы V размера 
[nXn] и W размера [mXm], что 

V Аwт = (; 11 ~ ) , ( 1. 32) 

где Т 11 - нижняя треугольная матрица размера [rXr]. 
Доказательство. Рассмотрим равенство (1.31), в ко­

тором в качестве матрицы Ат принимают матрицу R из выра­
жения ( 1.30). Тогда на основании теоремы 1.5 можно утверж­
дать, что найдется ортогональная (по строкам) матрица QRт, 
при которой 

RQTR=T. 
Исходя из матричного равенства, представленного на рис. 1, в, 
приведенное равенство принимает вид, изображенный на 
рис. 1, г. Причем матрица Т имеет такую же структуру, как и 
матрица, стоящая справа в равенстве ( 1.32). 

После умножения слева матричного равенства ( 1.30) на 
матрицу QRт получим доказываемое равенство 

VAWт=T, 

где матрица V=Q, а wт - ортогональная матрица, равная 
W=PтQRт· 

Заметим, что выбором V и W в уравнении (1.32) можно 
достигнуть, чтобы матрица Т11 была и верхней треугольной. 

Используя формулу ( 1.32), можно получить следующее раз­
ложение: 

А=Vттw, 0.33) 
которое будем называть ортогональным разложением мат­
рицы А. 

Рассмотрим систему векторов {х;} i=I+m• которая в общем 
случае может быть и линейно зависимой. Возникает задача ус­
тановления зависимости или независимости заданной системы 
векторов, с которой непосредственно связаны такие важные 
для вычислительной практики задачи, как нахождение ранга 
матрицы и ортогональных преобразований матриц (см. теоре­
му 1.4). При решении этих задач можно использовать функцию 

G(x1, х2, ••• , Xk) = 
(х1, х2) (х1, х;) 
(х2, х2) (х2, х;) 

(х;, х2) (х;, х1 ) .... 
(xk, х2) (xk, х;) 

~~~: ~:~ ) 
(Xi, Xk) ' 

(Xk, Xk) 

0.34) 
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получившую название определителя Грама. Матрица, состав­
ленная из скалярных произведений векторов системы {xi}i=l+k, 
называется матрицей Грама. 

Рассмотрим несколько свойств определителя Грама. 
С в ой ст в о 1. Определитель Грама не изменяется при пе­

ремене любых двух векторов в системе х1 , Х2, ... , Xk. Так, если 
в системе {х;} i=l+k поменять местами какие-либо два вектора 
Х; и Xj, то в определителе Грама поменяются местами i-й и j-й 
столбцы, а также i-я и j-я строки. При этом определитель Гра­
ма два раза сменит знак и в результате останется без изме­
нения. 

С в ой ст в о 2. Определитель Грама не изменяется от при­
бавления к любому вектору системы {xi}i=l+k какой-либо ли­
нейной комбинации остальных векторов. 

Для доказательства этого свойства достаточно разобрать 
случай, когда изменяется вектор х1 , так как остальные случаи, 
с учетом свойства 1, сводятся к данному. Рассмотрим в евкли­
довом пространстве систему векторов У1. Х2, ... , Xk, где у 1 = 

k 

=х1+~а;Х;. 
l=2 

Определитель Грама для этой системы примет вид 

G(y1, Х2, ... ' Xk) = 

'=det(~~~:t~~ ~~~:~~~ ~~~:~:~ )· 
(xk, У1) (Xk, Х2) (xk, Xk) 

Обозначим i-ю строку определителя G (у 1 , х2 , ... , xk) как ь, 
и преобразуем первую строку Ь1: 

k 

Ь1'=Ь1-~а;Ь;. 
i=2 

Так как данное преобразование линейное, то по свойству опре­
делителей имеем 

где 

} 
k k k 

Ь1' = ( (У1 - ~ а;Х1, У1), (у1 - ~ aiX;, Х2), ... , (у1 - ~ а;Х;, Yk) ). 
i=2 i=2 i=2 

Использовав свойства скалярных произведений и исходное пре­
k 

образование вектора у 1 =х1+ ~ а;х;, получим 
i=2 
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(Х1, Xz) 
(xz, Xz) 

(Xk, Х2) 

(х1, xk) ) 
(Xz, Xk) 

(Xk, Xk) 

Обозначим в этом определителе j-й столбец как Ci и преобра­
зуем первый столбец С 1 таким образом: 

k 

С1'=С1 -"2.aiCi. 
j=2 

Тогда по свойству определителей имеем 

G(yi, х2, ... , xk) = det СС1'С2 ... Ck). 

Если для определения компонент вектора С1 ' выполнить пре­
образования, аналогичные тем, что и для определения компо­
нент вектора •Ь1', то окончательно получим 

G(y1, Xz, •.. , Xk) = det (х1, Xz, ... , Xk). 

В тех случаях, когда векторы системы {х;} i=l+k принадлежат 
унитарному пространству, столбцы определителя Грама умно-

жаются на комплексные числа а-2, .. "ат. в остальном доказа­
тельство этого свойства остается без изменения. 

Теорема 1.7. Для определителя Грама: 
1. Выполняется неравенство 

k 

О~ G(x1 х2 ". xk) ~ П (xi, Xj). Cl.35) 
i=I 

2. Равенство нулю достигается тогда и только тогда, когда 
с.истема векторов {х;} i=l+k линейно зависимая. 

До к аз ат ель ст в о. Нетрудно заметить, что матрица Гра­
ма для системы {x;}i=t+k представляется как 

G=АтА, Cl.36) 

где матрица А= (х 1 , х2 , •• " Xk), х; - вектор-столбец, принадле­
жащий евклидову (или унитарному) пространству Хп. Предпо­
ложим, что система {х;} i=l+k состоит из линейно независимых 
векторов. Тогда Rg А =k. На основании теоремы 1.4 матрицу 
А можно представить в виде 

A=NDR, 

где R - верхняя треугольная матрица размера [kXk]. С уче­
том данной формулы и формулы (1.36) получаем для матри­
цы G выражение вида 
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Переходя теперь к вычислению определителя Грама, будем 
иметь 

det G=det (RтD2IO. 

Используя свойства определителя и тот факт, что R - тре­
угольная матрица с единичной диагональю, получаем 

det G = det2 R det D2 =det v2. ( 1.37) 

Таким образом, для системы {xi} i=l+k, состоящей из линейно 
независимых векторов, определитель Грама больше нуля, так 
как RgD=k. 

Предположим, что система {х;} i=I+k линейно зависимая. 
Тогда RgA=r<k и, исходя из теоремы 1.4, имеем detD=O, 
так как d;;=O при i= (r+1)7k. А следовательно, равен нулю 
и определитель Грама. 

Если задать теперь G (х 1 , х2 , ••• , Xk) =О, то из формулы ( 1.37) 
вытекает, что det D =О. Отсюда имеем: ранг диагональной мат­
рицы D равен r<k, а это равносильно тому, что система век­
торов {х;} i=l+k линейно зависимая. Тем самым доказано вто­
рое утверждение теоремы. 

Исходя из формулы ( 1.37), определитель Грама представ­
ляется в виде 

G(x1, Х2, ... ,xk) = 11у,11в2 11 У211в2 ... 11Yk11в2 , 0.38) 

где {у;} l=I+k - система ортогональных векторов, которые свя­
заны с векторами из системы {xi}i=l+k по формулам (1.12), а 
именно 

где 

j-1 

y;=Xj- ~ rY..iiYi, 
i=I 

Переходя к определению (Yi. у i) и используя свойство (у;, у i) = 
=0 при i=Fj, получим 

(у/, Yi) = (Xf, Yi) 

и после дальнейших преобразований 

/-1 
(yj, Yi) = (Xj, Xj) - ~ (Xj, у;) 2/(у;, у;). 

i=I 
(1.39) 

Таким образом, получили \\у1 11~\\х1 11. Отсюда с учетом (1.38) 
имеем 

k 

О~ G(x1, Х2, ••. ,xk) ~ П (х;, х;). 
i=I 

Следствие. Если каждый из векторов системы {xi}i=I+k 
ортогонален ко всем предшествующим векторам, то для опре-
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делителя Грама справедливо равенство 
k 

G(x1, х2, ... , xk) = П (xi, xi). 
i=I 

Справедливость этого утверждения вытекает из формулы 
( 1.39), в которой при заданных в следствии условиях (xi, у;)= 
=0, а значит и (Yi, Yi) = (xi, Xi). 

§ 1.5. ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Определение 1.12. Пусть L и L' - два линейных пространства 
над одним и тем же полем Р. Под отображением d простран­
ства L в пространство L' понимается правило, по которому 
каждому вектору х из L сопоставлен единственный вектор х' 
из L'. При этом вектор х' будем называть образом, а век­
тор х - прообразом вектора х'. 

Для записи отображения используют ряд обозначений, на­
пример d: L-+L' или х' =d (х), или х' =dx. Последняя за­
пись наиболее часто применяется в линейной алгебре для обо­
значения линейных отображений. 

Часто при отображении многомерного пространства в мно­
гомерное используется термин оператор, а при отображении 
многомерного пространства на числовое множество - термин 

функционал. 
Определение 1.13. Отображение d называется линейным, ес­

ли для любых векторов х и у из L и любого числа аЕР вы­
полняются условия: 

1) d(x+y)=dx+dy, 
0.40) 

2) d(rxx)=rxdx. 

Отметим, что операции сложения векторов и умножения на 
скаляр, стоящие в левых и правых частях условий ( 1.40), -
различные операции, одни из которых определены в простран­

стве L, а другие - в L'. 
Зададим в пространстве Ln базис {e;}i=I+n, а в пространст­

ве L' т - базис {d;};=t+m· Тогда если d - линейное отображе­
ние Ln-+L'm, то образ произвольного вектора х=х1е1+х2е2+ ... 
. . . +хпеп, принадлежащего Ln, примет вид 

d(x)=X1d(e1)+x2d(e2)+ ... +хпd(еп). 0.41) 

Исходя из определения линейного отображения, dei является 
вектором, принадлежащим L' т, а следовательно, в заданном 
базисе {d;}i=I+m он будет представлен через свои координаты 
a;i следующим образом: 

dei=aнd1 +a2id2+ ... +aiidi+ ... +amidm. 0.42) 
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Подставив (1.42) в формулу (1.41), в силу единственности 
разложения вектора по базису, получаем выражение для i-й 
координаты вектора d(x) в базисе {d;}i=I+m: 

п 

Yi= "2.aiixi для всех i= 1-:- т. 
/=1 

(1.43) 

Если из чисел а;; составить матрицу А, то равенства 
(1.43) могут быть записаны в матричной форме 

( 
У1 ) (а11а12 ... аи ... а1п ) (. Х1 ) 
У2 az1a22 ... az; ... аzп Х2 ... = ... ' 
Yt а;1а;2 ... а;; ... а;п Xj 

Ут ат1ап2 ... ап; ... атп Хп 

(1.44) 

в которой координатный столбец образа d (х) в базисе 
{d;}i=l+m пространства L' т выражен через произведение мат­
рицы А на координатный столбец прообраза х в базисе 
{e;}i=I+n пространства Ln. 

Матрица А, входящая в выражение ( 1.44), называется мат­
рицей линейного отображения d. Столбцами этой матрицы яв­
ляются координатные столбцы соответственно векторов de 1, 

de2, .. "den в базисе {q;}i=I+m· 
Таким образом, установлено, что каждому линейному ото­

бражению d : Ln-+L' т в заданных базисах для этих прост­
ранств соответствует определенная матрица размера [тХп]. 
Имеет место и обратное утверждение: каждая матрица А по­
рядка [mXn] может рассматриваться как матрица линейного 
отображения d линейного пространства Ln в L' т в некоторых 
базисах этих пространств. 

Определение 1.14. Пусть d - линейное отображение: Lп­
-+Lm. Тогда множество всех векторов х' из Lm вида х' =d (х), 
где xE.Ln, называется областью значений отображения d, 
а множество N всех х из Ln, таких, что dx=O, где О- нуле­
вой элемент пространства Lm, - ядром Ln. 

Область значений отображения d будем обозначать как 
dLn. Нетрудно видеть, что dLnsLm, а NsLn, т. е. dLn и N 
являются подпространствами пространств Lm и Ln. Ядро Ln 
будем обозначать символом ker d. 

Если ввести между линейными отображениями операции 
сложения, умножения на скаляр и умножения как соответству­

ющие операции между матрицами, а именно 

Cflx=dx+!Jdx, !!/)х= (ad)x, .;f{x=!JJ(dx), ( 1.45) 
то выполняются следующие свойства относительно этих опе­
раций. 

С в ой ст в о 1. Отображения Cfl, !!/), .;f{, являющиеся ре­
зультатами введенных выше операций над линейными отобра­
жениями, есть снова линейные отображения. 
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С в ой ст в о 2. Множества линейных отображений и матриц 
относительно операций сложений и умножения на число обра­
зуют линейные изоморфные пространства. 

Вследствие изоморфизма между пространствами линейных 
отображений и матрицами этих отображений с формальной 
точки зрения безразлично, осуществляются ли линейные опера­
ции и преобразования над отображениями или над матрицами 
этих отображений. В связи с этим символ dx можно понимать 
I<ак отображение вектора или как произведение матрицы на 
вектор-столбец. 

Таким образом, в дальнейшем не будем делать различия 
между операторными и матричными соотношениями и все но­

вые понятия и факты, имеющие место в отношении матриц 
(отображений), будем распространять и на отображения (мат­
рицы). 

Важным подклассом линейных отображений являются ли­
нейные преобразования. Линейное отображение будем назы­
вать линейным преобразованием, если пространства L и L' 
совпадают. 

На основании формулы ( 1.44) для линейного преобразова­
ния d при фиксированном базисе {е;} i=l+n пространства Rп 
имеем 

)(1} ( 1.46) 

где xi и у; - координаты векторов х и у, принадлежащих про­

странству Rn. Квадратную матрицу А= {a;i}, входящую в дан­
ное выражение, будем называть матрицей линейного преобра­
зования d. 

Рассмотрим, как изменяется матрица линейного отображе­
ния при замене базисов в пространствах Ln и L' m· 

Пусть в базисах {e;}i=l+n и {d;}i=l+m соответственно прост­
ранств Ln и L' т отображение d : Ln-+L' т определяется матри­
цей А, а в другой паре базисов {e/}i=l+n и {d/};=1+m это же 
отображение определяется матрицей А. Наша задача - найти 
взаимосвязь между матрицами А и .А. 

Произвольный вектор uE.Ln и его образ V =d (и) могут 
быть представлены в заданных базисах через свои координат­
ные столбцы. Обозначим координатные столбцы вектора и в 
базисах {e;}i=l+n и {е/};=1+п соответственно через х и х', а ко­
ординатные столбцы вектора V в базисах {d;}i=l+m и 
{d/} i=t+m - через у и у'. Тогда если переход от старого базиса 
к новому в пространстве Ln задан матрицей линейного преоб­
разования S, а в пространстве Lт-Т, то имеем 
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x=Sx', у=Ту'. 

Подставляя эти выражения в формулу у=Ах, которая опреде­
ляет в матричном виде линейное отображение d, после не­
сложных матричных преобразований получим 

y'=T-1ASx'. 0.47) 

Заметим, что для матриц Т и S всегда имеются обратные мат­
рицы в силу независимости координатных столбцов (строк) ба­
зисных векторов. 

Поскольку у' =Ах' по определению А, то окончательно по­
лучаем 

A=T-1AS. 0.48) 

В случае линейного преобразования матрицы Т и S совпа­
дают. В связи с этим формула ( 1.48) для линейных преобра­
зований приобретает вид 

0.49) 

Матрицы А и А, связанные этим преобразованием, называют­
ся подобными, само преобразование - преобразованием подо­
бия, а матрица Т- матрицей подобного преобразования. 

Отметим ряд свойств преобразования подобия. 
С в ой ст в о 1. Подобие матриц является отношением экви­

валентности. 

Действительно, если .А= т-1АТ, то А= Т .АТ-'-Ф=>-А =S-1AS, 
где S-1= Т. Следовательно, преобразования подобия симмет­
ричны. 

Далее, если подобны А и В, В и С, то подобны А и С. Это 
свойство транзитивности преобразования подобия. Предлагаем 
его проверить самостоятельно. 

И наконец, легко проверяется и свойство рефлексивности 
преобразования подобия, т. е. то, что матрица подобна самой 
себе. 

С в ой ст в о 2. Определители подобных матриц равны меж­
ду собой. Перейдем от равенства матриц (1.49) к равенству 
определителей 

det .А =det (Т- 1АТ). 

Отсюда после преобразования левой части получаем 

det .А= det А det ( т-1 ) det Т -Ф=>-
-Ф=>- detA det (Т-1 Т) -Ф=>- detA. 

Введем следующее понятие. Для квадратной 
рассмотрим сумму ее диагональных элементов, 

название следа матрицы и обозначенную tr А. 
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С в ой ст в о 3. Подобные матрицы имеют одинаковый след. 
Доказательство данного свойства вытекает из следующего со-
отношения: 

tr (АВ) = tr (БА). 0.50) 

В результате имеем цепочку эквивалентных преобразований 

tr .А= tr (Т- 1АТ) ~ tr .А= 
=tr (АТ-1 )Т ~ tr .А =tr АЕ, 

что и доказывает свойство 

tr.A=trA. 

Пусть задана квадратная матрица М. Определим много­
член от матрицы Р (М) как: 

Р(М) =a0Mk+a 1Mk-I + ... +ak-iM +akE, 0.51) 

где ai - элементы числового поля; Е - единичная матрица то­
го же размера, что матрица М. 

С в ой ст в о 4. Для многочленов от подобных матриц выпол­
няется равенство 

Р(Т-1МТ) = Т-1 Р(М)Т. ( 1.52) 

Доказательство этого равенства вытекает из следующих двух 
свойств: 

1) т-1А,т+т-1А2Т+ ... +т-1АрТ=Т-1 <А1+А2+ ... +Ар)Т, 
2) (T- 1AT)P=(T-IAT)(T-IAT)[(T-IAT)(T-1AТ) ... (Т-1АТ)] ~ 

р-2 

~ (T-IAТ)P=(T-IA2Т)(T-IAT)[(T-IAT)(T-1AT) ... (Т-1АТ)] ~ 

---р-3 
~ (Т- 1АТ)Р=(Т-1АРТ). 

Окончательный этап доказательства формулы ( 1.52) предла­
гаем выполнить читателю в порядке упражнения. 

Выше были введены понятия линейного отображения и ли­
нейного преобразования как некоторое обобщение понятия 
функции. Если теперь предположить, что в линейных простран­
ствах Х и У задана норма вектора, то можно рассматривать и 
такие свойства функции, как ее непрерывность и ограничен­
ность. 

Определение 1.15. Отображение d, действующее из прост­
ранства Х в У, называется непрерывным в хоЕХ, если из усло­
вия Xk-+Xo следует что dxk--r.s4x0 для любой последовательно­
сти {xk} из Х. 

Это определение непрерывности (по Гейне) эквивалентно 
следующему определению (по К.оши). Отображение .s4 непре-
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рывно в х0 , если для Vе>ОЗ:б>О такое, что из /lx-xoll <б =>­
=>- /ld(x)-d (xo) 11 <e. Если отображение d непрерывно для 
всех хЕХ, где х~х. то тогда говорят, что d непрерывно на Х. 
Для символической записи непрерывности отображения d в хо 
будем использовать обозначение dx-+-dx0 при х-+-хо. 

о непрерывности линейного отображения на х~х. в кото­
ром оно определено, можно судить по непрерывности его в ну­

ле пространства Х. Для доказательства этого утверждения 
воспользуемся равенством dx-dx0 =d (х-ха). Отсюда при 
x-+-xo-<=>z= (х-хо)-+-0, а следовательно, из условия непрерыв­
ности d в нуле dz-+-0, но тогда dx-dx0-+-0, что и требова­
лось доказать. 

Теорема 1.8. Линейное отображение, действующее в конеч­
номерных пространствах, является непрерывным. 

До к аз ат ель ст в о. Разложим вектор х0ЕХ и вектор 
XkEX из последовательности {xk} по базису {e;}i=l+n простран­
ства Х. Тогда 

п п 

Хо=~ Si0ei и Xk= ~ Sk.ei. 
i= 1 i=I L 

Найдем линейное отображение этих векторов 
п п 

dxo= ~s;0dei и dxk= ~Sk.dei. 
f=I i=I i 

Предполагая, что Xk-+-x0 , и используя определение координат-
k--+оо 

ной сходимости последовательности векторов, имеем Ski-+-so 
для всех i= I+n. Отсюда следует сходимость dxk-+-dxo как 

k--+oo 

координатная, так и по норме в пространстве У. 
Из доказанной теоремы следует непрерывность нормы век­

тора от координат вектора. Так, рассматривая норму вектора 
как отображение п-мерного пространства в одномерное R1, не­
трудно доказать, что это отображение есть линейный функцио­
нал. Следовательно, из предыдущей теоремы имеем 

или 

Xk - Хо =>- 11 Xk 11 - 11 Хо 11 
k400 k-.+XJ 

для xk=(sk1Sk2···Ski···Skn), 

xo(s1°s2° ... sп0 ) и всех i= 1 + п: 
Sk; - s;0 =>- 11Xk11- llx0 11. 

k-.+co k-.+oo 

( 1.53) 

Определение 1.16. Отображение d из Х в У называется 
ограниченным, если существует такая числовая константа k>O, 
что для VxEX: 
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11 dx /l~k 11 х /1. Cl.54) 

Теорема 1.9. Для того чтобы линейное отображение было 
ограниченным, необходимо и достаточно, чтобы оно было не­
прерывным. 

До к аз ат е n ь ст в о до ст ат очно ст и. Пусть d опре­
делено и непрерывно в Xs;:X. Тогда из определения непрерыв­
ности d в нуле Х (по· Коши) имеем: для фиксированного чис­
ла е0>0 найдется такое числовое значение б0>0, что для всех 
z=;f:O, zEX и удовлетворяющих условию llzll <бо будет выпол­
няться неравенство 11.stzll <во. Возьмем в качестве таких век­
торов 

z=хбо/п 11х11. 

где хЕХ и n> 1. 
Тогда для VxEX будет выполняться условие llzll <бо, а следо­
вательно 

11.s;txll ~~llxll. 
бо 

До к аз ат ель ст в о необходим о ст и. Пусть d огра­
ничено. Тогда выполняется неравенство (1.54). Отсюда если 
х-+0, то и dx-+0, т. е. d непрерывно в нуле, а следовательно, 
и в Х, на котором d определено. 

Из доказанной теоремы, в частности, следует, что любое 
линейное отображение, действующее в конечномерных прост­
ранствах, ограничено. Это утверждение сразу становится оче­
видным после применения теоремы (1.8), а затем теоремы 
( 1.9). 

Теорема 1.10. Любые две нормы в конечномерных линейных 
пространствах эквивалентны. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть в пространстве Х определены 
нормы <р 1 (х) и <р2 (х) для хЕХ. Тогда, в силу непрерывности 
отображения qJ 1, действующего из Х в R1, найдется такое чис­
ло т1>О. что 

<р1(х) ~ m1<p2(x), 

аналогично для ср2 найдется такое число m= 1/т2 >0, что 
1 

<р2(х) ~- <р1(х). 
m2 

Исходя из обоих неравенств, получаем 

m2<p1(x) ~ <р1 ~ m1<p2(x), 

что и требовалось доказать. 
Таким образом, все три ранее введенные векторные нормы 

1*l1, 1*1 Е, 1*1 с являются попарно эквивалентными в п-мерном 
линейном пространстве. 
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§ 1.6. СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ 

В различных приложениях математики, а также в численных 
методах широко используются понятия собственных значений 
и собственных векторов. Напомним основные сведения о них. 

Пусть в пространстве L действует линейное преобразова­
ние d. Тогда может оказаться, что в результате данного пре­
образования образ некоторого ненулевого вектора xEL явля­
ется коллинеарным прообразу х, что можно записать как 

0.55) 

где Л называется собственным значением, а ненулевой вектор 
х" - собственным вектором линейного преобразования .s4 (или 
матрицы А), соответствующим собственному значению Л. 

Заметим, что если х, - собственный вектор, то любой кол­
линеарный вектор ах" при a::FO будет также собственным век­
тором, соответствующим собственному значению Л. Множество 
х" всех собственных векторов, соответствующих собственному 
значению Л, с присоединенным к нему нулевым вектором того 

же пространства L образует подпространство, которое получи­
ло название собственного подпространства преобразования .s4. 
Понятия собственного подпространства и собственного подпро­
странства линейного преобразования не тождественны. Так, ес­
ли рассмотреть тождественное преобразование Е в простран­
стве L, то это преобразование имеет только одно собственное 
значение, равное 1, а собственное подпространство преобразо­
вания Е совпадает с пространством L. Тогда как собственное 
подпространство пространства L, как следует из определения, 
не должно совпадать с пространством L. Уравнение ( 1.55) мо­
жет быть переписано в виде 

(ЛЕ-А)х"=0. 

При решении этого уравнения относительно х" получаем, что 
ненулевое решение его возможно только в случае, когда 

det (ЛЕ -А)= О. О .56) 

Если раскрыть определитель f (Л) = det (ЛЕ-А), то получим 
многочлен относительно Л, степень которого соответствует раз­
мерности пространства L: 

НЛ)=ао+а1Л+ ... +а;Л/+." +ап-1л.п-1 +апt..n. 0.57) 

Многочлен f (Л) получил название характеристического много­
члена линейного преобразования (матрицы). Коэффициенты а; 
этого многочлена вычисляют по элементам матрицы А, а пото­
му они принадлежат полю Р, над которым задано линейное 
пространство L. Таким образом, для того чтобы число Л из по­
ля Р было собственным значением преобразования d, необхо-
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димо и достаточно, чтобы оно было корнем характеристическо­
го многочлена f (А,) т. е. f (А,) =0. Уравнение f(Л,) =0 называется 
характеристическим уравнением. 

Как следует из свойств многочленов, его корни могут не 
принадлежать тому полю, в котором заданы коэффициенты 
многочлена. Отсюда, в частности, следует, что не всякое линей­
ное преобразование имеет хотя бы один собственный вектор. 
Так, если линейное пространство L задано над полем вещест­
венных чисел, а все значения А, принадлежат полю комплекс­
ных чисел, то в этом случае образ и прообраз такого линейно­
го преобразования d не будут коллинеарными, а следователь­
но, преобразование d не будет иметь ни одного собственного 
вектора. В качестве геометрического примера рассмотрим вра­
щение векторов в шюскости вокруг начала координат на фик­
сированный угол О<а< 180°. Ясно, что при выполнении ука­
занной операции никакой вектор не станет коллинеарным са­
мому себе. 

Для исключения случаев, приведенных в предыдущем при­
мере, будем считать, что коэффициенты ai для любого харак­
теристического многочлена f (А,) задаются в том же поле, что 
и корни этого многочлена. Многоч.пены, удовлетворяющие это­
му условию, называются алгебраически замкнутыми. В частно­
сти отметим, что поле комплексных чисел замкнуто, а поля 

действительных и рациональных чисел не замкнуты. 
В результате такого подхода отметим, что линейное преоб­

разование, действующее в пространстве, заданном над алгеб­
раически замкнутым полем, имеет хотя бы один собственный 
вектор. В дальнейшем будем считать, что линейное преобразо­
вание задано в комплексном пространстве Сп. 

Приведем ряд свойств для собственных значений. 
С в ой ст в о 1. Всякая матрица линейного преобразования, 

заданного в пространстве Сп, имеет ровно п собственных зна­
чений с учетом их кратности. 

Доказательство этого свойства следует из того, что число 
корней алгебраически замкнутого многочлена равно его сте­
пени. 

С в о й ст в о 2. Если у матрицы А собственное значение ').., 
является комплексным числом кратности k, то и комплексно 

сопряженное число 1: будет собственным значением матрицы А 
с той же кратностью. 

Обоснование этого свойства предлагаем выполнить само­
стоятельно. 

С в ой ст в о 3. Подобные матрицы имеют одинаковые соб­
ственные значения. 

Рассмотрим два характеристических многочлена det(Л,E-A) 
и det(Л,E-B), где В= т-1АТ. Так как матрица подобного пре­
образования Т невырожденная, то 
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Ах=Лх-<=> Т- 1АТ(Т- 1х) =Л(Т- 1х)-<=> Ву=Лу. 

Таким образом, матрицы А и В имеют одинаковые собствен­
ные значения Л. Отсюда также следует, что 

det (ЛЕ-А) =det (ЛЕ-В). 
С в ой ст в о 4. Если Л; - собственное значение матрицы А 

размера [nXn] и Р(х) - скалярный многочлен, то Р(Л;) бу­
дет собственным значением многочлена от матрицы Р (А) для 
всех i = 1-;-п. 
Д о к а з а т ел ь с тв о. Если Л; - собственное значение А, 

то имеем 

Ax;=ЛiXi. 

Умножим обе части этого уравнения на матрицу А, тогда 

A2xi=ЛiAXi-<=> A2xi=Лi2X;. 

Выполнив аналогичные преобразования k раз, получим 
(1.58) 

где Z+ - множество целых положительных чисел. 
Пусть многочлен от матрицы Р(А) определен следующим 

образом: 

P(A)=a0An+a1An-i+ ... +ап-1А+апЕ, 

тогда для любого вектора-столбца xERn, а следовательно, и 
для Xi можно записать 

P(A)x;=a0Anx;+a1An-1x;+ ... +ап-1Ахi+апХ;. 

Подставляя в данное выражение вместо Akxi значения из фор­
мулы (1.58), получим для Vi= 1-;-n 

Р(А)х;=(аоЛ;п+а1Л;п- 1 + ... +ап-1Л;+ап)Х; 

или 

(1.59) 

что и служит доказательством свойства 4. 
Из свойства 4 достаточно просто получить известную тео­

рему Гамильтона - Кэли, которую можно сформулировать сле­
дующим образом. 

Теорема 1.11. Если f (Л) - характеристический многочлен 
матрицы А, то многочлен от матрицы f(A) =0. 

Действительно, из выражения ( 1.59) имеем 
f(A)x; = f(Л;)Х; для i = 1 -;- п. 

Так как Л; - корень характеристического многочлена f (Л), то 
f (Л;) =О, а следовательно, и f (А) =О с учетом того, что Xi9'=0 
как собственный вектор А. 
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В качестве примера найдем характеристический многочлен 
матрицы А с использованием теоремы Гамильтона - Кэли. 
Пусть 

(
-1 

А= ~ 
1 
1 
1 

Тогда из теоремы 1.11 имеем f(A) =0, т. е. 

А3+ а 1А2 +а2А 1 +аз= О. 

Умножив это равенство на произвольный вектор-столбец Ь0::;С=О, 
получаем систему линейных уравнений относительно коэффи­
циентов характеристического многочлена матрицы А 

(Ь2Ь1Ьо)а=- Ьз, 

где 

l;k=Akb0 для k= 1+3, а=(а1а2аз)т. 

Для сокращения арифметических операций компоненты векто­
ра bk будем вычислять по формуле 

ok=Abk-1 при Dk :;С= abk-1, 

а в качестве Ь0 возьмем вектор Ь0 = ( lОО)т. В результате полу­
чаем систему 

( 3 -1 1 ) (а 1 ) ( 1 ) 
~ ~ ~ :: = - : • 

решением которой являются значения а 1 =-1, а2 =-3, а3 =-1. 
Данный способ получения характеристического многочлена 

легко распространяется и для матриц размера [nXn]. При 
'1том число операций умножения, необходимое для реализации 
'1того способа с применением метода Гаусса для решения 
СЛАУ можно оценить по формуле Nумн""4/3 n3 для п> 10. 

Теорема 1.12. Пусть S, - сумма всех главных миноров по­
рядка r матрицы А размера [nXn], где 1=::;;;r=::;;;n. Тогда 

f(Л)=Лп-S1л.п- 1 +S2'-.п-2 + ... +(-l)nSn. 0.60) 

Прежде чем переходить к доказательству этой теоремы, на­
помним определение главного минора. Минором матрицы А 
называют определитель матрицы, полученной из элементов G;k ik 

матрицы А, стоящих на пересечении ее i1, i2, .. " ip строк и j1, 
i 2 , ••• , jp столбцов, где 1:::;;;р=::;;;п. Когда ik=jk для всех k= 1+р, 
миноры называются главными для матрицы А. 
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Теперь рассмотрим частный случай, когда А имеет размер 
[2Х2]. Тогда 

f 2(Л) = det (А -ЛЕ) = 1 ан-Л а12 1 · 
а21 а22-Л 

Воспользуемся свойством определителя 

det (ii1 ... (а1<+Ь1<) ... ап) = 
= det (а1 ... ak ... iiп) + det (а1 ... bk ... iiп) 

для раскрытия выражения f2(Л): 

a12 l+I"' О,_, а11 01 
а22 О Л а21 Л 

или 

{2(Л) =det А- (а11 +а22)Л+л2 • 

Аналогичные преобразования, исходя из свойства 4 для соб­
ственных значений характеристического многочлена, можно 
выполнить и в общем случае, когда А имеет размер [nXn]. 
В результате характеристический многочлен f (Л) можно пред­
ставить в виде, включающем сумму 2п определителей п по­
рядка: 

(-1)nf(Л)=Ьо+Ь1Л+Ь2Л2 + ... +ЬkЛk+ ... +Ьп-1лп- 1 +ЬпЛп, 

где коэффициенты bk определяются по формулам 

Ьо= det А, 0 .61) 
n-k+I n-k+s п 

bk=(-1)k~ ... ~ ... ~det(a1 ... ёit···ai-1Ci/ii5+1 ·· .ёik···iiп). 
i1=I . . s 

fs= fs-1+1 /k= lk-1+1 

Вектор ёis является единичным вектором, у которого j.-компо­

нента (координата) равна 1. Исследование приведенного выра­
жения показывает, что число определителей, входящих в фор-

мулу для вычисления bk, равно <Z ). При этом каждый из 

этих определителей равен определителю, получающемуся из 
исходной матрицы путем вычеркивания всех имеющихся в ней 
единичных столбцов и строк с номерами, соответствующими 
номерам единичных столбцов. Полученный таким образом оп­
ределитель, согласно данному выше определению, является 

главным минором. Отсюда имеем 

bk= (-l)kSп-k 

и 
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+ (-l)kSn-kЛk+ ... + (-l)nSoЛn. 
После умножения обеих частей этого равенства на (-l)n, по­
лучаем окончательное выражение (1.61), так как S 0 =E и Sn= 
=detA. 

В дополнение к приведенным выше четырем свойствам для 
собственных значений из доказанной теоремы можно получить 
еще ряд свойств для Л. 

С в ой ст в о 5. Сумма всех собственных значений матрицы А 
с учетом их кратности равна следу этой матрицы. 

Для доказательства данного свойства воспользуемся фор­
мулой Вьета, устанавливающей связь между коэффициентом 
йп-1 и корнями характеристического многочлена Ai, т. е. 

Un-1 =-(Л1 +Л2+ ... +Лп). 

С другой стороны, из формулы ( 1.60) 

Un-1 =-Sп-1 =- (а11 +а22+ ... +апп). 

Таким образом, имеем 

п 

~Л;=tr А. 
i~l 

( 1.62) 

С в ой ст в о 6. Произведение всех собственных значений 
матрицы с учетом их кратности равно определителю этой мат­
рицы. 

Из формулы Вьета для коэффициента характеристического 
многочлена а0 можно написать 

ао= (-1)nЛ1Л2 ... Лп. 

Этот же коэффициент из выражения (1.61) представим в виде 

ао= (-l)nSn= (-l)n det А. 

В результате получаем 

п 

ПЛ;=dеtА. ( 1.63) 
i=I 

С в ой ст в о 7. Матрица А размера {nXn] и ранга Rg А= 
= n-r имеет собственное значение Л=О кратности k";;::::r. 

Доказательство. Если матрица А ранга RgA=n-r, 
то, как следует из определения ранга матрицы, наивысший по­
рядок минора, отличного от нуля, равен n-r. Отметим, что та­
ким минором не обязательно будет главный, а следовательно, 
все миноры матрицы А порядка выше n-r равны нулю. Отсю­
да для характеристического многочлена f (Л), представленного 
по формуле ( 1.60), имеем 

Sn-r+l = ... =Sn-l =Sn=O 
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и характеристическое уравнение запишется в виде 

лп-S1лп-1+ ... +(-1)n-rSп-г'Л'=0. 

Таким образом, если в написанном выше уравнении Sп-r=;i=O, 
то нуль будет корнем этого уравнения кратности k =r. Если же 
Sп-r=Sп-r-i= ... =Sп-r-t=O, где O~t~n-r-1, то нуль будет 
корнем характеристического уравнения кратности k =r+t+ 1 > r. 

Приведем пример, когда ранг матрицы меньше кратности 
ее собственного значения, равного нулю. Пусть задана матрица 

-1 
-1 

о 

Для нее Rg А =2, а det(ЛE-A) =Л3 , так что r= 1 и матрица А 
имеет нуль собственным значением кратности k = 3. 

Свойство 7 лежит в основе доказательства следующей тео­
ремы. 

Теорема 1.13. Если матрица ('Лi Е-А) имеет ранг Rg А= 
=n-r, то корень характеристического многочлена det(Л; Е-А) 
будет иметь кратность k?:;r. 
До к аз ат ель ст в о. Рассмотрим характеристический мно­

гочлен матрицы В ='Л; Е-А. Если µ - собственное значение 
матрицы В, то по свойству 7 и условию теоремы имеем µ"=О, 
где k?:;r. Запишем характеристический многочлен матрицы В 
в виде 

det (µE-B)=det [('Лi-µ)E-AJ. 

Отсюда получаем Л='Л;-µ. Следовательно, Л примет значение 
'Л; столько раз, сколько раз µ будет равно нулю, т. е. кратность 
'Лi будет равна k?:;r. 

Теорема 1.14. Собственные векторы линейного преобразова­
ния (матрицы), соответствующие различным его (ее) собст­
венным значениям, линейно независимы. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть Л1, Л2 , ..• , 'Лi - различные соб­

ственные значения линейного преобразования .s4, а х1 , х2 , ... , 

.. " xi - соответствующие им собственные векторы. Так как по 
определению собственные векторы ненулевые, то при i = l тео­
рема верна. Докажем, что теорема верна и при i=2. Для это­
го нужно проверить, при каких значениях а1 и а2 удовлетво­

ряется равенство а 1х 1 +а2х2 =0. Нетрудно заметить, что оно 
удовлетворяется только при значениях а1 =а2=О, так как в 
противном случае векторы х 1 и х2 коллинеарны, а следователь­

но, не могут соответствовать двум различным собственным 
значениям. 

Предположим, что теорема верна и для случая j=m-1, 
т. е. векторы Х1, х2, ... , Хт-1 линейно независимы. Тогда, еле-
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дуя принципу индукции, остается показать, что теорема верна 

и при j=m. Допустим, что это не так, т. е. найдутся такие чис­
ла а1, а2, ... , ат, одновременно не равные нулю, для которых 
выполняется равенство 

а1х1+а2х2+ ... +атХт=О. 0.64) 

Так как нумерация собственных значений может быть выбрана 
произвольно, то можно считать, что a1=FO. Применяя преобра­
зование d к (1.64), имеем 

а1Л.1Х1 +а2Л.2х2+ •.. +атЛ.тХт=О. 

После умножения (1.64) на Л.т и вычитания полученного ре­
зультата из предыдущего равенства находим 

а1(Л.1 -Л.т)Х1 +а2(Л.2-Лт)Х2+ ... +ат-1(1т-1 -Лт}Хm-1 =0. 

Из этого равенства и индуктивного предположения о независи­
мости системы векторов {xi}i=l+(m-t» в частности, вытекает, 
что а1 (Л1-Лm) =0, что противоречит условию Л1=FЛm и a1=FO. 
Следовательно, система векторов х1, х2, ... , Хт линейно незави­
сима. 

Определение 1.17. Линейное преобразование (матрица), 
действующее в п-мерном линейном пространстве, называется 
преобразованием (матрицей) простой структуры, если оно име­
ет п линейно независимых собственных векторов. 

Преобразования простой структуры обладают весьма важ­
ным для приложений свойством. Только эти преобразования в 
некотором базисе имеют диагональные матрицы. Возьмем в 
качестве базиса пространства Rп собственные векторы х1 , х2, •. " 

.•• , Хп и построим матрицу А для преобразования d в этом 
базисе. Как следует из ( 1.44), элементами столбцов матрицы А 
являются координаты образов векторов базиса, т. е. {Axi} i=l+n· 
Но, с другой стороны, Axi=ЛiXi. Поэтому матрица АА преоб­
разования d в базисе {xi} i=l+n примет следующий вид: 

о 

Предположим теперь, что диагональная матрица АА являет­
ся матрицей линейного преобразования .st в каком-то базисе 
{x;}i=l+n• тогда векторы этого базиса являются собственными 
векторами .st, соответствующими собственным значениям 
{Л;} i=l+n, среди которых могут быть и кратные. Следовательно, 
только линейным преобразованиям простой структуры могут 
соответствовать диагональные матрицы. При этом базисом ли-
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нейного пространства, в котором действует линейное преобра­
зование, являются лишь его собственные векторы. 

Из приведенных рассуждений следует, что для матрицы А 
линейного преобразования простой структуры всегда найдет­
ся такая матрица S подобного преобразования, с помощью ко­
торой можно получить диагональную матрицу А", подобную А, 
т. е. 

Диагональными элементами матрицы Ал будут собственные 
значения матрицы А. Таким образом, необходимым и достаточ­
ным условием представления матрицы в диагональном виде 

является наличие у нее полной системы собственных векторов. 
Из теоремы следует, что данное условие всегда выполнимо, ес­
ли матрица простой структуры. В том случае, когда среди соб­
ственных значений матрицы А размера [nXn] имеются крат­
ные, в линейном п-мерном пространстве не всегда возможно 
построить базис из собственных векторов матрицы А. Так, ес­
ли сумма размерностей всех собственных подпространств 
линейного преобразования d будет меньше размерности про­
странства Ln, в котором действует данное преобразование, то 
тогда из всей совокупности собственных векторов преобразо­
вания d нельзя построить базис пространства Ln. 

В качестве примера рассмотрим блочно-диагональную мат­
рицу 1 размера [ nXn]: 

lmi<'"1) О О О 
О /m2(Л2) О О 

о 

о 

о 

о 

f mk-i {l"h-1) О 
О lmk(Л.k) 

где матрицы lmt (Л;), являющиеся блоками матрицы 

[m;Xm;], имеют следующий вид: 
Л; 1 о о о 

о Л; 1 о о 

lm.(Л.i) = 
1 

о о о лi 
о о о о л.i 

(1.65) 

1 размера 

(1.66) 

Матрица lmi (Л;) получила название жордановой клетки по­

рядка m;, а матрица 1 - жордановой формы. Нетрудно убе­
диться, что для V;= 1-7-mk каждая жорданова клетка lmi (Л;) 
соответствует одному собственному значению Л; кратности m;. 
При этом собственное подпространство Хч матрицы 1 будет 

42 



одномерным с множеством векторов х; = (О ... О а О ... ) т, у ко­
торых i-компонента равна произвольному числа а, отличному 

k 

от нуля. Так как k~m1+m2+ ... +mk= ~ m;=п, то в случае, 
i=I 

когда хотя бы одна из клеток lm; (Л;), входящая в (1.65), име-
ет размер больше двух, т. е. Зi, для которого m;~2, имеем 
строгое неравенство k<п. Следовательно, невозможно в прост­
ранстве Ln построить базис лишь из собственных векторов мат­
рицы 1. В тех случаях, когда для Vi имеем m;= 1, матрица / 
приобретает форму обычной диагональной матрицы. 

В ряде приложений и численных методах часто использует­
ся такое утверждение: для всякого линейного преобразования, 
действующего в комплексном пространстве, найдется базис, 
при котором матрица этого преобразования принимает жорда­
нову форму ( 1.65). Доказательство его можно найти, например, 
в [1]. Из данного утверждения следует, что любая квадратная 
матрица с элементами из поля комплексных чисел может быть 
приведена подобным преобразованием к жордановой форме /, 
т. е. всегда найдется матрица S размера [пХп], что будет вы­
полняться равенство 

S-1AS=l или A=S/S-1• 0.67) 

Заметим, что равенства (1.67) и (1.65) будут сохраняться для 
матрицы с вещественными элементами только в тех случаях, 

если все ее ненулевые собственные значения являются веще­
ственными и их общее число с учетом их кратности равно ран­
гу матрицы. 

§ 1.7. СОПРЯЖЕННЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Определение 1.18. Пусть заданы унитарные пространства Х 
и У и линейное отображение (оператор) d: х~У. Рассмотрим 
отображение d*: У~х. при котором для любых хЕХ и уЕУ 
выполняется равенство 

(dX, у)=(Х, .stJ*y). 0.68) 

Тогда d* называется сопряженным отображением (операто­
ром) по отношению к отображению (оператору) d. 

Так как между линейными отображениями и прямоуголь­
ными матрицами устанавливается взаимно однозначное соот­

ветствие при любых фиксированных базисах, то равенство 
( 1.68) можно представить в матричной форме 

(Ах, у)=(х, А*у), 0.69) 

где А и А* - матрицы соответственно отображений d и d* в 
каких-то фиксированных базисах {е;} i=l+m пространства Х и 
{q;};=i+n пространства У. 
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Пусть в евклидовых пространствах Х и У заданы соответ­

ствующие им ортонормированные базисы {ei}i=I+m и 
{qi}i=I+n· Если А - матрица отображения .s4 в этих базисах, 
то в результате проверки можно установить равенство 

с4.Х, у>= <х, А;у>, (1.70) 

где Ат - матрица, транспонированная к матрице А. Предлага­
ем эту проверку выполнить самостоятельно. Так как для каж­
дой матрицы имеется только одна, транспонированная к ней, 
то из равенства ( 1.70) следует, что в ортонормированных ба­
зисах для любого линейного отображения .s4 существует соп­
ряженное отображение d*, и притом только одно. Данный вы­
вод можно получить и для произвольных базисов, заданных в 
пространстве Х и У. 

Теорема 1.15. При произвольно заданных базисах в евкли­
довых пространствах Х и У между матрицей отображения .s4 
и матрицей сопряженного отображения d* устанавливается 
взаимно однозначная зависимость 

0.71) 

в которой Ат - матрица, транспонированная к А, а Ge и Gq -
матрицы Грама: первая составлена для системы базисных век­
торов пространства Х, а вторая - для системы базисных век­
торов пространства У. 
До к аз ат ель ст в о. Рассмотрим скалярное произведение 

(и, у), определенное в евклидовом пространстве У, где вектор 
UE У является образом отображения dx. Если в евклидовом 
пространстве У задан базис {q;}i=l+n• то векторы и, у и скаляр­
ное произведение записывают в виде 

или 

n п 

U= "J:.UiQi, у= "J:.yjqj, 
i=l i=I 

п 

(и, у)= "2. [ (q1, qk)u1 + (qz, qk)иz+ ... + (qп, qk)Uп ]yk 
k=I 

п 

(и, у)= "2. [ (qk, q1)Y1+(qk, qz)Yz+ ... +(qk, Qп)Yп]Uk. 
k~I 

0.72) 

С учетом того, что для евклидовых пространств (qi, qi) = (qiqi), 
формулы ( 1.72) можно представить как 

(и, у)= (Gqu, у)= (и, Gqy). 0.73) 

В этой формуле Gq - матрица Грама для системы базисных 
векторов {qi}i=t+n пространства У. Из аналогичных рассуждений 
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для скалярного произведения (х, v), определенного в евклидо­
вом пространстве Х, в котором задан базис {e;}i=l+m• где век­
тор v является образом отображения .s4*y, получим 

(х, v) = (ОеХе, Ve) =(Хе, GeVe). 

Выполним теперь в пространстве Х переход от базиса 
{e;};=i+m к ортонормированному базису {е;};=1+т, а в простран­
стве У - от базиса {q;};=i+n к ортонормированному базису 

{q;};=1+n· Тогда если за Р1 обозначить матрицу подобного пре­
образования при переход~ в Х от базиса {e;}i=l+m к {е;};=1+т, 
а за Р2 - матрицу подобного преобразования при переходе в У 

от базиса {i}i=l+m к {q;}i=t+m• то, исходя из формулы (1.48), 
получим взаимосвязь между матрицей А отображения .s4 в за­
данных базисах {e;};=t+m и {q;};=i+n и матрицей того же отобра-
жения, но в ортонормированных базисах {е;};=1+т и {q;} i=I+n: 

А =Р2- 1 АР1, U=P2-1AP1X. 0.74) 

В результате при вычислении скалярного произведения векторов 
в пространстве У с заданным ортонормированным базисом 
{e;};=i+m из формулы ( 1.73) получаем 

(и, у)= (P2u, GqP2y). 

Используя преобразования (1.74), эту формулу запишем в виде 

(и, у)= (АР1х, GqP2y). 

Применив формулу ( 1. 71) к приведенному выше выражению, 
получаем 

( 1. 75) 

Из тех же соображений для вычисления скалярного произве­
дения векторов х и v в базисе {e;};=t+m пространства Х получаем 
следующее выражение: 

(х, v)=(x, Р1тОеА*Р2у). 

Так как в силу определения сопряженного отображения (и, у)= 
= (х, v), то 

В связи с тем что это равенство должно выполняться для лю­
бых х и у, имеем 

Р1 тАтОqР~ = Р1 тоеА *Pz. 

Отсюда окончательно получаем равенство (1.71), т. е. 

Ge-IAтGq=A*. 

45 



Доказанную теорему можно распространить и на случай 
унитарных пространств Х и У. В этом случае для произвольных 
базисов в Х и У формула ( 1.71) принимает вид 

(1.76) 

где черта над матрицей указывает на комплексное сопряжение 
между соответствующими элементами матрицы с чертой и без 

черты. Ес~и базисы ортонормированные, то А*= (А)т= (Ат), 

т. е. а* ii = aii для всех i и j. 
Исходя из формулы ( 1. 76) и учитывая, что между линейным 

оператором (отображением) и его матрицей устанавливается 
взаимно однозначное соответствие в фиксированном базисе, не­
трудно получить следующие соотношения для сопряженных опе­

раторов: 

(.s4+B)*=.s4*+B*, (a.s4)*=a.s4*, (.s4B)*=B*.s4*, 
( 1. 77) 

(.54*)* =.54, (.54*)-1 = (,s4-l )*. 

В порядке упражнения предлагается доказательство приве­
денных соотношений выполнить самостоятельно. 

Аналогично сопряженному отображению можно ввести по­
нятие сопряженного преобразования в линейном унитарном про­
странстве Х. 

Определение 1.19. Если в унитарном пространстве Х задано 
линейное преобразование dx= у и для любых х, у из этого про­
странства выполняется равенство 

(dx, у)= (х, d*y), 0.78) 

то линейное преобразование .54* называется сопряженным по 
отношению к преобразованию .54. 

Для матрицы сопряженного преобразования .54* в произ­
вольно заданном базисе пространства Х формула ( 1.76) прини­
мает вид 

A*=Ge-l(A)тGe, 

а при задании ортонормированного базиса в Х получаем 

А*=(А)т. 

(1.79) 

Теорема 1.16. Если в базисе {q;};=i+n евклидова простран­
ства Х линейное преобразование имеет матрицу Bq, то сопря­
женное ему преобразование в другом базисе {e;}i=I+n имеет мат­
рицу 

Ве* =P-1 Gq- 1 BqтGqP, 

где Р - матрица подобного преобразования. 
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Доказательство. На основании формулы (1.79) мат­
рица сопряженного преобразования в базисе {q;};=1+n примет 
вид 

Bq* = Gq- 1BqтGq. 

При переходе от базиса {q;};=i+n к базису {e;};=I+n воспользуем­
ся преобразованием подобия. Тогда приведенная выше формула 
преобразуется следующим образом: 

Ве * = (P- 1Gq-I Р)(Р- 1 Вqтр)(р- 1 GqP). 

Здесь Р - матрица подобного преобразования Uq=Pue, где 
Иq, UeEX. И после несложных преобразований получаем фор­
мулу (1.80). 

Определение 1.20. Базис {е;};=1+п унитарного пространства 
называется двойственным по отношению к базису {q;};=1+n того 
же пространства, если 

(q; eq)={Oпpи~=l=J. 
' 1 lприt=/, 

где eiq - вектор ei, разложенный по базису {q;};=i+n· 
Взаимно двойственные базисы называются биортонорлtuро­

ванными. 

Найдем матрицу перехода Р от базиса {q;};=i+n к двойствен­
ному базису {e;};=i+n· Обозначив элементы этой матрицы как 
р;1 для i, j = 1 +п, поJ1учаем выражение для вектора е1 через его 
координаты в базисе {q;};=i+n: 

e1q= (PuP~i ... Рп1). 

При этом скалярное произведение (q;, e1q) будет равно 

(q;, e1q) = (q;q1)Pu+ (q;q2)P21+ ... 

· · · + (q;qk)Pki+ · · · + (q;qп)Pni· 
Рассматривая множество всевозможных скалярных произведе­
ний данного вида для i, j= I+n, замечаем, что его можно 
описать как 

с 
С12 '·" ) С" q,) 

(q1, q2) (q" q") ) 
С21 С22 С2п (q2, ql) (q2, q.,.) (q2, qп) 

х 

Сп1 Сп2 Спп (qп, q1) (qп, q2) (qп, qп) 

с 
Р12 р,") 

Р21 Р22 Р2п 
х ' 

Рп1 Рп2 Рпп 

47 



где c;i= (q1, e;q) - элементы матрицы С. Исходя из определе­
ния двойственного базиса имеем С=Е, а следовательно 

GqP=E. 0.81) 

Таким образом, матрица подобного преобразования при перехо­
де от заданного базиса к двойственному ему базису равна мат­
рице, обратной к матрице Грама, составленной из векторов ис­
ходного (заданного) базиса. Из формулы ( 1.81) также выте­
кает, что любой базис имеет двойственный по отношению к дан­
ному и притом только один. 

Из теоремы 1.16 вытекает ряд следствий. 
С л ед ст в и е 1. Если в некотором базисе евклидова про­

странства линейное преобразование d имеет матрицу В, то 
в базисе, двойственном к данному, сопряженное преобразова­
ние d* имеет матрицу вт. 

Доказательство этого следствия непосредственно следует 
после подстановки в формулу ( 1.80) выражения, определяемо­
го по формуле ( 1.81 ). 

С л ед ст в и е 2. Спектры сопряженных преобразований в ев­
клидовом пространстве совпадают, и равные собственные зна­
чения имеют одинаковые кратности. 

Действительно, если dх=Лх, а .s;t*y= µу, то спектр опера­
тора d определяется собственными значениями матрицы А, 
а спектр оператора d* - собственными значениями сопряжен­
ной матрицы А*=Т-1Атт, где Т=GР-невырожденная матри­
ца. Так как матрица А* подобна матрице Ат, а спектры матриц 
Ат и А совпадают и Rg(A-ЛE) =Rg(Ат-ЛЕ), следовательно, 
совпадают спектры матриц А* и А и равны кратности их оди­
наковых собственных значений. 

Если пространство, в котором задано линейное преобразова­
ние, - унитарное, то для любого собственного значения Лi пре­
образования d найдется такое собственное значение ~tk преоб­

разования d*, для которого µk=i;. 
Отсюда, в частности, следует, что если преобразование d -

простой структуры, то и сопряженное ему преобразование 
d* - простой структуры. 

С л ед ст в и е 3. Базисные системы собственных векторов 
преобразований d и d* можно выбрать таким образом, чтобы 
они были биортонормированными. 

Для доказательства рассмотрим скалярные произведения 
(dx;, Уi)=Л;(Х;, Yi) и (xi,d*Yi)=µi(X;, Yi). Предположим, что 
Л;=l=µi. Тогда в силу того, что (dx;, Yi) = (X'i, d*yi), имеем 
(Л;-µi) (xi, Yi) =О. Отсюда следует, что любой собственный век­
тор преобразования d, соответствующий собственному значе­
нию Л, ортогонален и любому собственному вектору преобразо­
вания d*, соответствующему собственному значению µ=#:Л. 
Если теперь нормировать собственные векторы преобразований 
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d и d* и образовать из них две последовательности векторов 
(х1, Х2, ... , Хт) и (у1, У2, ... , Ут), то собственные векторы Х; и 
у; преобразований d и d*, соответствующие одним и тем же 
собственным значениям "А;, образуют две последовательности 
биортонормированных векторов. 

§ 1.8. НОРМАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
И СИНГУЛЯРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ МАТРИЦ 

В различных приложениях математики, в том числе и в вычис­
лительной практике, нашли широкое применение операторы, ко­
торые в унитарном пространстве имеют ортонормированные ба­
зисные системы, состоящие из собственных векторов. Изучение 
данного класса операторов связано с понятием нормального 

преобразования (оператора). 
Определение 1.21. Линейное преобразование s1 называется 

нормальным, если оно перестановочно со своим сопряжен­

ным, т. е. 

d*d=dd*. ( 1.82) 

Отметим одно из свойств нормального преобразования, кото­
рое будет использоваться при доказательстве теоремы 1.17. 

Если матрица нормального преобразования в каком-то фик­
сированном ортонормированном базисе унитарного пространства 
является треугольной, то она диагона.ТJьна. Доказательство это­
го свойства вытекает из условия равенства нулю диагональных 
элементов матрицы (ААт-АтА) =0. 

Теорема 1.17. Для того чтобы преобразование в евклидовом 
пространстве было нормальным, необходимо и достаточно, что­
бы оно имело базисную систему ортонормированных собствен­
ных векторов. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть d -- норма,1ьное преобразова­
ние. Согласно теореме 1.6, в евклидовом пространстве, в кото­
ром задано это преобразование, найдется такой ортонормиро­
ванный базис, в котором преобразованию d будет соответство­
вать треугольная матрица R вида 

R= (~11 g) . 
В том же базисе сопряженному преобразованию d* будет соот­
ветствовать матрица 

Так как преобразование d нормальное, то из условия ( 1.82) 
следует 
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Отсюда на основании отмеченного выше свойства для треуголь­
ных матриц имеем, что матрица R диагональная. Таким обра­
зом, ортонормированный базис, в котором преобразованию d 
соответствует матрица R, целиком составлен из собственных 
векторов этого преобразования. 

Предположим теперь, что преобразование d имеет базисную 
систему ортонормированных собственных векторов. Тогда в этом 
базисе матрица преобразования d будет диагональной. Анало­
гично будет диагональной в том же базисе и матрица сопряжен­
ного преобразования d*. Так как произведение диагональных 
матриц обладает свойством коммутативности, то выполняется 
и условие ( 1.82). 

Доказанная теорема справедлива и для унитарных про­
странств, так как для них выполняется и теорема 1.6. 

Одним из примеров нормальных преобразований является 
унитарное преобразование. Напомним, что унитарным преобра­
зованием называется преобразование, у которого сопряженное 
преобразование совпадает с обратным, т. е. 

dd*=d*d=E. 

В случае, когда преобразование, удовлетворяющее этому усло­
вию, задано в евклидовом пространстве, оно называется орто­

гональным. 

Важнейшим свойством унитарных преобразований является 
сохранение скалярного произведения. Действительно 

(dx, dy)=(x, d*dy)=(d*dx, у)=(х, у). (1.83) 

Из данного свойства вытекает такое утверждение: собственные 
значения унитарных преобразований по модулю равны 1. Так из 
определения собственного вектора и значения преобразования 
имеем dх=Лх. Переходя к скалярному произведению собствен­
ных векторов, получаем 

(dx, dx) =Л2Сх, х). 

Отсюда, с учетом равенства ( 1.83), имеем 

Л=l 11. 

Другим примером нормального преобразования является са­
мосопряженное (эрмитово) преобразование, являющееся линей­
ным преобразованием, для которого выполняется условие 
d*=d. 

Из данного определения следует, что в евклидовом простран­
стве матрица самосопряженного преобразования симметриче­
ская. Доказательство этого утверждения вытекает из матрич­
ного равенства 
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выполняемого для ортонормированного базиса евклидова про­
странства. В унитарном пространстве с ортонормированным ба­
зисом матрицы самосопряженных преобразований связаны со­
отношением 

lfт=A. 0.84) 

т. е. a;i = aj;, где верхняя черта свидетельствует о комплексном 

сопряжении чисел. Матрица А, удовлетворяющая условию 
( 1.84), называется эрмитовой. 

Особое место в практике обработки результатов измерений 
и экспериментов занимают преобразования вида .st*.st и .54.st*. 
Остановимся на их рассмотрении несколько подробнее. Во-пер­
вых, отметим, что если .s4 - оператор, действующий из евкли­
дова (унитарного) пространства Х размерности т в простран­
ство У размерности п, то .54* .s4 определяет преобразование 
в пространстве У, а .54.54* - в Х. Нетрудно проверить, что оба 
этих преобразования самосопряженные. Кроме того, они неотри­
цательные. Действительно, если хЕХ и уЕУ, то соответствую­
щие в Х и У квадратичные формы примут вид 

(.54* dx, х) = (dx, dx) ~О, 

(.s4.s4*y, у)= (d*y, d*y) ~О, 

причем равенство нулю в этих выражениях достигается тог да 

и только тогда, когда dx=O или d*y=O, т. е . 

.s4*.s4x=0-<=> dx=O и .s4.s4*y=O-<=> d*y=O. 0.85) 
Ker .s4 = Ker .54* .s4 и Ker .54* = Ker .st.54*. 

В силу самосопряженности преобразований .54* .s4 и .54.54* 
имеем в ортонормированных базисах пространств Х и У равен­
ство между матрицами самосопряженных преобразований, т. е. 
Sт=S, где S - матрица преобразования .54* .54. Так как ранги 
матриц sт и S равны, следовательно, равны и ранги преобразо­
ваний .54* .s4 и .54.54*, т. е. 

Rg .54* .s4 = Rg .54.54* = Rg .s4 = Rg .54*. 0.86) 

Теорема 1.18. Ненулевые собственные значения преобразо­
ваний .54* .s4 и .54.54* положительны и совпадают с учетом их 
кратности, а собственные векторы каждого из этих преобразова­
ний образуют систему ортонормированных собственных век­
торов. 

До к аз ат ель ст в о. Обозначим S1 =.54* .54. Тогда в про­
странстве Х скалярное произведение (S1x;, х;) =Л;(Х;, х;), 
где х; - собственный вектор преобразования S1, соответствую­
щий собственному значению Л;. Отсюда 

(S1x;, х;)-<=> ~.=(оЛх;,оЛх;) ......_ 0 Л;= {\, ?- . 
(х;, х;) 1 (х;, х;) 

( 1.87) 
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Причем Лi=О тогда и только тогда, когда dxi=O. Если же 
dxi=l=O, то имеем 

dd*(dx;)=d(d*dx;) ~ 
~ d(/v;X;) ='Л;(dх;). 

Таким образом, dx; является собственным вектором преобразо­
вания dd*, соответствующим собственному значению Л;. По­
этому ненулевые собственные значения преобразований d* d 
и dd* совпадают с учетом их кратности. Кратности нулевых 
собственных значений рассматриваемых преобразований при 
m=l=n отличаются. Так, если преобразование d*d имеет r 
ненулевых собственных значений с учетом их кратности, то 
кратность нулевых собственных значений у этого преобразова­
ния будет равна m-r, а у преобразования dd*-(n-r). 

Для доказательства второго утверждения рассмотрим ска­
лярное произведение (S1X;, Xi), где Х; и Xi - собственные векто­
ры преобразования d* d, соответствующие различным собст­
венным значениям Л;=l='Лi. Тогда 

(Six;, xi) ='Л;(х;, xi) ~ (х;, S 1xi) =Л.i(х;, xi)· 

Так как (S1x;, Xi) = (х;, S1Xj), то (х;, Xi) =0. Если преобразова­
ние S1 нормальное, то на основании теоремы 1.18 в простран­
стве Х можно построить ортонормированный базис из собствен­
ных векторов Х1, Х2, ..• , х,, ... , Хт преобразования S. При этом 
r первых значений будут соответствовать собственным значе­
ниям Л1~Л2~ ... Л,>0 и принадлежать множеству значений Т* 
преобразования d*, а остальные собственные векторы, соот­
ветствующие 'Л;=О, где i= (r+1)-;-m, принадлежат kerd. 
Построенный таким образом базис получил название первого 
сингулярного базиса отображения d. 

Теперь в пространстве У построим ортонормированный ба­
зис {y;};=i+n· При этом для i= 1-;-r за вектор у; можно выбрать 

.Лх; .Лхi 
У·= =--, 

i (dlx. .Лх ·)1/2 , l'f:" z, l v l 

( 1.88) 

так как из доказанного выше dx; - собственные векторы эрми­
това преобразования dd*, следовательно, они образуют орто­
гональный базис в области значений преобразования d. За ос­
тальные yk для k= (r+ 1 )-;-п возьмем любые векторы, принад­
лежащие ker d* и образующие в нем ортонормированный 
базис. Эти векторы тоже являются собственными для преобра­
зования dd* и соответствуют нулевым собственным значениям 
этого преобразования. Построенный таким образом базис 
{у;};=1-;-п получил название второго сингулярного базиса отобра­
жения d. 

Сингулярные базисы связаны с отображениями d и d* сле­
дующими соотношениями: 
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для k= 1--;- r, 
для k=(r+1)-;-п, 

0.89) 

d*yk= {PokXk для k= 1 -7- r, 
для k=(r+ 1)--;- т. 

Здесь числа Pk = f'Лk называются сингулярными числами отоб­
ражения d. 

Из зависимостей ( 1.89) непосредственно следует теорема. 
Теорема 1.19. В паре сингулярных базисов матрица отобра­

жения d, имеющая ранг г, принимает диагональный вид 

D=( ~г ~) • (1.90) 

Здесь D, - диагональная матрица размера [rXr], по диаго­
нали которой расположены сингулярные числа отображения d 
в порядке их возрастания (убывания). 

Из приведенной теоремы вытекает важное для вычислитель­
ных методов следствие о сингулярном разложении матрицы. 

Следствие 1. Пусть А - вещественная матрица размера 
[тХп] и ранга r. Тогда существуют ортогональные матрицы И 
размера [mXm], V размера [пХп] и матрица D размера 
[т Х п], такие, что 

а) uтAV=D, 
0 .91) 

б) A=UDVт 

Причем матрицу D можно выбрать таким образом, чтобы 
она имела вид ( 1.90). Равенство ( 1.91, б) получило название 
сингулярного разложения матрицы. 

§ 1.9. ОПЕРАТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИИ 
МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Напомним, что понятие линейного оператора равносильно по­
нятию линейного отображения d для многомерных линейных 
пространств. 

Пусть d - оператор, действующий из т-мерного линейного 
пространства Х в п-мерное линейное пространство У, заданных 
над одним и тем же полем Р. Определим все векторы хЕХ, 
которые при заданных операторе .s4 и векторе уЕУ удовлетво­
ряют уравнению 

dx=y. ( 1.92) 

Это уравнение называется операторным уравнением, вектор х -
его решением, а вектор у - правой частью. 
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Если теперь в пространствах Х и У зафиксировать базисы, 
то уравнение ( 1.92) будет соответствовать известному матрич­
ному уравнению Ах= у, которое также называется системой ли­
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Естественно, что 
все свойства систем уравнений распространяются и на оператор­
ные уравнения и наоборот. 

Пусть пространства Х и У унитарные. Тогда определен опе­
ратор d*, для которого можно составить уравнение вида 

d*и=v, 0.93) 

которое принято называть сопряженным уравнением. Если пра­
вые части в уравнениях ( 1.92) и ( 1.93) равны нулю, то тогда 
эти уравнения называются однородными. 

При решении СЛАУ могут возникать такие случаи: 1) имеет­
ся единственное решение; 2) имеется множество решений; 3) не 
имеется ни одного решения. В первых двух случаях говорят, что 
операторное уравнение разрешимо (или система уравнений -
совместная), а в третьем случае - операторное уравнение не­
разрешимо (или система линейных уравнений- несовместная). 

Теорема 1.20 (Фредгольма). Операторное уравнение разре­
шимо тогда и только тогда, когда его правая часть ортогональ­

на всем решениям сопряженного однородного уравнения. 

До к аз ат ель ст в о. Из условия разрешимости уравнения 
( 1.92) следует, что его правая часть принадлежит области зна­
чения Т оператора d. Рассмотрим скалярное произведение 
в пространстве У между векторами иEker d* и у. Тогда 

(у, и)= (dx, и)~ (у, и)= (х, d*u). 

И так как d*и=О, то имеем (у, и) =0. 
Теперь пусть задано (у, и) =0 для всех иEker d*. Тогда 

y_Lker d*, а следовательно, уЕТ. Отсюда вытекает, что 3:хЕХ, 
для которого dx=y, т. е. неоднородное уравнение разрешимо. 

К решению уравнения ( 1.92) можно подойти и несколько 
с других позиций. При произвольно заданных операторе d 
и векторе у может оказаться, что равенство ( 1.92) не вьшолня­
ется ни при каких значениях х, что равносильно несовместимо­

сти системы уравнений dx=y. Для того чтобы от уравнения 
( 1.92) перейти к строгому равенству, введем в рассмотрение век­
тор v=dx-y, принадлежащий пространству У. Вектор v будем 
называть вектором невязки. Случай, когда v =О, соответствует 
разрешимости исходного уравнения Ах= у. С другой стороны, 
на основании определения нормы в линейном пространстве век­
тору v=O соответствует значение \\v\\=0, которое является наи­
меньшим из всех значений норм. Таким образом, разрешимость 
операторного уравнения ( 1.92) равносильна условию \\ v\\ =О. 
На основании указанного в общем случае за решение уравне-
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ния ( 1.92) можно принять такие векторы хЕХ, для которых 
функция 

F(x)=llvll=ll.stx-yli 0.94) 

достигает наименьшего значения. 

Каждый из элементов хЕХ, для которого выполняется при 
заданных d, у и 11*11 равенство 

11y-.stx11=inf11.stx-y11, О.95) 

где символ inf обозначает наименьшее значение и называется 
наилучшим решением операторного уравнения, а ио=dх при 
этом получило название элемента наилучшего приближения для 
уЕУ. Таким образом, нахождение решения уравнения (1.92) 
свелось к задаче поиска в Tr;::;. У элемента наилучшего прибли­
жения по норме к элементу уЕ У. 

Для случая, когда в качестве нормы вектора берется с-нор­
ма, равенство ( 1.95) преобразуется к виду 

11 у - dx llc = inf sup 1 dx - у 1. О .96) 

Задача нахождения х, удовлетворяющего приведенному усло­
вию, получила название чебышевского приближения (или рав­
номерного приб.'Iижения). 

Если в равенстве ( 1.95) в качестве нормы вектора берется 
евклидова норма, то в этом случае задача определения х назы­

вается приближением по методу наименьших квадратов или 
просто методом наименьших квадратов. В практике обработки 
результатов геодезических и фотограмметрических измерений 
метод наименьших квадратов нашел самое широкое применение. 

Для нахождения элемента наилучшего приближения по это­
му методу важное значение приобретает следующая теорема. 

Теорема 1.21. Если в линейном подпространстве Т унитарно­
го пространства У существует элемент u0 , дающий наилучшее 
приближение к элементу уЕ У по методу наименьших квадра­
тов, то элемент (у-ио) ортогонален ко всем элементам подпро­
странства Т. 
До к аз ат ель ст в о. Допустим противное, т. е. существова­

ние элемента И1Е.Т, для которого (у-ио, и1) =allиi/1 22 :;6:0. Рас­
смотрим элемент И2=ио+аи1 и оценим норму lly-и2llE: 

11 у- U2 llE2 =(y-щ, у- щ) =(у- Ио, у- Uo)-

-a<ui, у- ио) -а(у- ио, и1)+ 

+а~ 11 U1 llE2 =11 у - Ио 11 Е2 - а~ 11 U1 11 Е2 -

-а~ 11 U1llE2+aa11 и1 llE2 =11 у-Ио llE2 - 1а1 2 11 Ut llE2. 

Отсюда получаем 

11 у- u2 llE2 <11 у- Ио llE2, 
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но это невозможно, так как по условию Ио - элемент наилуч­

шего приближения. 
Следствие. В одном линейном подпространстве может 

существовать только один элемент наилучшего приближения 
к фиксированному элементу унитарного пространства. 

Действительно, если бы существовало для уЕУ два элемен­
та наилучшего приближения в Т, например Ио и и' о, то на осно­
вании предыдущей теоремы для VиЕТ 

(у- Ио, и) =0 и (у- Ио', и) =0. 

А следовательно, эти выражения выполнялись бы и для и= Ио­
и' о, т. е. 

(у- Ио, Ио- Ио') =0 и (у- Ио', Ио- Ио') =0. 

Тогда, вычитая эти выражения и используя свойства скаляр­
ного произведения, получим 

(Ио - Ио', Ио - Ио') =0, 

а это означает, что Ио=И'о. 
В формулировках теоремы и следствия к ней указывается 

только на возможность существования элемента наилучшего 

приближения в .1инейном подпространстве унитарного простран­
ства. Возможность существования такого элемента вытекает из 
ограниченности снизу (F (х) ~О) числовой функции F (х), опре­
деляемой из (J.94). На вопрос же о существовании элемента 
ИоЕТ, для которого имеет место равенство (1.93), дает ответ 
теорема о существовании элемента наилучшего приближения. 

Теорема 1.22. Для любого элемента нормированного про­
странства в конечномерном линейном подпространстве данного 
пространства существует элемент наилучшего приближения. 

С доказательством этой теоремы предлагаем познакомиться 
в [22]. Здесь только обратим внимание на то, что по условию 
теоремы ограничение на размерность нормированного простран­

ства не накладывается, т. е. оно может быть и бесконечномер­
ным. 

Таким образом, если в ( 1.92) оператор d действует из ко­
нечномерного пространства Хт в конечномерное У п, то всегда 
найдется такой единственный вектор ИоЕdх, для которого вы­
полняются условие ( 1.95) и следующая теорема. 

Теорема 1.23. Для любого операторного уравнения ( 1.92) 
имеется решение по методу наименьших квадратов хЕХ, удов­
летворяющее равенству 

d*dx=d*y. ( 1.97) 

До к а з ат ель ст в о. Пусть Т - область значения операто­
ра d, тогда Т=У, причем T=Y-<=?-m=n=Rgd. На основании 
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теоремы 1.22 в Т найдется элемент ИоЕТ, для которого выпол­
няется равенство 

11 у- u0 llв=inf 11 :;tx-y llв. 

При этом, согласно теореме 1.21, для элемента u0 и любого 
элемента иЕТ должно выполняться условие 

(у-ио, и) =0, 

которое в нашем случае примет вид 

(у -stx, stx) =О. 

Отсюда 

(:;t*y-st*stx, х)=О. 
Так как это равенство выполняется для любых хЕХ, то получа­
ем доказываемое равенство ( 1.97). 

Теперь остается доказать, что х всегда найдется. Это равно­
сильно тому, что операторное уравнение (1.97) разрешимо. Рас­
смотрим скалярное произведение между правой частью уравне­
ния ( 1.97) и любым вектором vEker :;t* st. С учетом того, 
что ker st=ker :;t*:;t, имеем 

(:;t*y, v) =(у, :;tv) ~ (:;t*y, v) =(у, :;t* :;tv). 

Но так как :;t*stv=O, то и: (st*y, v) =0 и на основании теоремы 
Фредгольма получаем, что уравнение ( 1.97) разрешимо. 

При произвольно заданных базисах в евклидовых простран­
ствах Х и У уравнение ( 1.97) представляется в виде системы 
линейных алгебраических уравнений, которая с учетом ( 1.71) 
имеет следующую матричную форму записи: 

Ge-lAтGqAX= Ge- 1AтGqy, 

пос"1е несложных преобразований получаем 

AтGqAx=AтGqy, ( 1.98) 

где Gq - матрица Грама для системы базисных векторов в про­
странстве У. Для случая, когда в У задана ортонормированная 

система базисных векторов, Gq=E и АтАх=Ату. 
В геодезии выражение ( 1.98) получило название нормальной 

системы уравнений, а выражение 

Ax-y=v (1.99) 

называется системой уравнений поправок. Вектор решения си­

стемы нормальных уравнений х называется псевдорешением 
уравнений поправок. 

Так как нормальная система уравнений совместная, то она 
имеет или единственное решение, или множество решений. 
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Когда Rg А =m, где т - размерность пространства Х, псевдоре­
шение единственно, когда же Rg A<m, то нормальная система 
уравнений имеет множество решений. Если решение нормальной 
системы уравнения не единственно, то при отсутствии какой-ли­
бо дополнительной информации о решении системы уравнений 
поправок, которая, как правило, может быть получена из фи­
зической сущности задачи или по дополнительным измерениям, 
за ее решение берется псеводорешение наименьшей длины, на­
зываемое нормальным псевдорешением. 

Теорема 1.24. Каждое линейное операторное уравнение име­
ет одно и только одно нормальное псевдорешение. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть х - псевдорешение. Так как 
хЕХ, его можно разложить по первому сингулярному базису, 
т. е. если Xi - собственные векторы d* d, то 

~ r т 

Х= ~ "fiXi+ ~ "fkXk. 
i=I k=r+I 

Отсюда 
~ r т 

11 Х llE2= ~ "fi2+ ~ "fk2• 
i=I k=r+I 

О .100) 

Разложив теперь по второму сингулярному базису вектор уЕУ 
и учитывая, что 

~ r т 

d*dx=d*d~"fiXi+d*d ~ "fkXk ._, 
i=I k=r+I 

~ r т 

.-. d* dx= ~ "f;p;2xi+ ~ "fkPk2Xk, 
i=I k=r+I 

имеем 

r т п 

~ "fiPi2Xi+ ~ "fkPk2Xk=A* ~ ~iYi ._. 
i=I k=r+I i=I 

r т 

---~"fiPi2Xi+ ~ "fkPk2Xk= 
i=I k=r+I 

r п 

= ~ ~;piXi + ~ ~фiХ;. 
i=I k=r+I 

Из этого равенства при условии, что для i~r+ 1 сингулярные 
числа р; =О, получаем "t i = ~i/p; для i = 1 +r. Подставим получен­
ные значения "fi в (1.100), тогда 

llx\l 2в=j~1 (:: )
2+ k=;+ 1 r2k. (1.101) 

Так как р;=О для i= (r+lH-m и значения "fk для k= (r+l)+m 
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можно выбирать произвольные, то нормальное псевдорешение х0 

будет соответствовать 

min 11х11 2в = ± (1!._)2
, 

i=I Pi 

и, как следствие этого, в сингулярном базисе для х0 получим 
разложение 

(1.102) 

которое для заданного уравнения единственно. 

Следствие 1. Нормальное псевдорешение уравнения (1.92) 
ортогонально ядру оператора .slJ. 

Для доказательства разложим вектор zEker .slJ по первому 
сингулярному базису: 

Z=Z1X1 +z2x2+ ... +zmXm. 

Тогда 

.siJZ=Z1.slJX1 +z2.slJx2+ ... +zm.slJXm ~ 

~ z1p1x1+z2p2x2+ ... +z,p,x,+ 

+ Zr+1Pr+1Xr+1 + ... + ZтртХт =О. 
Так как система собственных векторов {x;}i=t+m независимая, 
то значения z;p;=O для всех i= 1--;-т. Из условия p;::f=O для 
i= 1--;-r следует, что Z;=O для i= 1--;-r. Вычисляя скалярное про­
изведение (х 0 , z) в сингулярном базисе пространства Х, полу­
чаем 

, т 

(х0 , z) = ~ (~; / p;)z;+ ~ O·zk * (х0 , z) =0. (1.103) 
i=l k~r+I 

Следствие 2. Сопряженное уравнение ( 1.93), правая 
часть которого - нормальное псевдорешение уравнения ( 1.92), 
является совместным, т. е. выполняется равенство 

d*и=х0. (1.104) 

На основании теоремы Фредгольма, если уравнение .siJ*u=x0 
совместное, то (х0 , z)=O, где z-решение однородного сопря­
женного уравнения .siJz=O, т. е. zEker .slJ. Но так как условие 
(х0 , z) =0 вытекает из предыдущего следствия, то тем самым 
доказано равенство (1.104). 

Используя следствие 1 можно получить общее решение нор­
мального уравнения в виде 

х=х0 + qz. (1.105) 
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Таблица 1 
Отношение между 

1 
(rn=n) 

Ранг Тип системы 

х 

1 
х 

1 
хО 

а ~ ХО=~ 
Совместная х Х=Х 

(r=inf(n, т)) 

1 1- 1 
Несовместная - -

б 
{х} {х} = {х} Хс0 Совместная 

(r<inf(n, т)) 

1 
1 {Х} 1 

хDн Несовместная es 

Здесь х0 - нормальное псевдорешение, z - решение однородной 
системы dz=O. Так как векторы х0 и z ортогональны, то зна­
чение q можно вычислить по формуле 

q = (xz) / 11z11в2. 

Из равенства (1.105) следует, что х=х0 при z=O, и в силу 
единственности х0 имеем единственным и решение нормального 
уравнения ( 1.97). Таким образом, невырожденность оператора 
d* d обеспечивает единственное решение нормального уравне­
ния d*dx=d*y (или единственное решение нормальной систе­
мы уравнений (1.97) обеспечивается невырожденностью матри­
цы оператора d*d, имеющей вид .s;tтGqA). 

Обобщим теперь результаты, полученные для решения опе­
раторного уравнения ( 1.92) по методу наименьших квадратов. 
В зависимости от соотношений между размерностями про­
странств Х и У и рангом оператора А все задачи этого метода 
разбиваются на случаи la, 16, 2а, 26, За, 36 (табл. 1). В этой 
же таблице в колонках х, х и х0 приведены решения уравнений 
( 1.92) и ( 1.97) для всех шести случаев. При этом 50 обозначает 
пустое множество решений, {х} и {х} - множество решений урав­
нения ( 1.92) и соответствующего нормального уравнения (1.97), 
содержащие больше одного элемента. Если от операторного 
уравнения ( 1.92) перейти к рассмотрению системы линейных 
уравнений 

Ах=у, (1.106) 
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размерностями пространств Х и У 

2 3 
(m>n) (m<n) 

х 

1 
х 

1 

хО х 

1 
х 

1 

хо 

{х} {х} = {х} Хс0 х 
~ 

хс0 =х Х=Х 

Qj / {х} 
1 

Хно 

1 

Qj /й 
1 

Хн 0 =}; 

{х} {х} = {х} Хсо {х} {х} = {х} Хсо 

Qj lй 
1 

Хно 

1 

Qj l{x} 
1 

Хно 

где А - [пХт]-матрица оператора d и х, у- векторы-столбцы 
соответственно размерности т и п, то все данные таблицы от­
носятся и к выражению (1.106), для которого нормальной си­
стемой уравнений будет система ( 1.98). 

§ 1.10. ПСЕВДООБРАТНЫй ОПЕРАТОР. 
АЛГОРИТМЫ ПСЕВДООБРАЩЕНИЯ МАТРИЦЫ 

Пусть d - оператор, действующий из пространства Х в У. Тог­
да на основании теоремы 1.24 для VyEY найдется вектор 
х0 ЕХ, являющийся нормальным псевдорешением уравнения 
( 1.92). Отмеченное отображение У в Х определяет некоторый 
оператор, получивший название псевдообратного оператора, 
обозначаемого в дальнейшем .;;t+. Таким образом, из введенного 
определения для VyE У имеем 

0.107) 

Из теоремы 1.24 также следует, что каждый оператор имеет 
один и только один псевдообратный. 

Предположим, что заданы два операторных уравнения 
dи=Ь и dv=d, а u0 и v0 - их нормальные псевдорешения. 
Рассмотрим теперь уравнение вида dw=1Ь+µd и найдем его 
нормальное псевдорешение w 0 • Применив формулу (1.102), по­
лучаем 

61 



1 
;., bi 1 , d; 

0 ~ -Х1, 0 ~ -Xi, 
и = i=l р; V = i=l Pi 

О для i ~ r+ 1; О для i ~ r+ 1; 

1 ~ ь, + ~ dt 
о '\' ~-Xi "( ~ - Х;, 

w = r р,· 1 Pi· 

О для i ~ r+ 1. 

Отсюда имеем 

wo="{Uo+yvo. 

Таким образом, доказана линейность псевдообратного опе­
ратора. 

Как и для любого линейного отображения, для оператора Jll,+ 
существует сопряженный оператор (Jll,+) *. При этом оператор 
(..st+) * обладает следующим свойством: 

(Jll,+)*=(d*)+. 0.108) 

Для доказательства этого свойства рассмотрим скалярное про­
изведение между вектором х0 , являющимся нормальным псевдо­
решением уравнения (1.92), и вектором zEkerd. Тогда на ос­
новании формул (1.103) и (1.68) получим 

(хО, z)=O-<=>- (Jll,+y, z)=O-<=>- (у, (..st+)*z)=O. 

С другой стороны, из теоремы Фредгольма 

(d*y, z) =0-<=>- (у, (d*)+z) =0. 

Сопоставляя полученные равенства, имеем для Vz 
(у, ( (..st+)* - (d*)+) z) =0, 

и так как y=FO, то в результате получим доказываемое равен­
ство (1.108). 

Теорема 1.25. Сингулярными числами оператора d* d (или 
..st..st+) являются р;= 1 для i= 1-;.-r и р;=О для i~r+I. 

Доказательство. В равенстве (1.107) вектор х0 пред­
ставим по формуле ( 1.102), а вектор у разложим по второму 
сингулярному базису 

, ~- т + ( , п ) 
~-'x;+~O·x1i=A .~~tYt+~~iYJ • 
i=I Pi k=I t=l J=l 

(1.109) 

Преобразуя правую часть этого равенства с учетом формулы 
( 1.89)' получим 
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Отсюда 

.sz1,+ .szlXi = { 1. Х; 
О·Х; 

Преобразуя аналогичным 
( 1.109)' получим 

.szl.szl+y; = { 1. у; 
О·у; 

для 

для 

i=l-7-r, 
i ~ r+ 1. 

образом левую 

для i = 1 -7- r, 
для i~r+l. 

(1.110) 

часть равенства 

(1.111) 

Из доказанной теоремы вытекает ряд свойств для преобра­
зования вида .szl+ .s4 и оператора .szl+. Остановимся на некоторых 
из них. 

С в ой ст в о 1. Преобразования .szl+ .s4 и .szl.szl+ являются эр­
митовыми. 

Действительно, так как собственные векторы этих преобра­
зований образуют ортонормированную базисную систему векто­
ров для пространств Х и У, а их собственные значения - неот­
рицательные числа, то это и служит доказательством данного 

свойства. 
С в ой ст в о 2. Для преобразований .szl+ .s4 и .szl.szl+ удовлет­

воряются равенства 

(.szl+.szl)*=.szl+.szl и (.szl.szl+)*=.szl.szl+. (1.112) 

Предоставляем читателю в порядке упражнения выполнить до­
казательство этого свойства самостоятельно. 

С в ой ст в о 3. Имеют место следующие равенства: 

.szl.szl+.szl=.szl и .s4*.szl.szl+=.szl*. 0.113) 

Чтобы проверить эти равенства, достаточно левые части выра­
жения (1.110) умножить на оператор .s4 и выражение (1.111)­
на оператор А*. 

С в ой ст в о 4. Псевдообратный оператор осуществляет пе­
реход от второго сингулярного базиса к первому сингулярному 
базису по формуле 

(l.114) 

Доказательство этого свойства непосредственно следует из фор­
мулы ( 1.89). Кроме того, из данного свойства следует, что если 
р; для i= l-7-r являются ненулевыми сингулярными числами .szl, 
то рг1 - ненулевые сингулярные числа .szl+. 

С в ой ст в о 5. Псевдообратный оператор к оператору .szl+ 
равен оператору .szl, т. е. 

(1.115) 

Для доказательства данного свойства в формуле ( 1.89) зафик­
сируем k, для которого Pk*O, в результате чего получим равен-
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ство s;t+yk=pk-1xk. Из этого равенства получаем Yk= 
= (.st+)+pk-1xk. Так как kEN,, где N, - множество натуральных 
чисел i= 1-7-r, то на основании формулы (1.89) имеем Pk-1.stxk= 
= (.st+)+pk- 1xk. Отсюда получаем (1.115). 

Пусть оператор d - невырожденное линейное преобразова­
ние в пространстве Х, тогда уравнение 

dx=b, 0.116) 

в котором х и Ь принадлежат Х, имеет единственное решение, 

т. е. х=х=х0 (табл. 1, случай la). Отсюда 
x=.st+b. 

В рассматриваемом случае оператор ,st+ называется обратным 
преобразованием к d и обозначается ,st-1• При этом решение 
уравнения (1.116) запишется в виде 

X=d- 1b. (1.117) 

Из равенств (1.117) и (1.116) и условий, что х*О и Ь*О, сле­
дует 

0.118) 

С в ой ст в о 6. Для унитарного преобразования Q выполняет­
еСЯ равенство 

(1.119) 

Действительно, из определения унитарного преобразования и 
равенства (1.118) имеем QQ*=QQ-1=E, а отсюда следует 
(1.119). 

С в ой ст в о 7. Если Q - унитарное преобразование в прост­
ранстве Х, Р - унитарное преобразование в У и d - оператор, 
действующий из Х в У, то выполняется равенство 

(PdQ)+=Q*,st+P*. (1.120) 

Для доказательства этого свойства рассмотрим уравнение 
Pd-Qx=y, нормальным псевдорешением которого является х0 = 
= (PdQ)+y. Так как Р -унитарное преобразование, то имеем 
d-Qx=P*y, нормальным псевдорешением которого является 
z0 =S'J+P*y, где z0 =Qx0 • Отсюда x0 =Q*.st+P*y, что и доказы­
вает равенство (1.120). 

Как и для .ТJюбого линейного отображения, для псевдообрат­
ного оператора в заданных базисах пространств Х и У сущест­
вует матрица, которую называют псевдообратной матрицей опе­
ратора S'J+. Будем обозначать ее А+. 

Исходя из формулы (1.107), нормальное псевдорешение си­
стемы линейных уравнений (1.106), определяется как 

(1.121) 
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Таблица 2 

Матрица Векторы 

(~ 
1 

-I) ь.~С) ··~U) ь.~(:) ь,~(:) о 
А= 

1 

2 

(6 5-1) Г') ( 7/33) (-4/33) ('!") АтА= 5 6 1 а/= ~/11 а2+ = -4/33 а3+ = 7/33 а/= ~/11/ 
-1 1 2 -1/3 1/3 

Это же равенство может служить и для нахождения элементов 
псевдообратной матрицы А+. Пусть a+if - элементы матрицы 
А+, причем i= l-7-m и j= l+n. Тогда, обозначая j-й столбец 
матрицы А+ как а+1= (а+11а+21 ... а+т1)т и ставя в соответствие 
каждому j-му столбцу матрицы А+ в качестве вектора Ь единич­
ный вектор е1= (О ... 010 ... О)т, j-я компонента которого есть 1, 
получим 

а1+=х/ для j= 1 -7- п, 0.122) 

где х/ - нормальное псевдорешение уравнения Ах= е1 • Отсюда 
для нахождения элементов псевдообратной матрицы по формуле 
( 1.122) необходимо найти нормальные псевдорешения п систем 
уравнений с одной и той же матрицей системы и с п различны­
ми единичными столбцами. 

Для определения элементов обратной матрицы в случае, ког­
да матрица А размера [nXn] невырожденная, воспользуемся 
равенством ( 1.118). Тог да если a-ii обозначают элементы обрат­
ной матрицы, то их можно определить из решения п систем 
уравнений вида 

где 

Ааг=е1 для j= 1 + п, 
аг= (а1га2г ... апj-)т. 

0.123) 

Таким образом, элементы псевдообратной или обратной мат­
рицы можно найти из решения п систем уравнений с неизвест­
ным вектором-столбцом а1 

Aa1=ei для j=l +n. (1.124) 

При этом только для случая la табл. 1 в результате решений 
этих систем будут получены элементы обратной матрицы А-1 , 
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во всех же остальных пяти случаях получаются элементы псев­

дообратной матрицы А+. 
В качестве примера найдем псевдообратную матрицу А+ 

к матрице А, представленной в табл. 2. 
Решение. Предположим, что матрицы А и Ат определяют 

операторы .s4 и .s4* в ортонормированных базисах пространств 
Х и У. Тогда система нормальных уравнений ( 1.98) примет вид 
АтАх=Ату. Сначала вычислим элементы матрицы АтА, а за­
тем - столбцы вида bi=Aтei для j= 174. Результаты этих вы­
числений сведены в табл. 2. Найдем теперь псевдорешение для 
каждой из четырех полученных нормальных систем уравнений. 
Если решение этих систем проводить по схеме Гаусса, то, на­
пример, для первой из них получим 

с~ ~ -JeJ~( J-
(

1 5/6 -1/6) (~11) ( 1/6 ) 
-<=?- 0 1 1 Х12 = 1/11 

о о о х13 , о 

Отсюда находим общее псевдорешение х1: 

Х11=1/11 +а, Х12= 1/11-а, Х1з=а. 
Для определения нормального псевдорешения системы АтАх= 
=АтЬ1 требуется вычислить значение а0 , при котором дости-
гается 

3 

inf ~ xli2 = inf [ ( 1/11 + а)2+ ( 1/11-а)2 + а2 ]. 
i=I 

Отсюда получаем а0 =0 и x011=l/ll, x012=l/ll, х01з=О. Анало­
гичным образом определяем Х2, Хз, Х4: 

( 6/ll+a) (-5/ll+a) 
х2 = -5/11-: , х3 = 6/11-: , 

и нормальные псевдорешения х2°, хз 0 , Х4°. Столбцы а1+, а2+, аз+, 
а4+ матрицы А+, равные соответствующим векторам х1°, х2°, хз0 , 
Х4+, расположены в табл. 2 под столбцами Ь1, Ь2, Ьз, Ь4. Описан­
ный способ нахождения элементов псевдообратной матрицы 
хотя и носит общий характер, но из-за своей сложности при­
менение его ограничивается только матрицами низкой размер­
ности. 
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Следующая теорема позволяет по более рациональному вы­
числительному алгоритму найти псевдообратную матрицу в двух 
широко применяемых на практике случаях, а именно когда для 

матрицы А размера [nXm] 
1) n>m и Rg A=m; 
2) n<m и RgA=n. 
Теорема 1.26. Если .st - оператор, отображающий т-мерное 

пространство Х в п-мерное У, то: 

1) для n>m и Rgd=m 

.st+=(d*.st)-1.st*; 0.125) 

2) для n<m и Rgd=n 
.sz1,+ = .st* (.slf,.slf, *)-1. ( 1.126) 

До к аз ат ель ст в о. Рассмотрим сначала случай 1, для 
которого нормальное уравнение принимает вид 

.st* .stx=.st*y -<=?- тx=.st*y, 

где Т = .st* .st - линейное преобразование в пространстве Х, при­
чем ранг этого преобразования равен размерности простран­
ства Х, т. е. Rg.st*.st=m. Тогда из формулы (1.117) имеем 

x=т-1.st*y-<=?- x=(.st*.st>-1.st*y. 

Так как х=х0 , то для первого случая 
.st+ = (.slf, * .st )-1.s!f, *. 

Пусть в операторном уравнении .st*u=v для оператора .st* 
выполняются условия 2. При этом иЕУ, а ve::X. Нормальное 
уравнение для данного уравнения примет вид 

.st.st*u=.stv-<=?- Ru=.stv, 
где R=.st.st* - линейное преобразование в пространстве У, 
ранг которого равен размерности пространства У. Отсюда, 

с учетом того, что u = u0 , получаем 
и=R-1 .stv-<=?- и0 = (d.st*)- 1.stv. 

Так как u0 = (.st*)+v, то полученное равенство приводится к ви­
ду (1.126) в результате следующих преобразований: 

(d *) + = (dd * )-l .s!f, ~ (d +) * = (dd * )- 1.sz1, -<=?- .st + = 

= .st * (.slf,.s!f, *)-1. 

Из доказанной теоремы следует, что если в евклидовых про­
странствах Х и У зафиксированы базисы и А - матрица опера­
тора .st, имеющая размер [nXm] и Rg A=m, то псевдообратная 
матрица А+ в тех же базисах, исходя из формулы ( 1.71), будет 

A+=(AтGqA)-IAтGq. (1.127) 
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Для случая, когда RgA=n 
А+= Ge-IAт(AGe-IAт)-1. (1.128) 

В полученных формулах Ge и Gq - матрицы Грама, первая из 
которых составлена для системы базисных векторов в Х, а вто­
рая - в У. 

Если же базисы в пространствах Х и У ортонормированные, 
то формулы (1.127) и (1.128) упрощаются и принимают вид 

А+= (АтА)- 1Ат, А+=А т(ААт)-1 • 0.129) 

При использовании формул ( 1.127) и ( 1.128) можно выпол­
нить псевдообращение любой ненулевой матрицы размера 
[nXm]. Прежде чем переходить к описанию такого алгоритма, 
введем следующее понятие. 

Определение 1.22. Разложение матрицы А размера [nXm] 
и ранга r>O на множители в виде А=ВС, где В и С имеют 
размеры соответственно [nXr] и [rXm], называется скелетным 
разложением матрицы А. 

Приведем один из способов скелетного разложения матри­
цы А размера [nXm] и ранга O<r<min(m, п). Представим 
матрицу А в виде А= (а1а2 .. . а1 • •• ат), где а1 - вектор-столбец 
с компонентами _!!ii при i= 1-;--п. Так как ранг матрицы А ра­
вен r, то среди а1 имеется система из г векторов, являющаяся 

линейно независимой. Используя матрицу перестановок столб­
цов Р, перейдем от матрицы А к матрице Ар=АР, в которой 

Ар= (ёi?;аР2 ... aP,aPr+I ... аРт), причем система векторов 
{aP1}1=1+r является линейно независимой. Тогда в силу линейной: 
зависимости векторов аР1 при j~r+ 1 их можно разложить по 
базису {аР1}1=1+'• т. е. 

ii/=a11ii1P+a21a2P+ ... +а,1а,Р для i=(r+ 1) 7 т. (1.130) 

Составим матрицы В= (аР1аР 2 ... аР,) и С= (с1с2 ••• с,ё,+1 ... ст), 
где с1 - вектор-столбец с компонентами Cif при i= 1-7-r. Если 

в матрице с положить Ci=e1, С2=е2, ... ,с,=е,, где е,- ед!_!_НИЧ­
ный вектор-столбец с j-й компонентой, равной единице, а Cr+1 = 
=а1, с,+2=а2, ... , ст=ат-r, где а1 - вектор-столбец с компо­
нентами r:щ при i=l-7-r, входящими в разложение (1.130), то 
получим 

0.131) 

где В- матрица размера [nXr], Ср=СР- матрица размера 
[rXm]. 

Теорема 1.27. Если в пространствах Х и У соответственно 
размерностей т и п задан оператор d ранга r>O, отображаю­
щий Х в У, и заданы операторы !lJ и ??, первый из которых отоб-
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ражает подпространство Xr';;;X размерности r в У, а второй - Х 
в подпространство Х,, причем d=!JJ71, то для псевдообратного 
оператора .s;t+ имеет место равенство 

.s;t+ =71+!/J+ = 71* (7171*)-1 (fld* !JJ)-1!/J*. ( 1.132) 

Доказательство. Из формул (1.113) следует 

.:4* .s;t.s;t+=.:4*-<=>- 71*!JJ*!JJ71 .s;t+= 
=71*!/J* ~ (7171*)(!JJ*!JJ)71.:4+=(7171*)!JJ*. 

Так как (7171*) и (gJ* !ld) - невырожденные преобразования, 
то имеем 

71 .s;t+= (!JJ*!ld)-l!JJ*. 

Применим теперь свойство 3 и формулу (1.108) для сопряжен­
ного оператора d*, тогда 

.:4.:4*(.:4*)+=.s;t-<=>- !JJ7171*93*(.s;t+)* = 

=9371-<=>- 93*(.s;t+)* = (7171*)-171, 
.s;t+93=Cf1*(7171*)-1• 

Перемножая операторы .s;t+f!d и 71.s;t+ и применяя свойство 5 и 
свойство 3 к оператору .s;t+, получаем 

.s;t+!JJW.s;t+=.s;t+.s;t.s;t+-<=>- (.s;t+)(.s;t+)+(.s;t+)= 

=.:4+ -<=>-,s;t+.s;t.s;t+=.s;t+, 
.s;t+ =71* (7171* )-l (93* !ld)-I 93*. 

Отсюда следует теорема 1.27, в которой 
.s;t+=71+93+. 

Следствие 1. Если А=ВС-скелетное разложение матри­
цы А и А, В, С - матрицы операторов d, !Ж, 71 в произвольно 
заданных базисах пространств Х, У, Х,, то псевдообратная мат­
рица А+ имеет вид 

А+= Ge-ICт(CGe-ICт)-l(BтGqB)-IBтGq. (1.133) 

Для доказательства этого равенства достаточно в формулу 
( 1.132) вместо С* и В* подставить их выражения, определяемые 
из формулы (1.71). 

Если матрицы А, В, С соответствуют операторам d, !Ж, ~ 
в ортонормированных базисах пространств Х, У, Х,, то равен­
ство ( 1.133) преобразуется к виду 

А+=Ст(ССт)-l(ВтВ)-lВт. (1.134) 

В качестве примера найдем псевдообратную матрицу А+ для 
матрицы А, заданной в табл. 2, используя метод скелетного раз­
ложения исходной матрицы. За матрицу В можно взять первые 
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два столбца матрицы А, для которой Rg А= 2. Представляя мат­
рицу С в виде 

С=(~ О 
определим значения а11 и а21 из решения системы уравнений 
вида 

В результате решения этой системы имеем а11 =-1, CG21=1. Ске­
летным разложением матрицы А будет 

о ! -I)~(~ !) (~ ~ -: ) . 
Для получения матрицы А+ можно теперь воспользоваться фор­
мулой ( l.134), тогда 

А+=( ~ ~)(-~ -~г(~ ~)-lC 
-1 1 

1 о 2) 
о 1 2 ' 

и после соответствующих вычислений получим матрицу А+, ана­
логичную той, которая представлена в табл. 2. 

Весьма эффективный алгоритм псевдообращения матрицы 
можно получить в результате сочетания ортогонального и ске­

летного разложений матрицы. Так, на основании теоремы 1.6 
любую матрицу А размера [nXm] и ранга r>O можно разло­
жить таким образом: 

где V и W - ортогональные матрицы соответственно размеров 
[nXn] и [mXm]; R - матрица размера [nXm]: 

R= ( ~11 ~) • 

Здесь R11 - треугольная матрица размера [rXr]. Псевдообрат­
ная матрица А+ с учетом указанного разложения и формулы 
(l.120) примет вид 

(1.135) 

70 



Для нахождения элементов матрицы R+ применим метод ске­
летного разложения матрицы R 

R = ( Rн ) (Е,0), 
\ о 

где Е, - единичная матрица размера [rX r]. В результате по 
формуле (1.134) находим R+ 

R+ = ( ~') (R11тR11)-1~R+ =(R11-1~R11-1Y). (1.136) 

Таким образом, алгоритм нахождения матрицы А+ будет 
состоять в следующем: 

1) ортогональное разложение матрицы А по формуле ( 1.33); 
2) вычисление элементов матрицы R-111 ; 

3) вычисление элементов псевдообратной матрицы R+ по 
формуле (1.136); 

4) вычисление псевдообратной матрицы А+ по формуле 
( 1.135). 

В заключение этого параграфа отметим, что в тех случаях, 
когда элементы матрицы А+ определены, решение уравнения 
( 1.106) по методу наименьших квадратов сводится к вычисле­
нию вектора х0 по формуле (1.121). При этом будут охвачены 
все случаи решения, сведенные в табл. 1. 

§ 1.11. НОРМЫ МАТРИЦ И ПРЕДЕЛ 
JIОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ МАТРИЦ 

Рассмотрим множество матриц Мпт размера [nXm]. Пусть 
в этом множестве введены обычные операции сложения мат­
риц и умножения матрицы на число. Причем это число и эле­
менты матрицы, принадлежащей множеству Мпт, берутся из 
одного поля Р. Тогда данное множество Мпт с введенными 
в нем операциями представляет собой конечномерное линейное 
пространство над полем Р. Дадим этому пространству такое 
же обозначение, что и множеству матриц - Мпm· 

Зададим в пространстве Мпт числовую функцию ер (А), ко­
торая каждой матрице из Мпт сопоставляет некоторое вещест­
венное число, удовлетворяющее всем условиям определения 1.3. 
Эту функцию будем называть нормой в пространстве матриц, 
а ее значение на матрице А - нормой матрицы. 

Часто вместо обозначения ер (А) используют обозначение 
llAll, как и для нормы вектора. Таким образом, для нормы 
матрицы должны выполняться следующие условия: 

1. 11А11 >О для любой ненулевой матрицы из Мпт· 
2. 11схА11= 1сх111А11, где сх-число из поля Р. (1.137) 

3. llA+Bll~llAll+llBll, где А, В е:М11т. 
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Рассматривая теперь Мпт как нормированное конечномерное 
пространство размерности [ п Х т], элементами которого явля­
ются a;j, а норма удовлетворяет условиям (1.137), получаем 
следующие свойства для нормы матрицы. 

С в ой ст в о 1. Норма матрицы непрерывно зависит от эле­
ментов матрицы. Это свойство является прямым следствием не­
прерывности нормы вектора. 

С в ой ст в о 2. Любые две нормы матрицы, принадлежащие 
пространству Мпт, являются попарно эквивалентными, т. е. для 
них выполняется условие 

m2<p2(A):::;;; q>1(A):::;;; m1q>2(A), 0.138) 

где т1 и т2 - числовые константы больше нуля и зависят от 
выбора норм q>1 (А) и q>2 (А). Данное свойство является следст­
вием теоремы 1.10. 

Определение 1.23. Если в пространстве Мп2 норма матрицы 
удовлетворяет для любых матриц А и В условию 

11АВ11:::;;; 11А1111В11, (1.139) 

то ее будем называть мультипликативной нормой матрицы. 
С в ой ст в о 3. Если матрица А е=Мп2 и k - натуральное 

число, для мультипликативных норм матриц имеет место не­

равенство 

11Ak11:::;;; 11 А llk. 0.140) 

Действительно, если llAll - мультипликативная норма матрицы 
А, то на основании условия ( 1.139) имеем 

11Ak11 =11AAk-111:::;;;11А1111 Ak-111 = 
= 11А1111 AAk-211 :::;;; 11А11211 Ak-211. 

Продолжая аналогичные преобразования, в итоге получим не­
равенство (1.140). 

С в ой ст в о 4. Любая мультипликативная норма единичной 
матрицы не меньше единицы, т. е. 

11Е11 ;;;:i: 1. (1.141) 

Это свойство непосредственно вытекает из неравенства 

llAEll:::;;;llAllllEll. 

С в ой ст в о 5. Если матрица А невырожденная, то для лю­
бой ее мультипликативной нормы выполняется неравенство 

11А-111;;;:i:11А11-1. (1.142) 

Доказательство этого свойства можно получить, используя оп­
ределение обратной матрицы и свойства 5. В качестве упражне­
ния проведите его самостоятельно. 
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Приведем наиболее часто используемые в практике вычисле­
ний нормы матриц, принадлежащие пространству Мпт· 

п 

1. 11А111= max1: 1aif1, 
i i=I 

(1.143) 

т. е. максимальная из сумм модулей элементов матрицы А по 
столбцам. Число таких сумм равно числу столбцов т. 

т 

2. 11 А llc = max ~ 1 а;1 1, 
i i=l 

0.144) 

т. е. максимальная из сумм модулей элементов матрицы А по 
строкам. Число таких сумм равно числу строк п. 

тп 

3. 11 А llE,и= ( ~ ~ 1aii1 2 )'", 
i j 

0.145) 

получившая название евклидовой нормы матрицы, если а11 - ве­
щественные числа, и название унитарной нормы матрицы, ког­
да aii - комплексные числа. 

Евклидову (или унитарную) норму матрицы можно опреде­
лить и таким образом: 

11 А llв= ytr (Ат А)= -У tr (ААт), 
О .146) 

11 А 11 и= у tr (Ат А)= "Jf tr (АА т). 

Эквивалентность определений евклидовых норм матрицы по 
формулам (1.145) и (1.146) непосредственно следует из выра­
жения для q11 элемента матрицы АтА: 

п 

qif= ~aii2 при j= 1-7- т. 
i=l 

4. М (А)= (mn)'1• max 1 а11 1, 
i,j 

0.147) 

которая получила название М-нормы. Отметим, что и выраже­
ние 

11 А llм = max 1 а;1 1 
i,j 

будет тоже нормой матрицы А. 

5. 11 А ll2=p1, где р1 =-У max 1Л.лтл1, (1.148) 

получившая название спектральной нормы матрицы. Числа 

p;="J1Л.i, где Ai - собственные значения матрицы АтА, являются 
сингулярными числами матрицы А. 

Если вместо пространства Мпт рассматривать пространство 
квадратных матриц Мп2, то нормы матриц, представленные фор-
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мулами ( 1.143) - ( 1.148), будут и мультипликативными нор­
мами матриц, в то время как норма матрицы 

llA//м = max / aij/ 
l,j 

не является мультипликативной. Для доказательства приведем 
пример. Пусть нормы матриц А и В, принадлежащие Мпz, име­
ют вид 

А=С ~)' 
тогда llABllм=2, llAllм= 1, llBllм= 1. Отсюда нетрудно проверить, 
что нарушается условие (1.139). 

Для доказательства того, что выражения, определяемые по 
формулам ( 1.143) - ( 1.148), являются нормами матриц, тре­
буется выполнить проверку всех трех условий ( 1.137), входящих 
в определение нормы матрицы. 

Практически любой вычислительный процесс в линейных 
нормированных пространствах Х и У связан с отображениями 
вида dx= у, которые при фиксированных базисах в простран­
стве Х и У определяются как Ах= у, где А - матрица размера 
[ п Х т], х - вектор-столбец размера т и у - вектор-столбец 
размера п, т. е. х и у принадлежат арифметическим простран­
ствам соответственно Rm и Rп. В пространствах Rm и Rn можно 
ввести нормы <рт (х) и <рп (у), которые должны удовлетворять 
всем трем условиям определения 1.3. Таким образом, в Rn нор­
ма для вектора у будет определяться как 

<рп(у) = 11Ах11. (1.149) 

Возникает теперь вопрос, можно ли найти такую числовую 
функцию срс(А) ;;;:::о, для которой при VxEX, VyEY и любой 
АЕМпт будет выполняться условие 

срп(у) ~ <рс(А)<рт(Х). 0.150) 

Если на этот вопрос можно ответить положительно, то функцию 
<рс(А), удовлетворяющую условиям (1.137), будем называть 
согласованной нормой матрицы А с нормами в арифметиче­
ских пространствах Rm и Rn. 

Представляя матрицу А как 

(ii1ii2 ... iii ... iiп)т, 

где ai - вектор-строка с компонентами a;i при j = 1-:-т. Тогда 
Ах= ( "(1"(2 ... "(i ... "(п)т, 

где "(i= (а;, х). 

74 



И для евклидовой нормы в пространстве Rп получим 
п п 

11 Ах llв=( ~ "(i2 )'1•=( ~ (iii, х)2 )'1'. 
i= 1 i=I 

Задав евклидову норму в пространстве Rm на основании нера­
венства Коши - Буняковского, получим 

Отсюда 

(а;, х) 2 ~ 11а;11в2 11х11в2 • 

п 

11 Ах llв <::;;; ( ~ 11 а; llв) 11 х llв-<=>- 11Ах11 Е <::;;; 
i=I 

~ 11Аllв11 Х llв. 0.151) 

Здесь введенная функция с:рс(А) = llAllв отвечает всем требова­
ниям, предъявляемым к норме матрицы. В силу теоремы 1.10 
об эквивалентности норм в арифметическом пространстве не­
равенство (1.151) распространяется и на другие нормы, вводи­
мые в арифметических пространствах. Итак, установлена воз­
можность всегда найти такую норму с:рс(А), для которой в ариф­
метических пространствах Rm и Rп выполняется условие 
(1.150). 

С в ой ст в о 6. Норма матрицы llAll1 согласована с !-нормами 
в арифметических пространствах Rm и Rn, llAllc согласована 
с с-нормами в Rm и Rп, llAllв и llAll2 - с евклидовыми нормами 
в Rm и Rn, М - норма матрицы согласована с l-, с-нормой и 
евклидовой нормой арифметических пространств Rm и Rп. 

Доказательство этого свойства для евклидовой нормы мат­
рицы следует из неравенства (1.151). 

Выполним доказательство этого свойства для !-нормы мат­
рицы. Обозначим i-ю компоненту вектора-столбца у=Ах через 

т 

а;= ~ a;iXi· Тогда 
i=I 

п п т 

11Ах111 = ~ 1 а; 1 = ~ 1 L. a;ixi 1 -<=>-
i=I i=I j=I 

т п 

-<=> 11Ах111 ~ L. ( ~ 1 aii 1 ) lxi 1. 
j=I i=I 

п п 

Если в полученном неравенстве заменить ~ 1a;i1 на max L: 1aii1, 
i=I j i=! 

то 

п т 

11 Ах 111 ~ ( max ~ 1 aii 1 ) ~ 1 Xi 1 -<=>-
i i=! j=! 

-<=>- 11 Ах 111 :о::;; 11 А 111 11х111. 
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Доказательство свойства для других норм предлагаем вы­
полнить самостоятельно. 

С в ой ст в о 7. Модули собственных значений любого линей­
ного преобразования не превосходят любой согласованной нор­
мы матрицы этого преобразования, т. е. 

1Л.1 .::;; 11А11. 0.152) 

Рассмотрим преобразование вида Ах=Л.х, для которого 
llAxll = IЛl llxll. Если llAll - согласованная норма, то \Л.\ llxll:::::;;; 
:::::;;;llAllllxll. И так как llxll=t=O, то IЛ.1 <llAll. 

С в ой ст в о 8. Любая мультипликативная норма матрицы 
является согласованной. 

Пусть в М112 заданы матрицы А, В, S, причем S=AB. Тогда, 
как следует из формулы (1.150), всегда найдется такая норма 
<pc(S), для которой <рп(Sх):::::;;;<рс(S)<рп(х), где xe.Rn. Если 
<pc(S) - мультипликативная норма, то 

<p 11 (Sx) .::;; 11 А 1111В11 <р11 (Х). 

С другой стороны, обозначая Bx=z, из (1.150) получаем нера· 
вен ст во 

Сопоставляя данное неравенство с предыдущим, убеждаемся 
в справедливости сформулированного свойства. 

Следует, однако, обратить внимание на тот факт, что не 
всякая согласованная норма является мультипликативной. На­
пример, рассмотрим норму матрицы llAllм. Эта норма для мат­
риц, принадлежащих множеству Мпт, является согласованной 
с векторными [-нормой, заданной в пространстве Rm, и с-нор­
мой, заданной в пространстве Rп. Данное утверждение легко 
проверяется, если рассмотреть неравенство 

т т 

1~aiiXi1.::;; max 1aii1 ~ 1 Х/ I, 
i=I ij j=I 

выполняющееся для любого i= 17n. В то же время llAllм не 
яв-1яется мультипликативной. 

Рассмотрим норму вектора l\Axll как функцию f А (х) на множе­
стве Gx={x, llxll = 1}. Так как норма вектора непрерывна от ко­
ординат вектора, то f А (х) - непрерывная функция на Gx. Кроме 
того, Gx - единичная сфера в Rm, являющаяся замкнутым и ог­
раниченным множеством, а следовательно, f(x) - ограниченная 
функция, причем на большее значение функции f А (х) достига­
ется при каком-то значении x0E.Gx. Обозначая наибольшее зна­
чение f А (х) как 

sup f А(х) = sup 11Ах11, 
llXll=! llXll =1 
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полученный выше результат можно представить в виде 

fA(x0)=sup11Axll. 0.153) 
u х li =1 

Теорема 1.28. Наибольшее значение функции f А (х) = llAxll, 
заданной на единичной сфере llxll = 1, где xERm, AxERn и 
АЕМпт, является согласованной нормой матрицы и не превос­
ходит любой другой согласованной нормы при заданных вектор­
ных нормах в пространствах Rn и Rm, т. е. выполняется неравен­
ство 

sup 11Ах11 ~ rpc(A). 
Ох 11 =1 

О .154) 

Доказательство первой части теоремы начнем с проверки 
выполнения условий (1.137). · 

1. В связи с тем что f А (х) = llAxll - неотрицательная функ­
ция и IA ·Oll~O. выполняется первое условие в определении 
нормы матрицы. 

2. Так как (ЛА)х=Л(Ах), то ll(ЛA)xll=IЛI llAxll. Отсюда на 
основании ( 1.153) имеем 

1Л1 fA(x0)= sup 11 (ЛA)xll -<=?-1Л1sup11 Ах ll=sup 11(ЛА)х11, 
llXll=I llXll=I llXll=l 

т. е. выполняется и второе условие в определении нормы мат­

рицы. 

3. Заметим, что для любых А, В и xEQx и при С=А+В по 
определению нормы вектора 

11Сх11 =11 (Ах)+ (Вх) 11~11Ах11+11Вх11. 

Если fc(x)=llCxll принимает в точке XcEQx наибольшее значе­
ние, то приведенное выше неравенство с учетом ( 1.153) преобра­
зуется к виду 

fc(Xc) ~fA(Xc)+fв(Xc). 

Принимая во внимание, что fA(xc)~fA(xa) и fв(хс)~fв(хь), где 
Ха и хь - точки из Qx, в которых функции f А и fв принимают 
наибольшие значения, получаем 

f с(Хс) ~ f А (Ха)+ f в(Хь) -<=?- sup 11 (А+ В)х 11 ~ 
llxll =1 

~sup 11Ах11+sup11 Вх ll-
11x11 =1 llXll =! 

Тем самым устанавливается выполнение третьего условия в оп­
ределении нормы матрицы. 

Таким образом, доказано, что sup llAxll является нормой 
llXll =1 

матрицы А и не зависит от х. Поэтому правомочно следующее 
обозначение: 

f{Jи(A) = sup 11Ах11. 
llXll=l 

(1.155) 
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Доказательство того, что qJи (А) - согласованная норма мат­
рицы, связано с проверкой выполнения неравенства l!Axll::::;; 
::::;;rpи(A)llxl!. Так как l!xll=l, то l!Axll::::;;rpи(A), а это неравенство 
выполняется для VxEQx в силу того, что rри(А) - наибольшее 
значение fA(x). 

Для доказательства второй части теоремы рассмотрим нера­
венство llAxll~<pc(A)llxll, которое выполняется для всех xERm 
и любой согласованной нормы матрицы с векторными нормами 
11*11. заданными в Rп и Rm. Так как это неравенство выполняется 
для всех хЕRт. то для XoEQx, в котором fл (х) = llAxll прини­
мает наибольшее значение, получим 

11Ахо11~<рс(А)11Хо11 =?- <ри(А) ~ rpc(A). 0.156) 

Определение 1.24. Норма матрицы в пространстве Мпт, опре­
деляемая формулой (1.155), называется индуцированной нормой 
в пространствах Rn и Rm или просто индуцированной нормой 
матрицы. 

Это определение эквивалентно определению для индуциро­
ванной нормы матрицы, в котором для всех z=r6=0 из Rm выпол­
няется 

<pи(A)=sup(llAz 11/llz 11). (1.157) 
Z'/'0 

Так, если в формуле (1.155) положить x=z/llzll, то получаем 
формулу (1.157), а если теперь в (1.157) положить z=x и 
llxll=l, то получим (1.155). 

С в ой ст в о 9. Индуцированная норма матрицы не превосхо­
дит согласованной нормы той же матрицы. Это свойство непо­
средственно вытекает из теоремы 1.28. 

С в ой ст в о 10. Любая индуцированная норма в Мп2 явля­
ется и мультипликативной нормой. 

Пусть А и В принадлежат Мп2 и С=АВ. Тогда по определе­
нию (1.139) и с учетом согласованности индуцированных норм 
получим 

qJи(C) = sup 11А(Вх)11 =?- qJи(C) ~ sup (rри(А) 11Вх11 
\IXil=l \\Х\\=1 

и далее, так как 

sup (qJи(A))llШx)ll = qJи(A) sup 11Вх11 =?- qJи(C) ~ qJи(A)qJиШ). 
\\Х\\=1 

С в ой ст в о 11. Любая индуцированная норма единичной 
матрицы равна единице. 

Доказательство данного свойства в порядке упражнения 
предлагаем выполнить самостоятельно. Заметим, что для евкли­

довой нормы матрицы llEllE=l"n. а для нормы, определяемой по 
формуле (1.147), имеем M(E)=n. 
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Свойство 12. Норма матрицы llAll1 в пространстве Мпт 
является индуцированной !-нормами, llAllc - индуцированной 
С-нормами и llAll2 - индуцированной евклидовыми нормами 
в пространствах Rп и Rm. 

Выполним доказательство этого свойства для llAll2 - спек­
тральной нормы матрицы. Введем для евклидовых про­
странств Rm и Rn, в которых d: Rm--+Rn, отношение 

p(X)=llAxllв/llxllв, 0.158) 

получившее название отношения Релея. В качестве базиса в Rm 
возьмем сингулярный базис {xk}k=l+m· При этом предположим, 
что соответствующие сингулярные числа расположены в невоз­

растающем порядке р1~р2~ ... ~рп. 
Разложим вектор х по базису 

т 

Х= ~akXk. 
k=I 

Так как система {xk} k=I-o-m ортонормированная, то 

Х - (х, АтАх)1/2 
Р( ) - ( )1/2 -{=>- р(х) = 

х, х 

m 1/2 

~ ak2Pk2 

k=I 

m 

~ak2 
k=I 

(1.159) 

здесь Pk - сингулярные числа отображения d. Положив pk=p1 

для k= 1-7-m, где р1 - наибольшее сингулярное число отображе­
ния d, получаем 

0.160) 

Причем для Х=Х1, где llx1llв= 1, р(х1) =р1. Таким образом, 
имеем 

а следовательно 

11А11 2 =<ри(А). 

В отличие от норм матриц, входящих в формулировку свой­
ства 12, евклидова норма llAllв и норма М (А) не являются ин­
дуцированными нормами. Это утверждение следует из замеча­
ния к свойству 11. 

С в ой ст в о 13. Спектральная норма матрицы не меняется 
при ортогональном разложении матрицы, т. е. 

11А11 2 = 11QAR112. 0.161) 

Пусть Q и R - ортогональные матрицы соответственно раз­
меров [nXn] и [mXm]. По определению нормы матрицы, ин-
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дуцированной евклидовыми нормами векторов в пространствах 
Rn и Rm, имеем 

сри(А) = sup 11 Ах llв и сри(QАЮ = sup 11 QARx llв. 
11х11в=l uх11в=1 

Преобразуем вторую из приведенных формул: 

сри(QАЮ = sup (QARx, QARx)''•-<=> 
11 xll в=I 

-<=> sup (х, RтА тАRх)-<=> sup (z, АтАz), где z=Rx. 
т 

!IXl\E=l llR z//E=l 

В связи с тем что евклидова норма вектора не меняется при 
ортогональных преобразованиях, llRтzllв= llzllв. Отсюда для 
VzEQx и VxEQx выполняется равенство 

sup 11 Ах llв= sup (z, АтАz)-<=> сри(А) =<ри(QАЮ, 
11х11 в=! 11z11 в=l 

где <ри - любая из норм, индуцированная евклидовыми нормами 
в Rп и Rm. И так как спектральная норма матрицы - индуци­
рованная евклидовыми нормами в Rn и Rm, то получаем дока­
зываемое равенство ( 1.161). 

С в ой ст в о 14. Евклидова норма матрицы А сохраняется 
при ее ортогональном разложении и равна корню квадратному 

из суммы квадратов сингулярных чисел отображения d, дей­
ствующего из т-мерного пространства Х в п-мерное У. 

На основании формулы (1.146) имеем 
11 QтAR llв= tr (QтAR)т(QAR) = tr (RтАтАR), 

11 QтAR llв= tr (QтAR)(QтAR)т= tr (QтАтАQ). 

Так как в приведенных формулах Q и R - произвольные орто­
гональные матрицы, то, положив Q=E, получим 

11 AR llв= tr (RтАтАR) = tr (АтА). 

Сравнивая эти равенства с приведенными выше, окончательно 
получаем 

(1.162) 

Доказательство второй части данного свойства вытекает из 
формулы (1.91,6), примененной для матрицы (АтА). Тогда если 
r - ранг матрицы А, то 

80 

r -. /r 
tr (Ат А) ~!i pi2 -<=> 11 А llв= V ~pi2 • 

Из полученной выше формулы также следует, что 

p1:o::;;llAllв:o::;;p1)'r, 

0.163) 



где р 1 - наибольшее сингулярное число матрицы А. Так как 

Р1=11А112 и r::;:;; min (т, п), 

в результате получим 

11А11 2 ::;:;; 11 А llE::;:;; yTll А 11 2 при t=min (т, п). 0.164) 

При проведении теоретических исс.1едований удобнее исполь­
зовать понятие нормы оператора, чем нормы матрицы. Введение 
нормы в пространстве линейных операторов осуществляется так 
же, как и в любом линейном пространстве, а следовательно, и 
как в пространстве матриц. Поэтому норму оператора можно 
определять аксиоматически через его матрицу. Для этого, фик­
сируя базисы в прострцнствах, в которых действует оператор d, 
и тем самым задавая матрицу оператора, поставим этой матри­
це в соответствие число llA\I, определяемое условиями (1.137) 
и называемое нормой матрицы. Если теперь каждому оператору 
в заданном пространстве операторов поставить в соответствие 

норму его матрицы, то таким образом вводится и норма в про­
странстве операторов. При этом ясно, что условия ( 1.137) бу­
дут выполняться и для операторов. Число lld\I = llAll, удовлетво­
ряющее условиям ( 1.137) в пространстве операторов, где А -
матрица оператора d, будем называть нормой оператора. Вер­
но и обратное утверждение, что любая норма оператора порож­
дает при фиксированных базисах норму матрицы. Аксиоматиче­
ски можно потребовать соблюдение согласованности и индуци­
рованности нормы оператора, для чего должны выполняться 

условия ( 1.150) и ( 1.155) соответственно. 
Рассмотрим вопрос о сходимости последовательности мат­

риц. 

Пусть элементами этой последовательности являются мат­
рицы, принадлежащие линейному пространству Мпm· Если 
в этом пространстве введена норма, например по формулам 
(1.137), то пространство Мпт будет нормированным. Следова­
тельно, в нем, как и в любом линейном нормированном про­
странстве, можно определить сходимость последовательности 

векторов (в данном случае - матриц), принадлежащих прост­
ранству Мпт. Для этого достаточно воспользоваться определе­
нием 1.5. 

Определение 1.25. Последовательность матриц {А k}, принад­
лежащая нормированному пространству Мпт, сходится к матри­
це АоЕМпт, если для каждого в>О найдется такое ko(e), что 

11 Ak -А0 11 < в для всех k ~ k0• 

Если теперь элементы матрицы АЕМпт пr~едставить в виде 
одного столбца (или строки) размера [nXmj, то Мпт можно 
рассматривать как арифметическое пространство. Матрица, при­
надлежащая данному пространству, будет его вектором, а эле-
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менты матрицы - координатами этих векторов. В результате 
в образованном арифметическом пространстве матриц можно 
по аналогии с координатной сходимостью последовательности 
векторов определить поэлементную сходимость последователь­

ности матриц. При этом, исходя из теоремы 1.2, в нормирован­
ном пространстве Мпт устанавливается эквивалентность двух 
введенных определений сходимости матричных последовательно­
стей, т. е. имеет место следующая теорема. 

Теорема 1.29. Последовательность матриц {Ak} сходится 
к матрице Аа поэлементно тогда и только тогда, когда она схо­
дится к Аа по какой-либо матричной норме. 

Из приведенной теоремы вытекает ряд следствий. 
Следствие 1. Для того чтобы степенная последователь­

ность матриц Ат, принадлежащая пространству Мп2, сходилась 
к нулевой матрице того же пространства, достаточно, чтобы 
мультипликативная норма матрицы А была строго меньше еди­
ницы. 

Для доказательства используем формулу (1.140) 
11Am11 ~ llA llm. 

Из нее следует, что если llA 11-<q, где q< 1, то при m-+oo правая 
часть этого неравенства стремится к О. Отсюда имеем limllAmll = 

т~оо 

=0 и из теоремы 1.29 следует, что limAm=O, где О- нулевая 
m~ru 

матрица размера [nXn]. 
Следствие 2. Для сходимости по согласованной норме 

матриц степенной последовательности матриц Ат, принадлежа­
щей пространству Мп2, к нулевой матрице О необходимо и до· 
статочно, чтобы все собственные значения 'Л; матрицы А по мо­
дулю были строго меньше единицы. 

Необходим о ст ь. Пусть Ak--o при k--oo. Тогда из оп­
ределения 1.23 следует, что llAkll--0 и на основании предыдуще­
го следствия llA 11<1. С другой стороны, для согласованной нор­
мы матрицы выполняется формула (1.152), т. е. 

1 Л 1 ~ 11 А 11 < 1. 

Достаточность. Из выражения (1.55) следует 

Ах='Лх ~ А2х=ЛАх ~ А2х=Л2х. 

Выполнив подобные преобразования т раз, получим 

Аmх=Лтх. 

Переходя к согласованным нормам, будем иметь 

11 А m х 11 = 1 Л 1 m 11 х 11. 

И далее из условия, что 1Л1 < 1, следует 
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lim 11Атх11 =0, 
m-+oo 

так как х=т!=О, то окончательно получаем Ат-о при т-оо. 
Если задана последовательность матриц {Ak}, принадлежа­

N 

щая пространству Мп2, то матрицу SN= ~ Ak будем назы­
k=I 

00 

вать N-й частичной суммой матричного ряда ~ Ak, а числовую 
k=! 

матрицу S=lim SN - суммой этого ряда. 
N~ro 

Теорема 1.30. Для сходимости степенного матричного ряда 
00 

~Am=E+A+A2+ ".+Ат+ ... ' 
m=O 

где матрица АЕМп2, необходимо и достаточно, чтобы Ат-о 
при т-оо. При этом будет выполняться равенство 

ro 

~Ат=(Е-А)-1 • 
т=О 

Доказательство теоремы приведено в [5]. 

Глава 2 
ОШИБКИ ОКРУГЛЕНИЯ 

ПРИ ВЫЧИСЛЕНИЯХ 

НА ЭВМ И ИХ ОЦЕНКИ 

§ 2.1. АБСОЛЮТНЫЕ И ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ОШИБКИ. 
ОСНОВНЫЕ ИСТОЧНИКИ ОШИБОК ВЫЧИСЛЕНИИ 

(1.166) 

При выполнении различных видов измерений в результате не­
обходимо получить числовую информацию либо о самих изме­
ряемых величинах, либо о величинах, являющихся функциями 
измеряемых величин. 

Для любой величины существует объективная количествен· 
ная характеристика в виде числа А, которую будем называть 
точным значением рассматриваемой величины. 

Так как никакие измерения и их обработка на практике не 
могут быть выполнены абсолютно точно, то точное значение ве­
личины остается неизвестным и его приходится заменять дру­

гим числовым значением, отличающимся от точного. Число, при­
нимаемое за значение определяемой величины и отличающееся 
от ее точного значения А, будем называть приближенным зна­
чением этой величины и обозначать его а. 
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Отличие точного значения величины от ее приближенного 
значения называется ошибкой приближенного числа, которая 
вычисляется по формуле 

Ла=а-А. (2.1) 

Из этой формулы следует, что при А>а значение Ла<О, а при 
А ~а значение Ла~О. Однако в целом ряде случаев отношение 
порядка между значениями А и а установить невозможно, по­
этому вводится понятие абсолютной ошибки приближенного чис­
ла а. Вычисление абсолютной ошибки можно выполнить по фор­
муле 

Лa=IЛal=la-AI. (2.2) 

Дать характеристику приближенному значению определяе­
мой величины только по абсолютной ошибке приближенного 
числа обычно нельзя. Так, если абсолютная ошибка некоторой 
измеряемой величины получилась равной 1 мм, то без указания 
объекта измерения и размера измеряемой величины еще не из­
вестно, хорошо или плохо проведено измерение. Если эта ошиб­
ка получена при измерении расстояний в 100 и 10 м между дву­
мя пунктами на местности, то ясно, что в первом случае измере­

ния выполнены с более высокой точностью, чем во втором. 
Поэтому для приближенного значения величины, точное зна­

чение которой не равно нулю, вводится оценка, которая полу­
чила название относительной ошибки приближенного числа. 
Обозначив относительную ошибку приближенного числа а как 
Ва, получим ДЛЯ А=/= О 

Ва= ~;I ~Ва= /: -11. (2.3) 

Таким образом, если известно точное значение величины, то 
для приближенного значения величины по формулам (2.2) и 
(2.3) можно дать абсолютную и относительную оценки точности. 
Однако, как правило, точное значение определяемой величины 
не известно. В этом случае вместо неопределенных значений 
абсолютной и относительной ошибок приближенного числа для 
характеристики приближенного значения определяемой величи­
ны вводят понятия предельной абсолютной и предельной отно­
сительной ошибок. приближенного числа. За предельную абсо­
лютную ошибку приближенного числа определяемой величины 
будем принимать такое число Лпр, которое удовлетворяет не­
равенству 

Лпр;;;::. Ла ~а -Лир~ А~ а+ Лпр, (2.4) 

Здесь число (а-Лпр) является приближением числа А по недо­
статку, а (а+Лпр) - приближением А по избытку. Исходя из 
формулы (2.4), для числа А принята следующая запись: 

А =а± Лпр, (2.5) 
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отражающая тот факт, что АЕ[(а-Лпр), (а+Лпр)]. Как пра­
вило, значение Лпр находится из теоретических предпосылок или 
из характеристик физических устройств, участвующих в изме­
рениях и обработке определяемой величины. Отметим также, что 
значение Лпр не ограничено сверху, но ограничено снизу значе­
нием Ла. Отсюда если Лr - предельная ошибка числа а и 
Л2 ;;:::Л1, то и Л2 является предельной ошибкой приближенного 
числа а. 

За предельную относительную ошибку приближенного числа 
будем принимать число епр, удовлетворяющее неравенству 

fпр ;;:;:. еа. (2.6) 

Из этого неравенства с.1едует, что если er - предельная от­
носительная ошибка числа а и е 2 ;;:::е1, то и е2 - предельная от­
носительная ошибка приближенного числа а. Отсюда при усло­
вии, что А ""а и a=FO, получим формулы 

а( 1- епр) ~А~ a(l +епр) И Лпр=fпр la 1 (2.7) 

и на основании записи (2.7) число А можно представить в виде 
А =a(l ± епр). (2.8) 

В процессе решения задач с применением вычислительных 
средств приходится иметь де.10 с двумя основными видами оши­

бок: ошибкаАtи, содержащимися в исходной информации, и 
ошибка.ми вычисления. Каждую из этих ошибок можно предста­
вить в абсо.1ютной и относительной формах. 

Ошибки в исходной информации возникают в результате не­
точностей измерений, неадекватности математической модели, 
описывающей реальный физический процесс, или из-за невоз­
можности представить какую-либо физическую или математиче­
скую величину конечной дробью. Ошибки данного вида сущест­
вуют независимо от того, каким методом и на каком вычис­

лительном устройстве проводятся вычисления. 
Ошибки вычислений можно подразделить на ошибки, выз­

ванные выбором численного метода, и ошибки, связанные 
с представлением чисел в ЭВМ. Второй вид ошибок получил 
название ошибок округления. 

Существуют такие численные методы, которые в предполо­
жении, что ошибки в исходной информации и округления от­
сутствуют и вычислительный процесс конечен ( т. е. реализуется 
за конечное число элементарных арифметических операций), не 
приводят к ошибкам вычислений. Такие численные методы бу­
дем называть прямыми точными методами. Численные методы, 
которые даже при отсутствии ошибок округления и в исходной 
информации приводят к ошибкам вычисления независимо от 
того, конечен или бесконечен вычислительный процесс, будем 
называть приближенными методами. Отсюда, в частности, еле-
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дует, что любой итерационный численный метод является при­
ближенным. 

В общем случае ошибки, вызванные выбором численного ме­
тода (алгоритма), существенно зависят от ошибок округления. 
Так, в некоторых алгоритмах небольшая ошибка, допущенная 
на каком-либо его шаге, может сильно возрастать и в резуль­
тате получится большая вычислительная ошибка. Такие алго­
ритмы называются неустойчивыми. Естественно, что при выбо­
ре численного метода решения какой-либо задачи необходимо 
избегать неустойчивых алгоритмов. 

В качестве примера неустойчивого алгоритма рассмотрим 
вычисление по рекуррентному соотношению 

Уп=аУп-1 +Ь, 

где а> 1, Yo=tlo+бo. 

Тогда если бо - ошибка округления уо, а б1, 62, ... , бп - ошиб­
ки вычисления, то 

Y1=fl1+б1, Y2=fl~+б2, · · ·, Уп=уп+бп, 

где ошибка вычисления значения Уп будет определяться как 
бп=апбо. Таким образом, даже малая ошибка округления бо 
при пренебрежении другими источниками ошибок с увеличе­
нием п приводит к быстрому нарастанию ошибки бп. Так, при 
а= 1,6 и n=5 ошибка в определении Уп по приведенной форму­
ле возрастет более чем на порядок по сравнению с бо. Приве­
денный пример также показывает, насколько осторожно надо 
относиться к рекуррентным вычислительным алгоритмам. 

§ 2.2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЧИСЕЛ И ИХ ОКРУГЛЕНИЕ В ЭВМ 

Если предположить, что исходная информация не содержит ни­
каких ошибок и численные методы, используемые при обработ­
ке результатов измерений, точные, то все равно и в этом случае 
присутствуют ошибки вычислений, вызванные ошибками округ­
ления. Ошибки округления в основном определяются тем, какая 
система записи чисел принята в вычислительном устройстве, на 
котором будет производиться обработка исходной информации. 

В настоящее время во всех вычислительных устройствах при­
нята запись чисел, основанная, как и наша десятичная система 

счисления, на позиционной системе счисления. 
Определение 2.1. Пусть заданы целое число Р> 1 и множе­

ство целых чисел {а;};=о+(р-1) = {ао, а1, ... , ар-д. Если любое 
число А может быть представлено в виде ряда 

А=± (Ьпрn+Ьп-1Рп-l+ ... +Ьо+Ь-1р- 1 + 

+ Ь-2Р-2 ... ), (2.9) 
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где каждый из коэффициентов Ь; может принимать одно из зна­
чений {а;};=о+(р-1), то запись вида 

А= ± ЬпЬп-1 ... ЬоЬ-1Ь-2... (2.10) 

называется позиционной системой счисления. 

Число Р в (2.9) называется основанием системы счисления, 
числа CGo, а 1 , ••. , ар-1 - базисными числами, ь, - коэффициен­
том i разряда числа А. 

Как правило, рассматриваются такие позиционные системы, 
у которых базисные числа образуют совокупность {i};=o+(P-1) = 
={О, 1, 2, ... , ( Р-1) }. Любое вещественное число может быть 
представлено в виде (2.9), если базисные числа образуют сово­
купность {i};=o+(P-1)· Если Р= 10 и базисными числами являют­
ся О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, то число, представленное в виде (2.9) 
или (2.10), будет называться десятичной дробью. Если же Р=2 
и базисные числа - {О, 1}, то число, представленное в виде (2.9) 
или (2.10), будет называться двоичной дробью, а система счис­
ления, в которой представлено это число, - двоичной системой 
счисления. В тех случаях, когда возникает неопределенность при 
изображении числа, будем рядом с числом указывать основа­
ние системы счисления, в котором оно представлено. Например, 
А,= ( 1011, 11 )2 - число, представленное в двоичной системе 
счисления, А2 = ( 1011, 11) 10 - число, представленное в десятич­
ной системе счисления. Хотя оба из приведенных чисел состоят 
из одних и тех же базисных чисел, но они совершенно различ­
ные: так, первое из них в десятичной системе счисления А,= 
=9,75. 

В современных ЭВМ числа, как правило, представляются 
в двух формах - с фиксированной и плавающей запятой. Пусть 
под любое число отводится (t+ 1) разрядов, из которых r раз­
рядов отводится под целую часть числа. Такое представление 
чисел называется с фиксированной запятой. Если число пред­
ставлено с фиксированной запятой, то оно записывается в виде 

( 2.11) 

т. е. под дробную часть числа отводится (t-r) разрядов. 
Найдем диапазон представления чисел, заданных с фиксиро­

ванной запятой. Пусть число изображается в виде (2.9). Тогда 
максимальное по модулю число будет то, для которого Ьr-i= 
= (Р-1) при всех i= 1-;.-t. В результате из формулы (2.9) по­
лучаем 

max 1а1 =(P- l)(Pr-I+p2-2+ ... +Ро+р-1+ ... +Pr-t). 

С учетом того, что второй сомножитель этого выражения являет­
ся суммой членов геометрической прогрессии, имеем 

max 1а1 =P'O-P-t). (2.12) 
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Отсюда 

_pr~a < pr, 

В качестве примера рассчитаем диапазон представления чи· 
сел с фиксированной запятой в вычислительных машинах ти· 
па ЕС. Как известно, в ЕС ЭВМ в форме с фиксированной за· 
пятой представляются только целые числа, для которых преду­
смотрены две длины: стандартная - 4 байта и нестандартная -
2 байта. Заметим, что 1 байт равен 8 бит, а 1 бит соответствует 
одному двоичному разряду информации. Отсюда для представ­
ления чисел с фиксированной запятой в ЕС ЭВМ имеем Р=2, 
t=r, один разряд отводится под знак числа и получаем, что 

- (pr):::::;; а:::::;; (Р' - 1 ). (2.13) 

Увеличение диапазона для изображения в ЭВМ отрицательных 
целых чисел на единицу по сравнению с расчетами, выполнен­

ными по формуле (2.12), связано со спецификой представления 
отрицательных чисел в ЭВМ (отрицательные числа представле­
ны в ЭВМ в дополнительном коде). Таким образом, в ЕС ЭВМ 
диапазон измерения целых чисел стандартной длины определя­
ется как 

-2з1:::::;; а:::::;; (231-1) =>- 1а1 ~ 2147483647, 

а для нестандартной длины - как 

-215:::::;; а:::::;; (21 5-1) =>- -32768 ~а~ 32767. 

Рассмотрим теперь числа с плавающей запятой. Представле­
ние ненулевого числа будем называть с плавающей запятой, 
если оно описывается в виде 

a=mPn, (2.14) 

где т - мантисса числа, п - целое число, предназначенное для 

задания порядка чисел. Если на мантиссу числа, представлен­
ного в виде (2.14), накладывается ограничение 

1 / р:::::;; 1 т 1 < 1, (2.15) 

то такое представление числа называется нормализованным 

с плавающей запятой. Число О в указанном представ.11ении -
это число с нулевой мантиссой при любом порядке. Если модуль 
числа а меньше единицы, то порядок числа п~О, и если!аl ~ 1, 
то п~ 1. 

Вещественные числа в ЭВМ в основном представляются 
в нормализованном виде с плавающей запятой. Найдем диапа­
зон изменения этих чисел. Предположим, что под порядок чис­
ла отводится r+ 1 разрядов в системе счисления q, а число в 
ЭВМ представляется в Р системе счисления. Тогда максималь-
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ные и минимальные по модулю числа, которые могут быть 
представлены в нормализованном виде, будут иметь вид 

max la 1=1рq<г-1), min [а 1=(1 / Р )p-<qr>. 

Здесь (q' - 1) - максимальный положительный порядок и 
(-qr) - минимальный отрицательный порядок, определяемые 
на основании формулы (2.13). Таким образом, получаем 

-(qr +1) (q'-1) 
Р ~ 1а1 ~ Р . (2.16) 

Применительно к ЕС ЭВМ имеем Р= 16, т. е. мантисса числа 
в ЭВМ задается в 16-й системе счисления, q=2, r=б. Отсюда 
в ЕС ЭВМ диапазон представления вещественных чисел в нор­
мализованном виде определяется из выражения 

10-79 ~ 1а1 ~ 1075 . 

Отметим, что диапазон представления вещественных чисел 
в ЭВМ не зависит от длины задания этих чисел в ЕС ЭВМ. На­
помним, что в ЕС ЭВМ вещественные числа могут иметь стан­
дартную длину - 4 байта и нестандартную - 8 байтов. 

Как отмечалось выше, в реальных вычислительных устрой­
ствах числа задаются конечной дробью вида ( 2.11) вместо 
(2.10). Операцию, в результате которой осуществляется замена 
исходного числа таким числом, все разряды которого в заданной 
системе счисления, начиная с (s-1 )-го, являются нулевыми, бу­
дем называть округлением числа до s разрядов в принятой си­
стеме счисления. Разность между округленным и округляемым 
числами называется ошибкой округления. 

Операции округления могут быть р.еализованы различными 
способами. Однако наибольшее применение в вычислительной 
практике нашли два способа округления: 

1) с усечением числа до s разрядов; 
2) симметричное. 
Усечение.м числа А до s разрядов называется его округление 

до s разрядов, при котором сохраняются все разряды числа сле­
ва до s-го включительно. В технической литературе этот способ 
округления называют отбрасыванием младших разрядов. Сна­
чала оценим точность округления способом усечения нормализо­
ванных чисел. Для этого нормализованное число запишем как 

(2.17) 

где т1 - мантисса нормализованного числа, на которую отве­

дено t разрядов в Р системе счисления, т. е. 1/Р~т1<1, для 
т2 отводятся остальные разряды, т. е. O~m2< 1. Например, 
если а=О,23140092-103 и t=5, то 0,23140092-103 =0,23140· 103+ 
+0,09200· l0-2 • Положив s=t, получаем, что максимальная абсо­
лютная ошибка округления возникает при т2=1 и 

89 



Локр= 1а-А1=1рп-t. (2.18) 

Отсюда наибольшая относительная ошибка округления при 
т1=1/Р будет 

1рп-t 

(1/Р) рп 
=р-1+1. (2.19) 

Из приведенной формулы следует, что предельная относитель­
ная ошибка округления нормализованных чисел по способу усе­
чения не зависит от числа, а зависит от количества разрядов, 

отводимых под мантиссу числа. 

Определим ошибку округления чисел, представленных с фик­
сированной запятой, при условии, что под число отводится t раз­
рядов в Р системе счисления, а под целую часть числа - r раз­
рядов. Из формул (2.9) и (2.11) следуетдляА>О: 

А-а= b(r-tнp<r-t)-1 + Ь1r-t)-2p<r-tH + ... 
. . . ~ (P- l)(Ps-1 ( 1 +-}+ ~2 + .. ·) , 

где S=r-t= >S~O. После алгебраических преобразований 
получаем 

а-А ~-Ps. 

Если А<О, то эта формула преобразуется к виду 
a-A~Ps. 

В общем случае можно написать 

1а-А1:;::; Р5 • 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

Анализ выражения (2.22) показывает, что предельная абсолют­
ная ошибка округления по способу усечения для чисел, пред­
ставленных с фиксированной запятой, не зависит от значения 
самого числа, а зависит только от разности количества разря­

дов, отводимых под число и его целую часть. Кроме того, из 
выражений (2.20) и (2.21) следует, что знак ошибки округления 
приближенного числа (независимо от того, представлено оно 
с фиксированной или с плавающей запятой) противоположен 
знаку исходного (точного) числа, что может привести к такому 
нежелательному явлению, как быстрое накопление ошибок вы­
числений. 

Рассмотрим теперь симметричный способ округления, кото­
рый можно описать следующим образом: 

1а1 = {' as 1, если 1as-A1 <0/2)Ps, (2.23) 
1 as l+Ps, если J as-A J;?:0/2)P5 , 

где as - приближенное число при округлении А по способу усе­
чения. Предполагая, что распределение ошибок округления 
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подчиняется равномерному закону распределения, получаем для 

предельной абсолютной ошибки симметричного округления вы­
ражение 

Локр= 1 а -А 1 ~ .!_ ps_ (2.24) 
2 

Напомним, что s=r-t= >s::=:;;O. Формула (2.24) служит для 
оценки точности симметричного округления чисел, представлен­

ных с фиксированной запятой. 
Оценивать точность симметричного округления чисел, пред­

ставленных в нормализованном виде, будем предельной отно­
сительной ошибкой округления, имеющей на основании фор· 
мул (2.19) и (2.24) вид 

~окр-< ( 1 /2) p-t+I. (2.25) 

Из сравнения способов симметричного округления и с отбра­
сыванием младших разрядов (усечения) следует, что способ 
симметричного округления приводит во всех случаях к меньшим 

ошибкам вычисления, чем способ с отбрасыванием младших 
разрядов. Однако большинство трансляторов алгоритмических 
языков (например, ФОРТРАН, БЭЙСИК:, ПЛ/1), существующих 
на современных ЭВМ, организовано таким образом, что рабо­
чие программы, составленные с их помощью, производят округ­

ление чисел по способу отбрасывания младших разрядов. Это 
вызвано тем, что техническая реализация способа усечения 
предельно простая, не требующая никаких дополнительных про­
граммных ресурсов, а следовательно, и затрат машинного вре­

мени. В случае необходимости реализации способа симметрич­
ного округления требуется составление отдельной программы по 
алгоритму, в основе которого должны лежать зависимости 

(2.23). 
В качестве примера рассмотрим округление чисел по спосо­

бу усечения в ЕС ЭВМ. Так как в ЕС ЭВМ числами с фиксиро­
ванной запятой являются только целые числа, то независимо 
от их длины 

Л0кр ~ (2) 0 =?- Локр ~ 1. 

Для тех случаев, когда округляются вещественные числа стан­
дартной длины t=З байта (или t=6 при Р=16), 

В 0 кр ~ 15-5+! =?- Вокр ~ 15-5 =?-;окр'"" 10-6 , 

а при округлении вещественных чисел нестандартной длины 
t=7 байт (или t= 14 при р= 16) 

~ 15-1з ......_ - ,_, 10-16 Вокр ~ -r Вокр = . (2.26) 

При организации ввода и вывода числовых данных для ЭВМ 
в ряде случаев требуется задание форматов данных и, в частно-
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сти, должно быть указано количество позиций (десятичных раз­
рядов), отводимых под запись каждого вводимого (или выводи­
мого) числа. Как правило, необходимое количество таких по­
зиций намного меньше максимально возможного количества 
позиций, предусматриваемых транслятором алгоритмического 
языка под запись чисел. Задание формата числа с учетом толь­
ко необходимого количества позиций не приводит к таким до­
полнительным вычислительным затратам, как набивка ненуж­
ных символов в исходной информации, печать лишних симво­
лов при выдаче на печатающее устройство ЭВМ результатов 
счета и др. 

На основании указанного возникает задача определения не­
обходимого количества десятичных цифр в записи числа (2.11) 
при его вводе (или выводе) в ЭВМ, если подготовка и печать 
числовой информации производятся в обычной десятичной систе­
ме счисления. 

В записи (2.11) все базисные числа, начиная с первого слева 
ненулевого, будем называть значащими цифрами. Количество 
значащих цифр можно увеличить или уменьшить путем припи­
сывания или отбрасывания нулей в младших разрядах числа. 
Например, число 0,00300800 имеет 6 значащих цифр, а число 
0,003008-4 значащие цифры и, следовательно, эти два числа 
не равнозначны. 

Для значащих цифр приближенного числа, ошибка прибли­
жения которого известна, вводится понятие верных значащих 

цифр. Значащую цифру Ьs в числе (2.11) будем называть вер­
ной значащей цифрой, если для абсолютной ошибки прибли­
женного числа а выполняется неравенство 

Ла ~ QPs, (2.27) 

где параметр Q устанавливается равным 1 или 1/2 в зависимо­
сти от способа округления чисел. Отметим, что в данном опре­
делении неважен источник искажения точного числа А. Так как 
округление чисел на ЭВМ производится по способу усечения, 
то в формуле (2.27) будем считать Q = 1. Если базисное число 
Ьs при записи приближенного чис"1а в виде (2.11 )- верная зна­
чащая цифра, то очевидно, что и все предшествующие значащие 
цифры верные. 

Обозначим длину последовательности значащих цифр в раз­
ложении (2.9) за t и пусть Р= 10. Тогда при выполнении ус­
ловия 

Ла ~ 10n-t+I (2.28) 

десятичные цифры Ьп, Ьп-1, ... , Ьп-1+1 являются верными. На­
пример, приближенное значение а=3,14 числа л имеет все три 
верные значащие цифры, так как для него выполняется условие 
ln-a 1:::::;; 10( 0-з+ 1 >. При записи же приближенного значения чис-
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ла п в виде а=З,140 последняя значащая цифра не является 
верной, так как l n-a/ ~ 10<0- 4+1>. 

Теорема 2.1. Если в - относительная ошибка приближенно­
го числа а и t - целочисленное решение нерюrенства 

е ~ 1 10-1+1, 
""" Ьп+ 1 

(2.29) 

то приближенное число а, начиная с первой значащей цифры 
Ьп, имеет по крайней мере t верных значащих цифр_. 

С доказательством этой теоремы можно познакомиться в ра­
боте [4]. Приведенная теорема позволяет рассчитать необходи­
мое для удержания количество значащих цифр в приближенном 
числе и тем самым дает возможность обеспечить рациональную 
запись исходной числовой информации для ввода в ЭВМ и пе­
чать числовых результатов, получаемых в процессе счета на 

эвм. 
К:ак следует из формулы (2.26), в ЕС ЭВМ возможно запи­

сать без потери точности вещественные числа, представленные 
в обычной десятичной системе счисления с 16 верными знача­
щими числами. Естественно, что такую точность при вводе (или 
выводе) чисел в ЭВМ обеспечивать не надо, если само исходное 
число является приближенным, полученным в результате, на­
пример, каких-то измерений с меньшей точностью. Так, если 
при вычислениях (или измерениях) расстояния между двумя 
точками получено число с семью значащими числами L = 
=981,1576 и известно, что относительная ошибка вычисления 

(измерения) не превосходит Е°= l0-5 , то на основании формулы 
(2.29) находим необходимое количество значащих цифр, кото­
рое требуется удержать в числе L: 

10-5 = !__ 10-1+1 * t=5. 
10 

Таким образом, полученный результат может быть представлен 
как L=981,15. 

§ 2.3. ОШИБКИ ОКРУГЛЕНИЯ ПРИ ВЫПОЛНЕНИИ 
АРИФМЕТИЧЕСКИХ ОПЕРАЦИИ И ИХ РАСПРОСТРАНЕНИЕ 

Одним из важнейших вопросов в численном анализе является 
вопрос о том, как ошибки, возникающие в определенном месте 
в ходе вычислений, распространяются дальше, т. е. становится 
ли их влияние больше или меньше по мере того, как произво­
дятся последующие операции. В качестве первого шага при 
рассмотрении этого вопроса необходимо оценить ошибки, воз­
никающие при выполнении элементарных арифметических опе­
раций: «+», «-», «*», «/». 
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Предположим, что числа А, В, С точные, причем С- ре­
зультат выполнения элементарной арифметической операции 
над числами А и В. Тогда при выполнении над А и В тех же 
операций в ЭВМ получим: 

1) если 1 CI <m, где т - минимальное по модулю число, 
которое может быть записано в ЭВМ, то А+В=О, т. е. резуль­
татом является машинный нуль; 

2) если 1 CI >М, где М - максимальное по модулю число, 
которое может быть записано в ЭВМ, то результат операции 
не определен. В этом случае будем говорить, что имеет место 
пе ре полнение; 

3) если т~ 1 с1 ~м. то результатом в эвм будет число с, 
являющееся приближением для С, за счет округления резуль­
тата. В этом случае ошибка выполняемой арифметической опе­

рации на ЭВМ будет равна ошибке округления числа с. Следо­
вательно, если результат операции представлен в ЭВМ с фик­
сированной запятой, то ошибка этой операции из-за округления 
чисел будет определяться по формуле (2.18), а для результата, 
представляемого в ЭВМ с плавающей запятой,- по формуле 
(2.19). Таким образом, при получении результата операции в 
виде числа с фиксированной запятой будем иметь 

С=.С+Локр, (2.30) 

где Локр ~ ps_ 
В случае, когда А, В, С - целые числа, операции «+», «-», 

«*» выполняются точно, а при выполнении операции деления 

имеем Лакр~ 1. Именно этот случай имеет место при выполне­
нии арифметических операций над числами с фиксированной 
запятой в ЕС ЭВМ. 

При выполнении арифметических операций над числами с 
плавающей запятой имеем 

c=CCl +~акр), (2.31) 

где Еокр=Р-1+1. 

l(ак было указано выше, значение t равно количеству раз­
рядов в Р системе счисления, отводимых под мантиссу числа. 
Трансляторы современных ЭВМ допускают работу с числовой 
информацией при различных значениях t. Так, на ЕС ЭВМ при 
задании вещественных чисел можно использовать стандартную 

длину (t=З байта) и нестандартную длину (t=7 байт). Ес­
тественно, что ошибка округления приближенного числа, пред­
ставленного в нестандартной длине, будет существенно меньше, 
чем ошибка округления для чисел, представленных в стандарт­
ной длине. Однако при этом для записи вещественных чисел 
нестандартной длины требуется в 2 раза больше ячеек памяти, 
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чем для вещественных чисел, представленных в стандартной 
длине. Следовательно, все используемые в программе вещест­
венные числа представлять в нестандартной длине нерацио­
нально. Поэтому для сохранения t верных значащих цифр при 
выполнении вычислений над исходными числами с t верными 
значащими цифрами при программировании поступают следую­
щим образом. Вводятся дополнительные переменные, под ман­
тиссу которых отводится число разрядов, необходимое для по­
лучения результата с t верными значащими цифрами. В ЕС 
ЭВМ дополнительные переменные должны быть описаны как 
вещественные переменные нестандартной длины (8 байт). Ре­
жим вычислений, при котором все промежуточные вычисления 
осуществляются с (2t+ 1) разрядами, отводимыми под мантис­
су числа, и лишь конечные результаты вычислений округляются 
до t верпых значащих цифр, получил название режима накоп­
ления. 

Рассмотрим следующий пример. Пусть требуется вычислить 
значение К= (А-В) С с четырьмя верными значащими цифра­
ми при условии, что А, В, С заданы также с четырьмя верными 
значащими цифрами А=О,1011· 102, В=О,9999· 101, С=О,2134Х 
Х 102• При вычислениях, производимых без накопления, т. е. для 
нашего примера с четырьмя значащими цифрами, получим ре­
зультат K1=0,2560· I0-3 • Если же ввести дополнительные пере­
менные И и V удвоенной точности, представляемые с восьмью 
верными значащими цифрами, то алгоритм вычисления К мож­
но записать в виде 

г .--~---~1- -~г---:-::-::1 
l ___ ~.:_:__J--L~Гl~~~=-~L~__j~_и~ ~~ 

Знак « = » является символом присвоения, служащим для при­
своения результата арифметической операции, стоящей справа 
от него, переменной, стоящей слева от этого символа. Резуль­
татом вычисления К по приведенному алгоритму будет значе­
ние K2 =0,2368· I0-3 . Все значащие цифры в этом случае явля­
ются верными, тогда как в первом случае результат К1 получен 
только с одной верной значащей цифрой. 

Нужно отметить, что приближенные арифметические опера­
ции обладают совсем иными свойствами, чем точные операции. 
Например, они не ассоциативны, для них не выполняется закон 
дистрибутивности. Так, в предыдущем примере при вычислени­
ях с четырьмя значащими цифрами (А-В) C=0,2560· I0-3 , 

а АС-ВС=О,2400, т. е. получили (А-В) С=!=АС-ВС. Из-за 
нарушения законов ассоциативности и дистрибутивности для 
операций сложения и умножения, выполняемых над веществен­
ными числами в ЭВМ, расстановка скобок в арифметическом 
выражении может существенно влиять на результат его вычис-
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К =АС-ВС 

)/в\ 
- А в 

l/в 1 
в с с с 

Рис. 2. Схема вычислений выражений К= (А-В) С и К =АС-ВС 

ления. С другой стороны, именно расстановка скобок опреде­
ляет алгоритм вычисления арифметического выражения. Для 
удобства анализа алгоритмов вычисления арифметических вы­
ражений будем использовать графический способ их описания. 
При этом любую бинарную операцию будем изображать в виде 
кружка, внутри которого заключен символ операции (например, 
для арифметических операций такими символами будут «+», 
«-·», «*», «/»), двух стрелок, входящих в этот кружок, у кото­
рых нача.11ом, считая слева направо, являются соответствующие 

операнды данной операции, и одной стрелки, выходящей из 
кружка, для результата операции. Кроме бинарных операций 
в состав арифметических выражений могут входить и различ­
ные функции. Для их изображения будем использовать кружо­
чек с вписанным внутри символом этой операции, стрелки, вхо­
дящие в указанный кружок, началом которых являются аргу­
менты этой функции, и стрелку, выходящую из кружка и 
соответствующую результату вычисления заданной функции. 
На рис. 2 изображены алгоритмы вычисления арифметических 
выражений К= (А-В)С и К=АС-ВС, где и=АС, v=BC. 

Графический способ описания алгоритма вычисления ариф­
метического выражения весьма удобен для подсчета общей 
ошибки окончательного результата. С этой целью около каждой 
стрелки ставится коэффициент, равный коэффициенту, стояще­
му при предельной относительной ошибке операнда, являюще­
гося началом соответствующей стрелки, при определении пре­
дельной относительной ошибки рассматриваемой операции 
(или в общем случае функции). Таким образом, предельная 
относительная ошибка результата любой операции или функции 
(кружка) входит в результат следующей операции или функ­
ции, умножаясь на коэффициент, стоящий у стрелки, соединя­
ющей эти два кружка. 

Следовательно, любое арифметическое выражение, состоя­
щее более чем из двух арифметических операций, связано с вы­
числениями над приближенными числами. Поэтому возникает 
задача определения ошибки функции, если известны ошибки ее 
аргументов (исходных данных). Причем из соображений, изло­
женных в начале этого параграфа, будем находить предельные 
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абсолютные и относительные ошибки функций. Такой анализ 
ошибок относится к прямому анализу ошибок, обобщенное оп­
ределение которого дается в § 2.5. 

Пусть задана функция У= F (Х1 , Х 2, ••• , Хп), точные значе­
ния аргументов которой не известны, а известны лишь их при­
ближенные значения Х1, Х2, .•• , Хп и предельные абсолютные и 
относительные ошибки этих значений. Требуется найти прибли­
женное значение функции у и дать оценку точности получен­
ного приближенного значения. Наложим следующие ограниче­
ния на функцию F. Предположим, что, во-первых, она непре­
рывно дифференцируема в рассматриваемой области изменения 
приближенных значений х;, во-вторых, абсолютные ошибки 
значений Х; существенно меньше самих приближенных значе­
ний, так что всегда можно ограничиться членами, линейными 
относительно ошибок аргументов, пренебрегая членами более 
высокого порядка малости. Исходя из сделанных предположе­
ний, после разложения функции F в ряд Тейлора в окрестности 
точки (х1, Х2, • •• , Хп) имеем 

F(X,, Х2, ... , Хп)=F(х1, Х2, .•• , Хп)+ 
п д -

+ ~дХ. F(е;)Лх;. 
i=l l 

(2.32) 

Здесь е - точка, принадлежащая отрезку [.Х, х] и Лх;=Х;-Хi. 

Предполагая, что, в-третьих, замена-д-F(0)Лх; на~ F(х)Лх1 
дХi дХt 

приводит к ошибкам только высокого порядка малости (т. е. 
выше первого), полученную формулу (2.32) можно преобразо­
вать к виду 

п 

Лу=]у-УI= l~Fx.'(x)Лx.I. 
i=I 1 1 

Отсюда, переходя к предельным абсолютным ошибкам, получим 
п 

Лу~~ 1Fx.'(x)1 Лх 1 , 
i=! ' 

(2.33) 

где Лх, обозначают предельные абсолютные ошибки Х;. Если 

отбросить третье предположение, накладываемое на функцию 
F, то для предельной абсолютной ошибки приближенного зна­
чения у получим формулу 

(2.34) 

где М; - наибольшее абсолютное значение производной F' ч 
на отрезке [.Х, х], которое в силу первого предположения, при-
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Рис. 3. Схема выполнения арифметических операций: 
п - сложение; 6- умножение; в - деление 

менительно к функции F, всегда достигается на [Х, х] для лю­
бого значения i = 1-;-п. 

При получении предельной относительной ошибки прибли­
женного значения у через предельную абсолютную ошибку вос­
пользуемся формулами (2.3) и (2.34), тогда 

sу-<лу111 F(x)JI. <2.3s> 

Применим теперь формулы, полученные для оценки точно­
сти вычисленного приближенного значения функции, для оцен­
ки точности выполнения элементарных арифметических опера­
ций, операндами которых являются приближенные значения 
величин. Пусть Х1 и Х2 - приближенные значения к величинам 

Х1 и Х2, имеющие предельные абсолютные ошибки Лхl и л:-2' 
тогда вместо точного сложения У=Х1+Х2 получим приближен­
ное значение у, равное сумме чисел х, и Х2. При этом предель­
ная абсолютная ошибка у будет определяться как 

Лу = Лх1 + Лх2 + Локр. (2.36) 

После перехода к предельным относительным ошибкам получим 

Ву=/ Х1 1 ёх1'+\ Х2 1 ~2+Еоир• 
Х1 + Х2 Х1 + Х2 (2.37) 

в этой формуле еокр для сложения нормализованных действи­
тельных чисел, представленных с плавающей запятой, будет 
находиться по формуле (2.19). На основании формулы (2.37) 
графическое изображение операции сложения примет вид, по­
казанный на рис. 3, а. Для вычитания чисел Х1 и Х2 получим 
те же оценки, что и для сложения двух чисел, только Х2 будем 
брать с противоположным знаком. Из анализа формулы (2.37) 
следует, что если Х1 и Х2 имеют противоположные знаки и зна­

чения 1Х11. 1 x2 I близки, то относительная ошибка ty может 
принять большое значение, а это может привести к значитель­
ной ошибке последующих вычислений, выполняемых со значе­
ниями у. 

При выполнении операции умножения над приближенными 
числами х1 и Х2 для оценки точности произведения у получим 

Лу :о::;; 1 X2IЛх1+1Х11 Лхz+Локр. 
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Рис. 4. Схема выполнения последовательного суммирования 

Отсюда для предельной относительной ошибки произведения 
имеем 

Еу = Ех1 + Ех2 + Еокр. (2.38) 

Графическое изображение операции умножения дано на рис. 
3, б. Для оценки точности результата деления числа х1 на х2 
имеем 

(2.39) 

и далее для предельной относительной ошибки у получаем 

Еу = Ех1 + Ех2 + Еокр. (2.40) 

Графическое изображение операции деления приведено на 
рис. 3, в. 

§ 2.4. АЛГОРИТМЫ СУММИРОВАНИЯ 
И ПЕРЕМНОЖЕНИЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЧИСЕЛ 

Оценим влияние ошибок округления на точность результата 
вычисления на примере суммирования конечной последователь­
ности точных величин. Пусть задана последовательность точных 
величин {А1, А2, ... , An}, в которой Ai~O для всех i= l-;-n. 
Требуется вычислить 

п 

S= ~Aj. 
i=l 

В качестве алгоритма для вычисления S выбираем алгоритм 
последовательного суммирования 

Sk=Sk-l +Ak, 
где k=2+n, S1=A1 и S=sn. 

Графическое изображение этого алгоритма приведено на рис. 4. 
Из приведенного алгоритма следует 

(2.41) 
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где k=2-Тn, еs 1 =ел1=0, 

причем ВА i =0, так как Ai - точные значения. Распишем фор­

мулу (2.41) для k=2, 3, 4, выражая значение es4 через es3, 

а еs 3-через es 2, т. е. 

80 82 = Еонр• ё"о sa = ~ 8а2 + Вонр * ёО sa = l~ + 1 ) ЕонР• 
53 S3 

Воs4 =..З..(~+1) в011р+Вонр *е\1 =(~+~+1) Вонр• 
~ ~ ~ ~ 

Используя метод индукции, получаем формулу предельной от­
носительной ошибки округления при суммировании п точных 
значений величин по алгоритму последовательного суммирова­
ния 

(2.42) 

Проанализируем эту формулу. Нетрудно заметить, что, во-пер­
вых, с увеличением п относительная ошибка esn увеличивается, 

во-вторых, величина ошибки esn существенным образом зави­

сит от расположения чисел в последовательности {А;} i=I+n· 

Причем если числа в {А;} i=l+n располагаются в порядке воз­
растания, т.е. А 1 -<:А 2~ ••• -<:Ап-1-<:Ап, то относительная ошиб­
ка округления при суммировании этих чисел по алгоритму по­

следовательного суммирования будет наименьшей. Для пре-

дельной относительной ошибки Воsп можно получить и более 
простое выражение, если при вычислении всех частичных сумм 

sk положить Ai=A, где А - наибольшее значение в последова­
тельности {Ai} i=l+n· Тогда из формулы (2.42) получаем 

0 ...- (2 + 3 + ... + (п - 1) + п) - * -0 ...- (п - 1) (п + 2) -
8 s """= 8011р 8 s "=::: 80кр 

п п n ~ 

и после несложных преобразований имеем 

- n+2 -
е0 е sn =-2- окр· (2.43) 

Если значения Ai, входящие в {А;} i=l+n, изменяются незначи­
тельно, то для оценки точности их суммы S можно также ис­
пользовать формулу (2.42). 
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В случае, когда последовательность {Ak}*k=I+n -убываю­
щая арифметическая прогрессия, и при большом значении п 
получим 

- п+2 -
еО s = -- ЕоиР· 

п 3 
(2.44) 

Таким образом, если члены последовательности {A;}i=l+n из­
меняются в незначительных пределах или по степенному закону 

с Р~ 1, то упррядоченность членов А; в порядке их возрастания 
не может привести к заметному повышению точности вычисле-

п 

НИЯ суммы Sn = ~А;. 
i=l 

Рассмотрим случай, 
{Ak} * k=I+n изменяются 
менателем q> 1. Тогда 
n> 10 имеем 

когда члены в последовательности 

по геометрической прогрессии со зна­
на основании формулы (2.42) для 

e0s = --+-- БоиР F? e0s =-- Еокр• - ( п q )- - q -
п q" q-1 п q-1 

(2.45) 

Из анализа полученной формулы следует, что с возрастанием q 
точность суммирования членов геометрической прогрессии воз­
растает и при q> 10 она практически будет определяться толь­
ко точностью выполнения одной операции сложения. Аналогич­
ные выводы следуют и для суммирования членов упорядоченной 
последовательности {Ak} * k=I+n, изменение которых происходит 
по степенному закону с Р-;;?::2 и А1> 1. Таким образом, в тех 
случаях, когда изменение членов последовательности {А;} i=I+n 
после их упорядочения нелинейно возрастает, переход от 
{A;}i=1+n к последовательности {А1г}*k=1+п оправдан, так как он 
может п_ривести к существенному уменьшению ошибки сумми-

рования е 0 sn. 

Рассмотрим алгоритм суммирования членов последователь­
ности {A;}i=t+n при n=2m, графическое изображение которого 
для п = 8 приведено на рис. 5. 

Обозначая предельную относ~ельную ошибку округления 

от суммирования двух чисел как еокр, получаем для предельной 
относительной ошибки суммирования четырех чисел 

-О О S12 - + 5з4 - + - О 2-
8 s14 = 8 s68 = - Воир -- ВоиР Еоир * 8 в14 = 8011р• 

514 514 

Из аналогичных рассуждений при суммировании восьми чи­
сел имеем 

rs - s - - -
еО 818 = __!!_ (28оир) + ~ (2еокр) + 8окр = Зеокр• 

S1s 51в 

По методу индукции находим es п при суммировании п = 2т 
чисел 
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Рис. 5. Схема выполнения суммирования по парам чисел 

t 0sn =Ё0sm=mвокр ==?- BOsn =eoкplOgzn. (2.46) 

Сравнивая полученную оценку с оценкой, определяемой по 
формуле (2.43), убеждаемся, что при суммировании близких 
по значению величин с использованием алгоритма суммирова­

ния по парам чисел повышается точность определения суммы 

последовательности чисел по сравнению с алгоритмом последо­

вательного суммирования примерно в п/ (2 log2 п) раз. Так, для 
n=512 это уменьшение может достигнуть 30 раз, что приведет 
к сохранению двух значащих цифр. 

Рассмотрим задачу суммирования последовательности при­
ближенных чисел. Ранее указывалось, что источниками прибли­
женных чисел могут быть измерения величин и результаты пре­
дыдущих вычислений. Например, при вычислении суммы три-

п 

rонометрического ряда S = ~ ak, где ak = sin kx, значения ak 
k=I 

являются приближенными числами, даже если х - точное 
число. 

Пусть ая - приближенное число, предельная относительная 
- п 

ошибка которого равна eak. Найдем сумму Sn = ~ ak и оценим 
k=I 

ошибку вычисления этой суммы. Если предположить, что ошиб­
ки округления при выполнении операции суммирования отсут­

ствуют, то предельная относительная ошибка вычисления Sn 

будет определяться по формуле 

п 

~п = 1j a"ea/sn. (2.47) 
k=I 
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1 1 t f 1 f 

a,),1~------rrp" 
а2 аз ап-1 ап 

Рис. 6. Схем3 вычис.~ений произведения 

Причем эта формула не зависит от алгоритма суммирования. 
Ее вывод в порядке упражнения предлагаем сделать самостоя-

тельно. При условии, что e~k = Ёа = const для всех k, имеем 
ёпsп = еа. Таким образом, ошибки в исходных данных не при­
водят к накоплению ошибок при суммировании этих данных. 

Общую ошибку суммирования п приближенных чисел с уче­
том ошибок округления можно оценить по предельной относи­
тельной ошибке 

(2.48) 

При этом от накопления ошибок зависит только значение ~sn• 
которое, как было показано выше, существенно зависит от вы­
бор а алгоритма суммирования. 

Другой часто встречающейся математической процедурой в 
различных вычислительных процессах является нахождение 

произведения последовательности чисел, т. е. 

п 

р= п а;=а1а2 ... ап-1ап. 
i=I 

Вычисление значения р будем выполнять по алгоритму 

р;= Р;-1а;, 

(2.49) 

где i = 2-;-п, Pi = а1, Рп = р, графическое изображение которого 
представлено на рис. 6. 

Оценим точность вычисленного значения р, для этого сна­
чала найдем предельную относительную ошибку значения р; 
при i=2, 3: 

И далее по индукции имеем 

з_ -
ерз = ~ еа.+ 2еокр. 

i=I 1 

- п - -
ерп=.~еа 1 +(п-ОеокР· 

1=1 

Если 'ёа. = еа = const, то 
l 

(2.50) 
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!= 2 
J == N-1 
p-=a 1xaN 

К=! 

K=J 
J =J - 1 

Таким образом, процесс пе­
ремножения п приближенных 
чисел приводит к накоплению 

ошибок и из-за ошибок исход­
ных данных и ошибок округ­
ления. 

Другими источниками вы­
числительных ошибок, как от­
мечалось в начале § 2.3, явля­
ются машинный нуль и пере­

'--~--... полнение. В качестве примера 
рассмотрим умножение веще­

ственных чисел в десятичной 
r= 1+ 1 системе счисления, представ­

ленных с фиксированной запя­
той (отметим, что приводимые 
ниже рассуждения будут отно­
ситься и для нормализованных 

p=pxak чисел, представленных с пла-

вающей запятой). Пусть под 
целую часть числа отводятся 

3 разряда а под дробную часть 
числа - 4 разряда и {0,0050, 
4,0000; 0,0040; 0,0500; 15,0000; 
80,0000; 20,0000} - последова­
тельность, числа которой тре­
буется перемножить. Если эту 

Рис. 7. Блок-схема алгоритма вычис- последовательность чисел пе­

ления произведения ремножать по алгоритму, изоб-

раженному на рис. 6, то после 
перемножения первых трех чисел получим машинный нуль, а 
следовательно, и результат произведения всех чисел данной пос­
ледовательности будет равен нулю. Если же перемножение 
осуществлять с конца последовательности , то получим перепол­
нение разрядной сетки уже после умножения двух последних 
чисел этой последовательности. Точный же результат перемно­
жения чисел, входящих в исходную последовательность, равен 

значению 0,096, которое умещается в заданную разрядную сет­
ку. Поэтому необходимо использовать такой алгоритм перемно­
жения последовательности чисел, при котором конечный резуль­
тат перемножения не равен машинному нулю, не возникает 

переполнения разрядной сетки представления чисел и имеется 
возможность получить конечный результат перемножения с точ­
ностью, определяемой формулой (2.50). 

Блок-схема такого алгоритма приведена на рис. 7. В ней 
символ Т над стрелкой указывает на то, что в случае выпол­
нения условия, стоящего в ромбике, из которого выходит поме-

104 



ченная стрелка, вычислительный процесс продолжается вдоль 
этой стрелки, в противном случае (когда условие не выполня­
ется)- вдоль стрелки, помеченной символом F. 

Возвращаясь к описанному выше примеру, при использова­
нии алгоритма, приведенного на рис. 7, последовательность вы­
числений будет следующая. Сначала получаем {ak} *k=1+1= 
= {0,0040; 0,0050; 0,0500; 4,0000; 15,0000; 20,0000; 80,0000}. За­
тем вычисляем Р1=а1а1ав=6,4ООО, Q1=P1a2=0,0320, Р2= 
=Q1asa4=l,9200 и Qз=р2аз=О,0960. 

Одной из часто используемых вычислительных процедур в 
численных методах, и особенно в линейной алгебре, является 
нахождение скалярного произведения по формуле 

п 

scl=(x, у)= ~X;Yi· 
i=l 

Поэтому точность вычисления значения скалярного произведе­
ния в ряде алгоритмов фактически определяет и точность всего 
вычислительного процесса, выполняемого на вычислителе. 

В основу алгоритма вычисления значения scl положим формулу 
п 

суммирования Sn= ~ ai, где ai=XiYi· В результате для предель­
i=I 

ной относительной ошибки значения scl получим 
п 

S:.c 1= '1ai8a.!Sп+e'\, "Ea.=ex.+elj.+e0 "P' (2.51) L· z -п z i ·i 

i=l 

где в0sп - ошибка, вызванная округлением при вычислении 
суммы из п чисел, зависящая от выбора алгоритма суммирова­
ния. Предполагая, что вxi=вyi=в=const, имеем 

Bscl = 2е +-;окр+ ~о sn • 

Следовательно, чтобы ошибки округлени~ не оказывали решаю­

щего влияния на точность вычисления 8sc1, необходимо проме­
жуточные вычисления производить с удвоенной точностью, т. е. 
в режиме накопления. В тех случаях, когда вычислительные 
средства не позволяют реализовать режим накопления, необхо­
димо использовать высокоточные алгоритмы суммирования, на­

пример суммирование по парам чисел. 

§ 2.5. ОБРАТНЫЙ АНАЛИЗ ОШИБОК. 
ВОЗМУЩЕНИЯ ОПЕРАТОРА 

В предыдущем параграфе было показано, как от выбора алго­
ритма может существенно измениться конечный результат даже 
при вычислении самых простых арифметических выражений. 
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Для более сложных математических преобразований эти изме­
нения могут быть еще значительней. Если через А обозначить 
входные данные задачи, а через В - результат их обработки 
по исходному алгоритму q>, причем алгоритм q> конечен, т. е. не 

приводит к бесконечным результатам, то 

B=ip(A). (2.52) 

При реализации исходного алгоритма на ЭВМ в силу специфи­
ки выполнения машинных операций и других вычислительных 
ограничений он будет заменен на другой машинный алгоритм 

q;, вследствие чего вместо В будет получен результат В, для 
которого имеем 

B=ipC4>. 
Будем считать, что процессы обработки данных А по алгорит­

мам q> и ~ являются конечными и не приводят к бесконечным 
числовым результатам. Предполагая, что В и В принадлежат 
одному и тому же множеству решений, можно получить коли­
чественную оценку вычисленного решения после подходящим 

образом введенной на этом множестве метрики р(В, В). Такой 
подход к оценке суммарного влияния ошибок вычислений полу­
чил название прямого анализа ошибок. С подобным понятием 
мы уже встречались при оценке ошибки вычисления функции 
через известные ошибки ее аргументов или параметров. Други­
ми примерами прямого анализа ошибок могут служить оценки 
ошибок округления, возникающих при сложении и умножении 
последовательности чисел. Однако при вычислении более слож­
ных математических выражений прямой анализ ошибок может 
стать весьма трудоемким. Кроме того, в ряде случаев, например 
при цифровом моделировании физических процессов (измере­
ний) планирования экспериментов или в задачах автоматиче­
ского проектирования, необходимо знать отдельное влияние 
суммарных ошибок вычисления и ошибок измерения на реше­
ние задачи. Для этого целесообразно использовать такой под­
ход к оценке влияния ошибок, при котором вычисленное реше-

ние fз рассматривается как результат обработки возмущенных 
входных данных А по исходному алгоритму ер, т. е. 

В =q>(A) =q>(А+бА). (2.53) 

В этом случае ошибка вычисленного решения будет зависеть 

от элемента бА =А-А, который принято называть эквивалент­
ным возмущением. Предполагая, что А и А принадлежат одно­
му множеству входных данных, и введя на этом множестве 

подходящую метрику, можно получить количественную оценку 

эквивалентного возмущения через р (А, А), а затем и оценить 

106 



ошибку результата вычисления В. Описанный подход получил 
название обратного анализа ошибок. 

Реализация задачи обратного анализа ошибок связана со 
следующими тремя этапами. Первый относится к переходу от 

приближенного алгоритма ~ к точному алгоритму с:р за счет 
внесения эквивалентных возмущений в исходную информацию 
(входные данные). На этом же этапе требуется и сбоснование 
такого перехода. На втором этапе основным является выбор 
нормы в пространстве входных данных для оценки эквивалент­

ного возмущения 11бА11. На третьем этапе осуществляется оцен­
ка результата вычислений. Причем она может быть выполнена 
в некоторых случаях только качественно, без вычисления ее 
количественного значения. 

На практике входные данные всегда содержат определенные 
ошибки, связанные с измерениями или предварительными вы­
числениями. Обратный анализ ошибок показывает, что во мно­
гих случаях влияние ошибок последующих вычислений (округ­
лений) равносильно дополнительному внесению ошибок во 
входные данные. Сrавнение первичных ошибок входных дан­
ных и эквивалентных возмущений позволяет правильно соизме­
рить точность входных данных с точностью самих вычислений. 
Так, если в результате такого сравнения окажется, что влияние 
ошибок округления равносильно первичным ошибкам, то можно 
считать, что сами вычисления проведены достаточно точно, и не 

вычислять ошибку округления конечного результата. 
Обратный анализ ошибок можно рассмотреть и на примере 

выполнения в ЭВМ одной арифметической операции над веще­
ственными числами. Тогда, как следует из формулы (2.31), ре­
зультат любой такой операции может быть представлен в виде 

С=СО+е), (2.54) 

где е можно характеризовать как суммарное относительное 

возмущение операндов А и В. Причем если А и В представле­
ны в нормализованном виде с плавающей запятой, то для е 
имеется оценка 1е1 ~р-1+ 1 • В связи с тем что в ЭВМ для вы­
полнения алгебраических действий над числами имеются лишь 
элементарные арифметические операции «+», «-», «*», «/», 
то любое по виду и сложности арифметическое выражение, со­
стоящее из совокупности арифметических операций и различ­
ных функций, при реализации на ЭВМ аппроксимируется дру­
гим по виду выражением, состоящим из совокупности только 

предусмотренных в ЭВМ арифметических операций. На осно­
вании указанного, при разработке исходного алгоритма целе­
сообразно использовать такие численные методы, в которых 
для вычисления арифметических выражений используются 
только элементарные арифметические операции с определенной 
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последовательностью их выполнения. Если теперь предполо­
жить, что арифметические выражения исходного алгоритма <р 
состоят только из элементарных операций, то реализацию ер 
этого алгоритма на ЭВМ, исходя из формулы (2.31), можно 
рассматривать как исходный алгоритм с возмущенными вход­
ными данными арифметических выражений. Таким образом, 
для оценки точности численного результата, получаемого в ито­

ге математических вычислений над вещественными числами, 
во многих случаях можно использовать подход обратного ана­
лиза ошибок. Он особенно эффективен для оценки устойчиво­
сти вычислительного алгоритма, критерием которой может слу­
жить число, характеризующее степень роста ошибки результа­
та от величины эквивалентных возмущений, предварительно 
вносимых во входные данные. Для этого прежде всего требует­
ся установить связь между возмущениями входных данных и 

возмущениями (ошибками) результата вычисления. 
Рассмотрим решение сформулированной задачи на примере 

оценки возмущения псевдообратного оператора. Пусть d - ис-

ходный оператор. Определим возмущенный оператор d~=d+ Q 
и возмущение приближенного псевдообратного оператора б+= 

=d+-,54+. Наша цель - определить зависимость б+ от Q и 
получить оценки llб+ll через 11.5411 и llQll. 

Теорема 2.2. Оператор б+ может быть представлен в виде 
б+= G1 + G2+ Gз, (2.55) 

где G1 =-d+Q,54+, G2=d+(E -,54,54+), 

Gз=-(E-d+d)d+. 

При этом для G1, G2, Gз справедливы оценки 

11 G1112~11Q11 2 11,54+11 2 11,il,+11 2 , 11G2 11 2 ~11Q11 2 11d+11 22 , 
11 G3 11 2 ~ 11Q11 2 11,54+11 22 , (2.56) 

где берутся спектральные нормы матриц. 
До к а за тел ь ст в о. Первая часть теоремы доказывается 

проверкой формулы (2.55) 

б+=-.si+Qd++,il,+(E-dd+)- (E-.i4+d)d+ ~ 

~ б+=-.si+(d-d)d++d+-.si+.s4,s4+­
-d++.il-+d.s4+ ~ б+=d+-,54+. 

Перейдем к доказательству формул (2.56). Так 

11G111 2 = 11d+Q,54+11 2 => 11G111 2 ~ 11,il,+11 2 11Q11 2 11,54+11 2 • 

Для получения оценок l!G21!2 и llGзll2 сначала докажем равен-
ст во 

(2.57) 
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выполняемое при условии (Е-ТТ+) *О. Оператор Р= (Е-ТТ+) 
имеет собственные значения, равные единице и нулю, так как 
сингулярные числа оператора тт+ равны единице и нулю. 
Кроме того, из свойств (dd+) *=std+ вытекает равенство 
Р=Р*. Операторы с описанными выше свойствами называются 
проекционными операторами, а соответствующие им матрицы -
проекционными матрицами. Если Р - проекционный оператор 
и Р*О, то наибольшее сингулярное число этого оператора рав­
но единице, так как по определению Р - эрмитовый оператор, 
у которого max Л" = 1. Отсюда 11Р/12=1 при Р* О. Следователь­
но, 1/Е-ТТ+/12= llEn-dd+ll2= 1, если s;;ts;;t+*En. Аналогично 
для s;;t+s;;t*Em имеем llEm-d+.s;;tJJ 2 = 1. В том случае, когда 
.s;;t+=.st-1, операторы G2=Gз=O и llG2ll=i1Gзll=O. Рассмотрим 
случай когда .s!f,+*.s!f,-1• Выразим G2 и Gз через возмущение Q. 
Используя (1.108) и (1.120) имеем 

G2=d+(d*)+d*(E - (d*)+.s;;t*) ~ G2 = 
=d+(d*)+ d* -.si+(d*)+ .si*(d*)+ d* ~ 
~ G2=.si+(d*)+(d*-(.s4*+Q)(d*)+.s!f,*) ~ 

~ G2=.s4"+(.si*)+Q*(E-.s4.s4+). (2.58) 

Выполнив подобные по характеру преобразования, для Gз 
имеем 

Gз=(E-.si+.sJ)Q*(d*)+.s!f,+. (2.59) 

Переходя к вычислению норм в равенствах (2.58) и (2.59), по­
лучаем оцеrши JIG2ll2 и llGзll2, определяемые по формулам 
(2.56). 

В оценках, вычисляемых по формулам (2.56), необходимо 
определение IJ.si+JJ, что в ряде случаев приводит к дополнитель­
ным вычислительным затратам. В теореме, сформулированной 

ниже, получены оценки, не включающие lld+IJ. 
Теорема 2.3. Пусть G1, G2, 0 3 - операторы, определенные 

в теореме 2.2. Предположим, что qz = llQll2Jl.s4+Jl2< 1 и Rg .si~ 
::::;;;Rgd. Тогда Rgd~=Rgd и 

а) IJG1ll2 < q21lldl+ll2, 
-q2 

11 G 11 _... q2IJdl+112 
2 2 ~ ' 

1 - q2 
11 Gз 112 ~ q211.st+112, 

б) ll бJl2 < cq2lldl+ll2. 
1- q2 

(2.60) 

При Rg d<miп (т, п) значение с,...., 1,62, а при Rg d= 
=min (т, п) значение с,...., 1,41. Доказате.rrьство теоремы приве­
дено в [11]. 

Из теоремы вытекают важные для вычислительной практи­
ки следствия. 
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Следствие 1. Пусть в пространстве Xn действует преоб­
разование (оператор) (E+Q), где llQll2<l. Тогда существует 
преобразование (E+Q)-1, для которого выполняется оценка 

(2.61) 

Доказательство того, что оператор (E+Q)-1 при llQll2<l 
является невырожденным, следует из первой части теоремы 2.3. 

Рассмотрим теперь невырожденное преобразование d, дей­
ствующее в линейном пространстве Х, и возмущенное преобра-

зование (d+Q) =.si. 
Следствие 2. Возмущенное преобразование .si будет не­

вырожденным при всех возмущениях Q невырожденного преоб­
разования d, если выполняется условие 

11Q112 < 11.91-1 112-1• (2.62) 

Действительно, так как оператор .91-1 невырожденный, то 
преобразование 

будет невырожденным тогда и только тогда, когда будет не­
вырожденным преобразование (Е +d-1Q), а это, как вытекает 
из предыдущего следствия, равносильно тому, что выполняется 

неравенство 

Тем более условие невырожденности преобразования (E+d-1Q) 
будет выполняться, если 1Jd-1ll llQll2< 1, что и доказывает 
утверждение следствия. 

Обозначим через 

(2,63) 

величины относительных возмущений операторов d и oSIJ,+. То­
гда при принятых обозначениях и выполнении условия теоремы 
2.3, что q2< 1, формула (2.63) преобразуется к виду 

(2.64) 

где значение 

(2.65) 

называется спектральным числом обусловленности оператора .:4. 
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Если d является невырожденным преобразованием (опера­
тором) в пространстве Хп, то формула (2.64) при обозначениях 

е - 11.Л,-~ - d[-i 11. К2- = 11 A-1 J/2 ll А 112 
2 - 1: d[-1 112 

(2.66) 

и условии q2=eAK2-<1 примет вид 

8 - ~ ВАК2-
2 ....,,, • 

1- ВАК2-
(2.67) 

Отметим, что при оценках б+ и .szf,+ везде использовалась 
спектральная норма оператора. Это вызвано тем, что для по­
.11учения нормального псевдорешения (т. е. псевдообращения) 
необходимо минимизировать евклидовы нормы сначала вектора 
невязки, а затем вектора псевдорешения. Но только спектраль­
ная норма оператора индуцируется евклидовыми нормами в 

пространствах Rn и Rm. Если для оценки б+ и .szf,+ использовать 
согласованные нормы операторов, то тогда, кроме спектральных 

норм, эти оценки можно осуществлять и по евклидовой норме 
оператора, являющейся согласованной с евклидовыми нормами 
векторов в пространствах Rп и Rm. С учетом формулы ( 1.164), 
т. е. 

11d112 ~ 11 d llE ~ ytТii d 11 2 при t=min (т, п), 

получим оценки llб+llE, J/.szf,+IJE, lldllE и других операторов, ис­
пользуя оценки этих же операторов через их спектральные 

нормы. Так, оценка для оператора G1, полученная в теореме 
2.3, преобразуется для евклидовой нормы оператора следующим 
образом: 

110111Е ~ -vп 01 112 ~ -vтr1Q11211.9(,+11211.si+ 112 ~ 
..:;:-ytil Q llE 11 .9(,+ llE 11 d+ llE. 

Аналогичные преобразования для l!G21!2 и l!Gзll2 приведут к 
оценкам вида 

11 G1 llE ~ -уТqЕ 11.si+ /IE, 11 G2 llE ~-у t 11d+11 2Е, 
11 G3 llE ~ ytТqE 11.szf,+1/Е, (2.68) 

где qE= 11QllE11 .9(,+ llE. (2.69) 

Условие q2= l!Qlbld+ll2< 1, входящее в формулировку теоремы 
2.3, при переходе к евклидовой норме оператора может быть 
заменено другим условием 

qE=liQ//E/1.9(,+/IE<l, (2.70) 

которое усиливает условие llQll2IJd+Jl2< 1. В результате первое 
утверждение теоремы 2.3 остается в силе, а формула (2.60, б) 
преобразуется к виду 
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(2.71) 

Оценивая величины относительных возмущений операторов 
d и .s<J,+ через евклидовы нормы оператора, на основании фор­
мулы (2.65) получим неравенство 

в котором 

+ c-VteAKE+ (2.72) 
ЕЕ ~ 1 К + ' -еА Е 

ЕЕ+= 11 б+ llE/ 11 .s<J,+ llE, 
ЕА =11QllE/11 .s<J, llE, 
КЕ+= 11 .s<J,+ llE 11 d llE. 

Если d является невырожденным преобразованием в Xn, 
то для оценки м-1 можно ввести любую согласованную норму. 
При этом формула (2.60, 6) при условии qc= llQl\clld-1llc< 1 
примет вид 

(2.73) 

Отсюда при тех же условиях для оценки относительного возму­
щения е- получим 

е-~ eAKc-1/Ellc (2.74) 
с ...... 1 -еАКс ' 

где число К.с-, определяемое по формуле 

К.с-= 11 .s<J,-l llc 11 d llc, (2.75) 

называется числом обусловленности невырожденного преобра­
зования d по согласованной норме. 

Для любой согласованной нормы оператора при условии, 
что llQllc< 1, формула (2.61) представляется в виде 

11 (Е + Q)-l llc ~ 11 Е llc/(l -11 Q llc). (2.76) 

Формулировка следствия 2 для согласованных норм оператора 
не изменяется, т. е" если llQllc<ll.st-1 llc-1, то из невырожденно­
сти d следует невырожденность преобразования d=.st+Q. 

Оценки, полученные для любого оператора d, совпадают с 
соответствующими оценками для матриц этого оператора, так 

как lld 11=llA11 по определению нормы оператора. 
§ 2.6. УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЯ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИИ. 
АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ПЛОХО ОБУСЛОВЛЕННЫХ СИСТЕМ 

Предположим, что решается операторное уравнение ( 1.92) об­
щего вида, т. е. m=l=n и Rg d~min (т, п): 

.stx= Ь. 
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I(ак правило, из-за ошибок в исходной информации, связанных 
как с ошибками измерений, так и с ошибками предыдущих вы­
числений, на практике решается возмущенная система 

(d+QO))xO>=b+dbO>. (2.77) 
Возмущения Q и db можно оценить, учитывая точность изме­
рений или проводя анализ ошибок предыдущих вычислений. 

В результате решения возмущенной системы (2.77) будет 
получено решение x< 1>=x+dxO>, где dx< 1> - ошибка решения, 
вызванная ошибками в исходной информации. 

Независимо от существования возмущений Q(I> и db<1) при 
записи исходной информации в ЭВМ (или в другом вычисли­
тельном устройстве), а также при решении системы (2.77) в 
ЭВМ появляются новые ошибки, связанные с невозможностью 
точного представления вещественных чисел конечноразрядными 

машинными числами. Эти ошибки были названы ошибками 
округления, которые приводят к тому, что вместо точной систе­
мы решается возмущенная система 

(d + Q<2> )х<2> = Ь + db<2>. 
I(ак было показано на примере суммирования последова­

тельности чисел, ошибки округления существенно зависят от 
выбора алгоритма. Таким образом, вместо идеальной системы 
dx=b реально решается возмущенная система 

(d+ Q)x=Ь+db, (2.78) 

где х можно рассматривать как точное решение этой системы. 
Здесь Q и db будут эквивалентными возмущениями метода 
(алгоритма) решения системы (1.92). Пусть для относительных 
возмущений в dt и вь получаются оценки вида 

в.,л,:оs:;; /.,л,(n)вокр, вь :os:;; fь(n)вокр, (2. 79) 

где Вокр характеризует относительную точность машинной опе­

рации, т. е. Еокр~2-1+ 1 , f.,л,(n), fь(п)-функции, достаточно 
медленно растущие с возрастанием п, например типа полинома 

третьей степени от п с коэффициентом при кубическом члене 
ао < 2. Если алгоритм решения уравнения ( 1.92) приводит к 
возмущениям Q и db, оцениваемым по формулам (2.79), то 
данный алгоритм будем считать устойчивым по Уилкинсону. 

I( вопросу об оценке устойчивости алгоритма решения опе­
раторного уравнения можно подойти и с других позиций. Рас­
смотрим его на примере невырожденного операторного уравне­

ния dx=b, точное решение которого обозначим хт=d-1Ь. 
Пусть это уравнение решается на ЭВМ по заданному алгорит­
му, тогда исходное уравнение можно аппроксимировать урав­

нением вида (2.78). При этом предположим, что выподняется 
условие q,= lld-1llcllQllc< 1. Тогда на основании следствия 2 
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теоремы 2.3 получаем, что возмущенное операторное уравнение 
(1.92) тоже будет невырожденным. Отсюда при х=хт+лх не­
зависимо от выбранного алгоритма решения имеют место такие 
преобразования: 

(d+Q)x-dxт=db -<=>-(d+Q)Лx+Qxт=db-<=>­

-<=>- Лх= (d+ Q)- 1db- (d+ Q)-1 Qxт. 

С учетом того, что 

(d + Q)-1 = (d+d.st-lQ)-1 = (Е +.st-lQ)-1.st-1, 

выражение для Лх принимает вид 

Лx=(E+.srJ,-lQ)-l.srJ,-ldb-(E+.s!f,-lQ)-1.srJ,-IQxт. 

Оценивая теперь вектор Лх по норме llЛxll и используя для 
оценки операторов, входящих в это выражение, нормы, согла­

сованные с векторными нормами, с учетом формулы (2.76) по­
лучим 

ll Лх \\ ~ 11Е11с11 c!l- 1 11 с ll db 1/ + 11Е11 cqc ll Хт ll . 
1 - qc 1- qc 

Отсюда, обозначая \IЛx\l/llxтl[ = вх, lldbll/llbll = еь, это неравен­
ство преобразуем к виду 

Ех ~ ~ ( 1Jdl-1 l!cl[db!I 11.А llc+qc) 
1 - qc 11Х11 11dl11 с 

Так как Кс-= ll.st-11\clldllc и qc=BAKc-, имеем 
Вх~ _кc-llEllc_(eь+eA). (2.80) 

1 - елКс 

Таким образом, получили результат, который можно сформу­
лировать в виде следующего утверждения. Пусть оператор d 
и вектор Ь, составляющие операторное уравнение dx=b, полу­
чили возмущения Q и db, причем в некоторой согласованной 
норме выполняется условие q= \ld-1llcllQllc< 1. Тогда возму­
щенная система вида (2.78) имеет единственное решение и от­
носительное возмущение ех решения исходного (точного) урав­
нения оценивается через относительные возмущения ВА и еь по 

формуле (2.80), в которой к- - число обусловленности опера­
тора d (матрицы А) в заданной норме. 

Если ВАКе-~ 1 и llEllc= 1, то из формул (2.80) и (2.79) сле­
дует неравенство 

(2.81) 

Отсюда устойчивость решения различных операторных уравне­
ний по заданному алгоритму целиком определяется числом 
обусловленности исходных операторов. Причем даже в тех слу-
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чаях, когда применяемый алгоритм решения дает «плохую» 
устойчивость по Уилкинсону, т. е. не выполняются неравенства 
(2.79), он может обладать все же вполне «хорошей» устойчи­
востью, если выполняется условие 

Кс- < min ( 8~ , :: ) , (2.82) 

где вх - предельная относительная ошибка решения оператор­
ного уравнения. Алгоритм решения операторных уравнений, 
приводящий к выполнению условия (2.82), будем называть 
устойчивым по критерию обусловленности. 

Анализ формулы (2.80) показывает, что с увеличением чис­
ла обусловленности к- возрастает и относительное возмущение 
решения при условии сохранения возмущений исходных данных. 
Однако так как число обусловленности определяется не только 
оператором, но и выбором нормы, то по формуле (2.80) будем 
получать разные оценки относительного возмущения ех, более 
грубые или более точные, в зависимости от выбора норм опе­
ратора, что равносильно нормам матриц соответствующих 

операторов. 

Приведем некоторые свойства числа обусловленности невы­
рожденных операторов. 

С в ой ст в о 1. Независимо от выбора нормы матрицы (опе­
ратора) имеет место равенство 

к-<А) = к-<А-1 ). <2.8з> 

Оно вытекает непосредственно из определения К-(А) = llA-1 11 Х 
XllAll. 

С в ой ст в о 2. Для мультипликативной нормы матрицы 
выполняется неравенство 

max { к-(А) к-(в)} ~ к-(С) ~ К:(А)К-(В) (2.84) 
к-(в)' к-(А) """ """' ' 

где матрица (оператор) С=АВ. 
Если С=АВ, то для мультипликативной нормы имеем 

11 с 11 ~ 11А11в11 и 11 с-1 11~11 А-1 1111 в-1 11. 

Отсюда доказывается правая часть неравенства (2.84). 
Для доказательства левой части этого неравенства восполь­

зуемся правой частью неравенства (2.84) для В=А-1 С. И с 
учетом свойства 1 получим 

к-(В) ~ к-<А- 1 )К-(С)-<=> К-(С) ~ к-(в) 
к-(А) . 

Таким же образом из выражения А= св-1 получаем 

к-(с) ~ к-<А> • 
7 к-(В) 
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Из сопоставления обоих полученных выше неравенств для 
К-( С) следует доказательство и левой части неравенства 
(2.84). 

С в ой ст в о 3. Для любой согласованной нормы матрицы 
выполняется неравенство 

(2.85) 

Действительно, из определения согласованной нормы матрицы 
имеем 

11xll=llAA- 1 x11==>-11х11:;:;; 

:;:;; 11Аllc11А- 1х11=?11Х11:;:;; 11Аllc11 A-1llc11Х11. 

Отсюда получаем неравенство (2.85). 
Из этого свойства следует, что если норма матрицы являет­

ся индуцированной соответствующими векторными нормами, то 

К-(А) ~ 1. 

Оператор, для которого спектральное число обусловленности 
равно единице, называется идеально обусловленным. К идеаль­
но обусловленным операторам относятся ортогональные опера­
торы. Действительно, так как Q - ортогональный оператор, то 

K2-CQ)=ll Q 11 211 Q-1 11 2 -<=>- к2-(Q)=ll Q 11 2 11Qт11 2 , 

где индекс 2 указывает на то, что берется спектральная норма 
оператора, которая для ортогональной матрицы равна 1. Сле­
довательно, K2-(Q) = 1 для спектральной нормы оператора. 

С в ой ст в о 4. Ортогональное преобразование (разложе­
ние) оператора оставляет без изменения евклидово и спект­
ральное его число обусловленности, т. е. если G и Р - ортого­
нальные операторы, то 

K-2.в(G.s4P)=K-2.в(.s4). (2.86) 

Доказательство этого свойства следует из формул (1.161) 
и ( 1.162). Так, для спектральной нормы оператора (матрицы) 

K2-(G.s4P) = 11G.s4P112 11 Р' ,s4-1G' 11 2 -<=>-

-<=>- К2-( G .s4P) = 11 .s4 112 11 st-1 112= K2-(.s4). 

Аналогично доказательство и для евклидовой нормы оператора 
(матрицы). 

Отметим, что свойства 1-4, доказанные для невырожден­
ных операторов, выполняются и для числа обусловленности к+, 
вычисляемого для любого оператора. Напомним, что при вы­
числении K+(st) используются только спектральные или евкли­
довы нормы матриц. 

Вычисление числа обусловленности к- можно выполнить 
исходя из определения, т. е. по формуле (2.75). При этом наи­
более сложной машинной процедурой является нахождение об-
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ратной матрицы, на которую, как правило, отводится больше 
затрат машинного времени (числа операций), чем на решение 
операторного уравнения. 

Часто возникает необходимость в вычислении спектрального 
числа обусловленности, например при уравнивании геодезиче­
ских и фотограмметрических сетей по методу наименьших 
квадратов. Пусть р1 и Рп - наибольшее и наименьшее сингу­
лярные числа матрицы (оператора). Тогда llAll2=p1, а llA-1112= 
=рп-1 . Отсюда следует, что спектральное число обусловленно­
сти находится по формуле 

К2-(А) = р1/рп. (2.87) 

Из этой формулы, в частности, следует, что плохая обусловлен­
ность невырожденной матрицы не связана с величиной опреде­
лителя матрицы А, как могло показаться при «беглом» анализе 
формулы (2.75). В подтверждение этого сравним диагональные 
матрицы А1 с элементами а;/ 1 >=10 для i=17(n-1), ann<o= 
= 10-п+1 и А2 с элементами а;;< 2>= 1/10 для i= 17n. Тогда для 
матрицы А1 получим det А1=1 и К2-(А1) = 1оп, а для матрицы 
А2 соответственно-dеtА2=lО-n и K2-(A2)=l. 

Из принятого выше для устойчивого решения операторного 
уравнения должно выполняться условие (2.82). Естественно, 
что при нарушении условия невырожденности возмущенного 

оператора d=d+Q решение операторного уравнения стано­
вится неустойчивым. Это связано с тем, что в окрестности вы­
рожденного оператора или в более общем случае оператора 
неполного ранга, т. е. когда Rg А <miп (т, п), нарушается не­
прерывность решения системы, что видно и из анализа формулы 
(2.80). Таким образом, если для возмущения Q невырожденно­
го преобразования d условие llQll2llst-11i2<l не выполняется, 
то решение уравнения dx= Ь может стать неустойчивым. Пусть 
р1 и рп - наибольшее и наименьшее сингулярные числа опера­
тора d. Тогда р1 2 и рп 2 - наибольшее и наименьшее сингуляр­
ные числа stтst. Отсюда для спектрального числа обусловлен­
ности оператора stтst имеем 

K2(stтst) = (K2(d)) 2• 

В результате может оказаться, что возмущение G оператора 
stтst не удовлетворяет условию (2.62), т. е. 11Gll2~1/рп 2 , и в 
то же время для возмущения Q оператора d будем иметь 
llQll2~ 1/Pn· Отсюда следует, что решение уравнения stтstx= 
=stтb может стать неустойчивым, тогда как нормальное псев­
дорешение исходного уравнения x0 =.s;t+b будет устойчивым в 
связи с выполнением условия llQll21id+ll2< 1. 

При этом оценку точности решения нормального псевдоре­
шения можно выполнить по формулам 
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IJ Лх Jlв ~ \1А+112 ( l!Qll21ix0 11в + 11 ЛЬllв+ q211 Vllв+ ll Q Jl2 IJxo Jlв) , 
1 - Q2 1 - Q2 1 - Q2 

Ех= llЛxll 2 ~ !(+[(2+К/р)еА+уеь], 
llx0 11E 

(2.88) 

в которых приняты следующие обозначения: 

[(+ = к/ ' р = 11 v 11 Е '\' = 11ь11 Е v = Ь- .Ах, 
l -K2+eA ll<llx0 11в lleltx0 11в 

где К2+- спектральное число обусловленности для произволь­
ного оператора d. Причем для вычисления К2+ можно восполь­
зоваться формулой, аналогичной (2.87), т. е. 

K2+(d) =р1/рп. (2.89) 

С выводом приведенных формул (2.88) можно познакомиться 
в [ 11 ]. Здесь только отметим, что они получены при выпоJ1не­
нии двух условий: llQll2Jld+ll2<l и Rg.A~Rgd, где A=d+Q, 
причем второе условие всегда выполнимо, если оператор d 
полного ранга. Кроме того, при m=n=Rg d формулы (2.88) 
принимают вид (2.80). Таким образом, из проведенного анали­
за следует, что для случаев, когда оператор dтd является 
почти вырожденным, а оператор d - полного ранга, с вычис­
лительной точки зрения рациональнее вычислять нормальное 
псевдорешение без предварительного перехода к нормальной 
системе уравнений. Причем если оператор d отображает Rm­
-Rn, где n>m и Rg d=m, то нормальное псевдорешение урав­
нения dx=b совпадает с псевдорешением, которое будет в 
этом случае единственным. 

Если же операторное уравнение имеет более одного псевдо­
решения, т. е. оператор d - неполного ранга, то возмущения 
исходного уравнения (независимо от их причины) могут приво­
дить к большим возмущениям в нормальном псевдорешении. 
Например, это будет иметь место в тех случаях, когда сингу­
лярные числа оператора d становятся соизмеримыми по вели­
чине с ошибками округления, что в конечном счете, как следует 
из (2.89), может привести к условию К2+еА;;:::::1. Возникают 
такие вопросы: существует ли в принципе устойчивое нормаль­
ное псевдорешение в указанных случаях и если оно имеется, 

то как его найти? К рассмотрению этих вопросов мы и при­
ступим. 

Пусть оператор d действует из Rm~Rn и r= Rg (d) < 
<min (т, п). Для операторного уравнения dx=b наряду с его 
нормальным псевдорешением x0 =d+b будем находить реше­
ние уравнения 

(2.90) 
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где d* - оператор, сопряженный оператору d. 
Теорема 2.4. Для любого оператора d и значения Л:;ЬО, 

во-первых, существует обратный оператор (d*d+Л2E)-1 , а во­
вторых, при Л-+О решение уравнения (2.90) стремится к нор­
мальному псевдорешению уравнения .s4x= Ь. 

Доказательство. Покажем, что оператор (d*d+Л2E) 
невырожденный. Для Уz:;ЬО из Rm можно найти скалярное 
произведение 

((d*d+Л.2E)z, z)=(d*dz, z)+Л2(z, z). 

При Л:;ЬО значение этого скалярного произведения будет стро­
го положительным, а следовательно, (d*d+Л2E)- эрмитовый 
и положительно определенный оператор. Отсюда 

x"=(d*d+Л2E)-1d*b. (2.91) 

Для доказательства второй части теоремы, как видно из 
формулы (2.91), достаточно показать, что 

lim (d*d+Л2E)- 1d*=.s4+. (2.92) 
1'.~О 

Зафиксируем: в пространствах Rm и Rn сингулярные базисы. 
В этих базисах оператору d будет соответствовать матрица D 
размера [ п Х т] с элементами dii = р; для i = j и d;i =О для всех 
i=;Ьj, где р; - сингулярные числа матрицы (оператора) А при 
i= 1-;-r, не равные нулю, а при i>r равные нулю. Оператору 
(d*d+Л2E)-1 в указанных базисах будет соответствовать 
диагональная матрица В размера [ mXm] с элементами bii = 
= (рi 2 +л2 )- 1 при i= 1-;-r, bkk=л.-2 при k>r. Произведением 
матриц ВDт будет матрица размера [mXn], ненулевыми эле­
ментами которой являются только элементы С;;=р;(р; 2 +Л2 )-1 

при i= 1-;-r. Элементы с;; при Л-+0 будут стремиться к значе­
ниям рГ1 для всех i = 1-;-r. Таким образом, получили поэле­
ментную сходимость матрицы С при Л-+0 к матрице D+. В свя­
зи с эквивалентностью понятий для матриц поэлементной схо­
димости со сходимостью по норме вытекает соотношение (2.92) 
и тем самым доказано второе утверждение теоремы. 

В уравнении (2.90) х" называется регуляризованным реше­
нием системы dx=b, а определение нормального псевдореше­
ния с помощью регуляризованных решений называется мето­
дом регуляризации. В качестве приближения к нормальному 
псевдорешению в методе регуляризации берется решение опе­
раторного уравнения (2.90) при подходящем значении парамет­
ра Л. Из второго утверждения теоремы следует, что при точном 
задании уравнения (2.90), отсутствии ошибок округления и с 
уменьшением значения Л уменьшается евклидова норма 

/lx"-x 0 11E. Однако при малых Л и в том случае, если оператор 
А неполного ранга, уравнение (2.90) становится плохо обус-
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ловленным. В связи с этим вычисленное значение хл и точное 
значение решения Хл могут сильно отличаться, а это, в свою 

очередь, приведет к большой величине оценки 11хл-х 0 11}'-'· По­

этому возникает задача нахождения такого значения Л, при 

котором обеспечивается минимальная или по крайней мере 
близкая к минимальной оценка l!хл-х0 11в. 

Пусть имеется возмущенная система .Ах=Б, у которой мат­
рица А и столбец свободных членов Б удовлетворяют неравен­
ствам 

11.А-Аllв<б и llБ-Ыlв<б. 

Тогда имеет место утверждение: нормальное псевдорешение ис­
ходной системы Ах=Ь может быть определено с ошибкой по­
рядка (б)'. Причем если исходная система совместна, то т~ 2/з, 
а в противном случае - т~ 1/ 2• Параметр Л, обеспечивающий 
с такой точностью приближение Хл к Х0 , зависит не только от 
возмущений б, но и от таких величин, как llA 11 и р;. В связи 
с этим для его нахождения требуется задавать дополнительную 
информацию к решаемой точной задаче. С доказательством 
приведенного утверждения можно познакомиться, например, 

в [5]. 
В вычислительной практике для устойчивого определения 

нормального псевдорешения нашли широкое применение мето­

ды, состоящие в замене исходного уравнения на уравнение 

.six~= Ь, где .si- оператор заданного (или определяемого в про­
цессе вычислений) ранга k~Rg d, получившего название 
псевдоранга. При этом обязательным требованием для уравне­
ния d~x~=b является выполнение условия iid+JJ2llQll2< 1. 

Значительная часть методов вычисления решения СЛАУ об· 
щего вида (т. е. систем неполного ранга) основана на ортого­
нальном разложении матрицы системы. 

Пусть задана система Ах=Ь, в которой матрица А имеет 
размер [пхт] и RgA=r, где r~min(m,n). Если v-вектор 
невязки, равный v=Ax-b, то х- псевдорешение исходной си­
стемы, обеспечивающее miп(v, v). Используя ортогональное 
разложение матрицы ( 1.33), исходную систему можно записать 
как 

HтRWx-b=v "**"RWx-Hb=Hv, (2.93) 

где Н, W - ортогональные матрицы соответственно размеров 
[тхт] и [пхп] и R - матрица размера [mXn], имеющая вид 

где R11 - верхняя треугольная матрица размера {r+r] и ранга 
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Rg R11=r. Введя обозначения Wx=y, НЬ="Б, Нv=v, перепишем 
систему (2.94) в виде 

Ry-b=v. 

Псевдорешение этой системы у будет находиться из решения 
нормальной системы уравнений 

RтRу=Rть. (2.94) 

При этом обеспечивается min (v, v). Так как 
( v, v) = (Нv, Нv)-<=*- (v, v) = (v, v), 

следовательно, ii= Wx-<::>Wтy=x. С учетом вида матрицы R 
систему (2.95) можно представить как 

(~11т ~)(~н ~)(~:)=(R1~Ь1) 
Отсюда получаем 

(2.95) 

Таким образом, общее решение нормальной системы уравнений 

(2.95) будет определяться вектором у= (у1, У2)т, для которого 
подвектор у 1 находится из уравнения (2.95), а ~у2 - произволь­
ный подвектор размерности n-r. В связи с тем что матрица 
(R11т, R11) невырожденная, система (2.95) имеет единственное 

решение у1. Следовательно, нормальное псевдорешение системы 
(2.94), соответствующее minflyll, получим, когда l!y2ll =0, т. е. 

уо = (У1Оп-r)т. (2.96) 

Установим взаимосвязь между нормальным псевдорешением 

исходной системы и системы (2.94). Так как х= wту, то 

Х= wтyl + Wту2 и min (х, х) = 
=min(Wтy, Wту)-<=*- min(x,x)=min(y,~y). 

Отсюда имеем 

(2.97) 

На основании полученной формулы строится алгоритм вы­
числения псевдорешения СЛАУ общего вида при условии, что 
ранг матрицы системы известен и выполняется неравенство 

i1A+i!2llQll2<l. В этом алгоритме должны последовательно реа­
лизовываться следующие этапы вычислений: 

1) ортогональное разложение матрицы, 
2) решение системы (2.95), 
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3) вычисление нормального псевдорешения х0 по формуле 
(2.97). 

Естественно, что по приведенному алгоритму, если r< 
<min (т, п), вычисляется только нормальное псевдорешение. 
Для нахождения же общего псевдорешения требуется допол­
нительная информация при постановке точной задачи. 

Если кроме исходной системы Ах= Ь будем также находить 
нормальное псевдорешение для систем вида 

Ащ=еi, 

где ei= (О ... 010 ... О)т, j= 17n, то по описанному выше алго­
ритму можно вычислить и псевдообратную матрицу А+. При 
этом первый этап вычисления, связанный с ортогональным 
разложением матрицы А, будет для всех значений j один 
и тот же. 

Рассмотрим теперь случай, когда r....::min (т, п) и liA+i12llQll2> 
> 1, т. е. исходная система в общем неполного ранга и плохо 
обусловлена. Тогда в отличие от приведенного выше алгоритма 
на этапе ортогонального разложения матрицы А для каждого 
образованного вектора-столбца матрицы R будем производить 
сравнение евклидовой нормы этого вектора с заданным поро­
говым значением е, т. е. выполнять операцию 

r2Ii+r22i+ ... +r2ii < е для j= 17 т, (2.98) 

где r;1 - элементы матрицы R. Если условие (2.98) выполня­
ется, то координаты r;1 вектора r1 приравниваются нулю. В ре­
зультате будет получена система 

HтRWz-b=v.-.flWz-Hb=Hv, (2.99) 

где 1/.- матрица размера [mXn], имеющая вид 

R=( ~н g) . 
Здесь ll.11 - верхняя треугольная матрица размера [kXk] и ран­
га k, причем k является псевдорангом матрицы А, т. е. k::::;Rg А. 
Если r - истинный ранг исходной системы, то r";;i:::k и элементы 
r;1 матрицы R 11 будут связаны с элементами r;1 матрицы Rн 
следующими соотношениями: 

f;j=T;/ ДЛЯ j= 17 k, 
f;j=O для i > j или j > k. 

Решение системы (2.99) по методу наименьших квадратов при­
водит к нормальной системе уравнений 

RтRu=Jlть, (2.100) 

где Wz=u, откуда z= wтu. Представляя вектор и через под-
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векторы u, размерностью k и и2 размерностью n-k, т. е. как 

и= (u,, u2), получаем 

z = wтu, + wтu2. 
Причем подвектор u, находится из уравнения 

Rт11R11u1 =Rт11Ь1. 

Исходя из (2.100) и (2.101), имеем 

а) и0 = (u1, Оп-k), б) zo= wтu0. 

(2.101) 

(2.102) 

Сравнение величин u0 и z0 с величинами у0 и х0 , определяемы­
ми по формулам (2.96) и (2.97), дает 

(2.103) 

Таким образом, для плохо обусловленной системы Ах=Ь об­
щего вида можно устойчиво определить k координат вектора, 
соответствующего ее нормальному псевдорешению. Для на­
хождения же общего псевдорешения этой системы требуется 
дополнительная информация при постановке исходной задачи. 
Алгоритм для вычисления k координат нормального псевдоре­
шения плохо обусловленной системы состоит, как и при опре­
делении нормального псевдорешения для системы неполного и 

заданного ранга, из трех этапов. На первом этапе осуществля­
ется ортогональное разложение исходной матрицы системы с 
учетом проверки условия (2.98), на втором вычисляется ио и на 
третьем - z0 • 

Наиболее трудоемким с вычислительной точки зрения явля­
ется этап ортогонального разложения матрицы системы. Про­
цесс сингулярного разложения матрицы будем также причис­
лять к процессу ортогонального разложения. При этом на син­
гулярное разложение требуется большее число арифметических 
операций, чем на ортогональное разложение, приводящее к тре­
угольной матрице, например QR - алгоритм. Однако сингуляр­
ное разложение позволяет найти сингулярные числа матрицы, 
что весьма важно для решения ряда вычислительных задач, 

например при оценке точности и псевдообращении. При реше­
нии задачи псевдообращения сингулярному разложению целе­
сообразнее придать несколько видоизмененную форму, чем 
(1.91), которая описывается как А=ИDVт, где D-матрица 
размера [nXm], у которой dii=p; и d;i=O при i=/=-j, причем 
р;=/=-0 при i~k и р;=О при i>k. Для этого матрицу D пред­
ставим в виде 

D= (EkxkO<n-k)xk)тDk(EkxkOk(m-ki), (2.104) 

где Dk -диагональная матрица размера (kXk] с элементами 
du = р;=/=-0. Подставляя в сингулярное разложение ( 1.91) выра-

123 



жение, определяемое D по формуле (2.104), получим разложе­
ние вида 

(2.105) 

где И1=И(ЕkхkО(n-k)хk)т-матрица размера [nXk] с ортого­
нальными столбцами, V1т= (EkxkOkx(m-k)) vт - матрица разме­
ра [kXm] с ортогональными строками. Так как размер матри­
цы Dя V1т, входящей в качестве второго сомножителя в разло­
жение (2.105), равен [kXm], то разложение (2.105) является 
скелетным разложением матрицы А. Воспользовавшись форму­
лами (1.120) и (1.132), для псевдообратной матрицы А+ по­
лучим 

(2.106) 

Таким образом, если для матрицы А получено сингулярное раз­
ложение (1.91), то нахождение матрицы А+ по формулам 
(2.106) не приводит к заметным вычислительным затратам. 

Другой способ нахождения псевдообратной матрицы, осно­
ванный на ортогональном разложении матрицы, приводящем к 
виду (1.32), был рассмотрен в§ 1.10. 

Естественно, что после определения псевдообратной матри­
цы вычисление псевдорешения становится несложной задачей. 
Еще раз отметим, что если матрица А неполного ранга или 
плохо обусловлена, то вычисляемая для нее псевдообратная 
матрица будет иметь псевдоранг, равный k и определяемый в 
процессе ортогонального разложения согласно проверке усло­

вия (2.98) или проверке условия р;<е при сингулярном раз­
ложении. 

Оценку решения по методу наименьших квадратов задачи 
dx= Ь неполного ранга или плохо обусловленной, если вычис­
ления выполняются на ЭВМ с предельной относительной ошиб-

кой округления Еокр по алгоритму ортогонального разложения 
матрицы системы, можно выполнить по формуле, полученной 
в [11]: 

(2.107) 

где k- псевдоранг матрицы А. 
Приведем несколько простых приемов, позволяющих в ряде 

случаев повысить устойчивость и вычислительную точность ре­
шения СЛАУ. 

Пусть задана система Ах~Ь. тогда можно выполнить мас­
штабирование строк в исходной системе за счет перехода к си­
стеме вида 

GAx-Gb=Gr (2.108) 
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и решать эту систему по методу наименьших квадратов при 

условии минимизации величин 

llr11 2E=ll0rll 2E. (2.109) 

Если О - диагональная матрица, то условие (2.109) соответ­
ствует 

т 

min ~ gu2r;2 

i=l 

и псевдорешение уравнения (2.108) находится как решение 
нормальной системы уравнений вида 

АтWАх=АтWх. (2.110) 

При этом матрица W =ото задается или из известной стати­
стической информации относительно неопределенности в век­
торе Ь, или из анализа величин элементов исходной матрицы 
системы. Например, стремятся сделать так, чтобы евклидовы 
нормы каждого вектора-строки исходной матрицы имели оди­
наковый порядок по величине. 

В исходной матрице системы .Sllx,...,,b можно предусмотреть 
при необходимости и масштабирование строк. В этом случае 
ее решение заменяется на решение системы вида 

Ах,...,, ь, 

где А=АО, o=b-Ari, 

Предполагая, что О - матрица размера 
получим 

X=Ox+ri. 

[mXm] 

11 Ах-о llE=ll Ах-Ь llE. 

(2.111) 

и RgO=m, 

Отсюда следует, что вместо решения системы Ах,...,,Ь по методу 
наименьших квадратов можно решать систему Ах,...,,Ь, а затем 
получать решение исходной системы в результате преобразо­
вания 

х=Ох+ч. 

Так, если столбцы матрицы А значительно различаются по ве­
личине их евклидовой нормы, то, задавая матрицу О в виде 
диагональной матрицы, можно получить такую матрицу А= А О, 
у которой евклидовы нормы столбцов будут по величине уже 
одного порядка. 

Пр и мер. Методом Гаусса решим систему уравнений 

42х 1 +2х2=6, 

56х1+Зх2=-5, 

сохраняя при вычислениях три знака после запятой и при округлении ис­
пользуя метод «отбрасывания». После вычислений получим х 1 =1,796 и х2= 
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=35,195. Сравнение этих результатов с точными значениями х1 =2 и х2 = 
=-39 дает относительные ошибки вычисленных значений Бх1 =10% и Бх2 = 
= 10 % . Выполним теперь масштабирование столбцов в приведенной систе­
ме по формулам (2.111). При этом положим 

G=(8· 1 ~).ri=O. 
В результате получим новую систему вида 

4,2Yr+2Y2=6, 

5,бу 1 +3у2=-5, 

которую будем решать при условиях, заданных в начале. Тогда получим 
У1= 19,893, у2 =38,793. Отсюда по формуле х= Gy получаем решение х, = 
=1,989 и х2 =38,793 с относительными ошибками Бх1 =0,5% и Бх 2 =0,5%. 

Глава 3 

ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ 

ЛИНЕйНОй АЛГЕБРЫ 

Прямыми вычислительными методами будем называть такие, 
которые при предположении отсутствия ошибок округления 
приводят к точным решениям. Естественно, что сделанное пред­
положение является чисто гипотетическим, так как при реаль­

ных вычислениях оно никогда не выполняется. Поэтому с точки 
зрения точности решения нельзя отдать предпочтение какому­

либо прямому методу по отношению, например, к итерационно­
му или другому прямому методу без предварительных оценок 
ошибок округления. 

§ 3.1. МАТРИЧНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ. 

ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ ОБРАЩЕНИЯ МАТРИЦ 

Пусть задана система линейных алгебраических уравнений, 
у которой m=n и определитель матрицы А отличен от нуля. 
Решение такой системы будет единственным и иметь вид 

х=А- 1 Ь. (3.1) 

К.ак известно из курса линейной алгебры, при поставленных 
выше условиях решение СЛАУ может быть найдено по форму­
лам К.рамера 

х; = det А;/ det А, (3.2) 

где det Ai - определитель, полученный из определителя мат­
рицы А путем замены его i-го столбца столбцом свободных 
членов Ь. 
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Формулы Крамера имеют довольно простой вид, однако при 
их использовании необходимо производить большой объем вы­
числений п! (п2 + 1) + п, что делает их практически непримени­
мыми при решении систем с числом уравнений более 5. 

Решение системы в матричной форме (3.1) связано с нахож­
дением обратной матрицы А- 1 • Вычисление элементов обратной 
матрицы называется обращением матрицы. 

В общем курсе линейной алгебры рассматривается метод 
обращения матриц, основанный на вычислении элементов а;/ 
матрицы А-1 по формуле 

(3.3) 

где i, j = 1-;--п, Aks - алгебраические дополнения соответствую­
щих элементов aks матрицы А. 

Обращение матриц по формуле (3.3) становится неэффек­
тивным при n>5 из тех же соображений, что и для решения 
систем по методу Крамера. 

Как правило, процесс обращения матриц является более 
трудоемким, т. е. требующим выполнения большего числа опе­
раций, чем вычислительные процессы решения СЛАУ. Иногда 
рационально процесс обращения матриц свести к решению си­
стем алгебраических уравнений. Рассмотрим один из таких 
методов. 

На основании формулы (1.118) можно написать следующее 
уравнение: 

АХ=Е, (3.4) 

где Х - матрица, обратная матрице А, т. е. Х =А-1 ; Е- еди­
ничная матрица. 

Уравнение (3.4) является матричной системой линейных ал­
гебраических уравнений. Представляя каждый столбец матри­
цы Х и Е как вектор-столбец, получим 

А(х1.Х2 ... Хj ... хп) =(ё1ё2 ... ёj ... ёп), 

где Xj=(X1jXzj •.• Xif •.. Xпj)т, 

ёi=(О О ... 1 .•. О)т, j= 1-;-- п. 

Умножая в этих уравнениях каждый вектор-столбец xi на мат­
рицу А и используя понятие равенства векторов, имеем 

Axi=ёj, j=I-:--n. (3.5) 

Таким образом, для вычисления элементов матрицы Х требу­
ется решить п систем линейных алгебраических уравнений 
вида (3.5). 
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§ 3.2. ОБРАЩЕНИЕ МАТРИЦ СВЕДЕНИЕМ МАТРИЦЫ 
К ПРОИЗВЕДЕНИЮ МАТРИЦ ТРЕУГОЛЬНОГО ВИДА 

В начале рассмотрим вопрос об обращении матриц специаль­
ного вида - треугольных матриц. В курсах линейной алгебры 
доказывается, что сумма и произведение двух верхних (ниж­
них) треугольных матриц одного и того же порядка есть также 
верхняя (нижняя) треугольная матрица того же порядка и об­
ратная матрица к невырожденной верхней (нижней) треуголь­
ной матрице есть также верхняя (нижняя) треугольная матри­
ца. Пользуясь последним обстоятельством и определением об­
ратной матрицы, имеем 

~':: . ) (~01: 
а'пп о 

(3.6) 

где а;;'- элементы матрицы А-1 , обратной матрице А= {a;i}. 
Пользуясь правилом перемножения двух матриц и определе­
нием равенства двух матриц, получаем из (3.6) систему линей­
ных уравнений относительно а;/ для верхней треугольной мат­
рицы. Решением этой системы уравнений является 

a'ii=O при i > j, а';i=а;г1 при i=j, 

i-1 
a';i=-aii-1"2.akia';k при i<j. 

k=i 

(3.7) 

Аналогичным образом можно найти формулы для обращения 
нижней треугольной матрицы С= {c;i}. Если элементы матри­
цы С-1 обозначить С;/, ТО формулы примут ВИД 

c'ii=O при i < j, с';i=С;Г1 при i=j, 

i-1 

c';i=- С;Г 1 "2. C;kc' ki при i > j. 
k=j 

(3.8) 

Как следует из формул (3.7) и (3.8), порядок определения эле­
ментов обратной матрицы А-1 (или с-1 ) состоит в последова­
тельном вычислении сначала элементов обратной матрицы, рас­
положенных в первой строке, затем во второй строке и т. д. до 
п-й строки, в результате чего для вычисления элементов а;;', 
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j=i+n потребуется выполнить N;= 1 +2+ ... + (n+ 1-i) опе­
раций умножения и деления. Тогда общее число операций 
умножения и деления, необходимое для обращения треугольной 
матрицы, будет 

п 

Nабр.т= ~ [1+2+ ... +(n+ 1-i)]. 
i=l 

Учитывая, что выражение, стоящее в квадратных скобках, яв­
ляется арифметической прогрессией, получаем 

N = (n + l)n + n(n - !) + ... + (п + 1 - k) (п - k) + + l 
обр. т 2 • · • · 

Преобразуя данное выражение с учетом 

t k2 =~+~+~. (3.9) 
k~I 3 2 6 

получаем формулу для подсчета N абр.т 

Nобр.т=-1 ~ (n+2-k)(n+1-k) =(n+ 2) (n+l)n. (3.10) 
2 k=l 6 

Теорема 3.1. Любую квадратную матрицу, имеющую отлич­
ные от нуля главные диагональные миноры, т. е. 

Л1 =а11 =!=-О, Л2= 1 ан а121 =1= О 
G21 G22 

a1k 

a2k =f= О, ••. , det А =f= О 

ak1 ak2 a1ik 

можно представить в виде произведения верхней (нижней) тре­
угольной матрицы на нижнюю (верхнюю) треугольную матри­
цу. Причем это разложение будет единственным, если зафик­
сировать отличными от нуля числами диагональные элементы 

одной из треугольных матриц. 
На основании данной теоремы представим матрицу А, глав­

ные диагональные миноры которой отличны от нуля, в виде 
произведения двух треугольных матриц 

( ~:. ~. :_: · .. ~.) = 

ant ап2 • • • апп 

О ) ( Ь11 Ь12 О О Ь22 
. . . . 

Спп 0 0 

( 

Сн 0 

= ~1 С22 . . . 
Сп1 Спz • • • 

(3.11) 
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После перемножения матриц С= {c;i} и В= {bi1} переходим к 
системе линейных уравнений относительно неизвестных C;i и 
Ь;1 , состоящей из n 2 уравнений и N=2(1+2+3 ... n)=n2 +n не· 
известных. Так как число уравнений меньше на п числа неиз· 
вестных, то зафиксируем п неизвестных, например приняв 
Ь;; = 1 для любого i. Тогда решением полученной системы будет 

Ь11=1 при i=j, 
i-1 

bli=aliall- 1, b;i= (а;1 - ~ C;kbkf)cu-1 
k=I 

при i < j, i=2-Т п, j=3-Т п. 

/-1 
С;1 = а;1, C;j = aif - ~ C;kb k/ 

k=I 

при i~j. i, j=2-тп. 

(3.12) 

Последовательноеть определения элементов С;1 и Ь11 по форму­
лам (3.12) указывается с помощью пронумерованных стрелок 
в схеме, изображенной на рис. 8. 

Так, при нечетных шагах 2k-l последовательно вычисля· 
ются элементы c;k, а при четных шагах 2k последовательно ВЫ· 
числяются элементы Ь ki· 

Число операций умножения и деления, которое необходимо 
выполнить для представления матрицы А в виде произведения 
двух треугольных матриц С и В, подсчитываем по формуле 

Ncв=2[(n-1)+2(n-2)+3(n-3)+ ... +(п-1)]= 
п пз-п 

= 2 .I(n-k)k = - 3-. 
k=I 

(3.13) 

Пользуясь формулой (3.11), находим матрицу А-1 , обратную 
матрице А по формуле 

(3.14) 

Таким образом, обращение квадратной матрицы А, главные 
диагональные миноры которой отличны от нуля, сводится к 
следующему: 

представление матрицы А в виде произведений двух тре-
угольных матриц (А= СВ) по формулам (3.12); 

обращение матрицы С по формулам (3.8); 
обращение матрицы В по формулам (3.7); 
перемножение треугольных матриц в-1 и с-1 по формулам 

(3.16). 
Одним из этапов обращения матриц является перемножение 

двух треугольных матриц. В общем случае перемножение двух 
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прямоугольных матриц А= ВС 
выполняется по формуле 

а;;=(Б;, ё;), i=l-7-m, 
(3.15) j = 1 -7- l, 

сп! 
где aij - элементы матрицы А, t 
bi - i-й вектор-строка матрицы 
В; ёj- j-й вектор-столбец мат- Iшar Шшаr 

рицы С. Если размер векторов Рис. 8. Схема вычисления эле­
Ьi и ci равен п, то для вычисле- ментов с; 1 и ь 11 
ния элементов ai; необходимо 
выполнить Ny=mnl операций 
умножения, а при m=n=l число этих операций будет равноп3• 

При перемножении верхней и нижней треугольных матриц 
число выполняемых операций по сравнению с перемножением 
матриц общего вида можно сократить за счет исключения опе­
раций умножения на нулевые элементы, характеризующие эти 
матрицы. в результате при перемножении матриц в-1 и с-1 

для элементов а;/ матрицы А-1 получим 

п 

a'ii=2.b';kc'k; при i~j. 
k=i 

п 

а';;= 2. b';kc' ki при i > j. 
k=i 

(3.16) 

Число операций умножения, необходимое выполнить для опре­
деления всех элементов i-й строки матрицы, получающейся от 
перемножения верхней и нижней треугольных матриц, имеют 
вид 

N;=[(n+1-i)+(n-i)+ ... +l]+(i-l)(n+l-i)= 

п(п + !) - i 2 + i 
2 

В результате число операций умножения для перемножения 
верхней и нижней треугольных матриц будет определяться по 
формуле 

N т = ""S N 1 = 2пЗ + Зп2 + п = (2п + !) (п + \) . (3.1 7) 
у. i~ 1 6 6 

Теперь можно найти общее число операций умножения и 
деления, которое потребуется для того, чтобы обратить матри­
цу А по приведенному выше алгоритму: 

Т обр= N св+ 2N обр.т + N у.т= 
= 2пэ + зпz + п (2п + \) (n + l)n (3.18) 

2 2 
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Перестановка строк 1 
в матрице А 1 

Разложение матрицы А = СВ 
по формулам 13.12) 

Обращение матрицы А 

по формулам (3.16) 

Перестановка столбцов 

в матрице А- 1 

Рис. 9. Блок-схема алгоритма обра­
щения матрицы разложением ее на 

произведение двух треугольных мат­

риц 

Однако обращение матриц по 
описанному алгоритму, как бы­
.тю отмечено выше, можно вы­

полнить только при условии, что 

главные диагональные миноры 

матрицы А отличны от нуля. 
Если же это условие не выпол­
няется, например для k-го глав­
ного диагонального минора, то 

при вычислении элемента с1111 

матрицы С по формулам (3.12) 
он станет равен нулю, что, в 

свою очередь, приведет к невоз-

можности вычисления элементов 

bkj матрицы В. Поэтому необхо­
димо исключить подобную ситу-
ацию. Одним из таких путей яв­
ляется осуществление проверки 

условий неравенства нулю глав­
ных диагональных миноров до 

разложения А= СВ. Однако та­
кая проверка приведет к вычис­

лениям, превышающим вычисле­

ния, непосредственно связанные 

с разложением А= СВ. Поэтому с 
вычислительной точки зрения ра­
циональнее проводить проверку 

условия ckk =О непосредственно 
в процессе вычисления элемен-

тов Cif и Ь; 1 • Тогда при выпол­
нении этого условия требуется переставлять соответствую­
щую k-ю строчку матрицы А с последующими k+s строчками, 
где s= 1+(n-k), до тех пор пока не будет выполнено условие 
Сн!,k+в=t=О. Отметим, что при невырожденности матрицы 
А такая перестановка всегда найдется. Этот процесс можно 
описать как 

(3.19) 

где Pk, нs - матрица перестановок. В результате будет обра­
щаться матрица .А. Переход от матрицы ;r-1 к матрице А-1 

можно выполнить по формуле 

(3.20) 

Таким образом, матрица А-1 будет получена после перестанов­
ки соответствующих столбцов в матрице ;r-1• Блок-схема алго­
ритма обращения любой невырожденной матрицы приведена 
на рис. 9. 
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Рассмотрим вопрос об обращении симметричных матриц. 
Если матрица А симметричная, то, как известно из курса 

линейной алгебры, ее можно представить в виде произведения 
двух транспонированных между собой треугольных матриц, т. е. 

А= Т'Т, (3.21) 

где 

f1п ) ( iн О 
lzn , Т' = f12 f22 

fпп f1n f2п • • • 

Перемножая матрицы Т' и Т, получим 

t2н+t22;+ ... +t2u=au, 

tlif11+i2;f21+.,. +tuf;1=U;j, j > i, 
t;1=0, j < i, 

где t;1 - элементы матрицы Т. 
После решения этой системы имеем 

i-1 
tii=(aii-~tk;tk1)t;г 1 , j>i; t11=0, j<i. (3.22) 

k=I 

Если матрица А является симметричной и положительно опре­
деленной, то подкоренные выражения в формулах (3.22) по­
ложительные. 

Чтобы вычислить элементы t;1, потребуется выполнить п 
операций извлечения квадратного корня и Nк.к операций ум­
ножения и деления: 

пз + Зn2 + 2n (п + 2) (n + l)n 
Nк.к= б = б • (3.23) 

Для получения элементов матрицы А-1 воспользуемся форму-
лой 

л-1 = (Т-1 )(Т-1 )'. (3.24) 

В частности, из этой формулы следует, что если матрица А 
симметричная, то и матрица А-1 симметричная. Следовательно, 
для определения элементов матрицы А-1 достаточно вычислить 
aii' только при j~i. Поэтому при перемножении матриц т-1 и 
(Т-1 ) 1 можно воспользоваться формулами (3.16), но при j~i. 
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В этом случае число операций умножения при перемножении 
этих матриц будет определяться выражением 

N _ пз + Зп2 + 2п (п + 2) (п+ 1) (З. 25) 
у. к. к - 6 - 2 

Общее число операций умножения и деления, выполняемых 
при обращении симметричных матриц по изложенному алгорит­
му, подсчитывается по формуле 

N обр к.к= N к.к+ N обр.т + N у.к.к= 
пз+зп2 +2п (п+2) (п+ l)n 

2 2 
(3.26) 

Кроме того, при обращении симметричных матриц вычисли­
тельный процесс организуется таким образом, чтобы в ЭВМ 
держать на фиксированном поле памяти только информацию 
о ненулевых элементах треугольной матрицы, т. е. объем этого 
поля будет определяться п (п+ 1) /2 ячейками памяти ЭВМ. 

§ 3.3. КЛЕТОЧНЫИ МЕТОД ОБРАЩЕНИЯ МАТРИЦ 

При решении систем линейных уравнений и обращении матриц 
высокого порядка, когда вся исходная информация не может 
быть размещена в оперативной памяти ЭВМ, целесообразно 
вычислительный процесс построить таким образом, чтобы об­
работка исходной информации осуществлялась по частям. Это 
можно осуществить, применяя клеточные методы решения си­

стем и обращения матриц. 
Пусть дана квадратная матрица А. Разобьем ее на матрицы 

низших порядков (клетки) с помощью горизонтальных и вер­
тикальных перегородок, идущих вдоль всей матрицы. Причем 
будем рассматривать только такие разбиения, при которых 
диагональные клетки являются квадратными матрицами. Пусть 

ан at2 I аtз 1 ан ats 

а21 а22 а2з а24 a2s 

А= аз1 аз2 1 азз / а34 аз5 

а41 а42 / а4з / ан a4s 
as1 as2 аsз а54 ass 

при приведенном способе разбиения имеет вид 

А=(~~: ~~: 
Аз~ Аз2 
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Пусть в результате разбиения двух матриц одного и того же 
порядка А[пхп] и В[пхп] имеем 

A1s) 
A2S ' 

Ass 

причем диагональными клетками в данном разложении являют-
s 

ся матрицы Au[n;Xn1] и Bu[n;Xn1], где ~ n1=n. 
i= 1 

суммой и произведением клеточных матриц А и В 
ветственно принимать матрицы С и D: 

С=А+В, D=AB, 

Тогда под 

будем СООТ• 

где клетки С;1 и D;1 матриц С и D определяются по формулам 
s 

C;i=Aii+Bii, D;1= ~A;kDki· 
k=I 

Пусть матрица А представлена в клеточном виде 

А= (Ан А12) , 
А21 А22 

(3.27) 

где диагональными клетками матрицы А являются матрицы 
А11[(п-г) Х (n-r)] и A22[rxr]. Будем искать матрицу А-1 , об­
ратную матрице А, в виде клеточной матрицы 

А-1 =(Сн С12) , (3.28) 
С21 С22 

в которой диагональными клетками являются матрицы 
С11[(п-г) Х (n-r)] и C22[rXr]. На основании определения 
обратной матрицы имеем 

(Ан А12) (Сн 
А21 А22 С21 

on-r, ') 
Е, 

Выполнив перемножение и сложение матриц, стоящих в левой 
части этого равенства, по формулам (3.27) получаем систему 
матричных уравнений, неизвестными в которой являются мат­
рицы C;i: 

А11С11 +А12С21 =En-r, 

А11С12+А12С22= On-r,r, 

А21С11 +А22С21 = Or,n-r1 

А21С12+А22С22=Е,. 

(3.29) 
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Из второго уравнения этой системы получаем 

С12=-А11-1А12С22. 

Подставив данное выражение для С12 в последнее уравнение 
системы (3.29), решим его относительно С22, тогда 

С22= (А22 -А21А11-1А12)-1 • 

Аналогично из первого и третьего уравнений системы (3.29) 
находим 

С11 =А11-1 -А11- 1А12С21, С21 =- С22А21А11- 1 . 

Таким образом, клетки матрицы А-1 могут быть определены 
последовательно по формулам 

Р1 =А11-1 А12. Р2=А22 -А21Р1, Рз=А21А11-', 
С22=Р2-1 , С12=-Р1С22. С21 =- С22Рз, 

Сн =А11-1 -Р1С21. (3.30) 

Если порядок матриц Ан и Р2 в формулах (3.30) остается 
все еще большим, чтобы можно было их обратить с использо­
ванием только оперативной памяти ЭВМ, то для обращения 
этих матриц будем использовать метод разбиения матриц на 
клетки и затем по описанной выше процедуре осуществлять 
обращение матриц А 11 и Р2• Этот процесс продолжается до 
тех пор, пока для обращения матриц можно будет использовать 
только оперативную память ЭВМ. 

В клеточном методе обращения матриц большое значение 
имеет способ разбиения матриц на клетки. При выборе этого 
способа обычно руководствуются двумя соображениями: во­
первых, обеспечением минимального числа обращений к внеш­
нему запоминающему устройству ЭВМ, в котором хранятся 
элементы основной матрицы А, а также результаты промежу­
точных вычислений, и, во-вторых, выделением с помощью раз­
биения такой матрицы А11, которую легко можно было бы об­
ратить с помощью простых вычислительных операций, напри­
мер если А11 - диагональная или треугольная матрица. Если 
в матрице А нет возможности за счет ее разбиения на клетки 
выделить особый тип матрицы А11, который имеет простую 
вычислительную форму обращения, то в силу первого сообра­
жения разбиение должно быть таким, чтобы матрицы А11 и Р2, 
а следовательно, и А22 были приблизительно одной размер­
ности. 

Когда матрица Ан является вырожденной или когда наи­
более простой для обращения клеткой является клетка Ak1+ 
=#=Ан, следует от матрицы А перейти к матрице А, в которой 
А11 =Ak1, за счет блочной перестановки 

.А =P1kAQ11, (3.31) 
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где P1k и Q11 - матрицы блочной перестановки, первая из ко­
торых переставляет клетки, расположенные на первой и k-й 
строках матрицы А, а вторая - клетки, расположенные после 
строчной перестановки в первом и l столбцах. Затем обраща­
ется матрица .А по формулам (3.30) и осуществляется переход 
к матрице А-1 по формуле 

А-1 = Q11.A-1P1k. 

В качестве примера рассмотрим матрицу 

l 2 l о l о 

о l l 1 
-1 о -1 о 1 2 

А= 
о о l 2 1 

о 1 о -1 1 2 
о о 1 2 о 1 

в которой после разбиения ее на клетки видно, что клетка А 21 
является единичной. Перейдем к матрице -"1, в которой клетка 
А11=А21: 

А= (Озхз 
Езхз 

Езхз) (Ан 
Озхз А21 

А12 \ ( Е 
А22) = Ан 

1 о 

о 1 
о о 

-
1 2 
о 1 

-1 о 

После обращения матрицы 
А11- 1 =Е, находим А- 1 

л-1 = (~н 
С21 

о 1 2 1 
о -1 2 
1 2 о 1 

о о 

о 1 1 l 
-1 о 1 2 

А по формулам 

~12) (Озхз 
С22 Езхз 

Езхз) 
Озхз 

А22)= 
А12 

(3.30)' причем 

Здесь C;i - клетки матрицы ..:r-1, вычисляемые по формулам 

Р1=А22, Р2=А12-А11Р1, Рз=А11, С22=Р2- 1 , 
С12=-Р1С22. С21 =-С22Рз, С11 =Е-Р1С21. 

Непосредственные вычисления по этим формулам пред.1ага­
ем выполнить самостоятельно. 

137 



§ 3.4. АЛГОРИТМ ГАУССА 

В предыдущих параграфах этой главы были рассмотрены не· 
которые прямые методы обращения матрицы. Если обратная 
матрица найдена, то решение СЛАУ сводится к умножению 
матрицы на вектор, т. е. 

х=А-1 Ь. 

При этом количество операций умножения и деления, необхо­
димое для решения СЛАУ, будет 

N = N обр.м + N у.м.в, (3.32) 

где Nобр.м - количество операций умножения и деления, необ­
ходимое для обращения матрицы. Оно при прямом методе об­
ращения пропорционально n3 ; Nу.м.в - количество операций 
умножения, необходимое для умножения матрицы размера 
f nXn] на вектор, которое равно п2 • 

Однако существуют прямые методы решения СЛАУ, в ко­
торых не осуществляется непосредственного обращения матри­
цы. Наиболее известен метод последовательного исключения 
неизвестных, получивший название алгоритма Гаусса, и его 
модификации. 

Алгоритм Гаусса состоит из двух основных этапов. На пер­
вом из них осуществляется переход от исходной системы Ах= Ь 
к эквивалентной 

Tx=d, (3.33) 

где Т - верхняя треугольная матрица с единичной диагональю. 
Расширенную матрицу системы (3.33) представим в виде 

1 а12 
(1) 

а1з 
(1) аош а1п 

(1) а(1) 
1, п+1 

о 1 а2з 
(2) а2/2> .а2п 

(2) (2) 
а 2,п+1 

о о а;/п а· U) 
'n 

a(i) 1 , п+1 
(3.34) 

о a(ri-1 > 
п-1, п 

а(п-1) 
п-1, n+I 

1 a(ri) 
п, n+I 

Этап перехода от исходной системы к эквивалентной (3.33) 
принято называть прямым ходом в алгоритме Гаусса. 

Прямой ход в алгоритме Гаусса состоит из п последова­
тельных шагов исключения. На первом шаге переходим от ис­
ходной системы к эквивалентной AO)x=d(I>, расширенная мат­
рица которой имеет вид 

138 



1 

о 

а ш 12 аШ 
tп+t 

О (i=2 + п, i=2-+-(n+l)) 

Здесь элементы а;/ 1 > находятся по формулам 

a0>11=alia11-1 для j= 1-;- (п+ 1), 

a(l>;1=aif-aila(l>11 для i=2-7- п, j=2-7- (n+ 1). 

на k-м шаге исключения осуществляем переход от системы 
A<k-Ox=d<k-I) к эквивалентной A(k)x=d(k), расширенную матри­
цу которой можно представить в виде 

1 а12ш а1з<11 atn(t) 

1 а2з 12> а2п <2> 

о 

(1) 
а f,n+t 

(2) 
а 2, п+t 

a,/k> 

(i=(k+l)+n, 
i=(k+l)...;-(n+l) 

где элементы a;/k> вычисляются по формулам 

a11./k>=a11.11k-t>/a11:11.<k-1> для j=(k+ 1) -7- (п+ 1), 

(3.35} 

(3.36) 
a1/k> = a,p-t>_a,11.<k-t>a11.P> для i= (k+ 1)-;- п, j = (k+ 1) -7- (п+ 1). 

И, наконец, после k = п шагов исключения получим систему 
(3.33). 

Таким образом, с вычислительной точки зрения прямой ход 
связан с получением значений a;/k> по формулам (3.36) для 
всех k= 1-7-n, причем aii0 =a;1. Из формул (3.36) следует, что реа­
лизация описанного алгоритма возможна только в случае, когда 

элементы akk<k-1>, называемые ведущими элементами, отличны 
от нуля при всех значениях k. Для обеспечения работоспособ­
ности алгоритма и в случаях йss(s- 1 >=0 необходимо на каж­
дом таком шаге k=s предусмотреть перестановку строки s со 
строкой (s+p), где p=l-7-(n-(p+s)) в расширенной матрице 
системы. Отметим, что если матрица А невырожденная, то 
всегда найдется такая перестановка строк s и s+p, при кота-

• (&-1) ....LQ 
рои a•+P.s+P...,.. . 
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Подсчитаем необходимое число N пр.х операций умножения 
и деления для реализации прямого хода в алгоритме Гаусса. 
К:ак следует из формулы (3.36), таких операций на 1-м шаге 
требуется [п+п(п-1)], на 2-м шаге-[(п-l)+(п-l)(п-2)] 
и т. д., на k-м шaгe-[(n-k+1)+(n-k+1) (n-k)] и, наконец, 
на п-м шаге требуется одна такая операция. Отсюда общее чис­
ло будет 

п п ns п2 п 
Nпр.х= ~ (n+ 1-k)2= ~k2=-+-+-. 

k-1 k=I 3 2 6 
(3.37) 

Второй этап алгоритма Гаусса состоит в решении системы 
(3.33) в следующей последовательности. Сначала находится 
значение Хп из последнего уравнения системы, затем 

Хп-~ из п-1 уравнения и т. д. до значения х,, кото­
рое определяется из первого уравнения системы. Данная про­
цедура, получившая название обратного хода алгоритма Гаус­
са, описывается зависимостями вида 

Хп=а<п>п,п+\, •.. , Xk=a(kJk,п+i -
n 

- ~ a(kJkiXi для k=n- 1, п-2, ... , 1. 
/=k+I 

(3.38) 

Число операций умножения, приходящихся на обратный ход: 

n(n-1) 
Noбp.x=0+1+2+."+(n-l)= . (3.39) 

2 

На основании формул (3.37) и (3.39) получаем общее число 
операций умножения и деления, необходимых для реализации 
алгоритма Гаусса: 

п3 + 3п2 -п 
Nr=Nпp.x+Noбp.x= З . (3.40) 

Проведем теперь исследование устойчивости решения СЛАУ 
по алгоритму Гаусса. В [5] показано, что вычисленное по алго­
ритму Гаусса приближенное решение х будет точным для воз­
мущенной системы 

(A+Q)x=b, 

причем для матрицы эквивалентного возмущения Q выполня­
ется оценка 

11 Q llc ~ f(n)g(A) 11 А llceoкp. (3.41) 

Переходя к относительной оценке возмущения, получим 

eA~f(n)g(A)eoкp. (3.42) 

В этой оценке f (п) - степенная функция, пропорциональная п3• 
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В отличие от оценки вида (2.80) в ней присутствует член g(A), 
смысл которого будет рассмотрен ниже. Введем обозначения 

ao=max 1aii1, ak=max 1 aip> !, 
i. / l/ 

где aip> - элементы матрицы А <k>, вычисляемые по формулам 
(3.36). Тогда для g·(A) имеем 

g(A)=max(ak/ao). (3.43) 
O<k<n-1 

Таким образом, g(A) показывает, насколько могут возрасти 
элементы матрицы А Ck) в ходе гауссова исключения по сравне­
нию с величиной коэффициентов, составляющих матрицу А. 
Поэтому величину д(А) называют коэффициентом роста мат­
рицы А при гауссовом исключении. В тех случаях, когда веду­
щий элемент akkCk-l)*O алгоритма Гаусса находится в доста­
точно малой окрестности нуля, величина ak может принять 
очень большое значение, вследствие чего алгоритм Гаусса ста­
нет неустойчивым. 

Существует ряд модификаций алгоритма Гаусса, в которых 
предусмотрено ограничение роста g(A) при исключениях. 
В наиболее употребительной из модификаций осуществляется 
выбор в качестве ведущего элемента на каждом шаге исклю­
чения, например k-м, такого элемента, который равен макси­
мальному по модулю элементу среди ai/k-1>, элементов, где 
i:::;;,k, расположенных в k-м столбце матрицы AU•-1). Пусть та­
ким элементом будет aks(k- 1), т. е. 

1aks<k-t>1 = max !a111.<k-t) 1. 
l>k 

Теперь для того, чтобы этот элемент сделать ведущим, тре­
буется осуществить переход от системы Ak-1x=dk-I к эквива­
.11ентной системе ;р- 1 х = ak-1, в которой akkk-I = aksk-1. Этот пе­
реход связан с перестановкой k-й и s-й строк в расширенной 
матрице системы Ak-1x=dk-I и может быть описан таким об­
разом: 

P1<sA (k-t) х = Prisd(k-I). 

Далее по формулам (3.36) производят k-й шаг исключения, 
ведущим элементом в котором будет akk"-1. Описанный алго­
ритм называется алгоритмом Гаусса с выбором главного эле· 
мента по столбцам, при этом элементы akk<"-1> называются 
главными элементами. Если матрица А исходной системы яв­
ляется невырожденной, то данный алгоритм всегда реализуем, 
так как для любых значений k главные элементы не равны 
нулю. 

Выбор главного элемента на каждом k-м шаге исключения 
можно осуществлять не только среди элементов k-столбца, но 
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и среди всех элементов ai/-1, где (;::,k и j~k. В этом случае 
главным элементом будет azmk- 1, для которого выполняется 
условие 

1а1т<k-1>1 = max 1 щ/k-1> J. 
i>k. i>k 

Далее осуществляется переход от системы А <k-l) х = d(k- 1> к 
эквивалентной системе Jr<k-l)x=d'<k-l) по следующим формулам 

Pk1A<k- 1>PkmY=Pk1d<k-1>, y=PkmX (3.44) 

и осуществляется k-й шаг исключения по формулам (3.36). 
Описанный алгоритм получил название алгоритма Гаусса с 
выбором главного элемента в результате полного перебора. 
Этот алгоритм по сравнению с алгоритмом, в котором главные 
элементы выбираются по столбцам, приводит к большим вы­
числительным затратам, но обладает хорошей вычислитель­
ной устойчивостью за счет значительного ограничения коэффи­
циента роста g (А). 

§ 3.5. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СХЕМА ХОЛЕЦКОГО. 
РЕШЕНИЕ СИСТЕМ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

МЕТОДОМ КВАДРАТНОГО КОРНЯ 

Если при решении СЛАУ матрица системы А является невы­
рожденной, то на основании теоремы 3.1 и формулы 3.19 эту 
матрицу можно разложить на множители 

Л =РА=СВ ~А =РСВ, (3.45) 

где Р - матрица перестановок строк, служащая для перехода 
от матрицы А к матрице А, у которой главные диагональные 
миноры не равны нулю; С и В - соответственно ниже и верх­
ние треугольные матрицы, элементы которых Cii и 'Б;i вычисля­
ются через элементы aii по формулам (3.12), причем будем 
иметь Ckk=i=O. Подставляя выражение А из (3.45) в исходное 
уравнение, получим 

СВх='Б. 

Это уравнение равносильно двум матричным уравнениям 

Су='Б, Вх=у, 

решениями первого из которых являются 
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Y11=-(a1i 1-- ,п+ 
С11 Ckk 

k -
- ~ Ck J-1YJ-1) для k = 2-+- п, 

i=2 • 

(3.46) 

(3.47) 



а решениями второго 

п 

Хп=Уп, Xk=Yk- ~ Dk/Xf 
l=k+I 

для k=(n-1), (п-2), "" 1. (3.48) 

Таким образом, решение СЛАУ по приведенному алгоритму, 
который называется вычислительной схемой Холецкого, состо­
ит из прямого хода, связанного с разложением матрицы на 

две треугольные по формулам (3.12), вычислением значений 
Yi по формулам (3.47), и обратного хода, описываемого фор­
мулами (3.48). 

Общее число операций умножения и деления, необходимое 
для решения СЛАУ по вычислительной схеме Холецкого: 

N хл = N св+ N у+ N обр.х, 

где Ny - число операций умножения и деления, приходящихся 
на вычисление значений Yi по формулам (3.47) и определяе­
мых по формуле Ny=n(n+l)/2. С учетом формул (3.13) и 
(3.39) получаем 

Nхл= (n3 +3n2 - n)/3. (3.49) 

Основным преимуществом вычислительной схемы Холецкого 
перед алгоритмом Гаусса является более высокая его вычисли­
тельная устойчивость к ошибкам округления благодаря воз­
можности реализации в нем счета с удвоенной точностью. Эта 
возможность связана с тем, что как при прямом, так и при 

обратном ходе производятся вычисления скалярных произве­
дений, а они могут быть выполнены в режиме накопления. 

К.ак отмечалось ранее, большой круг геодезических и инже­
нерно-технических задач связан с решением систем нормаль­

ных уравнений. Матрица системы нормальных уравнений явля­
ется симметричной и положительно определенной. Для реше­
ния таких систем может быть применен метод квадратного 
корня, основанный на том же принципе, что и вычислительная 
схема Холецкого. 

Так как матрица А симметричная, то, как следует из фор­
мулы (3.21), ее можно представить в виде произведения двух 
треугольных матриц, трансформированных относительно друг 
друга, т. е. 

А=Т'Т. 

Подставляя это выражение для матрицы А в исходную систему 
нормальных уравнений, получим, как и в методе Холецкого, 
эквивалентную систему, состоящую из двух уравнений вида 

Т'у=Ь и Тх=у. (3.50) 
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Решениями этих систем будут 

У1 =а1,п+1f11- 1 , Yk= (аk,п+1 -
k 

-:S ti-1,kYH)tkk-I ДЛЯ k=2 7 n, 
i=2 

п 

Хп=Упfпп- 1 , Хk=(ут- ~ fmjXj)fkk-I 
/=m+I 

для k= (п- 1),(п- 2), ... , 1. 

(3.51) 

При решении нормальной системы уравнений по методу 
квадратного корня необходимо выполнить п раз извлечение 
квадратного корня и Nр.к.к операций умножения и деления, чис­
ло которых определится как 

Nр.к.к=Nк.к+2Nу. 

Исходя из формул (3.23) и (3.51) для вычисления у1 , получим 

Np.к.к=n(n+ 1Нп+8)/6. {3.52) 

При решении СЛАУ высокого порядка, когда вся исходная 
информация не может быть размещена в оперативной памяти 
ЭВМ, целесообразно вычислительный процесс решения СЛАУ 
организовать таким же образом, как и разбиение матрицы СИ· 
стемы А на клетки. При этом вектор-столбец х и вектор-стол­
бец Ь должны быть разбиты соответствующим образом на под­
векторы, а при разбиении матрицы А ее диагональные клетки 
должны быть квадратными матрицами. В этом случае исходная 
система уравнений будет представлена в клеточном виде 

( Ан А12 A1s) ( х1 
) ( Ь1 

\) 
A2t А22 А2в X:i = Ь2 
Ав~ . As2 . Ass . ~в . . ~ . 

(3.53) 

где Aii - матрицы размерностей [niXni]; Xi и bi - подвекторы 
размерности ni. 

Решение системы (2.53) можно осуществить с помощью ра­
нее рассмотренных прямых методов, только вместо действий 
над числами надо проводить действия над матрицами. 

Применим рассмотренный выше метод квадратного корня 
для решения нормальной системы уравнений, представленных 
в блочном (клеточном) виде (3.53). Тогда Т и Т' примут вид 

(Тн Т12 • • · 
Т = О Т22 ... 

. . . . 
о о о 
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(Т' 11 о 

Т' = Т~ t2. Т' 22 

Т' ts Т' 2а 

в которых клетки Tu имеют размерность n;. 
Произведя умножение матриц Т' и Т в клеточной форме и 

приравнивая соответствующие клетки, получим матричные 

уравнения 

i-1 

T';;Tu =А;; - ~Т' kiт ki для i= 1 ...;- s, 
k=I 

i-1 

Т'11Т11=А;1-~ T'kiTki для j > i. 
k=I 

(3.54) 

Поиск клеток Т;1 осуществляется последовательно от строки к 
строке, т. е. сначала находятся все клетки Т;1, расположенные 
на i-й строке, а затем все клетки Т;+1 , 1, расположенные на сле­
дующей по порядку i+ 1 строке и т. д. При этом элементы мат­
рицы Тц находятся обычным методом квадратного корня по 
формулам (3.22), а элементы матрицы Т;1 находятся из урав­
нений 

Т' utpun = ёp<lf), (3.55) 

где tp<1n - вектор-столбец, образованный из р-го столбца мат­
рицы Ti1, с компонентами tqp(ii) при q= 1-;-п;; cpun - вектор-стол­

i-1 

бец, образованный из р-го столбца матрицы А;1-~ Т'kiTkt для 
k=I 

i>i с компонентами Cqp<if) при q= 1-;-n;. Число уравнений вида 
(3.55) равно щ, так как р= 1-;-п1. 

Так как в этих уравнениях матрицы T'ii - нижние треуголь­
ные, то вычисление значений tqp(if) можно осуществить по фор­
мулам, имеющим такой же вид, что и формулы (3.51), а 
именно 

k 
ttp(ij) = C1/lj)/t11UJ), t'flp(tJ) =(CllpUj)_ ~fШ)m-t,k)ftUj)m_t, p)ft<iOllll (3.56) 

m=2 

для всех р= 1-;-п1 и k=2-;-n;. 
После вычисления элементов матриц Т;1 решение системы 

(3.53) сводится, как и в методе квадратного корня, к последо­
вательному решению двух матричных систем вида 

(~: ;: . т:~·. о . ·, . ) ( . ~ . ) = ( . ~ . ) 
Т 11 Т 2в Т ав Ув Ь, 
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Эти системы можно записать в виде 

T'u[)1=il1, Tux1=z1 для l=l-;- s, 

где dz и z1 - подвекторы, определяемые как 
1 

d1=b1, d1=b1-2.Tk-1,1Yk-1 для !=2-;-s, 
k=2 

s 

Zs=Ys, Zz=yz- ~ Tu"xk для l=(s-l)(s-2), ... , 1. 
k=l+I 

(3.57) 

(3.58) 

Так как в системе (3.57) матрицы Тц и T'u треугольные, то 
вычисление компонент подвекторов у1 и xz можно выполнить 

по формулам, аналогичным по виду формулам (3.51), т. е. 

s 

У11 =d1 1ltн<m, Yil =(dll­
t 

- ~t<mk-1 iУя- 1 z)ltяя<llJ для i=2-Тnt. l=l-+-s, 
k=2 • ' 

(3.59) 

- ~ ftkщ>хя1)1tм<Ш для i=(s-1), (s-2), ... , 1, 1=1-+-s. 
k=i+I 

Нижний индекс l в приведенных формулах указывает на то, 
что рассматривается l - компонента подвектора. 

Решение нормальной системы уравнений блочным (клеточ­
ным) методом квадратного корня может быть выполнено та­
ким образом: 

1) приведение системы Ах= Ь к блочному виду; 
2) вычисление элементов матрицы Tu методом квадратного 

корня, т. е. по формулам (3.22); 
3) вычисление элементов матриц T;i по формулам (3.56); 
4) вычисление компонент вектора у по формулам (3.58) и 

(3.59); 
5) вычисление компонент вектора решения х по формулам 

(3.58) и (3.59). 
Одной из важнейших характеристик в блочных методах ре­

шения СЛАУ на ЭВМ является число операций обращений к 
внешним запоминающим устройствам. Эти операции являются 
наиболее долговременными машинными операциями, а следова-
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тельно, от их числа в значительной степени зависит время ре­
шения СЛАУ. В блочном методе квадратного корня при усло­
вии, что обмен информацией между внешним запоминающим 
устройством и оперативным запоминающим устройством ЭВМ 
в процессе решения СЛАУ производится целыми блоками 
(клетками), число таких обращений будет 

N _ s3 + 12s2 + 2s 
обр- 3 

§ 3.6. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ В АЛГОРИТМАХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ 

РАЗЛОЖЕНИй МАТРИЦ 

(3.60) 

Напомним, что ортогональное разложение матрицы описыва­
ется формулой (1.33), т. е. 

А= vттw. 

Следовательно, для получения этого разложения требуется най­
ти такие ортогональные матрицы V и W, для которых выпол­
няется равенство ( 1.32) 

Это равенство можно преобразовать как 

VA=R, (3.61) 

где Т' - матрица, транспонированная к матрице Т, матрица А 
получена из матрицы А после перестановки в матрице А~ строк 
таким образом, что первые k строк в матрице А линейно неза­
висимые. Причем если n>m, то матрица R принимает вид, 
представленный на рис. 1, а. Из формул (3.61) выте1{ает, что 
для ортогонального разложения ( 1.33) можно построить алго­
ритм с двумя однотипными процедурами, суть которых состо­

ит в приведении исходной матрицы, например В, за счет ее ор­
тогонального преобразования к матрице, имеющей структуру, 
аналогичную матрице R. Такая вычислительная процедура по­
лучила название QR-алгоритма. Этот алгоритм основан на ре­
ализации следующего равенства: 

QB=R, (3.62) 

в котором матрица В размера [nXm] и ранга k имеет k ли­
нейно независимых первых строк. 

Представим матрицу В в виде последовательности векторов­
столбцов, т. е. как В= (Ь 1 Ь2 ... bj ... Ьт), где Ь1= (blib2i· .. bni)~ 
д.1я j= 1-7-m, а матрицу R - в виде R= (r1r2 ... rj ... rki'k+i· .. rт), 
где r1= (r1ir2i· . . riiO .. . О)т для j= 1-7-k и ri= (rlir2i· .. rkiO .. . О)Т -- -----n-j n-k 
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для j= (k+l)-;-m. Введем в рассмотрение матрицу Qp, обеспе­
чивающую преобразование вида 

Q1'Б1 = r1, (3.63) 
Qpbp(p-IJ=rp при b/P-1)=Qp_1'[j/P-2) 

для p=2-7-m и j=p-;-m, 

при этом предполагается, что 'Б/0)=оi и 'Б/Р- 1 )= (b1/P-l)b2/P--1J ••• 
• . . Ьр/Р- 1 ) ••• Ьп/Р- 1 )). Кроме того, матрица Qp должна удовлетво­
рять следующим условиям: быть ортогональной и обеспечивать 
преобразование 

Qprs=i's для S= 1-;- (р-1), р=2-7- т. (3.64) 

Исходя из формул (3.63) и (3.64), получаем для р= 1-;-т 

Qp ... Q,д1 ('Б1'Б2 ... 'Бт) = 

= (r1r2 ... rpb<PJp+1 ... 'Б<РJт). 

Отсюда 
(3.65) 

Матрицы Qp будем выбирать со следующей блочной структу­
рой: 

Q -Q~ Q -(ЕР-1 O(p-J)X(n-p+I)) ДЛЯ р-2 • n 1 - nX1J1 р - л , - т , 
O(n-p+IJX(P-1) Qn-P+I 

(3.66) 

где нижний индекс у каждого блока указывает размерность со­

ответствующей ему матрицы. Введя обозначения Qп-р+1 = QP 
Еп-р+1 =Ер, определим матрицу Qp как 

Qp=Ep -kpCqp, qрт), (3.67) 

где 'ijp - вектор-столбец: 

-q - (q ь<р-1) ь<р-1) ь (р-1) )т 
Р - РР P+I, Р • • • P+ll, Р • • • пр • 

Матрица Qp, получившая название матрицы отражения, явля­
ется симметричной и ортогональной. 

Представляя вектор ор<Р- 1 > через подвекторы ор1 <Р-1 > размер-

ности р-1 и Ор2 <Р- 1 > размерности п-р+ 1, с учетом (3.66) 
имеем 

Qpbp(p-1) = ЛР1 - (' ь (р-1) ) 

Qpbp2 (р-1) 

Отсюда на основании формулы (3.63) 

ь <р-1> =-;: и Q ь (p-l) =; . 
Pl Р1 Р Р2 Р2 

(3.68) 
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Распишем вторую из этих формул с учетом (3.67) 

Qл Ь (р-1)=Ь (p-l)_k (-q q-T)-{=>-Qл Ь (р-1)= 
Р Р2 Р2 Р Р• Р Р Р2 

-Ь <p-1>-k (q- т ь <р-1>) q-
- Р2 Р Р ' Р2 Р' 

Полученное выражение в координатной форме записи примет 
ВИД 

Ь (р-1) k (q- т Ь (р-1)) q - r 
РР - Р Р ' Р2 рР - РР' 

(3.69) 
ь<р-1) L -k (-qT ь (р-1))Ь(р-1) " =о ДЛЯ k = 1 -'- (п-р) 

Р+", Р Р Р• Р2 р+к, JI • • 

Из этих уравнений находим параметры kp и qpp· Так, из второ­
го уравнения имеем 

k -(q-т Ь (р-1))-1 если (q-т Ь (р-1>) =/=О (3.70) 
Р-Р'Ра ' Р'Ра • 

После подстановки этого выражения для kp в первое уравне­
ние (3.69) находим 

ЬррР-1 -qрр=Грр. 

Если во втором выражении (3.68) перейти к евклидовой норме 
вектора, то 

(Qл Ь (p-i) Qл ь (р-1 )) = 11 ь (р-1) 11 2 -{=>-11 ь (p-i) 11 =CJ' f 
Р Р2 ' Р Р2 Ра Е Ра Е Р рр• 

ар= { + 1, если Гrр >О, 
- 1, если Грр <О. 

В результате вычисление qpp можно осуществлять по формуле 

qpp=ьpp<P-1>-crp V :~Jьp- 1 p+ll; р)2 , (З.71) 
(J - • • { - 1 если ЬrP(p-l) > О 
р- + 1, если Ьrr(p-l) <О. 

Таким образом, для получения ортогональной и симметричной 
матрицы Qp необходимо выполнить: 

1) вычисление значения t=-. ;-пi:_Р_(_Ь~-+-1-.-Р}-2 ; v k=O 
2) вычисление элемента qpp по формуле qrp=bpp<P-1>-apf, 

где cr= { -1, если brP(P-1>>0, 
1, если brP<P-1)<0; 

3) вычисление значения КР по формуле (3.70) или Кр= 
= (t 2+bpp<P-l)t)-1, если {'ij_pт, op 2 (P-l))=;i=O и Кр=О, если 

(qрт, Ьр/р-1>) =0; 
4) вычисление элементов матрицы отражения Qp по форму­

ле (3.67); 
5) получение матрицы Qp по форму.11ам (3.66). 
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Матрица Qp, вычисляемая по описанному выше алгоритму, 
как нетрудно проверить, удовлетворяет поставленным выше ус· 

ловиям (3.69) и (3.64) и является ортогональной и симметрич­
ной. После вычисления матриц Qp для р = l 7m может быть оп­
ределена матрица Q по формуле (3.65) в результате перемно­
жения матриц Qp, что приводит к значительной арифметиче­
ской работе, превышающей вычислительные затраты, непосред· 
ственно связанные с приведением матрицы В к треугольной 
форме по формуле (3.62). 

Представленный выше алгоритм получения матрицы отра· 
жения Qp и использования этих матриц для ортогонального 
разложения по формуле (3.62) можно применить и для сингу­
лярного разложения матриц. Пусть исходная матрица В раз· 
мера [nXm] имеет Rg В =k и первые k столбцов ее независи­
мы, тогда описанным выше способом она может быть преоб­
разована к виду QB =R, где матрица R имеет структуру, пока­
занную на рис. 1, а. Применим описанный способ ортогональ­
ного разложения, но уже к матрице Rт, в результате чего под· 
диагональные элементы матрицы Rт будут аннулированы, т. е. 
получим 

где S 1 - ортогональные матрицы, вычисляемые по приведенно­
му выше алгоритму; Dkт-матрица, у которой du=l=O для i= 
= 17k, а все остальные элементы dii=O. Причем с помощью 
матриц перестановок строк можно так организовать вычисли· 

тельный процесс, чтобы выполнялось условие du~dkk при i>k. 
В конце процесса сишулярного разложения получают матрицу 
D,= (D,т)т. 

Ортогональное разложение ыатрицы (3.62) можно реализо­
вать и по алгоритму, основанному на методе последовательных 

плоских вращений, каждое из которых аннулирует (заведомо 
приравнивает нулю) только один элемент преобразуемой мат­
рицы. Если же требуется аннулировать, например в столбце 
bp<p-l) матрицы В(р-1), все элементы с номерами от Р+ 1 до п, 
то для этого можно воспользоваться ортогональной матрицей 
Sp, удовлетворяющей, как и матрице Qp в методе отражений, 
условиям (3.63) и (3.64). Однако в отличие от Qp матрица Sp 
определяется через произведение матриц плоских вращений 

как 

Sp=Spп ... Spk ... Sp,p+1, (3.72) 

где Spk - ортогональная матрица плоского вращения размера 

[ nXn], равная 

Sp~ ) PP+1,k для k=(p+l) 7 п, (3.73) 

En-P-1 
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где Spk - матрица элементарного вращения вида 

Spk = (Spp(k) Sp1t) ' 

Skp Skk 
(3.74) 

в которой 

(3.75) 

Рр+1, k - матрица перестановки (Р+ 1 )-й и k-й строк. 
Для определения значений Spp и Spk воспользуемся равенст­

вами (3.75) и требованием, предъявляемым к матрице Spk, ан­
нулирования элемента с номером k в р-м столбце преобразуемой 
матрицы. Так, в столбце op(p-I) матрицы В(Р-1 > требуется анну­

лировать элемент под номером (Р+ 1). Выполнив преобразо­
вание 

Sp,p+top<p-1) = ор<р-1) t• 
получим новый столбец, обозначенный bp(p-I)t, в котором эле-

( +1) б ь (р-1)1 =0. 
мент под номером р удет равен нулю, т. е. Р+•. р 

Для данного случая 

ij<P-1) 
Pl 

(Е'~' О ) 
ь<р-1> 

Sp, P+JjP(p-l) = Sp, Р+1 
рр 

-<=> 
ь<Р-1) 

О En-P+1 
P+I, Р 

Б(Р-1) 
Pz 

ь<Р-1> 
ij<P-1) 

Pl 
Pl 

ь<р-1>1 
S(p+I) Ь(р-1) + Ь(р-1) 

Sp+f, р p+l,p 
рр 

рр рр 
о -<=> 

Ь(р-1) + s(P+l) ь(р-1) 
8 Pt1, Р РР РР P+I, р ь(р-1> 

ij<P-1) 
р+2, р 

Р2 ь<р-1)1 
Р2 

Отсюда с учетом условия, что 'Б~+J~>1 =0, имеем 
ь(р-1) + (p+I) ьр-1 0 

-SP+i,PPP Spp P+l,p=' 

s2 Рн, р + ( s~+i >)2 = 1. 

После решения этой системы получим 

ь<р-1)1 _ V(ь<Р-1))2+ (Ь(р-1) )2 
РР - РР P+l,p • 

(3. 76) 
ь(р-1) /Ь(р-1)1 

SP+t, Р = P+l, Р РР ' 
S(p+l) _ b(P-1)/b(p-!)t 
рр - рр рр • 
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Аннулируя теперь в столбце bp(p-I) 1 элемент под номером 
(р+2) за счет преобразования 

S 7/Р-1)1 _ Ь(Р-1)2-<=>-
JI, Р+2 Р - Р 

из условия, что Ь ~-tz~>~ =О, получаем систему 

ь<р-1) 
Pl 

Ь(р-1)1 
РР 

о 

ь(р-1) 
р+2, р 

fj(P-1)1 
Р2 

S i.<P-1>1+s<P+2>ь<P-1> _ 0 - Р+2, pvpp РР Р+2, Р - • 

2 + ( (р+ 2 >) 2 1 S Р+2, р Spp = • 
Решением этой системы являются значения: 

ь(р-1) /Ь(Р-1)2 
S.1'+21 Р = Р+2, Р РР ' 

S <p+2> _ ь<р-1>1;ь<Р-l>2 
рр - рр рр • 

b(p-l)1 _ V(ь<P-IJ1)2+ (ь<Р-1) )2 
РР - РР Р+2, Р 

(3.77) 

После k последовательных преобразований подобного типа для 
k= 1-;- (п-р) получим 

(

1 Ер- 1 О ) 
sp,p+k=PP+l,p+k sp,p+li PP+l,p+Ji• 

О Еп-р-1 

(3. 78) 

где элементы матрицы Sp, P+k определяются по форму.1ам 
S 1. =b(p-IJ/b<P-l)k s<P+k)=b(p-l)k-1/b(P-l)k (3.79) 
P+n,p p+k,p рр ' РР рр РР ' 

ь:::,-l>t =" f ~ (b<P--;IJ)2. Ь<Р-l)Ач = l f k52I (Ь<Р-1>)2 • v i=O р+1.р РР v i ~о p+i,p 

В результате описанных преобразований на k-м шаге вектор­
строка bp<p-IJ будет приведен к виду 

S S S -ь<Р-1> 
Sp,p+k p,p+li-t • • • р,р+2 p,p+I Р = 

= (Ь<Р- 1 > ь<Р- 1 >k о о ь<Р- 1 > Б<Р- 1 >k-1)т 
Р1 РР ~· P+k+l,p Р2 • 

(3.80) 
k 

Здесь подвектор Ь ~-l>k-J размерности n-p-k-1 и ero эле­
менты равны соответствующим по номерам элементам nодвек-
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тора op<P-1J. Та1шм образом, после k=n-p описанных шагов 
получим 

S S S S -ь(Р-1> 
pn p,n-t • • • р,р+2 p,p+t Р = 

= (b(p-l)b(p-l)n-p 0 0) ~ S f/P-l) - f 
Pl РР ~ р Р - р• 

п-р 

(3.81) 

где векторы Ьр(Р- 1 > и rp определяются, как и в методе отраже­
ния (3.63). 

Для нахождения матрицы Sp требуется выполнить: 
1) вычисление элементов матрицы Sp, P+k по формулам 

t k =" ( f (Ь(Р-;1))2 ' 
Р' v i=O P+t,p 

ь<р-1) tt <P+k) V""""'1--=-2 --. 
Sp+k,p = p+k,p p,k• Spp = -S p+k,p• 

2) вычисление элементов матрицы Sp, P+k (этот процесс 
связан с присвоением новых номеров i, j для Spp<p+k) и Sp+k, р); 

3) вычисление элементов матрицы Sp по формуле (3.72). 
Вычислив элементы матрицы Sp для р= 1--;-т, находим мат­

рицу ортогонального преобразования Q по формуле, аналогич­
ной (3.65): 

(3.82) 

При реализации ортогональных преобразований отражения 
и вращения для решения конкретных задач на конкретных вы­

числительных средствах может возникнуть необходимость в 
различных модификациях описанных выше методов, вызванная 
такш.ш соображениями, как увеличение скорости и точности 
вычислений, защищенность от машинных нулей и переполне­
ния, сокращение требований к памяти ЭВМ, использование 
разреженности матриц, распараллеливание вычислительных 

процессов и др. 

Рассмотрим один из модифицированных методов вращения, 
получивший название метода Джентльмена, который позволяет 
сократить число арифметических операций по сравнению с ал­
горитмом вращения, приведенным выше. Пусть требуется ан­
нулировать элементы столбца Ьр<Р- 1 > матрицы В<Р-1 > начиная с 
(р+ 1) до п. Тогда при аннулировании (Р+ 1) элемента матри­
ца Sp, Р+1, согласно (3.76), примет вид 

Ее можно представить следующим образом: Sp, р+1 = 
=Dp, р+1Нр, р+1, где Dp, р+1 - диагональная матрица, т. е. 
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sл Е b(p-IJ - О 
р,р+1 = при Р+1,р - ' 

л ( s<P+I) о ) ( 1 s 1 /s<P+I)\ S - РР Р+ ,р РР р,р+1 - Q 5(P+I) -S /5(P+I) ) 
РР Р+1,р РР 

при 1 ьrр-11 \ ~ 1 b(p-1J 1 
p+l,p ---=: рр ' 

(3.83) 

~ = (sp+t,p О ) ( s1J:,+ 1)/sp+t,p 
sp;p+1 о -1 

5р+1,р 

при 1b';!f,-I)1 < 1 bP+i.11 ' 

Так как преобразование вращения Sp, P+k изменяет только две 
строчки матрицы B(P-lJ, а именно строчки с номерами р и p+k, 
то достаточно рассмотреть, как изменяется подматрица 

(Ь(Р-1) Ь<Р-1) ••• Ь(Р-1) ) 
В<Р-1) _ РР p,p+I рт 

р,Р+1 - ь(р-1) ь(р-1) ь1р-1) 
p+l,p p+l,p+I''' p+l,m 

матрицы B(p-IJ после умножения ее слева на матрицу вращения 

Sp, P+I· С учетом введенного представления (3.83) получим 
sл в<р-1) D н в(Р-1) D в-(р-1)1 в<р-1)1 
Р;Р+1 p,p+I = p,p+i p,p+i p,p+I ~ р,р+1 р,р+1 = p,p+l • (3.84) 

в-(р-1)1 Н В(р-1) 
p,p+I = р,р+1 p,p+I• 

Применяя описанный выше метод аннулирования элемента 
под номером (Р+ 1) в столбце bp(p-tJ для аннулирования эле­
мента под номером (р+2) в столбце bp<p-IJ1 матрицы 8(Р-•>•, 
получим 

sл в<р-1)1 в(р-1)1 
р,р+2 р,р+2 = р,р+2. 

Здесь подматрица В~~-;;-~~ матрицы B(p-tJ1 , являющаяся ре­
зультатом первого шага преобразования Sp, рнВ<Р-1 > = В<Р-1 11, 
примет вид 

(ь(р-1)1 ь(р-1)1 ь(р-1)1) 
В<Р-1)1 = РР p,p+I • ' • рт 
р,р+2 Ь(Р-1) Ь(Р-1) Ь(Р-1) • 

Р+2,р p+2,p+I ' ' ' р+2,т 

Заметим, что вторая строчка подматрицы вif---;,i~ совпадает со 
второй строчкой подматрицы В ~~-;,~2, т. е. не изменяется от 
первого шага преобразования. Представляя матрицу Sp, р+2 в 
виде 

Sp,p+2 = Dp,p+2H р,р+2, 

где Dp, Р+2 - диагональная матрица, получим 
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S~ Е ь<Р-t> О 
Р ,р+2 = при r+2,p = , 

~ ( 5(Р+2) s - рр 
р,р+2- о s(~+2i) (-s 1 /s(P+2) 

рр р+2,р рр 

при 1 bif+2~~ 1 > 1ь;::з- 1 >11 • 

S = (sp+2 ,p О ) ( sii,/2)/sr+2,p 
Р,Р+2 Q -l 

sp+2,p 

при 1bif'+2~~1 > 1 ь;,r,,-1)1 1 • 

S /5(Р+2)) Р+2,р рр 

1 

(3.85) 

s<P+2~/s ) 
рр р+2,р 

где величины Spp<P+ 2 ) и Sp+2, Р находятся по формулам (3.77). 
С учетом введенного представления (3.85) имеем 

-8 (p-l)2 н в<р-1)1 
р,р+2 = р,р+2 р,р+2. 

D -8 <p-l)2 в(Р-1)2 
р,р+2 р,р+2 = р,р+2. 

(3.86) 

В результате k шагов аналогичных преобразований для 

подм атрицы Bp,<~+1lk-I матрицы В<Р-1 ) k-1 будем иметь 

(
b<P-l)k-1 Ь(Р - l)k-1 ••• b(P-l)k-1) 

B(P-l)k-t= РР p,p+I рт 
p,p+k Ь(Р-1) Ь(Р-1) Ь<Р-1) 

p+k,p p+k,p+I ' ' ' p+k,m 

Sp,p+1tB~p+k)k+1 = B~p-~}k. 
Представляя матрицу Sp, P+k в виде 

SP.P+k = Dp,p+kHp,p+k• 

где Dp, p+k - диагональная матрица, получим 

S~ Е b(p-I) О 
p.r+k = при P+k,p = , 

~ ( 5(P+k) 

s~+k)) (-s : /s<P+k> 

s - рр 
p,p+k- о 

рр Р+ ,р РР 

при 1Ь<Р-1)1 ~ 1 b(P-l)k-1 / 
P+k,p """' РР ' 

РР Р+ .Р 

S k /s<P+k) ) Р+ ,р рр 

1 

S -(Sp+k,p 
p,P+k- Q 

О ) ( s(P+k)/s k 

Sp+k,p -1 
1 ) (p+k) 

sPP /sp+k,p 

при 1Ь<Р-1)1 > 1 b(P-l)ц J 
p+k~ w • 

(3.87) 

где Spp(p+k) и Sp+k, Р находятся по формуле (3.79). С учетом 
данного представления имеем 

B~p+k>k = Hp,p+kB~p+k)k-1', 

D в-(Р- 1 > в(p-l)k 
p,P+k p,p+k k = p,p+k • 

(3.88) 
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Сокращение числа арифметических операций в мето­
де Джентльмена по сравнению с методом вращения, опи­
сываемым выше а,1горитмом вычисления матрицы Sp, связано 
о присутствием двух единиц в матрице Н. Это позволяет вы­
полнить операцию перемножения матриц по первой формуле в 
(3.88), т. е. получить матрицу Е за 2п сложений и 2п умноже­

ний, тогда как перемножение матрицы Sp, p+kBp~P;f_kk-I выполня­
ется за 2п операций сложений и 4п операций умножений. В ме­
тоде Джентльмена в памяти ЭВМ вместо матрицы В последо­
вательно хранятся матрицы Dp, P+k и Вр, p+k· При этом, однако, 
явный вид матрицы S" не получается, а следовательно, нельзя 
получить и матрицу Q. 

В заключение отметим, что элементы матрицы Dp, P+k умень­
шаются о ростом k, а элементы матрицы Вр, рН, наоборот, воз­
растают. Хотя эти изменения элементов и носят медленный ха­
рактер, но для больших систем уравнений необходимо в алго­
ритме Джентльмена предусматривать процедуру, позволяющую 
контролировать величину этих изменений и при необходимости 
вводить масштабирование соответствующих строк в матрицах 
B(P-1)k. 

Кроме метода отражения и вращения для ортогонального 
разложения широко применяется и метод ортогонализации 

Грама - Шмидта, алгоритм которого был рассмотрен в § 1.3. 
В табл. 3 приведены некоторые характеристики этих методов 

Таблица 3 

Точность 
Дополни-

Способ разложения Режим вычисления Nумн тельная 
разложения память 

1 2 3 4 5 

Метод отражения С накоплением 2/3 n3 2,9 п 3 п 
Метод вращения Обычный 4/3 n3 2,9 п п 

(Джентльмена) 
п2 /2 Метод Грама - Шмидта С накоп.1ением nЗ 1,0 

при использовании их для ортогонального разложения матри­

цы. Причем предполагается, что все матрицы квадратные и 
имеют один и тот же порядок, равный п. В графе Nуми приве­
дены только главные члены числа операций умножения и де­
ления, причем операции извлечения квадратного корня в со­

став главных членов не входят. Алгебраические задачи, особен­
но с матрицами большого порядка, требуют для своего решения 
значительных ресурсов памяти ЭВМ. Один из путей экономии 
памяти - размещение информации о сомножителях, получае­
мых при ортогональном разложении на месте исходной матри-
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цы (при условии, что исходная матрица не потребуется для 
дальнейших вычислений). Однако этого места не всегда быва­
ет достаточно, и нужно выделять дополнительную память. 

В графе 5 приведены главные члены числа полных слов па­
мяти ЭВМ, которые необходимо добавить для размещения со­
множителей. Точность разложения - одна из важнейших ха­
рактеристик разложения матрицы на множители. Для всех 
приведенных разложений матрицы А эквивалентное возмуще­
ние оА [см. формулу (2.53)] оценивается по формуле (2.79) 

где f (п) зависит только от п и от способа получения разложе­
ния. В графе 4 приведены главные члены функции f (п). При 
этом следует иметь в виду, что в таблице оценивается только 
точность вычислений, а влияние точности исходных данных на 
разложение не учитывается. В графе 2 указывается, с какой 
точностью должны выполняться промежуточные арифметиче­
ские операции для получения результата разложения матри­

цы А с той точностью, которая приведена в графе 4. Напом­
ним, что в режиме накопления вычисления выполняются со 

словами двойной длины (для ЕС ЭВМ - 8-байтовыми), а в 
обычном режиме - просто со словами (для ЕС ЭВМ - 4-бай­
товыми). 

Анализ данных, приведенных в табл. 3, показывает, что 
нельзя дать однозначного ответа на вопрос, какое из разло­

жений лучше. Выбор метода зависит от задачи и конкретного 
вычислительного средства, с помощью которого эта задача ре­

шается. Так, если матрица А общего вида и имеет мало нуле­
вых элементов, то метод отражения имеет преимущество перед 

методами вращения и ортогонализации с точки зрения скоро­

сти вычислений. Однако если матрица А имеет преобладающее 
число нулевых элементов (т. е. А - разреженная матрица), то 
метод отражения и метод ортогонализации Грама - Шмидта 
будут уступать и по скорости вычислений, и по объему необхо­
димой дополнительной памяти методу вращений. Это связано 
с тем, что в методе вращения изменению подлежат только эле­

менты двух строк преобразуемой матрицы при каждом элемен­
тарном вращении. Если проанализировать точность разложе­
ний, то наилучшие результаты следует ожидать от метода ор­

тогонализации Грама - Шмидта. Но, с другой стороны, как 
показывает практика [1], в методе Грама - Шмидта плохо вы­
полняются условия ортогональности, тогда как в методах от­

ражения и вращения условия ортогональности выполняются с 

высокой точностью. 
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§ 3.7. РАЗРЕЖЕННЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
И АЛГОРИТМЫ ИХ РЕШЕНИЯ 

Приведем еще одну модифицированную схему решения СЛАУ 
методом Гаусса. К:ак было показано в § 3.4, первый шаг пря­
мого хода метода Гаусса связан с переходом от исходной си­
стемы Ах=Ь к эквивалентной системе АО>х=Ь< 1 >, в которой 
элементы первого столбца, начиная с а21 до ап 1 , аннулированы. 
Опишем этот переход в виде невырожденного преобразования 
вида 

L1Ax=L1b-$> АО>х=ЬО>. 

Второй шаг исключения опишем тоже с помощью невырож­
денного преобразования вида 

L2AO>x=L2b(I> -$> А<2>х=Ь<2>. 
Отсюда следует 

L2L1Ax = L2L1 Ь. 

Продолжая этот процесс, на k-м шаге исключения будем иметь 

Lk ... L2L1Ax=Lk ... L2L1b. (3.89) 

В этой системе все элементы, находящиеся под диагональными 
элементами а 11 , а22 < 1 >, •• " akk<k-IJ, будут аннулированы. Спраши­
вается, какой вид должна иметь матрица Lk, чтобы k-й шаг 
прямого хода метода Гаусса был реализован. Такой матрицей 
является нижняя треугольная матрица, имеющая вид 

Lk=(ё1ё2".1ik".ёп), (3.90) 

у которой ё; - единичный вектор-столбец с i-й компонентой, 

равной единице, а компоненты вектора-столбца ~ вычисляются 
по формулам 

(3.91) 

'r)ik =- a;k<k-I> / akk(k-l) при i> k, 

где элементы aik<k-1> находятся по формулам (3.36). После опи­
санных выше шагов получим 

Lп ... Lk ... L2L1Ax=Lп ... Lk ... L2L1b. (3.92) 

Введя обозначения 

L=Lп".Lk".L2L 1 и LA=R, (3.93) 

уравнение (3.92) запишем как 

Rx=Lb, (3.94) 

где R - треугольная матрица с единичной диагональю, имею­
щая вид (3.34). Вычислительный процесс, связанный с полу-
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чением зависимости (3.92), является прямым ходом в рассмат­
риваемой модифицированной схеме метода Гаусса. 

Для решения системы (3.94), как и в методе Гаусса, будем 
выполнять обратный ход, описываемый на первом шаге хода 
преобразованием вида 

ИпRХ= ИпLЬ ~ RnX= ИпLЬ, (3.95) 

где Ип - верхняя треугольная матрица: 

(3.96) 

ё; - единичный вектор-столбец с i-й компонентой, равной еди­

нице, а fn - вектор-столбец, компоненты которого определяют­
ся по формулам 

Snn= 1, s1п=-аU>;п при i=(n- 1)-;- 1. (3.97) 

Матрица Rn, входящая в уравнение (3.95), принимает вид 

Rn= 

at2<1> аШ1,n-1 о 
1 ... a(2)2n-1 о 

о о 

1 

После второго шага обратного хода получаем 

Ип-1Rпх= Ип-1ИпLЬ ~ Rп-1Х= Ип-1ИпLЬ, 

где И n-I - верхняя треугольная матрица: 

И n-1 = (ё1ё2 ... 'fп-1ёп), 

в которой компоненты вектора-столбца Iп-1 определяются по 
формулам 

Sn-t,n-1=1, Si,n-1=-a(i)i,n-1 ДЛЯ i=(n-2)-;-l. 

При этом матрица Rп-1 имеет вид 

1 at2(1) ••• аШ1,n-2 о о 
1 ..• а<2 > 2 n-2 о о 

Rn-•= 1 о о 

о 1 о 

1 

После т шагов обратного хода получаем 

Rтх=Ит ... Ип-1ИпLЬ, (3.98) 
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где матрица Ит находится по формуле 

И т = (е1е2 ••. em-l~mem+I · · . еп), (3.99) 

в которой компоненты вектора-столбца ~m вычисляются как 

1m,m=l, ~iт=-a<l)im ДЛЯ i=(m-1)..;- l. (3.100) 

Матрица Rm, входящая в формулу (3.98), будет иметь вид 

1 й12(1) '., аШ1,m-1 О '., О 
1 (2) ... а 2,m-1 о ... о 

1 
о 

о ••• о 

1 ".о 
1 

В результате на (п-1 )-м шаге обратного хода получим 

(3.101) 

Rzx= И2 ... Ит." ИпLЬ, (3.102) 
где 

Введя обозначение 

И=И2 ... Ит ... Ип, 

запишем уравнение (3.102) в виде 

х=ИLЬ. 

(3.103) 

(3.104) 

Отсюда при условии, что матрица системы А невырожденная, 
получаем 

А-1 =ИL-<=>А-1 = 

=и 2 ••• и т . .. и nLn . .. Lk . .. L1. (3.105) 

Приведенное представление обратной матрицы получило на­
звание эллимuнативной формы обратной матрицы. Вычисление 
обратной матрицы через ее эллиминативную форму осуществ­
ляется по формуле 

(3.106) 

где а/ - i-й вектор-строка обратной матрицы А-1 = (а1 ' •• • ii/ ... 
• . . а,,') т; ё; - единичный вектор-строка, у которого i-я компо­
нента равна единице. После вычисления элементов обратной 
матрицы нахождение решения системы Ах=Ь сводится к про­
цедуре вычисления скалярных произведений 

(ii'i, b)=Xi ДЛЯ i=l 7 n. (3.107) 

160 



Описанный выше процесс решения системы линейных урав­
нений с использованием эллиминативного представления об­
ратной матрицы предполагает выбор в качестве ведущих эле­
ментов при реализации прямого хода (вычисление матрицы L) 
элементов akk<k-1>. Однако выбор ведущего элемента в описан­
ном методе, как, например, для метода Гаусса с выбором глав­
ного элемента, может быть таким, при котором за ведущий 
выбирается элемент с заранее неизвестным номером. В этом 
случае на каждом шаге прямого хода перед процессом исклю­

чения (аннулирования) элементов соответствующего столбца 
осуществляются процесс выбора главного элемента по заранее 
заданной стратегии и затем перестановка столбцов и строк в 

матрице A(k) таким образом, чтобы выбранный главный эле­
мент оказался на месте с номером (k, k). С учетом указанного, 
процедуры представления обратной матрицы в эллиминативной 
форме и на ее основе решения СЛАУ преобразуются в отличие 
от описанных выше следующим образом. На первом шаге пря­
мого хода будем иметь 

L1(P,AQ1)Q,x=L1P1b, 

где Р1 и Q 1 - матрицы перестановок строк и столбцов. Введя 
обозначения 

P1AQ1=A, L1A=AO> и Q1x=y1, 
получим 

A<1Jy, =L1P1b. 

На втором шаге прямого хода будем иметь 

A<2Jy2=L2P2L1P1b, 

где 

P2A<1JQ2=A(IJ, L2A(!J=A<2> и Q2Q1x=y2. 

И в результате п шагов прямого хода получим 

RYn=LnPn ... L2P2L1P1b, 
Уп= Qп. •. QzQ1x, (3.108) 

где R - верхняя треугольная матрица с единичной диаго­
налью, причем 

R=A<n) -<=> R=LnPn ... L2P2L1P1AQ1Q2 ... Qn. (3.109) 

После ввода обозначений 

L=LnP11 ... L2P2L1P1 И Q=Q1Q2 ... Q11 

приведенная выше формула (3.108) примет вид 

R=LAQ, Уп=Qх. 

11-299 

(3.110) 
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Используя теперь обратный ход для решения уравнения (3.108) 
на основе матричных преобразований И т, где т = п--;--2, по­
лучим 

Уп=ИLЬ. 
С учетом того, что х= Qуп и х=А-1 Ь, имеем 

A-1=QUL. (3.111) 

Представление обратной матрицы в виде формулы (3.111) бу­
дем называть обобщенной эллиминативной формой обратной 
матрицы. Алгоритм нахождения обратной матрицы и решения 
СЛАУ с использованием обобщенной эллиминативной формы 
будет состоять в вычислении векторов-строк а{ и решений х1 
для i= 1--;--п по формулам 

a';=ё;QUL, (а';, Ь) =х;. (3.112) 

В тех случаях, когда получение обратной матрицы необяза­
тельно, алгоритм решения СЛАУ несколько упрощается и со­
стоит в следующих вычислениях: 

Уп=ИiЬ и х=Qуп. (3.113) 

Алгоритм Гаусса с применением эллиминативной формы об­
ратной матрицы будем в дальнейшем называть LИ-алгорит­
мом. Его реализация, как следует из формул (3.112) и (3.113), 
связана с процедурой скалярного умножения векторов, кото­
рая может быть выполнена, во-первых, без перемножения их 
нулевых компонент, во-вторых, в режиме накопления. При 
этом эффективность LИ-алгоритма будет существенным обра­
зом зависеть от числа нулевых элементов в матрице А (k>. Это 
прежде всего связано с возможностью при реализации LИ-ал­
горима в памяти ЭВМ хранить только ненулевые компоненты 
векторов 1']k и Sk вместе с информацией об их адресах (номе­
рах). И следовательно, при наличии в матрицах А (k) большого 
числа нулевых элементов удается существенно сократить тре­

бования к числу необходимых ячеек памяти ЭВМ при реализа­
ции LИ-алгоритма. Естественно, что если в исходной матрице 
системы число нулевых элементов незначительно, то организа­

ция хранения ненулевых компонент векторов Sk и 1'Jk и их но­
меров будет неоправданной, так как приведет только к увели­
чению необходимой памяти ЭВМ для решения системы. 

Введем в рассмотрение число нулевых элементов, входящих 
в матрицу А. Обозначим его как N (О). Тогда для нахождения 
числа ненулевых элементов матрицы А получим 

N(O) =mn-NCO). 
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Опреде.ление 3.1. Матрицу А будем называть матрицей с 
разреженной структурой, если число ее нулевых элементов бо­
лее чем на порядок превосходит число ее ненулевых элементов. 

Из данного определения следует, что для матриц с разре­

женной структурой должно выполняться условие 

N<O) ~ lOkN(O), 

где k> 1. :Кроме того, эти матрицы, как правило, высокого по­
рядка. Среди невырожденных матриц примерами элементарных 
матриц с разреженной структурой являются диагональные мат­
рицы. 

Системы линейных уравнений, матрицы которых являются 
матрицами с разреженной структурой, будем называть разре­
женными системами линейных уравнений. 

Процесс решения СЛАУ, как следует из рассмотренных уже 
алгоритмов, сопровождается различными преобразованиями ис­
ходной системы. Так, большинство прямых методов решения 
СЛАУ связано с последовательным (пошаговым) аннулирова­
нием элементов матрицы исходной системы и приведением ее 
к треугольному виду (или диагональному, как, например, при 
сингулярном разложении). В результате на каждом из таких 
шагов преобразований вновь получаемая матрица может обла­
дать существенно меньшей разреженностью, чем преобразуе­
мая. 

В качестве примера рассмотрим решение СЛАУ методом 
Гаусса, матрица которой имеет вид 

• * •... * ... * 
* • 
* • о 

А= (3.114) 

* о * 

• * 
Здесь звездочкой обозначены ненулевые элементы матрицы А. 
После первого шага исключения будет получена матрица 

* * * ...•... * 
о*." .• " .• 
о**···*···* 

о*." .• " .• 

о*." .... " .• 
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Таким образом, все N (О)= (п-1) (п-2) - нулевые элементы 
исходной матрицы А - в результате выполненного преобразо­
вания стали в матрице А(!) ненулевыми. 

Определение 3.2. Образование в преобразованной матрице 
В= F А ненулевых элементов на тех местах, на которых до вы­
полнения преобразования F в матрице А находились нулевые 
элементы, будем называть локальным заполнениелt матрицы А 
для преобразования F. 

За меру локального заполнения может быть принято как 
общее число локально заполненных нулевых элементов, так и 
коэффициент локального заполнения, определяемый по фор­
муле 

(3.1151 

где N в (О) равно общему числу локально заполненных нулевых 
элементов матрицы А за счет преобразования F. Следователь­
но, если в матрице В в результате преобразования F над мат­
рицей А не имеется ни одного локально заполненного элемен-

та, то 'l'J (А, F) =0, если же все нулевые элементы матрицы А 
стали локально заполненными, то 'l'J (А, F) = 1. 

Возникают вопросы, существует ли такое преобразование 
F k на каждом k-м шаге исключения метода Гаусса, при кото­
ром достигается минимальное локальное заполнение матрицы 

A<k>, и если существует, то как его определить. Введем в рас­
смотрение матрицу Bk, полученную путем замены ненулевых 
элементов в подматрице Ak, которая состоит из последних 
n-k строк и n-k столбцов матрицы A(k). Теперь составим мат­
рицу Gk по формуле 

(3.116) 

где Ёk - матрица, получаемая из матрицы Bk путем замены 
всех ее нулевых элементов единицами, а всех элементов, рав­

ных единице, - нулями. 

Теорема Тьюарсона. Локальное заполнение матрицы Д(k) 
будет минимальным при (k+ 1 )-м шаге гауссова исключения, 
если в качестве главного элемента выбрать элемент ast(k)=#=O, 
где s=k+a-1 и t=k+~-1, а номера а и ~ соответствуют но­
мерам элемента iia, ~(k), являющегося наименьшим элементом 
матрицы Gk. 

С доказательством этой теоремы можно познакомиться в 
[23]. Отметим следующее: элементы матрицы Gk являются це-
лыми положительными числами и число элементов g<k>"pf3q• 
принимающих наименьшее значение среди значений элементов 
матрицы Gk, может быть несколько. Кроме того, элементы 
as/k>, выбираемые в качестве главных в матрице A<k>, могут 
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оказаться весьма малыми по абсолютному значению, что в ко­
нечном счете может повлиять на устойчивость решения СЛАУ. 
Для обеспечения численной устойчивости решения системы на 
роль главных элементов выбираются такие элементы ast(">, 

которые, кроме малого локального заполнения матрицы А <k) 
(необязательно минимального), удовлетворяют и условию 
1as1<k-J)1 >Е, где число Е задается из соображений устойчиво­
сти решения системы. 

Исходя из изложенного выше, алгоритм решения СЛАУ на 
основе использования обобщенной эллиминативной формы об­
ратной матрицы и минимального локального заполнения, ко­

торый будем называть LИ-алгоритмом минимального заполне­
ния, должен включать такие процедуры, как: 

1) вычисление на каждом шаге прямого хода элементов 
матрицы G" по формуле (3.116); 

2) нахождение среди них наименьших по величине элемен-
тов g(k)apPq; 

3) выбор среди элементов матрицы А" тех, номера которых 
соответствуют значениям Sp=k+ap-1 и tq=k+~q-1; 

4) нахождение среди элементов a(k)s Р t q такого элемента 

ast(k-0, который удовлетворяет условию 1as/k-I)1=max1 а<~;~~ 1; 
5) получение матриц перестановок P"=Pks и Qk=Qkt и вы­

числение по формулам (3.91) и (3.97) векторов 'Y)k и Sk, входя­
щих в состав матриц Lk и И"; 

6) вычисление решения системы по формуле (3.113) и об­
ратной матрицы по формуле (3.112). 

В качестве примера выполним первый шаг исключения для 
системы, матрица которой имеет размер [5Х5] и структуру ви­
да (3.114). Сначала по формуле (3.116) найдем элементы мат­
рицы G1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 1 1 1 
1 о о о 

о 1 о о 

о о 1 о 

о о о 1 

2 
3 
3 
3 
3 

о о о 

о о 1 
о 1 о 

1 
1 

о 1 
о 1 

о о 

1 1 
1 1 
о 1 
1 о 

3 
о 

1 
1 
1 

3 3 3 
1 1 
о 1 
1 
1 

о 

1 

1 
1 
1 
о 

1 1 1 1 1 
1 1 о о о 

1 о 1 о о 

1 о о 1 о 

1 о о о 1 

В полученной матрице G1 наименьшими по величине являются 
элементы g22=gзз=g44=gss=O. Этим элементам в матрице А 
соответствуют элементы а22, азз, ан, а55 . Пусть среди этих эле-
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ментов наибольшим по модулю является а55 , тогда именно он 
и выбирается в качестве главного. Одновременно по значениям 
элементов gii можно определить, каково будет локальное за­
полнение матрицы А (1), если в качестве главного элемента бу­
дет выбран элемент aii с номером, соответствующим номеру 
элемента g;i· Так, если в качестве главного элемента был бы 
выбран элемент а 11 , то локальное заполнение было бы равно 12 
и это соответствовало бы методу исключения по обычной схе­
ме Гаусса. Для рассматриваемого же алгоритма, когда в каче­
стве главного элемента выбран элемент а55 , локальное запол­
нение будет равно нулю. При этом P1=P1s и Q1=Q15. 

Оценка производительности LИ-алгоритма минимального 
заполнения свидетельствует о необходимости выполнения до­
вольно значительной вычислительной работы, ведущей к ми­
нимальному локальному заполнению, которое к тому же не 

всегда приводит к минимальному глобальному заполнению. 
Поэтому во многих случаях более рационально использовать 
стратегию выбора главного элемента, предложенную Маркови­
цем, приводящую к меньшим вычислительным затратам, хотя 

и порождающую заполнение, возможно, и не минимальное, но 

достаточно малое. Суть стратегии Марковица состоит в сле­

дующем. Пусть N/k> (О) обозначает число ненулевых элементов 
в i-й строке матрицы Ak, а N/k> (О) - число ненулевых элемен­
тов в j-м столбце Ak. 

Определение 3.3. Ценой Марковица элемента a;/k-l) матри­
цы А 11 называется число 

M<k>;i = (N;<k)(Q)-1) (N/k)(0)-1), i,j=k + п. (3.117) 
Цена M;/k> показывает число элементов, изменяющих свое зна­
чение при переходе от A<k> к A<k+I), если в качестве главного 
элемента выбран элемент a;/k-1>. Положим 

M<k> =min{M!k), i,j=k+n}. (3.118) 
apf3q i,j •,J 

Далее по номерам ар и ~q будем выбирать из Ak элементы 
aa~k13;> а затем среди этих элементов - главный элемент 
Gst<k-1>, удовлетворяющий условию 

1 a<k-1) 1=max1 a<k-1> 1 . 
st p,q splq 

Таким образом, начиная с 3-го пункта, вычисления по 
LИ-алгоритму минимального заполнения и LИ-алгоритму с 
ценой Марковица производятся по однотипной схеме. 

Рассмотрим выбор главного элемента на первом шаге ис­
ключения для приведенного выше примера (3.114). Цены Мар­
ковица можно объединить в виде матрицы мо>= {М;/ 1 >}. Тог­
да для данного примера матрица M(l) примет вид 
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16 4 4 4 4 
4 1 * * * 

м<1>= 4 * * * 
4 * * * 
4 * * * 1 

где звездочками обозначены ее невычисляемые элементы, поло­
жения которых соответствуют нахождению нулевых элементов 

в матрице А. Из анализа элементов М,;( 1 > следует, что только 
а22, азз, а44 , а55 могут быть в числе главных элементов на пер­
вом шаге исключения. И при условии, что 1 ass I = max { 1 az2 /, 
lаззl, /а44/, ja5sl}, за главный элемент выбирается ass. Кстати, 
этот результат совпадает с результатом, когда стратегия выбо­
ра главного элемента в том же примере осуществлялась за 

счет минимизации локального заполнения. 

Таким образом, из рассмотренного примера видно, что толь­
ко за счет оптимальной стратегии выбора главных элементов 
в схеме Гаусса можно существенно сократить по сравнению с 
традиционной схемой Гаусса локальное заполнение исходной 
матрицы системы. 

Пусть теперь требуется решить систему Ах"'Ь по методу 
наименьших квадратов, причем структура матрицы размера 

[nXm] является разреженной и п-::;;:,т. Используя традицион­
ную схему перехода от исходного уравнения к нормальной си­
стеме уравнения при условии, что матрица Грама G=E, по­
лучим 

АтАх*=АтЬ-<=>-Тх*=d, (3.119) 

где матрица Т=АтА и имеет размер [mXm], а d=АтЬ. В ре­
зультате выполненного перехода разреженность структуры мат­

рицы Т может стать значительно меньшей, чем матрицы А, 
за счет локального заполнения последней. В подтверждение 
этого рассмотрим систему уравнений вида 

ан о Х1 Ь1 

ajj Xj - bj (3.120) 

о атт ьт 
am+1,i ••• am+f,j am+1,m Хт bm+i 

Кстати, заметим, что к системе вида (3.120) приводится следу­
ющая задача. Допустим, измерены внутренние углы выпуклого 
т-угольника а1 ••• , щ, ... , ат. Требуется, используя только од­
но уравнение связи а1+а2+ .. . +щ+ .. . +ат=n(т-2), полу-
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чить уравненные значения выполненных измерений. Системой 
уравнений поправок для этой задачи будет 

1 о а. а. 

1 а1 а2 
.. 

о ат 

... 1 ат 
л;(т-2) 

Здесь ai обозначает измеренное значение внутреннего угла ai. 
Сравнение этой системы с системой (3.120) показывает, что 
они однотипные по своей структуре. 

Если в результате традиционных преобразований (3.119) 
осуществить переход от системы (3.120) к соответствующей 
нормальной системе уравнений, то, как нетрудно убедиться в 
полученной нормальной системе уравнений, матрица Т будет 
иметь полностью заполненную структуру. И это не позволит 
применить для данной нормальной системы уравнений описан­
ные выше эффективные вычислительные алгоритмы, основан­
ные на использовании разреженности структуры матрицы си­

стемы. Поэтому поставим задачу построения такого алгорит­
ма решения СЛАУ по методу наименьших квадратов, при кото­
ром переход от исходной к нормальной системе уравнений со­
хранял бы высокую разреженность системы. В том случае, ког­
да подобный переход выполнен, решение полученной нормаль­
ной системы уравнений целесообразно осуществлять по алго­
ритмам решения разреженных систем уравнений. 

Для реализации поставленной задачи от исходной системы 
Ах:::::::Ь, которая может быть и несовместной, перейдем за счет 
введения дополнительных неизвестных Хт+i к совместной си­
стеме уравнений вида 

(3.121) 

Здесь а; - i-я строка матрицы А. Напомним, что мы приняли 
п;:::.т. В системе (3.121) число неизвестных равно (п+т), а 
число уравнений - п. Решение системы (3.121) будем выпол­
нять при соблюдении условия 

п 

min~X2m+i· 
i=l 

(3.122) 

Используя для этого метод неопределенных множителей Лаг­
ранжа, получим выражение для определения условного мини­

мума 
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п п 

min { ~ X2m+t+ ~ Лk[ (ak, х) - Хтн - bk]}. 
i=I k=I 

Из этого выражения на основании необходимых условий суще­
ствования экстремума функции нескольких переменных для 
k= 1-;-п имеем 

(ak, x)-0,5Лk=bk, 

(a'k,~)=O, 

где х - вектор решения уравнения (3.121), удовлетворяющий 
условию (3.122), I - вектор-столбец, компонентами которого 
являются неопределенные множители Лагранжа; az' - l-я стро­
ка матрицы Ат. Полученную систему уравнений можно запи­
сать в блочном виде 

(3.123) 

где °Л* - вектор-столбец, определяемый как 1* =0,5I; Еп - еди­
ничная матрица размера [nXn]; От - нулевая матрица разме­
ра [mXm]; о - нулевой подвектор размера [mXl]. Введя в 
рассмотрение вектор невязки v =Ах-Ь, из системы j3.123) не­

посредственно вытекает, что подвектор ее решения х совпадает 

с псевдорешением системы Ах:::=Ь, т. е. х=х*. Кроме того, так 
как Атv=о, то v=I*. Отсюда следует, что систему (3.123) мож­
но представить в виде 

(3.124) 

Система (3.124) получила название расширенной системы 
уравнений по отношению к системе Ах""Ь. Таким образом, для 
вычисления псевдорешения можно использовать не только нор­

мальную, но и расширенную систему уравнений, которая, как 
нетрудно заметить, полностью сохраняет разреженность исход­

ной системы уравнений. 
В качестве примера найдем псевдорешение системы (3.120), 

используя для этого расширенную систему уравнений и LИ-ал­
горитм с ценой Марковица. Система (3.124) в рассматривае­
мом примере будет иметь вид 

(
D Ет о ) 
ат+t (jт 1 

от v а~+1 
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где D - диагональная матрица с элементами aii (j = 1-;-т), оп­
ределяемыми из (3.120); атт+~ - вектор-столбец, транспониро­
ванный к вектору-строке атн матрицы системы (3.120). Можно 
убедиться, что минимальные цены Марковица (и минимальное 
заполнение на каждом шаге прямого хода) будут обеспечи­
ваться, если в качестве главных элементов при прямом ходе 

будут выбраны следующие элементы: akk<k-l)=akk при k= 1-;-т, 
a(l-l)1+1,1 при l=(m+1)-;-2m и а< 2 тJ2т+1,2т+ 1 . В результате по­
сле прямого хода приведенная выше система преобразуется 
к виду 

где значение Ь*т+~ вычисляется по формуле 

Так как в LU-алгоритмах умножение на нулевые элементы 
исключается, то из полученных зависимостей легко подсчитать 
общее число операций умножения и деления, необходимых для 
нахождения псевдорешения системы (3.120) по изложенному 
алгоритму 

№06 ) 0п=Nпр.х+Nобр.х,..., (4т+ 1)+2т,..., 6т. 

При этом объем памяти ЭВМ, требуемый для хранения как ис­
ходной информации, так и информации о результатах проме­
жуточных вычислений, должен отводиться только под хранение 
Зп чисел. 

Если теперь сравнить решение системы (3.120) по традици­
онной схеме метода наименьших квадратов, т. е. по схеме 
(3.119) и по вычислительной схеме, основанной на решении си­
стемы (3.124) по LИ-алгоритму с минимизацией локального за­
полнения, то получим, что вторая схема позволяет сократить в 

(т/3) 2 раза количество операций умножения и в (т/2) раза 
объем информации, необходимый для хранения в ЭВМ. Причем 
эти оценки практически неулучшаемы. Сравнение указанных 
вычислительных схем для других по структуре разреженности 

систем уравнений можно характеризовать коэффициентами 
выигрыша по быстродействию flап=Nоптр/Nоп06 и сокращения 
необходимого объема памяти Уlяч=NячтР/Nяч06 , значения кото­
рых, как уже указывалось, в общем случае будут ниже, чем 
для системы (3.120), и целиком зависеть от структуры матри­
цы А, т. е. 
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(m/3)2 ;;;;а. Т)оп ;;;;а. 1, т/2 ;;;;а. Т)яч ;;;;а. 1. (3.125) 

Причем Т)оп= 1 и Т)яч= 1 в том случае, когда матрица А пол­
ностью заполнена, т. е. N(O) =0. 

§ 3.8. ОРГАНИЗАЦИЯ ХРАНЕНИЯ ЧИСЛОВОЙ ИНФОРМАЦИИ 
В ЭВМ ПРИ РАБОТЕ С РАЗРЕЖЕННЫМИ 

СИСТЕМАМИ УРАВНЕНИИ 

С точки зрения выделения ресурсных вычислительных средств 
под решение СЛАУ с матрице разреженной структуры самым 
важным параметром является возможность экономного хране­

ния в ЭВМ исходных данньiх и результатов промежуточных 
вычислений, так как в конечном счете для больших систем 
уравнений от этого параметра в значительной степени будет 
зависеть и такой важный параметр .11юбого вычислительного 
процесса, как быстродействие решения задачи, например за 
счет сокращения наиболее длинных операций ЭВМ - числа об­
ращений к внешним запоминающим устройствам. Для ряда 
систем, матрицы которых имеют специальную разреженную 

структуру, например (3.120), удается обеспечить хранение в 
ЭВМ только ненулевых элементов исходной матрицы и матриц, 
получаемых в процессе промежуточных вычислений по LИ-ал­
горитму, без организации хранения номеров элементов этих 
матриц. Это возможно в тех случаях, когда расположение за­
поминаемых элементов можно описать в виде аналитических 

выражений. Для матриц с разреженной структурой общего ви­
да хранение в ЭВМ ее ненулевых элементов всегда должно 
сопровождаться запоминанием номеров, однозначно определя­

ющих положение этих элементов в матрице. Такой вид хране­
ния в ЭВМ элементов матриц получил название хранения в 
упакованной форме. 

Одним из распространенных в вычислительной практике, и 
в частности при решении СЛАУ, способов хранения в памяти 
ЭВМ элементов разреженной матрицы в упакованной форме 
является использование связных списков. Опишем суть этого 
способа хранения для матрицы размера [nXm], содержащей т 
ненулевых элементов aii, предусмотрев возможность экономной 
записи в памяти ЭВМ ненулевых элементов, вновь образуе­
мых при преобразовании исходной матрицы. Под хранение 
всей матрицы выделим две части памяти: память для началь­
ных адресов столбцов (П. Н. А) и память для записи ненуле­
вых элементов матрицы (П. Э. 3.). Первая часть памяти П. Н. А. 
содержит т последовательно расположенных ячеек памяти, 

меньший адрес которых соответствует и меньшему номеру 
столбца матрицы. В ячейках П. Н. А. записываются адреса 
(условные номера) первых ненулевых элементов соответству-
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ющих столбцов матрицы. Например, если адресом (условным 
номером) первого ненулевого элемента asi j-го столбца матри­
цы А является Sj, то в j-й ячейке в П. Н. А. будет записана по­
ложительная константа целого типа Sj, соответствующая номе­

ру s. Вторая часть памяти П. Э. 3. состоит из записей, связан­
ных с ненулевыми элементами матрицы А. Здесь под записью 
элемента aii будем понимать упорядоченную тройку значений 
i, а, р, где i - номер строки, а - значение элемента a;i и р -
адрес следующего ненулевоге элемента j-го столбца. Если же 
запись соответствует последнему ненулевому элементу столб­
ца j, то значение р принимается равным нулю. Будем предпо­
лагать, что записи хранятся по столбцам и под каждое из трех 
значений одной записи отводится одна ячейка памяти. Таким 
образом, на одну запись приходятся три ячейки памяти, 
П. Э. 3. состоит из 3't ячеек памяти, а для хранения матрицы А 
с использованием связанных списков требуется объем памяти 

в п+З't ячеек. 
Главное преимущество описанной схемы хранения заключа­

ется в том, что новые ненулевые элементы, образующиеся в 
столбцах в процессе вычислений, могут быть достаточно про­
сто размещены в П. Э. 3. Более того, все записи в П. Э. 3. не 
обязательно должны быть сосредоточены в одной области па­
мяти, а могут быть разбросаны по всей доступной памяти ЭВМ 
(но, конечно, группами из трех последовательных ячеек). 

Покажем на примере, каким образом появление нового не­
нулевого элемента влияет на информацию, записываемую в 
ячейки памяти П. Н. А и П. Э. 3. Пусть вначале в 3-м столбце 
матрицы первым ненулевым элементом являлся элемент а23 = 

=0,5, а последним - а43 = 1,5. Предположим, что начальная 
ячейка П. Н. А. имеет адрес 101. Тогда адрес ячейки П. Н. А., 
соответствующей третьему столбцу матрицы, будет равен 103 
(табл. 4). Пусть начальные адреса записей для а23 и а43 соот­
ветственно равны 200 и 203. Далее предположим, что в резуль­
тате процесса исключения при прямом ходе алгоритма Гаусса 
произошло локальное заполнение элемента Gзз (т. е. нулевое 
значение а 33 перешло, допустим, в значение 2,5) и запись для 
а33 размещается в ячейках, первая из которых имеет адрес 300 
(вариант 1). 
Таким образом, включение нового ненулевого элемента потре­
бовало лишь изменения содержимого 202-й ячейки памяти. 

Рассмотрим теперь вариант 2 изменения исходной матрицы, 
когда вместо элемента Gзз(k) ненулевым стал бы элемент a 13(k) 

(например, a 13(k) = 3,5). Соответствующая ему запись хранится 
(как и для варианта 1) начиная с 300-й ячейки. Как видно из 
табл. 4, и в этом случае, для того чтобы включить новый нену­
левой элемент, в исходном связном списке необходимо изме­
нить только содержимое одной ячейки 103. 
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Таблица 4 

Адреса ячеек 
памяти ЭВМ 

Текущее СО· 

держание яче-

ек (исходная 
информация) 

Новое содер-

жание ячеек 

при йзз<">=;ЬО 
(вариант 1) 

Новое со дер-

жание ячеек 

при а1з<">=;6О 
(вариант 2) 

1103 1 200 1 201 1 202 1 203 1 204 1 300 1 301 1 302 

200 2 0,5 203 4 1,5 - - -

200 2 0,5 300 4 1,5 3 2,5 203 

300 2 0,5 203 4 1,5 1 3,5 200 

Если в процессе вычислений (например, при прямом ходе) 
некоторые ненулевые элементы становятся равными нулю, то 

ячейки памяти, занятые записями, соответствующими этим 
элементам, освобождаются и могут быть использованы для 
хранения записей новых ненулевых элементов. С этой целью 
можно организовать новые связные списки для хранения на­

чальных адресов таких освободившихся записей. Реализуется 
это следующим образом. Под хранение начального адреса 
первой свободной записи в ЭВМ отводится отдельная ячейка 
памяти. Третья ячейка каждой свободной записи, включая и 
первую запись, должна содержать адрес следующей свободной 
записи, если же данная свободная запись является последней 
в списке свободных записей, то третья ячейка должна содер­
жать нуль. Первая и вторая ячейки каждой свободной записи 
при этом остаются свободными. 

Для иллюстрации описанного способа образования списков 
освободившихся записей рассмотрим такой пример. Пусть сво­
бодными записями являются записи с начальными адресами 
101 и 201 и требуется добавить к списку еще одну освободив­
шуюся запись с начальным адресом 301. Если ячейка 50 пред­
назначена для хранения в ней адреса первой свободной записи, 
то требуемые изменения в содержимом ячеек памяти могут 
быть представлены результатами, приведенными в табл. 5. 

Кроме связных списков существуют и другие виды упако­
вок матриц, которые в отдельных случаях позволяют обеспе­
чить более эффективное хранение информации с точки зрения 
необходимого объема памяти ЭВМ или с точки зрения выбора 
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Таблица 5 

Адреса ячеек па· 
мяти эвм so l 101 \ 102 \ 1оз \ 201 \ 202 l 2оз l зо1 \ зо2 l зоз 

Текущее содержа-1101 
ние ячеек 

Новое содержание 1301 
ячеек 

1- 1- l 2°1 1- 1- 1 о 1- \ - 1-
1- 1- l 2°1 1- 1- 1 о 1- 1- 1 lOl 

времени (считывания) этой информации из памяти (внешней, 
оперативной) ЭВМ. Более подробно с этими вопросами можно 
ознакомиться в [25]. 

Глава 4 
ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ 

Рассмотренные в главе 3 прямые методы решения СЛАУ при 
условии исключения ошибок в исходной информации (ошибок 
измерения) и ошибок вычислений (ошибок округлений) приво­
дят к точному решению. В отличие от прямых методов в ите­
рационных методах получают последовательность приближен­
ных решений и достаточно близкий к пределу член этой по­
следовательности принимается за решение системы. Таким об­
разом, итерационные методы решения систем имеют некоторую 

ошибку даже при условии, что ошибки измерения и округле­
ния отсутствуют. Однако из этого факта, безусловно, нельзя 
делать вывод о том, что итерационные методы решения явля­

ются менее точными, чем прямые. Так, если рассматривать схо­
дящиеся итерационные методы решения систем, то в ряде слу­
чаев ошибка решения в них может быть значительно меньше, 
чем ошибка, вызванная ошибками округления при получении 
решения прямым методом. Причем в процессе решения систе­
мы итерационным методом удается достаточно простыми спо­

собами выполнять и оценку точности вычисленного решения. 
Исходя из отмеченных выше преимуществ итерационных мето­
дов решения систем, их часто используют совместно с прямы­

ми методами для уточнения решения последних и оценки точ­

ности полученного решения. 

§ 4.1. АЛГОРИТМ ИТЕРАЦИОННОГО УТОЧНЕНИ.Я 
ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИ.Я 

Изложим один из наиболее распространенных методов итера­
ционного уточнения приближенного решения СЛАУ, где в ка­
честве приближенного выступает решение, полученное прямым 
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методом. Этот метод опишем только применительно к прямым 
методам, основанным на LИ-разложениях матрицы системы, 
хотя этот метод может быть использован в комбинации с лю­
бым другим прямым методом решения СЛАУ. 

Обозначим вектор, полученный после решения системы 
Ах= Ь прямым методом, через х( 0 >. Вычислим соответствующую 
невязку v< 0>=b-Ax(0>. Тогда вектор ошибки решения равен 
d< 0>=хт-х0, где х<т> - точное решение, и удовлетворяет урав­
нению 

(4.1) 

Для обобщенного LИ-алгоритма эта формула преобразуется к 
виду 

х< 0>= QU-1L-1Pb, d(0>=QU-1L-1Pv(O>, 

где Q и L - матрицы перестановок. При этом за первое уточ­
ненное значение решения системы берется 

x(I) =х(0>+ d(0>. 

Выполняя аналогичные по виду вычисления с x<I>, вместо х(О> 
получим второе уточненное значение 

v(l>=b-Ax(IJ, 

dO> = QU-1 L - 1 Pv(I>, 
x(2J=xo>+do>. 

Получение q-го уточненного значения решения СЛАУ свя­
зано с выполнением таких операций для i=0-7- (q-l): 

v(i) = Ь - AxU>, 

dUJ = QU-1L-1Pv<iJ, 

х<Н 1 > =x(i)+d(1>. 
(4.2) 

При этом значение x<q> принимается за окончательное решение 
системы, если д.ТJЯ него выполняются условия 

11 x(q) - x(q-I) 11 < Вокр 11 x(q) 11 

либо начиная с q = 2 
11d(q)11 > 11d<q-1)11, 

либо 

q=MAXIT. 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

Здесь "iокр = p-t+i - относительная ошибка округления, вызван­
ная вычислениями на ЭВМ со словами, под мантиссу которых 
отведено t разрядов, а MAXIT- максимальное число итераций, 
задаваемое или вычисляемое до решения СЛАУ. 
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Найдем условие, при выполнении которого алгоритм итера­
ционного уточнения сходится. С этой целью преобразуем вы­
ражение для dCi>, входящее в формулы ( 4.2), за счет подста­
новки в него значения vCi> из первой формулы ( 4.2): 

dCi>= QU-IL-IPb + QU-IL-1PAx< 1). 

Если предположить, что при реализации LИ-алгоритма возни­
кают суммарные ошибки округления, описываемые матрицей 
возмущения G, т. е. 

A=PLUQ-G, 

то приведенное выше выражение для d<i> примет вид 
d(i) =х<0 > -x<i>+ QU-1L-1PGxCi)_ 

Обозначая матрицу QU-1L-1PG через F, получаем 

(4.6) 

F=QU-1L-1PG, d(i>=x<0)-x(i)+F)i). (4.7) 

После подстановки полученного значения dCi) в выражение для 
xCi+ 1> в формуле (4.2) будем иметь 

(4.8) 

Выполняя последовательную подстановку в эту формулу значе­
ний x<i) для i=O-;-(q-1), получим 

xC 1)=x<0)+Fx<0>, x< 2>=x<0>+Fx<1> * 
* х<2> = х<О> + F x<D> + р2 x<D> ... ,х<ч> = 

=CE0 +F+F2 + ... +Fч)х<0>. 

На основании формулы (4.6) можно записать 
Ax=PLUQx-Gx-<=> QU-1L- 1 Pb=x<т>-Fx<т>-<=> 

-<=> х<0> =х<т> - Fх<т>. 

Подставив это значение х<0> в формулы (4.9), получим 
х<т>-х<ч>=СЕ+F+ ... +Fч)FхСт)_ 

- (Е + F + ... + Fч-1 )Fх<т> -<=> х<т> - х<ч> = Fчх<т>. 

(4.9) 

(4.10) 

Теперь значение х<ч>, определяемое по формуле ( 4.9), использу­
ем для нахождения d<q> по формуле (4.7) 

d<q>=x<o>-xCq>+Fx<q> * d<q>= 
q q 

=х<О> - ~ Fix<O> + ~ p(l+t>x<o>. 
о о 

Отсюда имеем 

d(q)=Fч+1x<0> -<=> d<ч>=Fqd(O). (4.11) 
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На основе полученных равенств (4.10) и (4.11) достаточно 
просто находятся признаки сходимости алгоритма итерацион­

ного уточнения ( 4.2). 
Теорема 4.1. Предположим, что все вычисления по алгорит­

му (4.2) выполняются без ошибок округления. Тогда для схо­
димости алгоритма итерационного уточнения (4.2), т. е. для 
того, чтобы х<q)-+хт при q-+=, необходимо и достаточно, чтобы 
наибольший модуль собственных значений матрицы F был 
строго меньше единицы, или достаточно, чтобы для согласов<J.н­
ной нормы матрицы F выполнялось условие llFll < 1. 
До к аз ат ел ь ст в о. Из определения сходимости последо­

вательности векторов сходимость последовательности (4.9) бу­
дет обеспечена, если 

lim 11 х<т) _х(q) 11 =0. 
g-'>-oo 

Это выражение с учетом формулы (4.10) преобразуется к виду 
lim 11 Fqx(т) 11 =О. 
g~co 

После перехода к согласованной норме матрицы получим сле­
дующее выражение, определяющее сходимость последователь­

ности (4.9) к точному решению х<т>: 

Jim 11pq11 =0. (4.12) 
g-'>-co 

Достаточным признаком выполнения данного условия, как 
следует из следствия теоремы 1.29, является требование того, 
чтобы 

llFll < 1, (4.13) 

а необходимым и достаточным признаком выполнения условия 
(4.12), как следует из следствия 2 теоремы 1.29, является нера­
венство 

(4.14) 

Здесь IЛ1(F) 1=max!Лi(F)1. где Лi(F) - собственные значения 
матрицы F. 

Следствие. Если выполнены условия 

lim d<q>=O. 
теоремы 4.1, то 

(4.15) 

Переходя к согласованной норме матрицы, в формуле (4.11), 
получаем 

1/ d(q) 11о.;;;11fi1111d(O)11. 

Отсюда при условии, что lJd< 0 )ll=т!=O, вытекает доказательство 
следствия. 

12~299 177 



Остановимся теперь на некоторых особенностях алгоритма 
итерационного уточнения (4.2)-(4.5). Вначале поясним, чем 
вызвана необходимость применения в этом алгоритме трех кри­
териев остановки (4.3), (4.4) и (4.5). Так, при IЛ1(F)l~l ите­
рационный процесс (4.2) будет быстро сходиться и, как прави­
ло, будет остановлен условием ( 4.3). Если 1 Л1 (F) 1<1, но зна­
чение IЛ 1 (F) 1 близко к единице, то сходимость процесса (4.2) 
может быть очень медленной и даже в отдельных случаях из­
за ошибок округлений при вычислениях по формулам ( 4.2) не 
обеспечивать выполнения условия ( 4.3). В этих случаях ите­
рации будут остановлены условием (4.5). Если же 1 Л 1 (F) 1;;;:::: 1, 
то процесс (4.2) расходится, в результате чего соотношение 
(4.15) не будет выполняться, а это будет обнаружено при про­
верке условия (4.4). 

Как было подчеркнуто выше, теорема 4.1 справедлива толь­
ко при предположении, что алгоритм итерационного уточнения 

выполняется без ошибок округления. Однако при реализации 
алгоритма ( 4.2) ошибки вычисления невязок vU> сравнимы по 
величине с самими невязками. Но если правая часть выраже­
ния для вычисления d<iJ по алгоритму ( 4.2) не имеет верных 
знаков, то алгоритм итерационного уточнения не может приве­

сти к уточнению приближенного решения xU>. Исходя из этого, 
невязки v; обычно вычисляют с увеличенной разрядностью, на­
пример с двойной точностью на ЕС ЭВМ. 

Будучи сходящимся, алгоритм итерационного уточнения по 
сравнению с прямым методом (например, LИ-алгоритмом) дает 
более точное решение и правдоподобную оценку ошибки. Но 
это приводит к необходимости использовать дополнительную 
память для хранения матрицы А и к увеличению времени для 
реализации вычислений по формулам (4.2)-(4.5). Укажем 
требования к памяти и времени счета (через число арифмети­
ческих операций для LИ-алгоритма и алгоритма итерационно­
го уточнения). 

Память 
Время 

Память 
Время 

LИ-алгоритм 

п2 

I/з пз 

Алгоритм итерационного уточнения 

Дополнительные вычислительные ресурсы, которые необхо­
димы для реализации алгоритма итерационного уточнения, 

весьма значительны, особенно если идет речь о решении боль­
ших систем. К тому же прямые методы в ряде случаев дают и 
приемлемую точность решения. 

Поэтому при обработке больших систем с матрицами раз­
реженной структуры применение итерационного алгоритма име-
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ет несколько другое предназначение, связанное в основном с 

ограничением локального заполнения при каждом шаге исклю­

чения прямого метода. Это может достигаться как за счет ес­
тественного обнуления на каждом шаге вновь образуемого эле­
мента, если абсолютная величина его_ не превосходит произве­

дения единичной ошибки округления Еокр на модуль исключае­
мого элемента, так и за счет отбрасывания малых по модулю 
элементов, появляющихся в ходе исключения. Данный процесс 
обну,/Jения элементов в преобразованной матрице осуществля­
ется по величине вводимого порога Т, и каждый раз, как про­
цесс исключения порождает новый элемент, меньший Т по аб­
солютной величине, этот элемент заменяется нулем. 

Если порог То=Еокра;/k), то это соответствует процессу ес­
тественного обнуления. Как правило, значение порога Т выби­
рается существенно большим значения То, в результате чего в 
преобразованной матрице появляется и значительно большее 
число нулевых элементов, но, с другой стороны, это и приво­
дит к ухудшению точности решения СЛАУ прямым методом. 
Поэтому для восстановления утерянной точности весьма эф­
фективен рассмотренный выше процесс итерационного уточне­
ния. При этом вычисления, связанные с реализацией алгорит­
ма (4.2)-(4.5), требуют немного времени по сравнению с 
LИ-разложением матрицы системы. Таким образом, если при 
введении порога Т удается сохранить высокую разреженность 
исходной СЛАУ, то ее решение с использованием алгоритма 
итерационного уточнения по сравнению с чисто прямыми ме­

тодами решения позволяет уменьшить необходимый объем па­
мяти и сократить время счета на ЭВМ за счет выполнения 
арифметических операций только над элементами, имеющими 
ненулевые значения. 

В работе [25] приведен пример решения нормальной систе­
мы уравнения, матрица которой размера [103Х 103] имеет сле­
дующую структуру: 

А= 

* 
* 
о 

о 

* 
о 

о 

о 

* 
* 
* 
о 

о 

* 
о 

о о 

* о 

* * 
* * 
о * 
о о 

* о 

* о о 

о * о 

о о * 
* о о 

* * о о 

* * * * 
о * * * • о 

* * * * 
о * о о * * 

Здесь звездочками отмечены ненулевые элементы матрицы А. 

12• 179 



Таблица 6 

Алгоритм 

LИ-алгоритм 
/R-алгоритм 

Память 
ячеек 

45 850 
14 082 

Время счета, с 

182.31 
8.50 

Ошибка llx-xll 

2,02.10-1 

1,83· 10-5 

В табл. 6 даны результаты решения этой системы прямым ме­
тодом (LИ-алгоритмом) и методом итерационного уточнения 
совместно с LИ-алгоритмом, который в таблице обозначен как 
JR-алгоритм. При реализации JR-алгоритма был задан барьер 
Т=О,01 и при вычислениях как по LU-, так и по JR-алгоритму 
умножения на нулевые элементы не производились. Кроме то­
го, организация хранения ненулевых элементов осуществля­

лась в этих алгоритмах с использованием связных списков. 

При реализации 1 R-алгоритма потребовалось 16 итераций, 
что составило всего 10% общего времени решения системы. 

Теоремой 4.1 были установлены признаки сходимости алго­
ритма итерационного уточнения, одним из которых является 

llFll<I. Используя этот признак сходимости и формулу (4.10), 
относительную оценку точности решения СЛАУ по 1 R-алгорит­
му можно определять как 

11 х<т> - x<q> 11 
Е = ~llFl\q+l для q > 1. 

Xq llx(т)ll 

С учетом выражений (4.7) эта формула преобразуется к виду 

вх ~ (llA-111 llGll)q+i-<=> вх ~ (к-(А) Jl01L)q' 1 для q > 1. (4.16) 
q q llAll 

В этой формуле для оценки отношения 11Gll/llA11 можно ис­
пользовать формулы (2.79). Отметим также, что формула 
(4.16) получена при условии, что ошибки округления, связан­
ные с вычислениями по формулам ( 4.2), не учитываются. 

Анализ формулы ( 4.16) показывает, что, чем лучше обу­
словлена матрица системы (т. е. меньше к-(А)), тем процесс 
итерационного уточнения сходится быстрее. Кроме того, эта 
формула может служить и для выбора порога Т при решении 
систем с матрицами разреженной структуры, а именно: необхо­
димо выбирать порог Т таким образом, чтобы не нарушалось 
условие 

к-(А) \IG{T)il < l. 
llAll 

(4.17) 

В этой формуле G (Т) - возмущение LИ-алгоритма за счет 
введения порога Т. 

180 



Алгоритм итерационного уточнения можно применить и для 
решения систем линейных уравнений общего вида по методу 
наименьших квадратов. В этом случае наиболее эффективное 
решение получается тогда, когда от исходной системы Ах=Ь, 
где А - матрица размера [nXm], а v=b-Ax, переходят к рас­
ширенной системе (3.123), которую можно записать в виде, при 
котором матрица системы имеет симметричную структуру 

(4.18) 

После перехода к системе вида ( 4.18) она решается по алго­
ритму итерационного уточнения совместно, например, с LИ-ал­
горитмом и учетом разреженной структуры матрицы расши­
ренной системы. 

§ 4.2. МЕТОД ПРОСТОИ ИТЕРАЦИИ 

Основное применение итерационные методы нашли при реше­
нии систем уравнений большой размерности. Это вызвано тем, 
что решение, например, системы Ах=Ь, где А - невырожден­
ная матрица размера [nXn], нельзя выполнить за меньшее чем 
N,...,,n 3/3 число операций умножения и деления. В то же время 
итерационные методы позволяют в ряде случаев проводить ре­

шение тех же систем за существенно меньшее число операций, 
которое непосредственно зависит от скорости сходимости ите­

рационного процесса. Поэтому скорость сходимости, как, впро­
чем, и точность приближенного решения, является основной 
характеристикой любого итерационного процесса. 

Пусть задана система уравнений вида F (х) =0, где F - неп­
рерывное отображение конечномерного нормированного прост­
ранства Ln-+Ln, от исходного уравнения всегда можно перейти 
к эквивалентной системе вида 

Х= 'V(x). ( 4.19) 

Будем находить приближенное решение этого уравнения после­
дующей формуле: 

х<Н1 ) = Ч' (x<k>, x<k-1), . .. , x<k-i>) для i =О+ k, (4.20) 

считая, что начальное приближение, которое будем обозначать 
х< 0 ), имеется или каким-либо образом может быть задано. Та­
кой процесс будем называть итерационным i-го порядка. Если 
приближение x<k+l) зависит явно только от k, т. е. i=O, то 
(4.20) будем называть итерационным процессом первого поряд­
ка. Итерационный процесс будем считать линейным, если ото­
бражение Ч' не зависит от x<k), и стационарным, если отобра­
жение Ч' не зависит от номера итерации. Применительно к ре-
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шению СЛАУ наиболее распространены линейные стационар­
ные итерационные процессы первого порядка, имеющие вид 

x<k+1>=Cx<k>+d. (4.21) 

В дальнейшем вычислительный процесс, основанный на реше­
нии систем по формуле (4.21), будем называть методом про­
стой итерации. 

Таким образом, если требуется найти приближенные реше­
ния системы Ах=Ь методом простой итерации, то сначала ис­
ходную систему приводим к эквивалентной системе вида х= 
= Cx+d. Затем по заданному значению x< 0 J вычисляем первое 
приближенное значение х по формуле x< 1J = Cx< 0J+d, потом -
второе приближенное значение х по формуле х< 2)= Cx(IJ+d 
и т. д. 

Определение 4.1. Пусть имеется последовательность прибли­
женных решений {x<kJ} k;;.i системы уравнений. Тогда итераци­
онный процесс будем называть сходящимся, если для любого 
начального приближения x<0J последовательность {x<kJ} сходит­
ся к решению х, т. е. 

Iimx<kJ=x. 
k~xo 

(4.22) 

При вводе вектора ошибки Л<kJ=x<k)_x и его оценки через 
норму вектора 

б<k) = 11 Л (k) 11 = 11 x<k> - х 11 

условие сходимости ( 4.22) записывается в виде 
limllx<kJ_xJI =0. 
k~oo 

(4.23) 

(4.24) 

Теорема 4.2. Для сходимости метода простой итерации не­
обходимо и достаточно, чтобы наибольшее по модулю собствен­
ное значение матрицы С было меньше единицы. 
До к аз ат ель ст в о. Будем последовательно вычитать из 

уравнения x=Cx+d приближенные решения х<н 1 >, определяе­
мые по формуле (4.21) для k=O, 1, 2, .... В результате полу­
чим систему вида 

x-x<k+I)=C(x-x<kJ), k=O, 1, 2,.... (4.25) 

Подставляя первое уравнение этой системы во второе, затем 
преобразованное второе уравнение в третье и т. д., имеем 

x-x<k+1J=Ck+I(x-x<O)), k=O, 1, 2, .... (4.26) 

Переходя к пределу этой последовательности и исходя из фор­
мулы (4.24), получаем 
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Это выражение для согласованной нормы матрицы при усло­
вии, что х=тf=х< 0 >, преобразуется к виду 

lim 11 сн111 =0. (4.27) 
k~oo 

Отсюда, исходя из следствия 2 теоремы 1.29: 

lim x(k) =х-<=>- 1 Л1 (С) 1 < 1. 
k~oo 

Кроме того, из формулы ( 4.27) и следствия 1 теоремы 1.29 
получаем и достаточный признак сходимости по методу простой 
итерации: 

11Cll<1. (4.28) 

Как отмечалось выше, важной характеристикой итерацион­
ного процесса является скорость его сходимости. Для оценки 
скорости сходимости итерационного процесса будем использо­
вать показатель 'f\k, характеризующий, во сколько раз умень­
шается норма ошибки после k итераций. Данная оценка по­
лучила название средней скорости сходимости. Для процесса 
( 4.21) на основании ( 4.26) имеем 

11 X-x<Hl) /1:;:;,;; lf CHl lf li Х-Х(О) 11. 

Исходя из этой зависимости, за показатель 'f\k может быть вы­
брана следующая характеристика: 

'f\k(C) =- k- 1 Jn11сн 1 11. (4.29) 

Так как из условий / Л (С) 1<1 следует, что 
lim ( 11Ck11 ) 1 /k=Л 1 (С), 
k->oo 

то, переходя в неравенстве ( 4.29) к пределу при k-+oo, полу­
чим 

'f\oo(C) = lim 'f\k(C) =- ln Л1(С), 
k->oo 

(4.30) 

где Л1 (С)= шах 1 Лi (С) 1 - спектральный радиус матрицы С. Ко­
эффициент 'f\oo (С) получил название асимптотической скорости 
сходимости. Отметим, что 'f\oo (С) не зависит от выбора нормы 
матрицы, тогда как 'f\k (С) от выбора нормы матрицы зависит. 
Оценку быстродействия итерационных методов можно осу­
ществлять также и по числу арифметических операций N оп· 
Особенно эта оценка удобна, если производится сравнение эф­
фективностей итерационного метода и прямого. Как и для 
прямого метода, значение N оп будем в основном определять 
через число операций умножения. Так, в случае оценки быст­
родействия метода простой итерации после k итераций полу-
чим 

Nап ~ kn2+Nc, (4.31) 
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где Nc - число арифметических операций, приходящихся на 
переход к эквивалентной системе x=Cx+d, у которой llCll<l. 
В частности, из этой формулы видно, что преде.1ьный выигрыш 
по быстродействию при использовании этого метода вместо 
прямого метода решения СЛАУ составляет п/3 раза при усло­
вии, что Nc<n 2 и k= 1. Как правило, значение k~n/3 и основ­
ная задача связана с уменьшением Nc. 

Весьма важной характеристикой итерационного процесса 
является оценка ошибки приближенного решения, за которую 
принимается или формула (4.23), или формула 

"(k) -- llx (k) - х\\ -- _15 (k) • "' (4.32) 
llxll llx\I 

В итерационных алгоритмах по величине l)(k) и e(k) опреде­
ляется условие выхода из циклического процесса. Для получе­
ния формулы, удобной для вычисления значения /'j(k), преобра­
зуем уравнение ( 4.25), предварительно прибавив к левой и 
правой частям его вектор x(k) и решая это уравнение относи­
тельно х: 

х = (Е - C)-I [ (x(k+I) - x(k)) + (Е - C)x(kJ]. 

После подстановки полученного по этой формуле значения х 
в правую часть уравнения (4.25) будем иметь 

x-x(k+IJ=C(E - C)-I(x<H1J -x(k)). 

Перейдя к согласованным нормам и учитывая неравенство 
(2.81), при условии, что llCll<I, получаем 

\\x-x<k+1J\I < l\C\l llEI\ 11х<k+1) _хш11. (4.33) 
1-11с11 

При реализации итерацио11ных алгоритмов решения СЛАУ на 
ЭВМ оценка вычислительной точности приближенного решения, 
выполняемая по формуле ( 4.33), очень удобна, так как требу­
ет незначительной по объему дополнительной памяти только 
под хранение предыдущего приближенного решения и всего 
около nk операций умножения. 

В некоторых случаях формулу ( 4.33) целесообразно пред­
ставить в модифицированном виде 

11x-x<k+1>11 < 11ck+1\l \\Ell px(1J _x<oJ11. ( 4.34) 
1-11с11 ' 

Из данной формулы легко определить число необходимых ите­
раций, обеспечивающих заданную точность решения системы. 

Так, если kr;- число итераций, соответствующих точности б"; 
то на основании формулы ( 4.34) получим 

ln б- !п6(1J 
kб= ln\\C\\ (4.35) 
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Анализ этой формулы показывает, что с уменьшением нормы 
матрицы 11 С/1 и.'Iи спектрального радиуса матрицы С сходи­
мость итерационного процесса ( 4.21) убыстряется, так как при 
этом происходит уменьшение значения kt,. 

Таким образом, параметры, характеризующие качество ме­
тода простой итерации, в основном зависят от вида эквива­
лентной системы 

x=Cx+d. (4.36) 

Обычно переход от исходной системы общего вида Ах=Ь к эк­
вивалентной системе ( 4.36), обеспечивающей хорошую сходи­
мость метода простой итерации, является наиболее сложной 
задачей при решении СЛАУ этим методом. Пусть матрица ис­
ходной системы невырожденная, имеет размер [пХп]. Тогда 
всегда найдется такая невырожденная матрица G, для которой 

C=E-G-IA, d=G-1b. (4.37) 

Матрица G, входящая в эти формулы, получила название мат­
рицы расщепления. В зависимости от способа выбора матри­
цы G имеется ряд модификационных методов, в конечном счете 
сводящихся к методу простой итерации. Большое применение в 
вычислительной практике нашли методы Ричардсона, Якоби, 
Гаусса - Зейделя, верхней релаксации. 

Блок-схема алгоритма решения системы методом простой 
итерации приведена на рис. 10. 

§ 4.3. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РИЧАРДСОНА И ЯКОБИ 

Для рассмотрения модифицированных методов, сводящихся к 
методу простой итерации, введем ряд понятий. 

Определение 4.2. Метод простой итерации будем называть 
симметризуемым, если для некоторой невырожденной матри­
цы W матрица W (Е-С) w-1 является симметричной и положи­
тельно-определенной. При этом матрица W называется матри­
цей симметризации. 

Из этого определения, в частности, следует, что если мат­
рицы исходной системы и расщепления симметрические и поло­
жительно-определенные, то метод простой итерации будет сим­
метризуемым. В этом случае, например, матрицей симметриза­
ции может быть любая матрица W, для которой матрица рас­
щепления G = wт W. 

Определение 4.3. Метод простой итерации будем называть 
экстраполированным методом, если имеет место равенство 

x<k+1> = C1x<k>+ "(d, (4.38) 

где матрица С1 определяется по формуле 

С1=1С+О-1Ш. (4.39) 
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Переход от исходной системы Ах= Ь к эк~ивалентной х = Сх + d 

Нет 

Да 

Задание начальных значений х ( 01 и б 

~====.-~-~-вь_1ч_и_сл_е_ни_е_з_на_ч_ен_и_й_х_(k_•_11_=_с_/~+-d~~~~~~--' 
r 

Вычисление 5 (k 1 и k'f, 

r 
Нет 

Да 

Рис. 10. Блок-схема алгоритма метода простой итерации 

Теорема 4.3. Если для решения нормальной системы урав­
нения используется симметризуемый метод простой итерации, 
то всегда найдется такой соответствующий ему экстраполиро­
ванный метод, который является сходящимся. 

Для доказательства теоремы в качеств~параметра "( в экст­
раполированном методе возьмем значение 1: 

у=2(2-Л1 (С)-Лп(С))-t. (4.40) 

Тогда из (4.39) получим 

Cv=2(2- Л 1 (С) - Лп(С))-1 (С-°'ЛЕ). (4.41) 

Здесь значение l°= (Л1+Лп)/2, где Л1 и Лп - соответственно наи­
большее и наименьшее (ненулевое) значения матрицы. 

Для нахождения спектрального радиуса Л1 (С.у) матрицы 

C:v воспользуемся отношением Релея ( 1.160). Тогда 

(Сух, х) 
"-1 (Cv) = nшх (х, х) 

Отсюда с учетом (4.41) 
- __ 2___ [ (Сх, х) -] 

Л1 (С:;;;)= 2 - Л1 (С) - Лп(С) max (х, х) -Л . 
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Так как из свойства отношения Релея Л 1 (С)=mах (Сх, х) 
(х, х) 

то предыдущее выражение преобразуется к виду 

2 -
Л1(С;,;)= 2-Лi(C)-Лfi(C) (Л1(С)-Л). 

И далее после элементарных преобразований получаем 

Л1 (С;,;)= Л1 (С)-Лп(С) <l. 
2 - А.1 (С) - Лп (С) 

(4.42) 

Теорема доказана. 
Из теоремы 4.3 и формулы (4.30) следует, что экстраполи-

рованный метод со значением ~ определяемым по формуле 
(4.40), обладает асимптотической скоростью сходимости. Та­
кой метод получил название оптимального экстраполированно­
го метода решения систем линейных уравнений. 

Пусть задана нормальная система уравнений Ах=Ь. При­
меним для ее решения метод Ричардсона, который описывает­
ся следующей формулой: 

xCk+I> = (Е - А )xCk> + Ь. ( 4.43) 

Данная формула в результате элементарных преобразований 
приводится к виду (4.21). В этом случае С=Е-А, а матрицей 
расщепления будет G =Е. Так как матрица А положительно­
определенная и симметрическая, то любое собственное значе­
ние матрицы С будет определяться через соответствующее соб­
ственное значение матрицы А как Л(С) = 1-Л(А). Отсюда на 
основании теоремы 4.2 получаем условие сходимости метода 
(4.43) для нормальной системы уравнений: 

Л1(А) < 2. (4.44) 

Метод Ричардсона можно представить и в более обобщен­
ной форме 

где 

1=2(2-Л1(С) -Лп(С))-l =2(Л1 (А) +Л.п(С))-1 • 

Здесь матрицей С в формуле (4.21) является матрица 

С-=Е--;;А 'V 1 • 

спектральный радиус которой 

А. (С-)= Л1 (А) - Лп (А) = К+ (А) - 1 
1 -v Л.1 (А)+Лп(А) J(+(A)+l 

(4.45) 

(4.46) 

где К+(А) - спектральное число обусловленности матрицы А. 
Напомним, что К+(В) = llBll2llB+ll2~K+(B) =р1 (В)/рп(В), где 
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р1 - наибольшее, а рп - наименьшее ненулевое сингулярное 
число матрицы В. Причем если В - невырожденная матрица, 
то К+(В)=К2-(В). Используя теорему 4.3, получаем, что обоб­
щенный метод Ричардсона ( 4.45) для нормальной системы 
уравнений всегда сходится с асимптотической скоростью 

(С-)- -ln к+ (А) -1 ~ 2 
'lloo v - к+ (А)+ 1 к+ (А) (4.47) 

Из данной формулы следует, что, чем хуже обусловлена мат­
рица А, тем медленнее сходимость итерационного метода Ри­
чардсона. 

Предположим теперь, что имеет место следующее блочное 
разбиение системы Ах=Ь, у которой матрица А размера [nXn]: 

(Ан At2 ••• A1q) (~1 ) (~1 ) 
А21 А22 • • • Azq Х2 = ь2 • 
. . . . . . . . . .. 
Aq1 Aq2 ... Aqq xq bq 

( 4.48) 

При этом разбиение системы на блоки осуществляется по тем 
же правилам, которые изложены в § 3.3: 

клетки (блоки) Aii и Ak1 не имеют общих элементов матри­
цы А, если i=l=k или j=l=l; 

элементы, входящие в каждую клетку, соответствуют эле­

ментам матрицы А при сохранении последовательности их 
взаимного расположения, т. е. если a1 5j 1 и a1Pjr - элементы 

клетки A;i, соответствующие элементам agk и Gm1 матрицы А, 
то s-p=g-m и t-r=k-l; 

клетки Aii - квадратные матрицы. 
Представим матрицу А в виде 

А=А1+А2+Аз, (4.49) 
где 

О)' А2=( о Ai2 ••• Atq ) 
о ... A2q . ' 

Aqq О 

Аз=(~' о 
Aq1 Aq2 

]· 
В принятых обозначениях метод Якоби (4.48) 
как 
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При условии, что А1 - невырожденная матрица, от итерацион­
ного процесса (4.50) нетрудно перейти к методу простой ите­
рации ( 4.21), в котором матрица С и вектор d будут опреде­
ляться по формулам 

С=-А1-1 (А2+Аз)=Е-А1-1А, 

(4.51) 

Если в исходной системе матрица А симметрическая и поло­
жительно-определенная, то матрица А1 также будет симметри­
ческой и положительно-определенной, а следовательно, пред­
ставление (4.51) возможно. 

Частным случаем представления ( 4.49) является такой, при 
котором клетки Aii являются матрицами размера [lX 1]. Соот­
ветствующий этому случаю метод Якоби ( 4.50) получил назва­
ние точечного в отличие от всех остальных случаев, для кото­

рых метод Якоби будем называть блочным. 
Пусть задана система Ах= Ь, для элементов матрицы кото­

рой выполняется свойство 
i-1 п 

либо 1 аи 1 > ~ 1 a;i 1 + ~ 1 aii 1, 
/=1 j=i+I 

i-1 п 

либо 1 aii 1 > ~ 1 aii 1 + ~ 1 aif 1. ( 4.52) 
i=I j=i+I 

Матрицы, обладающие отмеченными выше свойствами, назы­
ваются матрицами с диагональным преобладанием. Если для 
решения такой системы, обладающей первым свойством ( 4.52), 
применить точечный метод Якоби, то такой итерационный про­
цесс будет сходящимся. Действительно, матрица С при этом 
имеет вид 

С~ -('."'.'а~'~) . 
(а12а-1 11) (а1па-111) 

} о (a2na-122) 

(an1a-1nn) ( ап2а-1пп) ... о 

Вычисляя для этой матрицы !-норму, получим 

s-1 п 

11 Cll1=( ~ 
/=1 

1 asj 1 + ~ 1 asj 1 ) 1ass1-1 < 1. 
i=s+I 

Это и есть один из достаточных признаков сходимости метода 
простой итерации. Если для исходной системы выполняется 
второе условие ( 4.52), то, переходя к ее решению по точечному 
методу Якоби, будем иметь 

А1х<Н1>=- <А2+Аз)х<k>+Ь. 
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Примем следующее обозначение: 

А 1х<т>=у(т) для m= 1, 2, ... , k, k+ 1, ... (4.53) 

Тогда после несложных преобразований точечный метод Якоби 
преобразуется к методу простой итерации относительно векто­
ров y<m>: 

у(н1>=Су<k>+Ь, (4.54) 

где 

Этот метод итерации будет сходящимся, так как для с-нормы 
матрицы С получим 

t-1 п 

11 Cllc=( ~ 1au1+ ~ 1au1) 1att1-1 <1. 
i=I i=t+ 1 

После вычисления приближенного значения уиг+ 1 > приближен­
ное значение хи'+ 1 ) находим из выражения ( 4.53) по формуле 

x(H1J =A1-1y<k+I). 

Еще раз отметим, что сходимость описанного выше точечного 
метода Якоби при решении СЛАУ обеспечивается для любых 
линейных систем, удовлетворяющих только условиям ( 4.52), 
причем исходная система может и не быть нормальной систе­
мой уравнений. 

Определение 4.4. Блочная матрица А системы (4.48) обла­
дает свойством разбиения BL (А), при условии, что имеются 
такие два непересекающихся непустых подмножества SR и SQ 
множества S= {1, 2, ... , q}, что, во-первых, SRUSQ=S, а во-вто­
рых, если клетки A;i не являются нулевыми матрицами при 
i=l=j, то либо iESR и jESQ, либо iESQ и jESR. 

В качестве примера рассмотрим блочную матрицу А, не 
имеющую ни одного нулевого блока. В этом случае можно вы­
брать такие подмножества SR и SQ, что SR= {1} и SQ= {2, 3, ... 
. . . , q}. Нетрудно убедиться, что такое разбиение матрицы А 
на блоки обладает свойством BL (А). Другим примером раз­
биения матрицы А на блоки, обладающего свойством BL (А), 
является блочно-трехдиагональная матрица вида 

Ан А12 о 

А21 А22 А2з 

А= (4.55) 

Aq-1,q 

о Aq,q-1 Aqq 
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Так, предполагая для удобства, что q - четное, в качестве S R 

и SQ для матрицы А, представленной в виде (4.55), возьмем 
SR={l,3, ... ,q-1} и SQ={2,4, ... ,q}, при которых будет удов­
летворяться определение 4.4. 

Теперь можно получить признак сходимости блочного ме­
тода Якоби (4.50) исходя из следующего свойства. Если сим­
метричная и положительно-определенная матрица А обладает 
свойством BL(A), то спектральный радиус матрицы С= 
=Е-А 1-1 А удовлетворяет неравенству Л 1 (С)<1, кроме то­
го, Лп (С) = -Л1 (С). Если теперь перейти к оптимальному экст­
раполированному методу Якоби, то он на основании ( 4.38) 
примет вид 

x<Hl) = C::;;x<kJ + yd, 
где С;; с учетом ( 4.39) и ( 4.51) будет иметь вид 

С-у=Е-уА1-1А, 

причем для случая, когда Лп ( C;v) = -Л1 (С::;;), имеем ~ = 1. От­
сюда следует, что C;v =С-;;, т. е. метод Якоби совпадает с опти­

мальным экстраполяционным методом Якоби. Следовательно, 
при сделанных предложениях метод Якоби всегда сходится с 
асимптотической скоростью. 

Таким образом, если задана нормальная система уравне­
ний, у которой матрица А невырожденная и имеет блочно-трех­
диагональную структуру вида ( 4.55), то для ее решения можно 
применить блочный метод Якоби, который будет сходиться с 
асимптотической скоростью 

ТJоо =- ln Л1 (С). 

:Как было показано выше, для метода Якоби могут быть 
применены две различные по виду эквивалентные схемы, пер­

вая из которых описывается формулой ( 4.50), а вторая -
формулой ( 4.21), где матрица С и вектор d вычисляются по 
формулам ( 4.51). Встает вопрос, какая из этих схем наиболее 
рациональна с точки зрения объема вычислений. Так как ско­
рость сходимости Т\оо (С) для обеих схем одинакова, то сравни­
тельную оценку объема вычислений целесообразно осуществ­
лять с использованием формулы ( 4.31). Дальнейший сравни­
тельный анализ будем осуществлять в предположении, что мат­
рица исходной системы симметрическая, положительно-опреде­
ленная и имеет блочное представление ( 4.48), при котором все 
клетки одного размера [n/qXn/q]. 

Реализация метода Якоби по первой схеме ( 4.50) выполня­
ется в два этапа. Сначала вычисляется значение 

y<k+I)=- (А2+Аз)х(k)+ь для k=O, 1, 2, ... ' 
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а затем в результате решения уравнения 

А1х<н1>=у<н1> (4.56) 

находится приближенное решение x<k+1J исходной системы 
уравнений. Так как матрица А 1 системы (4.56) симметрическая 
и положительно-определенная, то для ее решения можно при­

менить метод квадратного корня (или снова метод итерации). 
При этом разложение каждой клетки А;; на произведение двух 
транспонированных треугольных матриц А;;= T';J;; надо вы­
полнить всего один раз для всех шагов итераций и только об­
ратный ход придется выполнять на каждом итерационном ша­
ге. Следовательно, число операций умножения и деления, необ­
ходимых для обеспечения решения СЛАУ методом Якоби при 
использовании первой схемы, будет при n/q~4 порядка 

N(i)on ~ kn2 +[( f у f +( f yqk]. 
После элементарных преобразований эта формула преобразу­
ется к виду 

N(1) 0п ~ (;у ( kq2 +kq+ ; ) , (4.57) 

Если метод Якоби реализовать по второй схеме, то он бу­
дет включать, во-первых, процедуру вычисления элементов мат­

рицы С=-А 1- 1 (А 2 +Аз), которая выполняется всего один раз 
для всех шагов итерации, и, во-вторых, процедуру вычисления 

приближенного решения x<k+l} по методу простой итерации. 
Число операций умножения и деления, требуемое для реализа­
ции этой схемы при n/q~4, будет соответствовать значению 

N(2)оп ~ n2k+ [+ ( 7 )3 q+(f )3 q(q-1)]. 

Эта формула преобразуется к виду 

N0п<2> ~ (; )2( kq2+nq-;). (4.58) 

Из отношения 

можно определить условия, при которых применение одной из 
схем в методе Якоби является более эффективным. Так, при 
"(12> 1 эффективнее вторая схема, а при "( 12< 1 - первая. Отсю­
да получаем следующее условие для оценки эффективности 
второй схемы по сравнению с первой: 
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{ 
Зkq- 3nq+2n>O, 

2 ~ q~ п/4. 
(4.59) 

Из анализа этих зависимостей получаем, что при k>n-n/q и 
2~q~n/4, а также при q~n/4 и любом значении k вторая 
схема решения будет эффективнее первой. В остальных случа­
ях первая схема эффективнее второй. В частности, если q = 2, 
т. е. матрица А разбита на четыре клетки, то при k<n первая 
схема эффективнее второй, а при точечном разбиении, т. е. 
q=n, наоборот. 

§ 4.4. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ВЕРХНЕЙ РЕЛАКСАЦИИ. 
МЕТОД ГАУССА - ЗЕйДЕЛЯ 

Одним из наиболее эффективных и широко ~спользуемых ите­
рационных методов для решения нормальнои системы уравне­

ний полного ранга является метод последовательной верхней 
релаксации. Изложим суть данного метода. Пусть исходная си­
стема уравнений Ах=Ь разбита на блоки в виде (4.48) и, кро­
ме того, матрица А представлена, как и в разложении ( 4.49). 
Будем для данной системы рассматривать итерационный про­
цесс, описываемый следующим образом: 

A1x<k+ 1)=- ffi(A2x<k+l)+Aзx<k) -Ь>+ 

+О - ffi)A1x<kJ. (4.60) 

При ffi> 1 приведенный процесс называется методом верхней 
релаксации, при (J)< 1 - методом нижней релаксации, а при 
(J) = 1 - методом Гаусса - Зейделя. Параметр ffi, входящий в 
формулу ( 4.60), называется коэффициентом релаксации. 
В дальнейшем будет рассматриваться метод верхней релакса­
ции. От выражения ( 4.60) перейдем к выражению вида 

x<HI) = ffiC1x<k+I) + (ffiC2 + ( 1 - ffi)E)x<k) + wd, (4.61) 

предположив, что А 1 - невырожденная матрица, будем иметь 

С1=-А1-1А2, С2=-Аг1Аз, d=A,-1b. 

После несложных преобразований выражение (4.61) для ме­
тода релаксации примет вид, эквивалентный методу простой 
итерации: 

где 

13-299 

x<k+1> = C"x<k> +d'", 

С"= (Е - (J)C1)-1(ffiC2+ О - w)E), 

d"= w<E- (J)C1)-1d. (4.62) 
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В тех случаях, когда для блочного представления системы 
(4.48) имеем q=n, метод релаксации называется точечным, а 
при 2:::;;,,q<n- блочным. 

На основании теоремы 4.1 необходимым и достаточным ус­
ловием сходимости метода верхней релаксации является 
Л 1 (С")<1, где Л1 - спектральный радиус матрицы С". Есте­
ственно, что проверка этого условия сходимости - весьма слож­

ная вычислительная задача. 

Имеются более приемлемые для практического использова­
ния признаки сходимости метода верхней релаксации. Один из 
них основан на следующем свойстве, которое приведем без до­
казательства. Для спектрального радиуса матрицы С" выпол­
няется свойство 

(4.63) 

где равенство имеет место тогда и только тогда, когда все 

собственные значения матрицы С" равны 1 ro-11. Отсюда вы­
текает необходимое условие сходимости метода релаксации 

о< (J) < 2, (4.64) 

которое для метода верхней релаксации принимает вид 1 < ro < 
<2. В том случае, когда матрица исходной системы симметри­
ческая и положительно-определенная, условие (4.64) является 
необходимым и достаточным признаком сходимости метода 
верхней релаксации. 

В общем случае (даже для нормальных систем уравнений) 
метод верхней релаксации является несимметризуемым, а сле­
довательно, для него нельзя применить экстраполяцию как 

способ ускорения сходимости основного метода. В связи с этим 
возникает вопрос, а при каком же значении roE (О; 2) обеспечи­
вается максимальное значение асимптотической скорости схо­
димости, что естественно равноси.r1ьно достижению минимума 

Л 1 (С"). В общем случае на данный вопрос не удается найти от­
вет. Однако если матрица А, представленная в блочном виде, 
является согласованно упорядоченной, то такое значение ro 0 

можно найти. Это значение (J)o называется оптимальным значе­
нием коэффициента релаксации. 

Определение 4.5. Матрица А системы Ах= Ь, представлен­
ной в блочном виде ( 4.48), является согласованно упорядочен­
ной, если для некоторого значения te:S, где множество S= 
={1, 2, ... , q}: 

1) существуют непустые подмножества SicS при i= 1~-t. 
такие, что 
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2) для клеток A;i матрицы А выполняется условие: если 
A;i=FO при i=Fj и iESk, где Skc.S, то при j>i имеем jESн1, 
где Sн1c.S, а при j<i: jES1н. где Sk-1c.S. 

Отметим, что свойство согласованной упорядоченности и 
свойство BL (А) определяются относительно заданного разбие­
ния матрицы А на блоки. При этом если матрица А обладает 
свойством BL (А) относительно заданного разбиения на блоки, 
то с помощью соответствующей перестановки строк и столбцов 
матрицы А можно получить согласованно упорядоченную мат­
рицу. Если же положить SR= {St: i - нечетно} и SQ= {S;: i -
четно}, где SR и SQ - подмножества S, взятые из определения 
4.4, то любая согласованно упорядоченная матрица обладает 
свойством В L (А). 

Отсюда следует, что любая матрица с разбиением на бло­
ки при q=2 является согласованно упорядоченной и обладает 
свойством BL (А). 

Примером согласованной и упорядоченной матрицы при 
q>2 является блочно-трехдиагональная матрица вида (4.55). 
Приведем пример еще одной блочной матрицы 

Эта матрица, как нетрудно проверить, обладает свойством 
BL(A), но не обладает свойством согласованной упорядочен­
ности. Однако согласованное упорядочение может быть достиг­
нуто за счет перестановки местами, например, 1-й и 2-й блоч­
ной строки и соответственно 1-го и 2-го блочного столбца, т. е. 
матрица А будет согласованно упорядоченной, если 

В работе [24] показано, что, если матрица исходной систе­
мы согласованно упорядоченная и положительно-определенная, 

то для значения (J)o имеем 

2 
(J)o = -1 +--=-v:-,:1=-=;.,==2=1 =(в=)- (4.65) 
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а спектра.'lьный радиус матрицы перехода С" в методе релак­
сации будет определяться как 

(( 
00Л1 (В)+ У ю2Л1 (В) - 4 (ю - 1) ) 2 если О< ro ~ ro0 , 

Л1(Сш)= 2 (4.66) 
ro-1, если ro0 ~ ro < 2. 

где Л1 (В) - спектральный радиус матрицы перехода в методе 
Якоби, определяемой по формуле (4.51) как В=Е-А 1 - 1 А. На­
помним, что Л 1 (В)<1. Из формулы (4.65) следует, что 1 <ffio< 
<2. С помощью формул ( 4.66) и ( 4.65) легко находится спект­
ральный радиус для матрицы с"'о: 

Л1 (Соо ) = 1 - у 1 - л21 (В) 
0 1 +У 1 - А.2 1 (В) 

(4.67) 

Из сравнения значений Л 1 (Cw) и Л 1 (С"'о) следует, что 

(4.68) 

а потому существует только одно значение ro = ffio, при кото­

ром минимизируется значение Л 1 ( Cw), а следовательно, обеспе­
чивается максимальная сходимость метода релаксации. 

Если теперь сравнить значение Л1 ( С"'о ) и Л1 (В), то при ус­
ловии, что Л1(В)<1 и Л1 (B)=;i=O: 

(4.69) 

Таким образом, метод релаксации при оптимальном выборе 
коэффициента ffio обеспечивает более быструю сходимость по 
сравнению с методом Якоби даже в том случае, когда в мето­
де Якоби используется оптимальная экстраполяция. 

Метод релаксации при ro = 1, как отмечалось выше, полу­
чил название метода Гаусса - Зейделя. Исходя из формулы 
( 4.60), он представляется в виде 

А 1х<н1 > =-А2х<Н 1 > -A3x<k) + Ь 
или после несложных преобразований 

(4.70) 

(4.71) 

где С 1 +С2 = С - матрица в эквивалентной системе х= Cx+d, 
причем С1 =-А 1 - 1А2, С2=-А1-1Аз, d=А1- 1 Ь. Выражение (4.71) 
в координатной записи представляется как 
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xik+t> = Cнxtk>+c1~Jk>+ ... +сн~k>+ •.. +с1пх~>, 

X!k+t>=c x!k+l>+c xlk>+ +с .xlk>+ +с x<k> 2 2 1. 1 22 2 • • • 21 i • • • 2n п • 

(4.72) 

x~k+t>= снх\k+О +c1zXJk+11+ •. . +c1,нx1~tl>+cцx1k>+ ..• +с1пх<:>, 

. .tk+I>= с x<k+t>+c .vlk+I>+ +с ..1k+11+ +с ..tk+I>+c _vlk> А,п nt 1 nz-·2 ••• n1ht •• • n,n-t"n-1 nlV" • 

Так как в методе Гаусса - Зейделя коэффициент релаксации 
(!) = 1 и удовлетворяет условию ( 4.64), то, следовательно, ме­
тод Гаусса - Зейделя ( 4.70) всегда сходится для нормальн-ых 
систем уравнений полного ранга. При этом спектральный ра­
диус сходимости для матрицы перехода в методе Гаусса -
Зейделя будет 

Л1(М) = (Л1 (В) +1'Л1 (В))/2, (4.73) 

где матрица перехода в методе Гаусса - Зейделя определяет­
ся формулой 

(4.74) 

Метод релаксации (а следовательно, и метод Гаусса - Зей­
деля) аналогично методу Якоби может быть реализован по 
схеме (4.60) или (4.61). При этом по первой схеме (4.60) сна­
чала вычисляется значение 

а затем - значение приближенного решения 

x<k+t>=A1y!k+t>. 

(4.75) 

Для ответа на вопрос, какая же из этих схем эффективнее при 
решении конкретной СЛАУ методом верхней релаксации (или 
Гаусса - Зейделя), можно воспользоваться оценками, которые 
были получены при выборе аналогичных по виду схем, реали­
зующих метод Якоби. Напомним, что при k<n и q=2 эффек­
тивнее первая схема по сравнению со второй, а для точечного 
метода более эффективна вторая схема. 
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Глава 5 
ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

§ 5.1. ПОСТАНОВl(А ЗАДАЧИ 

На практике не всегда удается описывать изучаемые функцио­
нальные зависимости аналитически. Часто приходится иметь 
дело с функциями y=f (х), заданными лишь таблично: 

Хо Х1 Х2 Хп, 

(5.1) 

Уо У1 У2 Уп, 

где Yo=f(xo), Y1=f(x1),".,yn=f(xn) и хо<х1<".<хп. При 
этом известно, что областью определения f (х) служит некото­
рый промежуток [а, Ь], включающий в себя отрезок [х0 , Хп]. 
Поэтому возникают вопросы о значениях функции в промежу­
точных точках хЕ[ а, Ь ], не фигурирующих среди абсцисс ( 5.1). 
Подобные вопросы составляют задачи интерполирования функ­
ций (при этом говорят об экстраполировании, если хЕ[а, Ь], 
но xt;E[x0, Xrz]. Совокупность точек х0 , •• . , Хп называют сеткой, 
а сами эти точки - узлами сетки или узлами интерполяции. 

Примеры интерполирования функций в геодезич~ской прак­
тике чрезвычайно разнообразны. Достаточно вспомнить интер­
поляцию отметок в тахеометрической съемке, прогнозы осадок 
реперов и деформаций инженерных сооружений, приближенное 
оценивание значений аномалии силы тяжести между гравимет­
рическими пунктами, интерполяцию компонент уклонений от­
веса и высот квазигеоида в физической геодезии, работы с 
аэроснимками в фотограмметрии и т. д. 

При этом наиболее часто возникают задачи интерполирова­
ния функций двух переменных. Тем не менее все характерные 
черты проблемы удобно сначала просмотреть для одномерной 
задачи, т. е. для случая интерполирования функции одной пе­
ременной. 

Итак, используя числа y;=f (х;), i= 1, .. " п и предполагая, 
что функция f обладает той или иной гладкостью (например, 
непрерывна на [а, Ь] вместе с первыми двумя производными), 
требуется решить одну из следующих задач: 

1) локальной интерполяции, когда необходимо указать 
способ, с помощью которого можно было бы приписать значе­
нию f в заданной между узлами промежуточной точке х'Е 
Е (х;, Х;+ 1 ) некоторое «разумное» приближенное число, точ­
ность которого можно оценить; 

2) глобальной интерполяции, когда требуется восстановить 
функцию f, т. е. найти такую аналитически заданную функцию 
ер, называемую интерполяционной, которая приближала бы f 
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Рис. 11. Геометрическая интерпретация линейной интерполяции 
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на [а, Ь ], а ее значения в узлах интерполяции совпадали бы с 
заданными значениями функции f 

(f!(X;)=f(xi)=Yi· (5.2) 

Заметим, что вторая задача включает в себя первую и ее 
решение менее надежно. Поэтому на практике стараются огра­
ничиваться решением локальных задач интерполяции. 

В простейших случаях обычно достаточно воспользоваться 
линейной интерполяцией, которую можно выразить формулой 

( ) + Yi - Yi-1 ( ) · 1 2 <р х = Yi-t х-х;_1 , i = , , .. , п. 
Х; - Xi-1 

(5.3) 

Здесь имеется в виду, что xE[Xi-i, xi]. Именно линейная ин­
терполяция (5.3) обычно используется при нахождении проме­
жуточных значений функции в таблицах логарифмов, тригоно­
метрических функций и т. п. С геометрической точки зрения 
формуле ( 5.3) соответствует прямолинейное звено ломаной 
(рис. 11) между двумя точками плоскости: Mi (xi, у;) и 
М;+1 (х;+1, У;+ 1 ). При этом для вычисления <р (х) с точным зна­
чением абсциссы х требуются лишь два узла интерполяции: 
ближайший слева и ближайший справа. 

Такой простейший подход, использующий для каждой точ­
ки из всей исходной информации (5.1) лишь два узла, далеко 
не всегда обеспечивает требуемую точность интерполяции. Дру­
гими словами, ошибка интерполяции 1 f (х)-<р (х) 1 может быть 
слишком велика. Поэтому приходится прибегать к интерполя­
ционной функции более сложной, чем ломаная с прямолиней­
ными звеньями. 

Чаще всего <р (х) выбирается из класса полиномов (много­
членов). В этом случае интерполяция называется полиноми­
альной или параболической (линейная интерполяция есть 
частный случай параболической, т. е. <р (х) есть многочлен 1-й 
степени). 

При изучении полиномиальной интерполяции полезно иметь 
в виду известную из математического анализа теорему Вейерш-
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трасса о том, что если f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь], то 
для всякого е>О найдется такой полином epk (х) степени k, что 
/f(x)-epk(x)l<e для любого ХЕ(а,Ь). Отметим, что из теоре­
мы не следует, что нужный полином epk является именно ин­
терполяционным. Поэтому упомянутая теорема не является 
обоснованием выбора интерполяционной функции в виде по­
линома при решении задач глобальной интерполяции. Однако 
простота полиномиальной структуры и достаточная эффектив­
ность полиномов при решении локальных задач сделали поли­

номиальную интерполяцию одним из классических численных 

методов. 

При изучении полиномиальной интерполяции таблично за­
данных функций предстоит ответить на следующие вопросы: 

1) как определить наименьшую возможную степень k ин­
терполяционного полинома ер (х); 

2) как построить этот полином и как им пользоваться; 
3) как произвести оценивание точности интерполирования. 

§ 5.2. ТАБЛИЧНЫЕ РАЗНОСТИ 

Ответ на вопрос об определении наименьшей возможной сте­
пени k интерполяционного полинома ер (х) зависит от гладко­
сти интерполируемой функции: большая гладкость позволяет 
ограничиться меньшей степенью интерполяционного полинома. 
Но как оценить гладкость таблично заданной функции (5.1), 
когда известные средства дифференциального исчисления непо­
средственно применить не удается? 

Предположим сначала, что исходная функция (5.1) имеет 
равноотстоящие узлы, т. е. X;+ 1 -Xi=Лxi=h, где i=O, 1, .. " 
... , п-1. Положительная константа h называется шагом таб­
лицы. Вычислим приращения функции: 

Луо=У1 -Yo=f(xo+h)-f(xo), 

Лу1 =у2-У1 =f(xo+2h) - f(xo+h), 

Они называются конечными разностями 1-го порядка. Очевид­
но, что если узлов интерполяции n+l, то конечных разностей 
1-го порядка будет п. По ним можно составить п-1 конечных 
разностей второго порядка: 
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Л2Уп-2 = ЛУn-1 - ЛУn-2· 

Вообще конечная разность порядка k~n определяется через 
разности предыдущего порядка: 

Лkyi=Лk-IYi+I -Лk-lyi. 

Таких разностей имеется п+1-k. Наивысший порядок воз­
можной разности есть п. 

Отметим связь между конечными разностями и производны­
ми функции, интересную с точки зрения связи дискретного и 
непрерывного анализа. Так как 

то 

f' (х) = lim f (х + h) - f (х) = lim Лу ' 
h-+0 h h-+O h 

f' (х) ~ Лу • 
h 

Легко показать, что и вообще 

лпу 
fn(x) ::::::~' 

(5.4) 

(5.5) 

хотя погрешность формулы (5.5) быстро растет с увеличени­
ем п. 

Если некий полином k-й степени задан аналитически, то 
можно найти его производную k-го порядка и убедиться, что 
она обязательно представляет собой константу. Аналогичное 
утверждение справедливо и для таблично заданного полинома, 
но только роль производных играют конечные разности. 

Теорема 5.1. Если y=f (х) - полином степени k со старшим 
членом a0xk, то конечная разность k-ro порядка есть величина 
постоянная, равная Лky=k!a0hk, а все разности более высокого 
порядка, чем k, равны нулю. Для практики особенно важно 
утверждение обратного смысла. 

Теорема 5.2. Если при любом h конечные разности k-го по­
рядка постоянны, то рассматриваемая функция f (х) есть поли­
ном степени k. Доказательство можно найти в работе [4]. 

Приведенные теоремы обосновывают следующее практиче­
ское правило: степень интерполяционного полинома выбирает­
ся так, чтобы она совпадала с порядком практичес1ш посто­
янных (соответственно точности, с которой заданы значения 
f (х) в узлах интерполяции) конечных разностей. 

Итак, хотя мы пока не располагаем методикой построения 
интерполяционного полинома, но простой критерий для выяс­
нения его степени получен. 
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Таблица 7 

х, с у, дм ду Д'у д•у д•у 

1/30 1, 19 
+3в 

2/30 1,57 +11 

3/30 
+49 +1 

2,06 +12 -4 
+ы -3 

4/30 2,67 +9 +6 
+10 +3 

5/30 3,37 +12 -5 
+s2 -2 

6/30 4, 19 +10 +4 
+92 +2 

7/30 5' 11 +12 

8/30 6, 15 
+104 

Контроль: +496 +66 

В этой главе предполагается, что все цифры в исходных 
значениях f (х) верные. Но и в этом случае погрешность Уо. 
У1 • ... , Уп достигает половины единицы младшего десятичного 
разряда. Значит, погрешность в разностях 1-го порядка может 
достигать уже единицы последнего разряда, в разностях 2-го 
порядка - двух единиц, в разностях 3-го порядка - четырех 
единиц последнего разряда и т. д. 

Для гладких функций конечные разности убывают с увели­
чением порядка и можно найти такой порядок разностей, при 
котором они отличаются друг от друга на величины, соизме­

римые с их погрешностями. Причем с дальнейшим увеличени­
ем порядка разности начинают расти, имея беспорядочные 
знаки. 

П р и м ер 5.1. Даны результаты измерения у высоты падения тела за 
время х (первые два столбца табл. 7). Определить порядок практически 
постоянных разностей. 

Решение приводим в табл. 7, причем разности удобно писать целыми 
числами в единицах последнего знака. Относительно стабильно ведут себя 
разности 2-го порядка, а затем картина ухудшается. Следовательно, <:р(х) 
целесообразно искать в виде полинома именно 2-й степени. (В данном слу­
чае результат можно было предвидеть, так как y=y0+voX+gx2/2, где v0 -

начальная скорость, g - ускорение свободного падения.) 

Пусть теперь узлы интерполяции х0 , х 1 , •• " Хп не обяза­
тельно равноотстоящие. В этом случае аналогичную конечным 
разностям роль играют так называемые разделенные разности 

или «подъемы» функции. 
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Разделенными разностями 1-го порядка называются величи­
ны, имеющие смысл средних скоростей изменения функции: 

[Хо, Х1] = У1 - Уо ; [Х1, Х2] = У2 - У1 
Х1 -Хо Х2 -Х1 

и вообще 

[Х Х ) _ Yi+i - Yi 
1• 1+1 - • 

Xi+1 -Xt 

Разделенными разностями 2-го порядка называются вели­
чины 

[Х1, Х2] - [хо. Х1] 

Х2 -Хо 

[Х2, Х3) - (Х1, Х2) 

Х3-Х1 

Они связаны с изменением средней скорости изменения функ­
ции при переходе от предыдущего интервала (Xi- 1, х;) к следу­
ющему (х;, Х;+1). 

Разделенные разности k-го порядка определяются через 
разделенные разности (k-1 )-го порядка с помощью рекур­
рентного соотношения 

[ ] _ (Xi+l • ••. , X;+k) - (Xi, •.• , Xi+k-1) 
Х;, Х1+1• ' , • ' X;+k - --'--'-"----~~--'-------"'""--

Xi+k - Xi 
(5.6) 

Для выявления связи дискретного и непрерывного анализа 
интересно иметь в виду следующее. В интервале (х0 , xk) суще­
ствует такая точка 5, что 

(5.7) 

поэтому 

(5.8) 

Для приближенных «прикидок» иногда полезно соотноше­
ние 

f<k>(x) ~ k ! [хо, Х1, ... , х"]. (5.9) 

Для разделенных разностей имеют место утверждения, ана­
логичные теоремам 5.1 и 5.2. 

Теорема 5.3. Если f (х) - полином степени k, то разделен­
ные разности k-го порядка есть константы, не зависящие от уз­
лов Хо, х 1 , •. • , Xk и равные коэффициенту при старшей степе-
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ни х в полиноме f (х). Все разделенные разности большего, чем 
k, порядка равны нулю. 

Эта теорема лежит в основе практического правила, позво­
ляющего назначать степень интерполяционного полинома в 

случае неравноотстоящих узлов так, чтобы она совпадала с 
порядком практически постоянных разделенных разностей. 

В дальнейшем нам полезно выражать значения функции 
f (xk) в произвольном узле интерполяции Xk через значение 
функции f (ха) в начальном узле х0 и начальные значения раз­
деленных разностей [ха,х1], [ха,Х1,х2], [хо,Х2,хз] .... Это выра­
жение можно вывести по индукции самостоятельно. Оно имеет 
вид 

f(xk) = f(xa) + (xk -хоНхо, Х1] + 
+ (xk - xa)(xk - Х1 Нхо, Х1, Х2] + 

+ ... +(xk-xa)(xk-X1) ... (xk­

-Xk-1Hxo, Х1, ... ' Xk]. ( 5.10) 

Мы рассмотрели два вида табличных разностей: конечные 
и разделенные. Связь между ними для таблицы с постоянным 
шагом h легко установить по индукции 

[ h ] Дk Уо 
Хо, хо+ , ... , xo+kh = --. (5.11) 

k!hk 

Практически всегда можно пользоваться только разделен­
ными табличными разностями. 

§ 5.3. ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЙ ПОЛИНОМ 

Рассмотрим вопрос о построении полинома ер (х) и о его ис­
пользовании. 

Пусть по-прежнему некоторая функция f (х) задана табли-
цей своих значений (5.1) в узлах интерполяции х0 , х 1 , ••• , Хп, 
причем они могут быть не равноотстоящими, но обязательно 
различными. С помощью табличных разностей, как описано в 
предыдущем параграфе, установлено, что подходящая степень 
интерполяционного полинома ер(х) равна k~n. Требуется со­
ставить сам полином ер (х). При этом надо учитывать следую­
щую теорему. 

Теорема 5.4. Существует один полином <р (х) степени не вы­
ше п со свойствами (5.2) или, что все равно, через п+I точку 
плоскости всегда можно провести параболу п-го порядка, и 
притом только одну. 

Пусть искомый полином имеет вид 

ер(х) =аохn+а1хп-1 + .•. +ап-1х+ап, 

где коэффициенты а0 , а 1 , •• " ап подлежат определению. 
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Начальные условия (5.2) фактически задают систему n+ 1 
линейных уравнений с n+ 1 неизвестными а0 , а 1 , ••• , ап-1 , ап: 

аох;n+а1х;п-1 + ... +ап-1Х;+ап=У;, (5.12) 
где i=O, 1, ... , п. 

Определитель системы ( 5.12) есть определитель Вандер­
монда, и, так как Х; различны между собой, он отличен от ну­
ля. Поэтому данная система всегда имеет единственное реше­
ние, что и требовалось доказать. 

Из теоремы следует, что для решения поставленной в нача­
ле параграфа задачи не обязательно следует использовать все 
п+1 узлов интерполяции. Поэтому при k<n возникает задача 
о выборе исходных узлов. Решается она в зависимости от на­
значения конструируемого полинома. Предположим, что <р (х) 
предназначается для работы в той части области определения 
f (х), которая представляется первыми k-t 1 узлами х0 , х 1 , ••• , 

... , Xk. 

Теорема 5.5. Искомый интерполяционный полином может 
быть записан в виде 

где 

k 

<р(Х) = °2. у;Л;(х), (5.13) 
i=O 

л1 (х) = (х - Хо) (х - х1 ) ... (х - х;_ 1 ) (х - х;+ 1 ) ••. (х - xk) _ 

(х1 - х0 ) (х1 - х1 ) •.. (х1 - х;_ 1 ) (х1 - Xi+ 1) ••• (х1 - Xk) 
k 

П (Х-Х1·}(Х1 -х1.)-1 , i =/= j. 
/=0 

(5.14) 

Л; (х) называются полиномами влияния узла х;. 
Обратим внимание на структуру записи (5.14): в числителе 

отсутствует сомножитель вида (х-х;), а в знаменателе нет со­
множителя (х;-х;). Ясно, что Л; (х) есть полином степени k 
для всякого i=O, 1, 2, ... , k, причем 

Л;(х )= { 1, если ~=i,_ (5.15) 
1 О, если J * i. 

Поэтому и полином (5.13) имеет степень не выше k и удовлет­
воряет условиям интерполяции (5.2), поскольку 

cp(xj)=yo·O+Y1·0+ ... +Yi·l+ 
+Yi+1·0+ . .. +Yk·O=yj, 

где j пршшмают значения О, 1, ... , k. 
Теорема доказана, так как других полиномов с теми же 

свойствами не может быть согласно предыдущей теореме. 
3 а м е ч а н и е 5.1. 

k 
°2.Л;(х)=l. (5.16) 

i=O 
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В самом деле, если предположить, что Yi = 1, то k =О, так как 
табличные разности О-го порядка (т. е. сами ординаты) посто­
янны. Поэтому ср(х) = 1 и (5.16) сразу следует из (5.13). Свой­
ством (5.16) удобно пользоваться для контроля составления 
полиномов влияния. 

3 а меч ан и е 5.2. Полиномы влияния зависят только от уз­
лов интерполяции и не зависят от интерполируемой функции. 

Замечание 5.3. Полином k-й степени (5.13) наиболее це­
лесообразно использовать в той части области определения 
f (х), которая расположена примерно посредине конфигурации 
именно первых k+ 1 узлов из всех заданных n+ 1, причем k~ п. 
Если точка х', в которой надо оценить значение f (х), не удов­
летворяет этому условию, то предварительно из п+ 1 заданных 
узлов надо выбрать k+ 1 узлов, ближайших к х', и затем пе­
ренумеровать их от О до k в порядке возрастания. Допустимо 
и упорядочивание этих узлов по степени близости к х', т. е. 
по признаку 1Xi-x'1 ~ 1xi-x'1. если i> j. 

Форму записи (5.13) интерполяционного полинома принято 
называть формой Лагранжа. 

Пр им ер 5.2. 

х 

у 

о 
-4 

1 
0,5 

3 
0,5 

4 
8 

А. Решить глобальную задачу с помощью интерполяционного полинома в 
форме Лагранжа не выше 3-й степени. 

Решение. Согласно (5.14): 

Л (х)= (х-1} (х-3) (х-4) = __ l_хз+~х2 _ _!2_х+ 1 
о (0-1)(0-3)(0-4) 12 3 12 , 

Л (х)= (х-0) (х-3) (х-4) =-1 хз_2_х2 + 2х 
1 (1-0)(1-3)(1-4) 6 6 , 

Л (х)= (x-O)(x-l)(x-4) =--1-хз+~х2 _2-х, 
2 (3-0)(3-1)(3-4) 6 6 3 

Л (х)= (x-O)(x-l)(x-3) =-1-х3 __ 1 х2 +_1 х. 
3 (4-0)(4-1)(4-3) 12 3 4 

Контроль (5.16) выполняется. Согласно (5.13), после приведения подобных 
'IЛС!!ОВ 

с:р(х) =х3-5,5х2+9х-4. 

Б. Решить локальную задачу, т. е. приближенно оценить значение f (х) в 
нромежуточной точке х' = 2. 

Ре ш е н и е. Интерполяционный полином и полиномы влияния нахо­
дить нет необходимости. Целесообразно сразу в числителях Л; (х) заменить 
х на 2. Получим: Л0 (2) =-1/6, Л1 (2) =2/3, Л2(2) =2/3, Лз(2) =-1/6. 

3 
Контроль ~Л1(2) = 1 выполняется. Подставляя числа Л1 (2) в (5.13), по­

i=О 

лучаем f(2) ~<р(2) =0. 
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Интерполяционный полином в форме Лагранжа удобно при­
менять в тех случаях, когда ведется многократное интерполи­

рование по одним и тем же узлам (пусть даже различных 
функций). Дело в том, что в этом случае можно заранее соста­
вить полиномы влияния. Вычисления особенно упрощаются при 
интерполировании многих функций в одной и той же промежу­
точной точке х', так как при этом полиномы влияния представ­
ляют собой постоянные числа. Разумеется, для разных узлов и 
разных точек х' они различны. 

Уясним существенный недостаток интерполяционного поли­
нома в форме Лагранжа. Пусть по заданной табличным спосо­
бом функции f (х) вычислено ее интерполированное значение в 
некоторой промежуточной точке х' с помощью полинома k-й 
степени: 

(f!k(x') ~f(x'). 

После того как вычисления закончены, представим что воз­
никла необходимость снова получить f (х'), но с привлечением 
одного дополнительного узла (и, следовательно, с помощью 
полинома k+ 1 степени f н1 (х)). Объясняется это дополнитель­
но проведенными измерениями, желанием проконтролировать и 

уточнить уже имеющийся результат и другими вариантами. 
В этом случае в формуле (5.13) не только добавится одно до­
полнительное слагаемое, но и все коэффициенты (5.14) при­
дется персвычислять заново, так как они зависят от всех k+ 1 
узлов сразу и в них появятся дополнительные множители. Этот 
недостаток можно избежать, если представить интерполяцион­
ный полином в иной форме. Обратимся для этого к формуле 
(5.10). В силу условий (5.2), интерполяционный полином q;(x) 
имеет те же разделенные разности, что и интерполируемая 

функция f(x). Поэтому равенства не изменятся, если f в (5.10) 
заменить на q; вида (5.13). При этом равенства становятся 
тождеством на отрезке [хо, Хп], поскольку q; (х), являясь поли­
номом k-й степени, имеет все разделенные разности большего, 
чем k, порядка, равные О (см. теорему 5.3). Таким образом, 
интерполяционный полином можно записать в виде 

k i-1 

ср(Х)=Уо+ ~([хо, Х1, ... , ха П (X-Xj)), (5.17) 
i=l j=O 

который называется формой Ньютона. При k = 1 он совпадает 
с линейной функцией (5.3), где i= 1. 

Формулы (5.13) и (5.17) представляют собой лишь различ­
ные формы записи одного и того же интерполяционного поли­
нома. Однако форма Ньютона более удобна тем, что при до­
бавлении к узлам Хо, Х1, ••. , Xk нового узла Хн1 все ранее най­
денные члены остаются без изменения и в полиноме добавля­
ется лишь один дополнительный член вида 
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[хо, х 1 , ... , Xk, Хн1Нх-хаНХ-Х1) ... (x-xk)= 
k 

=Ck П (X-Xj). 
/=0 

Это позволяет, последовательно добавляя по одному дополни­
тельному узлу, постепенно увеличивать точность результата 

интерполяции. 

Так как табличные разности обычно быстро убывают с уве­
личением порядка, то ближайшие к данной точке х' узлы ин­
терполяции окажут основное влияние на искомую величину, 

а остальные будут давать лишь небольшие поправки. Поэтому 
решение локальной задачи интерполяции для заданной точки х' 
надо организовать таким образом, чтобы очередность привле­
чения каждого нового узла Xi зависела от близости его к х' 
(см. замечание 5.3). Принятая нами упорядоченность исходных 
узлов по мере их возрастания служит лишь для определенно­

сти. Для счета порядок нумерации узлов безразличен. Реко­
мендуется оставлять только те члены, которые больше допу­
стимой погрешности. Тем самым достигается возможность ав­
томатически определять достаточную степень интерполяцион­

ного полинома и общее количество узлов, необходимое для ре­
шения локальной задачи. 

Благодаря перечисленным свойствам, интерполяционный 
полином в форме Ньютона наиболее удобен для расчетов на 
ЭВМ. Аналогичным свойством характеризуется и так называе­
мая ин тер поляционн ая схем а Эйткен а [ 4]. 

На рис. 12 приведена блок-схема одного из простейших ал­
горитмов решения локальной задачи интерполяции с точностью 
до в>О с помощью полинома в форме Ньютона. Форма Лаг­
ранжа применяется в основном в теоретических вопросах. 

Известны и другие формы записи интерполяционного поли­
нома, которые для некоторых частных случаев более эффек­
тивны, чем форма Ньютона. Однако соответствующие преиму­
щества обычно несущественны при использовании ЭВМ, и на 
них можно не останавливаться. 

§ 5.4. ТОЧНОСТЬ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

Пусть для функции f (х), заданной в виде (5.1) с n+I узлом 
интерполяции х0 , Х1, ••• , Хп, построен интерполяционный поли­
ном п-й степени ср (х). Значения ер (х) совпадают со значения­
ми f (х) только в узлах интерполяции. Поэтому естественно воз­
никает вопрос о величине отличия <рп (х') от f (х') в промежу­
точных точках х'Е[хо, Хп]: 

Rп(х') = f(x') - <рп(Х'). (5.18) 

От чего зависит погрешность R п (х')? Прежде всего, от струк­
туры f (х). Если, например, f(x) есть полином степени не вы-
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Ввод исходных массивов Х, У и чисел п, х', Е 

УпrчJядоче1ше массивов Х~ У по степенf1 близости 113.rюв к х' 

" 
=о 

I 
'{) (х') = V0 J 

I 
-~[ :::::: i + 1 

1 
' - 1 

.р. (х') = [х ,х , ... ,х.] · П (х' -х;) 
' () 1 1 j= о 

.р(х')=.р(х')+.р; (х') 

Печать: х 1, ..р (х '), 
нужна дополнительная 

информациА 

Нет 

Конец 

Печать 

Рис. 12. Блок-схема алгоритма интерполяции с помощью полинома Ньютона 

ше п, то Rn (х') =О. Если же о свойствах f (х) ничего не извест­
но, то оценить величину погрешности невозможно. Справедли­
во следующее утверждение. 

Теорема 5.6. 
Если исходные данные в таблице f (х) безошибочны, ошибки 

округления при вычислениях ср (х') отсутствуют и х'Е[х0 , Хп], 
а функция f (х) на отрезке [ха, Хп] обладает непрерывными про­
изводными до (п+ 1)-го порядка включительно, то Hs: 

f(n+l) (s) , ' ' 
Rп(х')= (х -х0)(х -х1) •• • (х -Хп), 

(п + !) 1 
(S.19) 
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где S ЗаВИСИТ ОТ х' И sE (Хо, Хп). ДоказатеЛЬСТВО приведено 
в [4]. 

Полной ясности формула (5.19) не дает, так как положение 
точки s в интервале (xu, Хп) не определено. Поэтому на прак­
тике обычно пытаются оценивать верхнюю границу для [fn+i (х)] 
при ХЕ[ хо, Хп]. 

Введем обозначение 

Мп+1 = max 1 fCn+l)(x) 1 при хе: [хо, Хп]. 

Тогда (5.19) дает следующую оценку погрешности интерполя­
ции: 

IRп(x')I~ Мп+~ lllx'-Xjl. 
(n+l)! i=O 

(5.20) 

На практике редко имеется достаточно информации для 
вычисления величины Мп+1· Приближенное представление о 
ней можно получить с ПОМОЩЬЮ формул (5.5) и (5.9). 

С точки зрения связи между анализом дискретным и неп­
рерывным интересно отметить аналогию представления функ­
ции f (х) в виде 

f(x) =<рп(Х) +Rп(Х), 

где правая часть определяется формулами (5.17) и (5.20) или 
(5.13) и (5.20), с известной формулой Тейлора. Произведение 
разностей (х-х0 ) (х-х 1 ) ••• (х-хп) является обобщением сте­
пени бинома, а разделенные разности являются как бы обоб­
щенными производными. Если узлы х0 , х 1 , •.. , Хп стягиваются 
в одну точку, например в х0 , то, согласно (5.8), формула Нью­
тона обращается в формулу Тейлора. Таким образом, формулу 
Ньютона можно рассматривать как обобщение формулы Тей­
лора на случай дискретного анализа. 

Ранее было рекомендовано выбирать такое минимальное ко­
личество i+ l ближайших к х' узлов интерполяции, при кото­
ром выполняется неравенство [<pi+1] <е, где е>О - заданная 
точность интерполяции (см. блок-схему на рис. 12). Теперь 
видно, что данное решение приближенно, поскольку это эмпи­
рическое правило не может обеспечить выполнение строгого не­
равенства 1 Ri (х' 1 <е, что следует из подстановки приближен­
ного соотношения ( 5.9) в формулу ( 5.20). Для оценивания ве­
личины 1 R; (х') 1 целесообразно пользоваться разделенной раз­
ностью i-го порядка, максимальной по модулю. 

Пр и м ер 5.3. Оценить точность е линейной интерполяции (5.3) в слу­
чае равноотстоящих узлов с шагом h. 

Решение. Так как интерполяция линейна, то имеются лишь два ее 
узла х0 , х 1 и потому n= 1, xi=xo+h. Согласно (5.20), имеем 

М2 
IR1(x) 1<2 lx-xol [х-х1[=е. 
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Легко убедиться, что Jx-x0} Jx-x11==Jx-x0 11 x-x0-li J достигает максиму­
ма, равного h2/4, при Х= (1 2) (х0+х1 ). Поэтому для всякого хЕ[Ха, х 1 ] 

1 R1 (х)1 ~ + M 2h2 ~ + 1Л2у1 ~ е, 
где м~~ [Л2у l /h 2 согласно (5.5). 

Если величина Мп+1 в правой части неравенства (5.20) яв­
ляется характеристикой только интерполируемой функции, то 
величина П 1x'-xi1 зависит от расположе11ия узлов сетки, ко­
торыми можно распоряжаться. Минимум этой величины дости­
гается в том случае, если узлы совместить с корнями полинома 

Чебышева (см. [9]). Однако выигрыш в точности не оправды­
вает заметное усложнение численных расчетов. 

Отметим, что в любом случае 

п 

П 1 х' - Xf 1 < max 1 х' -Xi Jn+I ~ (nh)n+1, 
i=O i 

где h - шаг сетки (для неравномерной - максимальное рас­
стояние между соседними узлами). Если число узлов фиксиро­
вано, а h-+O, то полиномиальная интерполяция функции с ог­
раниченной (п+ 1 )-й производной имеет погрешность поряд­
ка О (hn+ 1). В таких случаях говорят, что обеспечивается 
(п+I)-й порядок малости относительно шага. Порядок мало­
сти является важной сравнительной характеристикой сеточных 
методов. Он позволяет также использовать часто эффектив­
ный так называемый двойной пересчет по схеме Рунге (см. 
§ 7.5). 

Если же h сетки фиксирован, то увеличивать степень интер­
поляционного полинома не всегда целесообразно. Если о глад­
кости интерполируемой функции ничего не известно, то вполне 
может случиться, что величины Мп (в 5.20) с увеличением п 
растут быстрее, чем п!, либо вовсе не существуют, начиная с 
некоторого порядка. В таких ситуациях использование новых 
дополнительных узлов только ухудшит реальную точность ин­

терполяции. 

Приближение произвольной функции интерполяционным по­
линомом теоретически приемлемо (и потому надежно) лишь 
в рамках локальных задач. Если при этом 4-5 узлов не обес­
печивают заданную точность интерполяции, то целесообразнее 
не увеличивать количество узлов, а уменьшать шаг таблицы. 
Если интерполируемая функция имеет по меньшей мере вторую 
производную ограниченной, то даже линейная интерполяция 
может обеспечить высокую точность - надо только достаточно 
измельчить расстояние между узлами. 

Глобальное описание функции не всегда оправдано. В связи 
с этим вспомним указанную выше аналогию между интерполя-
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ционным полиномом в форме Ньютона и конечным рядом Тей­
лора: последний тоже отражает поведение функции лишь в ок­
рестности точки разложения. 

Решение интерполяционных задач особенно усложняется, 
когда исходные сеточные значения функции имеют разного ро­
да погрешности (это особенно часто имеет место при решении 
геодезических задач). В таких ситуациях лишь табличные раз­
ности первых двух порядков бывают не слишком далеки от 
истины, но относительные погрешности велики уже и у них. 

Поэтому табличные разности высоких порядков практически 
носят случайный характер и, разумеется, непригодны для ин­
терполирования. 

§ 5.5. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ СПЛАИНАМИ 

Основные определения и свойства. В предыдущем параграфе 
отмеча~ись недостатки глобального описания таблично задан­
ной функции ( 5.1) с помощью полиномиальной интерполяции. 
Однако для локального описания полиномы являются почти 
идеальным средством благодаря своей простоте. В связи с 
этим возникла мысль приближать интерполируемую функцию 
на каждом отрезке между двумя соседними узлами сетки 

[х;-1, х;], i= 1, .. . ,п с помощью персонального полинома той 
или иной степени, а затем «склеить» эти полиномы в узлах 
так, чтобы обеспечить в целом гладкость интерполяционного 
агрегата (интерполянта) вплоть до нужной производной. По­
лучающиеся в результате кусочно-полиномиальные функции, 
обладающие определенной гладкостью, называются сплайна­
ми и играют важнейшую роль в современной вычислительной 
математике. Сплайн р-й степени «склеивается» из кусочных по­
линомов р-й степени так, что первые р-1 производные его бы­
ли непрерывны на отрезке [х0 , Хп], а р-я производная интегри­
руема с квадратом на этом отрезке. 

Простейшим примером может служить сплайн 1-й степени 
(линейный сплайн), графиком которого служит ломаная (см. 
рис. 11). 

Можно доказать [12], что сплайны степени р обладают сле­
дующим важным свойством: их (р-1 )-я производная мини­
мальна на отрезке интерполяции в том смысле, что 

XSn ( dP-li:p )2 --- dx=min 
dxP-1 

хо 

(5.21) 

по сравнению с любыми другими интерполяционными функ­
циями. 

212 



б 

~ --=-----· -4 -3 -2 -1 о 1 2 3 4 J::, 

Рис. 13. Графики: 
а - интерполяционного полинома; б - кубического сплайна 

3 а меч ан и е 5.4. Свойство (5.21) является характеристи­
ческим (т. е. справедливо только для сплайнов степени р) и 
потому может быть положено в основу определения сплайна 

р-й степени. 
Если р=3, то под знаком интеграла в (5.21) стоит квадрат 

второй производной, определяющей кривизну соответствующей 
кривой. Поэтому сплайн 3-й степени (кубический) является 
«самым неискривленным» по сравнению с любыми другими 
интерполянтами. Преимущества интерполянта в виде кубиче­
ского сплайна по сравнению с интерполянтом в виде обычного 
полинома видны из следующего. 

Требуется решить глобальную задачу интерполяции для не­
которой функции, заданной на сетке с постоянным единичным 
шагом. Сетка состоит из девяти узлов, симметрично располо­
женных относительно нуля. Исходные значения функции рав­
ны нулю во всех узлах, кроме центрального, где функция рав­
на единице. На рис. 13 показаны графики интерполяционного 
полинома и кубического сплайна, разрешающих поставленную 
задачу. 

У сплайна нет присущей полиному осцилляции на концах. 
Предположим теперь, что рассматриваемую задачу надо 

решить графически. Возьмем для этого гибкую металлическую 
линейку. Поставив линейку на ребро, будем изгибать ее, при­
держивая пальцами одновременно в нескольких местах так, 

чтобы ребро проходило сразу через все точки. Можно дока­
зать, что прочерченная кривая совпадает с графиком кубиче­
ского сплайна (поскольку уравнением свободного равновесия 
упругого бруска служит равенство нулю четвертой производ­
ной). Этому обстоятельству сплайны обязаны своим названием 
(по-английски spline - рейка, упругий брусок). Уникальное 
свойство минимальной кривизны сделало кубические сплайны 
наиболее распространенными в задачах сплайновой интерпо­
ляции. 
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Построение кубического сплайна. Рассмотрим построение 
кубического сплайна на примере решения задачи глобальной 
интерполяции для сеточной функции ( 5.1). 

На отрезке [хо, хп] требуется найти функцию ер (х), удов­
летворяющую условиям: 

а) q> (х) непрерывна вместе со своими производными до 2-го 
порядка включительно; 

б) на каждом i-м отрезке [Xi-1, Xi] сетки q> (х) является ку­
бическим полиномом вида 

1 ao;+au(X-Xi-1)+a2;(X-Xi-1)2+ 

q>;(x) = + азi(х - хн ~3 пр~ х -~[хн, Xi~; 
О при х ~ [х,-1, х,], t-1,".,n, 

п 

q>(x) = ~ q>i(X) при хе= [хо, Хп]; 
i=-=l 

в) в узлах сетки выполняются условия интерполяции 

ep(xJ =f(xi) = yi, i=O, 1, ... , п. 

Так как функции epi (х) представляют собой различные ку­
бические полиномы на каждом i-м отрезке [хн, Xi], i= 1, 2, ... , 
.. " п, то неизвестных коэффициентов в данной задаче 4п. Од­
нако независимых неизвестных (в силу условий непрерывно­
сти) оказывается только n+ 1. В качестве них удобно выбрать 
значения mi вторых производных искомого сплайна в узлах. 
Числа m;=ep" (xi), i=O, 1, ... , п будем называть моментами 
сплайна. 

Функция epi (х) по условию есть полином 3-й степени на 
каждом i-м частичном отрезке. Следовательно, ее вторая про­
изводная - линейная функция на этом отрезке. Составленная 
из них вторая производная ер" (х) сплайна должна быть непре­
рывной на всем отрезке [хо, Хп], графиком ее служит ломаная 
с ординатами mi (см. рис. 11). Поэтому можно записать 

(5.22) 

где lii=Xi-Xi-1· Эта функция линейна относительно х, и ее 
значения на концах отрезка ep/'(Xi-1) =mi-1, ep/'(xi) =mi обес­
печивают непрерывное «склеивание» ер/' в ер" (х). 

Проинтегрируем теперь дважды обе части равенства ( 5.22). 
Результат удобно записать в виде 

ep·(x)=m. 1 (xi-x) 3 +m· (х-х1_1 ) 3 +Се х;-х +с2 . х-х;_1 
1 i- бh; 1 бh; 1 hi 1 h; ' 

где Сн и C2i - произвольные постоянные (правильность легко 
проверить обратным двойным дифференцированием и получе-

214 



нием (5.22)). Значения Cli и С2; определяются краевыми ус­
ловиями 

1 
<р;(Х;-1)=У;-1 =>- m;-1h;2+Cu=Y;-1, 

6 

1 
<р;(х;) =у; =>-m;h;2+ С2;= у;. 

6 

Окончательно имеем (i= 1, 2, ... , п - номер частичного отрез­
ка [хн,х;]): 

<pi (х) = mt-1 (х;-х)з +т· (х-х;_ 1 )3 +(. __ l_m h2·) 
6h; ' 6h; У•-1 6 t-1 ' 

( 1 h2) х -х; i + Yi-6 m; ; h; - , 

т' (х) = -т (х; - х)2 + т· (х - х;_1)2 + 
т ! l-t 2h; ' 2hi 

1 h· 
+-(y;-Yi-1)--' (mi-mt-1). 

h; 6 

х;-х + 
h; 

(5.23) 

(5.24) 

Из выражения (5.23) следует, что все коэффициенты искомого 
сплайна выражаются через моменты. Основу для вычисления 
этих моментов дает условие непрерывности q{ (х). Оно состоит 
в том, что для каждого узла х; с номером i = 1, ... , п-1 ( кро­
ме крайних) значения производной сплайна, вычисленные с 
помощью q/; по формуле (5.24) и <р'н по формуле* 

' ( ) (хн1 - х) 2 + (х - х;) 2 + 
<р 1+1 х = -т1 2h;н т1+1 2h;н 

+ 1 ( ) h;+1 ( ) -h-· - У1+1-У1 --6- m1+1-m;, 
.+1 

(5.25) 

должны совпадать. Составив уравнение ер'; (х;) = <p'i+r (х;), 
имеем 

= Yi+1 - Yi 

hн1 

Yi -Yi-1. 

h; 
(5.26) 

Таких уравнений будет п-1 с п+ 1 неизвестными. Чтобы по­
лучить единственное решение, надо указать еще два условия 

для сплайна (обычно в крайних узлах х0 и Хп). Это можно сде­
лать, если имеется дополнительная информация об интерполи­
руемой функции. На практике удобно дополнительно потребо­
вать нулевую кривизну сплайна на концах, т. е. 

* Формула (5.25) получена из (5.24) формальной заменой на i+ l. 
215 



mo=mп=O. (5.27) 

В рассмотренной аналогии кубического сплайна с гибкой ме­
таллической линейкой условие (5.27) означает, что концы ли­
нейки свободно опущены. Виды других краевых условий и ре­
комендации по их выбору можно найти в [8]. Мы ограничим­
ся условиями ( 5.27). 

Совокупность уравнений (5.26), (5.27) дает следующую си­
стему линейных алгебраических уравнений для определения 
моментов т 1 , ••• , m"_1 сплайна: 

Am=By, (5.28) 

где А - квадратная симметричная трехдиагональная матрица 
размера [(n-l)X(n-1)], зависящая только от взаимного 
расположения (конфигурации) узлов. Ее главную диагональ 
составляют числа 2(h1+h2), 2(h2+hз), ... , 2(h"_1+h"). Сосед­
ние верхняя и нижняя диагонали одинаковы и состоят из чисел 

112, hз, ... , hп-1. Все остальные элементы - нули. Столбец т 
длиной п-1 содержит искомые моменты сплайна т 1 , ••• , тп- 1 • 
Прямоугольная матрица В имеетразмерность [(n-l)X(n+l)]. 
Ее первую строчку составляют числа 6/h 1, 6[(-l/h1)-(1/h2)], 

6/h2, далее нули. Вторую строчку составляют числа О, 6/h2, 

6[(-l/h2)-(1/h3)], 6/h3 и нули. Третья строчка: О, О, 6/113, 

6[ (-1/hз)-( l/h4)], 6/h4, затем нули. Аналогично заполняются 
остальные строчки. В последней строчке отличными от нуля 
являются только последние три числа: 6/hп- 1 , 6[(-1/hп-i)­
-(l/h")], 6/h". 

Столбец у длиной п+ 1 содержит исходные ординаты у0 , ... , 
... , у". Матрица А имеет строгое диагональное преобладание в 
том смысле, что 

1 aii 1 - ~ 1 a;i 1 = Гi > О, 
f*l 

где i, j= 1, 2, ... , п-1. 

(5.29) 

Можно доказать, что матрица А положительно определена 
и потому система ( 5.28) имеет единственное решение. Следо­
вательно, сплайн «р (х) также однозначно определяется по фор­
мулам (5.23). 

Поскольку матрица А имеет специальную структуру (трех­
диагональную), то объем вычислений при решении системы 
(5.28) возрастает с ростом п значительно медленнее, чем в слу­
чае плотно заполненной матрицы коэффициентов. Метод про­
гонки позволяет эффективно решать системы типа (5.28) даже 
при очень большом п. 

Диагональное преобладание матрицы А позволяет легко 
оценить число обусловленности µ(А). Можно доказать [9], что 
µ(A)~llAll·max(l/r;), где r; определяются формулой (5.29). 

i 
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Поэтому если величина max 1а;;1 (min r;)- 1 невелика, то систе-
' i 

ма ( 5.28) хорошо обусловлена. 
Отметим частный случай, когда исходная сетка узлов 

имеет постоянный шаг h==:h;. Введем новую переменную t= 
= (x-xo)/h, имеющую стандартные узлы t;=i, где i=O, 1, ... , 
... , п. Шаг равен единице. На главной диагонали матрицы А 
стоят одинаковые числа 4, а соседние верхнюю и нижнюю 
диагонали составляют одинаковые числа 1. Столбец Ву в 
( 5.28) длиной п-1 заполняют увеличенные в 6 раз вторые ко­
нечные разности Л 2у;-1, i= 1, ... , п-1. Другими словами, каж­
дому узлу i (кроме крайних i=O и i=п) соответствует урав­
нение 

mн +4m;+m;+1 = 6(у;+1 - 2у;+ Ун) =6Л2ун. 

Дополнив решение системы таких уравнений моментами 
получаем по формуле (5.23) 

h2 h2 
ер; (t)= - m;_ 1 (i-t)3+- m; (t-i+ 1)3+ 

6 6 

+(Yi-1- ~ т1_ 1 )(i-t)+(Y1- h: m;)(t-i+l) 

(5.30) 

(5.27), 

(5.31) 

и t в (5.31) заменяем на (1/h) (х-х0 ), чтобы прийти к старой 
переменной. При решении локальных задач часто удобнее поль· 
зоваться непосредственно формулой (5.31), подставляя туда 
для каждой промежуточной точки х' соответствующее t' = 

=(1/h) (х'-хо). 

Пр им ер 5.4. 

х 

у . 
i . . 

1 
2 
о 

3 
5 
1 

5 
6 
2 

7 
3 
3 

С помощью кубического сплайна решить локальную задачу интерполяuии 
в точке х'=4. 

Решение. n=3, h=2, t=(l/2)(x-l). Система (5.28) согласно (5.30), 
имеет вид 

4m1+m2=-12 }=> m1=-l,6; m2=-5,б; mo=mз=O. 
m1+4m2=-24 

Интересующая нас точка t' = ( 1/2) ( 4-1) = 1,5 принаддежит отрезку 
[!, 2], имеющему номер i=2. По формуле (5.31) имеем 

ЧJ2(f)= 4,~;6 (2-f)З 4,~;6 (f-1)3+ 

+( 5+ 4' ~; 6 )(2-t)+( б+ 4' :; 6 )(t-1), 

f(4) ~ <р20,5) = 7,30. 
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С точки зрения экономии вычислений целесообразно форму­
лу (5.23) записать в виде (9] 

<Fi (х) = Yi-1 + х ~;i-i {(у; -Yi-1)-(xi-X) Х 

x[+m,_ 1(x;-x+h;)++mi(x+h;--x;_1) ]} , 

требующем выполнения лишь шестнадцати арифметических 
операций. Если же сплайном приходится пользоваться много­
кратно, то полезно вычислить и хранить в памяти ЭВМ коэф­
фициенты а 0 ;, ali, а2;, а 3 ; в записи кубического полинома по 
степеням (х-Х;- 1 ). Это можно сделать с помощью формул 
aoi =Ун; аи= [ (у;-ун) /h;]-(т;+2тн) Xh;/6; а2; = тн/2; 
aз,=(m;-mн)/6h;, i=l, 2, ... , п. 

Далее удобно воспользоваться схемой Горнера: 

<р;(х) =Yi-1 + U;(au+ U;(a2;+ U;a3;) ), И;=Х - Х;-1, 

требующей выполнения лишь шести арифметических операций. 
Кубические сплайны обладают хорошими аппроксимирую­

щими свойствами. Можно доказать, что если интерполируемая 
функция f непрерывна на отрезке [ха, Хп] вместе со своими 
первыми l производными (/=О, 1, 2, 3), то для погрешности 
справедливо неравенство 

(5.32) 

где С - неотрицательная константа, не зависящая от сетки; 
h - шаг сетки (для неравномерной - максимальное расстоя­
ние между соседними узлами). Одно из следствий - возмож­
ность использования схемы Рунге (см. § 7.5). Известны и бо­
лее точные оценки [3], [9]. 

§ 5.6. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ И КОЛЛОКАЦИ.Я НА ПЛОСКОСТИ 

В § 5.1 этой главы уже отмечалось, что в геодезической прак­
тике часто используется интерполяция функций именно двух 
переменных. Постановка задач аналогична уже разобранной. 
Только теперь интерполируемой функцией служит функция 
z=f(x,y), которую можно трактовать как плоское скалярное 
поле. Предполагается, что эта функция обладает определен­
ной гладкостью в заданной ограниченной замкнутой плоско­
сти D, но ее значения 21, ... , Zn известны лишь в отдельных 
точках Р 1 , ••• , Рп этой области, называемых узлами сетки. Со­
вокупность узлов определяет собой сетку той или иной конфи­
rур ации. 
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Рис. 14. Регулярная прямоуголь­
ная сетка 
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Рис. 15. Хаотичная сетка 

Сложность решения задач интерполяции на плоскости су­
щественно зависит от конфигурации узлов сетки. Мы рассмот­
рим две стандартные ситуации: а) в прямоугольной области 
задана регулярная прямоугольная сетка (рис. 14); б) в одно­
связной области D задана хаотичная сетка (рис. 15). 

Случай регулярной сетки. В случае регулярной сетки уже 
известная техника интерполяции функций одной переменной 
является обычно достаточной для решения локальных задач 
интерполяции и функций двух переменных. Так, на прямо­
угольной сетке удобна последовательная интерполяция. Пусть 
заданы zii=f(x;,y;), где i=O, 1, .. " т и j=O, 1, .. " п, и тре­
буется оценить значение f (х', у'). Сначала выполним одномер­
ную интерполяцию для каждой j-й строки и вычислим значе­
ния <р(х',у0 ), <р(х',у 1 ), "" cp(x',yz). Соответствующие точки на 
рис. 14 отмечены крестиками. Далее эти числа используются 
для интерполяции по столбцу х' для вычисления нужного чис­
л а ер (х', у'). По каждой переменной можно брать свое число 
узлов и пользоваться либо полиномиальной интерполяцией, ли­
бо сплайновой. Некоторым недостатком последовательной ин­
терполяции является завышение степени результирующего ин­

терполяционного полинома двух переменных. Например, если 
по каждой переменной выполнять линейную интерполяцию, т. е. 
пользоваться полиномом 1-й степени, то результирующий ин­
терполяционный полином двух переменных представит собой 
билинейную форму вида аа+а 1х+а2у+азху, т. е. будет уже 
полиномом 2-й степени. 

Можно построить и полином минимальной степени k, если 
использовать треугольную конфигурацию ближайших к точке 
Р' узлов в количестве (k+I) (k+2)/2. Так, при k= 1 интерпо­
ляционный полином двух переменных в форме Ньютона имеет 
для узлов (хо,Уо), (хо,У1), (х1,Уо) следующий вид (рис. 16): 

<р1(х, y)=Zoo+[xo, Х1; УоНХ-Хо)+ 

+[хо; Уа, Yi] (у- Уа), (5.33) 
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где разделенные разности представляют собой 

[хо, Х1; Уо] = (z10 - Zoo) j(x1 - Хо), 

[хо; Уо, У1] = (zo1 - Zoo) /(у1 - Уо). (5.34) 

Если привлечь еще три узла (х2, Уо), (xi, У1), (хо, У2), то 
k = 2 и соответствующий квадратичный полином <р2 (х, у) полу­
чается добавлением к <р 1 (х, у) еще трех слагаемых вида 

[хо; Уо, У1, У2Ну- УоНУ- У1) + 
+[хо, Xi; Уа, У1Нх- ха Ну- Уа)+ 

+[хо, Xi, Х2; УоНХ-ХоНХ-Х1). (5.35) 

Хорошие результаты получаются с помощью последова­
тельной интерполяции кубическими сплайнами. Построение ре­
зультирующей кусочно-бикубической функции подробно описа­
но в [12]. В результате получается кусочная функция <р(х,у), 
представляющая собой в каждой ячейке бикубический полином 
двух переменных и удовлетворяющая на границе области крае­
вому условию: вторая производная по внешней нормали равна 
нулю. Необходимый алгоритм подробно описан в работах '[3], 
{ 12]. 

Случай хаотической сетки. Коллокация как обобщение ин­
терполяции. Более сложными, но зато и более распространен­
ными на практике являются задачи интерполяции с хаотичной 
сетки. Обобщим рассмотренные выше задачи интерполяции. 
Более абстрактный подход к решению позволит получать ре­
шения более широкого, чем интерполяция, класса задач и при­
ведет к методу обработки разнородных измерений, чрезвычай­
но эффективному с точки зрения геодезических приложений. 

Пусть по-прежнему изучаемая функция f (Р) принадлежит 
некоторому множеству Н функций, обладающих в области D 
определенной гладкостью. На Н заданы п+l линейных ли­

нейно независимых функционалов 
L1, L2, ••• , Ln, F и известны значения 
первых п из этих функционалnв на 

f, т. е. известны числ а l; = Lif, где 
i= 1, ... , п. Рассмотрим следующие 
задачи: 

Рис. 16. Треугольная конфигу­
рация узлов для построения 

интерполяционного полинома 

минимальной степени 
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1) локальной коллокации, где 
надо указать способ, с помощью 
которого можно было бы приписать 
значению Ff некоторое «разумное» 
приближенное число; 

2) глобальной коллокации, в ко­
торой требуется восстановить функ­
цию f, т. е. найти такую аналитиче­
ски заданную функцию <р, которая 



fi;(x0) P,lx1J ~(х2 ) ~(х3) Рп(Хп) .Х: 

Рис. 17. Интерполяционная (1) и аппроксимирующая (2) кривые 

приближала бы f на D, а значения функционалов Li на <р сов­
падали бы с заданными числами l;, т. е. 

L;cp=L;f = l;; i= 1, ... , п. (5.36) 
Задание на Н функционала L означает задание определен­

ного правила, по которому каждой функции f из Н можно по­
ставить в соответствие единственное действительное число !J, 
например f f (Р) dD или f (Ро), где Ро - фиксированная точка 

D 
в D. Функционал последнего типа называется дельта-функцио­
налом и обозначается бр 0 (f). Понятия линейности и линейной 
независимости определяются стандартным образом [22]. 

3 а меч ан и е 5.5. Если участвующие в постановке задач 
функционалы L1, ••• , Ln, F есть дельта-функционалы бр 1 , •.. , 

••. , {)рп• бР'• соответствующие узлам сетки Р1, ... , Рп и проме­

жуточной точке Р' (рис. 17), то задачи коллокации называют­
ся задачами интерполяции. В частности, эти задачи совпадают 
с теми, которые рассмотрены в предыдущих параграфах главы 
(при D = [а, Ь]). Таким образом, интерполяция есть частный 
случай коллокации. 

Пр им ер 5.5. Пусть Н - множество всех функций, непрерывных на 
заданном отрезке D=[0,1]. О функции f (х) ЕН известно, что f (О)= 1, 
f'(l/2)=5, f"(1)=6. 

1 
Требуется: !) приближенно оценить значение f f (x)dx; 2) 

о 

функцию f (х) на (0,1]. 

восстановить 

П р и м ер 5.6. Пусть D - заданный район земной поверхности, кото­
рый допустимо считать частью плоскости. Даны точки Р1, Р2, Р3 , P'ED 
и результаты измерений силы тяжести в точках Р1 , Р2 и астрономической 
широты в точке Р3 . Требуется: 1) вычислить высоту квазигеоида в точке 
Р'; 2) восстановить в области D возмущающий потенциал. 

Числа l1, l2, l3 получаются вычитанием из результатов измерений соот­
ветствующих модельных значений, обусловленных нормальным гравитаци­
онным полем Земли, Н - сужение на D множества функций, гармонических 
вне Земли и регулярных на бесконечности. Степень гладкости функций из 
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Н обычно известна из предварительной статистической обработки различ­
ных характеристик реального гравитационного поля. Вид функционалов на 
rеопотенциале, определяющих понятия силы тяжести, астрономической ши­
роты, высоты квазигеоида представлен в [14]. 

Решение глобальной задачи коллокации сводится к реше­
нию системы п уравнений (5.36), которую запишем в виде 

Lf = l, (5.37) 

где L - столбец п исходных функционалов L;, l - столбец п 
заданных чисел l;. 

Система уравнений (5.37) имеет тот же смысл, что и си­
стема параметрических уравнений связи в ТМОГИ. Однако 
имеется и существенное отличие. В классической теории урав­
нивания в роли неизвестного всегда выступает некоторый ко­
нечномерный вектор (например, набор координат пунктов или 
поправок к приближенным координатам). Теперь же неизвест­
ной является функция, представляющая собой в общем случае 
элемент бесконечномерного пространства. Разумеется, если до­
полнительно известно, что Н представляет собой множество 
полиномов, степень которых не превышает заданную т, то Н 
конечномерно и всякий элемент из него описывается не более 
чем т+ 1 числами - коэффициентами полинома. 

Упражнение 5.1. Решить задачи, сформулированные в примере 5.5 
при условии, что Н - множество полиномов, степень которых не превы­
шает 2. 

Ответ: решение единственное, ср(х) =f (х) = 1+2х+Зх2 ; F(f) =3. 
Однако произвольную функцию нельзя описать конечным 

набором параметров. Каким бы большим, но конечным ни бы­
ло число п, количество уравнений в (5.37) будет меньше, чем 
число неизвестных. Поэтому систем а ( 5.37) имеет бесчисленное 
множество решений. Обозначим это множество через L -1. Вся­
кая функция из него решает задачи коллокации, и для выде­
ления какого-то одного решения необходима дополнительная 
информация. В предыдущих параграфах эта информация со­
стояла в указании конкретного класса функций, из которого 
выбирались решения (полином заданной степени, кубический 
сплайн). Теперь мы распорядимся имеющейся неопределен­
ностью решения более целенаправленно. На основании физи­
ческого смысла задачи коллокации обычно удается назвать 
некоторый функционал Фср, срЕН, характеризующий меру ка­
чества коллокации: чем меньше значение этого функционала 
на элементе cpE.L-11, тем этот элемент предпочтительнее. Есте­
ственно поэтому из всевозможных функций ер, удовлетворяю-

щих условиям коллокации ( 5.36), выбрать такую ~. которая 
обеспечивает минимум функционалу качества 

~(P)=argmiп Фср ~ f(P). (5.38) 
cpEL-t 
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Требования ( 5.36), ( 5.38) определяют общий принцип ре­
шения глобальных задач коллокации, в частности интерполя-

ции (см. замечание 5.5): надо найти в Н такую функцию ~(Р), 
на которой значения исходных функционалов L 1, ••• , Ln совпа­
дают с заданными числами 11, ••• , ln, а значение функционала 
качества минимально, т. е. 

L;~=Lif = l;, i= 1, ... , п, Фq,=min. (5.39) 

Функция ~ (Р), удовлетворяющая условиям (5.39), называет­
ся коллокационным (интерполяционным) сплайном. 

Если глобальная задача решена, то решение локальной 
задачи получается совсем просто: 

Ff ~ F~. (5.40) 

Вид функционала качества должен назначаться из инже­
нерных соображений, основанных на понимании прикладного 
значения решаемой задачи. Однако вид Ф играет важную роль 
и с математической точки зрения, поскольку решение должно 
быть единственным. Укажем два вида наиболее простых функ­
ционалов качества, для которых доказаны существование и 

единственность решения задач коллокации и которые пригод­

ны для решения широкого круга двумерных геодезических 

задач: 

Фср= SS[( ::~у +2 (:::у у+(::; )2] dD, (5.41) 

D 

Фср= JJ[(vcp)2+( :: )2 +( :: )2]dD, (5.42) 
D 

где v>O- числовой параметр. 

Наиболее полно и просто задачи коллокации формулируются в терми­
нах теории гильбертовых пространств. (Для понимания требуются лишь про­
стейшие понятия этой теории, с которыми можно познакомиться в работах 
[14) и [22).) 

Пусть Н1 , Н2 -два гильбертовых пространства, Т:Н2 --1>-Н2 -линейный 
ограниченный оператор, действующий из Н1 в Н2. Над пространством Н1 
задана линейно независимая система линейных ограниченных функционалов 
L1 (i=l, .. "n). В качестве решения глобальной задачи коллокации (интер­

поляции, см. замечание 5.5) выбирается такой элемент ~ЕН1, который удов­
летворяет двум условиям: 

(5.43) 

где символы (L;*,~)н1 , (Т~,Т~)н2 обозначают скалярные произведения в 
пространствах Н1, Н2 соответственно; 11- наперед заданные числа, i= l, ... , п; 
L1• - элементы пространства Н1, которые являются представителями функ-
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ционала L1 в смысле теоремы Рисса о представлении линейного функциона­

ла в гильбертовом пространстве. Функция ~. удов.~етвор:·!Ющая условиям 
(5.43), называется J(Оллокационным (интерполяционным) сп:rийно~1. 

В общем случае оператор Т может иметь ненулевое ядро. Это означа­
ет, что величина 11Тер11н 2 является полунормой в пространстве Н 1. Зна-

чит, ~ - такое решение уравнения (5.37), которому соответствует мини­
мальная полунорма. Решения подобного рода называют Т-нормальныJtш 
[20). Формулировки и доказательства теорем о существовании и единствен­
ности коллокационных сплайнов в зависимости от Н 1 , Н2, Т приведены в 
[3]. В качестве Н 1 и Н2 обычно используются пространства Соболева W2q(D). 
Они являются гильбертовыми и состоят из функций пространства L2 (D), 
которые имеют в D суммируемые с квадратом обобщенные производные 
до порядка q ВJ(Лючительно, причем W2°= L2. Скалярное произведение в 
таком пространстве определяется формулой 

S q дl а 1 и а' а 1 tl 
(u,v)1vK = ~ ~--------dD, 

."'- ."'- дха~ дуа2 дха~ дуа2 
D!txi=O(ct) 

(5.44) 

где lctl =ct1+ct2, а1:;,.О, ct2:;,.0, а !: обозначает суммирование по всем про-

взводным порядка 1а1 · 
1а1 

В качестве оператора Т обычно используется дифференциальный р-го 
порядка оператор вида 

Ти= vРи= {-- f р ! v ct1!ct2! 
(5.45) 

ct1+ct2= la:I =р, осуществляющий отображение Н1 = W2q, q~p в пространство 
13 

обобщенных градиентов Н2= .п L2 (D), где ~ - количество раз.1ичных пар, 
t=l 

ct1:;,.0, ct2:;,.0, для которых а: 1 +а:2=р. При этом 

11Ти11 2н11 = j0 Р 1 l1 дРи ) 2 dD (5,46) 
D cti ! Gt2 ! дха~ дуа.2 • 

Если р=О, то Т=Е-единичный оператор, H1=H2=W2q. 
В частности, функционал (5.41) получается по формулам (5.43), (5.45), 

(5.46) при р= q=2. Прообразом оператора Т служат элементы W2 2 (D), 
а образом является тройка функций 

д2rр/дх2 , -У2iJ2и/дхду, д2и/ду2_ 

Функционал (5.46) с v= 1 получается по тем же правилам при р=О, 
q=I, Т=Е, H 1=H2 =W2'. Это справедливо и для функций с количеством 
переменных, отличным от двух. Так, для функций одной переменной f (х) 
с D=[x0,Xn] задача коллокации (5.47) с L;f=f(x;), i=1,.",n и оператором 
р-кратного дифференцирования Т, действующего из W23 в L2, совпадает с 
интерполяционной задачей построения полиномиального сплайна (р+ 1 )-й 
степени под условием (5.21) (см. замечания 5.4, 5.5). При р=2 решением 
задачи служит кубический сплайн. 

Теорема 5.7. Для существования и единственности решения 
двумерной (т. е. на плоскости) задачи глобальной коллокации 
( 5.39), (5.41), ( 5.42) необходимо и достаточно, чтобы среди то­
чек р 1 , ••• , Рп нашлись три, не лежащие на одной прямой. До­
казательство приведено в [3]. 

Коллокационный (интерполяционный) сплайн минимальной 
нормы. Обсудим вопросы построения ко,1локационноrо (интер-
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поляционного) сплайна. Сначала рассмотрим задачу (5.39). 
( 5.42). Вид функционала ( 5.42) связан с тем множеством Н, 
среди функций которого предполагается искать решение. 
В данном случае множество Н удобно трактовать как гильбер­
тово пространство W21 (D) [см. выражение (5.44)] с q= 1. 
W2 1 (D) достаточно понимать как бесконечномерное евклидово 
пространство дифференцируемых в D функций двух перемен­
ных со скалярным произведением 

(u,v)=S(v 2uv+.!!!._ ди +.!!!.__ ди )dD, v=f= О. (5.47) 
дх дх ду ду 

D 

При этом функционал (5.42) является квадратом нормы llcpll 2 

в этом пространстве. Следовательно, коллокационный сплайн 

~. удовлетворяющий условиям (5.39), является решением си­
стемы (5.37), имеющим в пространстве Н = W21 (D) минималь­
ную норму. Решение минимальной нормы называется нормаль­
ным решением. Таким образом, коллокационным сплайном, 
разрешающим в Н глобальную задачу коллокации, является 
нормальное (по метрике Н) решение системы уравнений (5.37). 

Линейная система уравнений (5.37), как уже отмечалось, 
имеет бесчисленное множество решений. Это равносильно то­
му, что соответствующая приведенная (однородная) система 
Lcp=O имеет не только нулевые решения, так же как в случае 
системы линейных алгебраических уравнений. Множество всех 
таких решений называется ядром оператора L и обозначается 
Ker L. Линейные функционалы L1, ... , Ln, составляющие опе­
ратор L, не чувствительны к функциям из ядра, т. е. добавле­
ние к какому-либо решению системы (5.37) любой функции из 
Ker L не отражается на исходных числах /1, ••• , ln. Нормальное 
решение принадлежит так называемому ортогональному допол­

нению к Ker L, которое обозначается KerJ_ L и заполнено та­
кими функциями из Н, что каждая из них ортогональна любой 
функции из Ker L. Множество Kerl.L представляет собой п-мер­
ное подпространство пространства Н. Базисные элементы этого 
подпространства будем обозначать L;* и называть их предста­
вителями исходных функционалов L;, i= 1, ... , п. 

Строгое доказательство указанных фактов приведено в ра­
ботах [14], [16]. Всякому линейному ограниченному на Н 
функционалу F можно поставить в соответствие единственную 
функцию F* (Р), PED из Н такую, что значение F на любой 
функции <р из Н можно вычислить как скалярное произведение 
в Н функций <р (Р) и F* (Р), т. е. 

F<p= (F*, <р). (5.48) 
Такая функция F* (Р) и называется представителем функцио­
нала F. Ниже будет указан простой способ нахождения пред­
ставителя по виду функционала. 
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Итак, нет необходимости искать нормальное решение во 
всем бесконечномерном пространстве Н, достаточно найти его 
в п-мерном подпространстве Kerl.L. Существуют такие числа 
а1, ... , ап, что 

(5.49) 

и задача сводится к нахождению этих чисел, являющихся ко­

ординатами коллокационного (интерполяционного) сплайна 
наименьшей нормы в базисе ортогонального дополнения к яд­
ру исходных функционалов. 

Подействуем на обе части равенства ( 5.49) функционалом 
Li, i = 1, .. " п и, учитывая ( 5.36), получим 

(5.50) 

Если предположить, что представители функционалов извест­
ны, то числа L;L/, i, j = 1, ... , п легко вычисляются. Поэтому 
совокупность уравнений (5.50) представляет собой систему п 
линейных алгебраических уравнений с п неизвестными а 1 , ••• , 

•.. , ап. 

Запишем эту систему в матричном виде 

Ga=l, (5.51) 
пхп nxl nxl 

где G=g;j, а gij=L;Lj*, i= 1, ... , п, j= 1, ... , п, ат= (а1, ... , Gn). 
Можно доказать, что матрица G симметрична и положительно 
определена. Поэтому система (5.50) имеет единственное реше­
ние. Для нахождения его в общем случае удобно пользовать­
ся методом квадратного корня. Подставляя а в (5.49), получа­
ем окончательное решение глобальной задачи коллокации 

~ п 

qJ(P) = ~ aiL;*(P) = 
i=I 

=L*(P)G-1l=A(P)l= 
lxn пхп nXI nxl 

=A(P)Lf= Пf, (5.52) 

где представители L;*(P), i=l, ... , п являются некоторыми 
заранее определенными функциями двух переменных, L* (Р) -
строка представителей, Л(Р) =L* (Р) G-1. 

Функции Л1 (Р), ... , Ап(Р), составляющие строку Л(Р), 
являются новым базисом в KerJ. Lc:.H. Его спецификой явля­
ются следующие равенства: 

L;A·(P)= { 1, если ~=j;. 
1 О, если i =1= 7, 

(5.53) 

так что базисный элемент А (Р) - функция влияния функцио­
нала L;. Базис со свойствами (5.53) называется базисом Лаг­
ранжа, соответствующим функционалам L1, ••• , Ln на множе-
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стве Н. Мы уже имели дело с подобным базисом в условиях, 
когда все исходные функционалы есть дельта-функционалы 
(частный случай коллокации - интерполяция, см. замечание 
5.5), а Н - множество полиномов, степень которых не превы­
шает заданную [см. формулы (5.13)-(5.15)]. 

Если L- в (5.38) трактовать как оператор En-+ W2q, псевдообратный 
к оператору L системы (5.37), то Л(Р) является главным псевдообратным 
оператором L +, поскольку он переводит исходный числовой столбец l в ре­

шение~ минимальной нормы в пространстве H=W2q:'q;=L+l. 
Оператор П=Л(Р) L=L+L является проектором из пространства W2q 

в его подпространство Ker.LL. Легко проверить непосредственно, что ПХП= 
=П2=П. Это означает, что на Ker .L L оператор П является тождественным: 
если изучаемая функuия f принадлежит Ker .L L, то нормальное (главное 

псевдообратное) решение ~ в точности совпадает с истинным решением f. 
При этом решение локальной задачи окажется безошибочным, т. е. 

Ker(F-F)=Ker.L L для VFr=.H*. 

Итак, решение глобальной задачи коллокации (интерполя­
ции) рекомендуется выполнять в следующем порядке. 

1. Составить функции L1* (Р) , ... , Lп* (Р), являющиеся пред­
ставителями исходных функционалов в избранном простран­
стве Н. 

2. Заполнить квадратную матрицу G элементами gii= 
пхп 

=LiL/(P), i= 1, .. " п, j= 1, .. " п. 
3. Решить систему (5.51) методом квадратного корня. 
4. Решение глобальной задачи записать в виде первого ра­

венства (5.52). 
5. Решение локальной задачи имеет вид (5.40). 
Следующие две теоремы раскрывают -~ттимальные свойства 

рекомендованного глобального решения t:p минимальной нормы 
с точки зрения решения лока-!lьной задачи (5.40). 

Теорема 5.8. [7]. Выберем какое-нибудь положительное чис-
ло С~ ll;pll и на каждом решении cpEL-l, удовлетворяющем ус­
ловию llcpll ~С, вычислим значение любого линейного ограни­
ченного функционала F. Множество всех полученных чисел об­
разует отрезок на числовой оси. Длина этого отрезка зависит от 
вида F и величины выбранной константы С, но серединой отрез­
ка всегда служит значение F именно на ~. 

Прежде чем сформулировать следующую теорему, вспомним, 
что линейное пространство может быть заполнено различными 
математическими элементами. Пусть Н* - множество всех ли­
нейных функционалов, которые на любой функции t:p из Н огра­
ничены. Легко убедиться, что такое множество является линей­
ным пространством. Ограниченность функционала F на Н озна­
чает существование такой константы С>О, что FqJ~ С· ll(fJ 1 для 
всякой функции t:p из Н. Наименьшая такая константа называ­
ется нормой функционала и обозначается llFll. Из определения 
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представителя (5.48) и известного неравенства Коши - Буня­
ковского следует, что 

11Fllн•=11 F* llн. (5.54) 

Нижний индекс указывает, в каком пространстве считается нор­
ма. Таким образом, Н* - нормированное пространство и мера 
близости двух функционалов F1 и F2 из Н* определяется числом 
llF1-F2/I. Норма (5.54) позволяет ввести скалярное произведе­
ние в Н* по правилу 

(F1, F2)н• =(F1*, F2*)н. (5.55) 

Теорема 5.9. Определим приближенный функционал f ~F, 
разрешающий локальную задачу коллокации (5.44), равенством 
F(f) =F(~). 
Тогда 

11 F - F 11 =min (5.56) 

по сравнению с любыми другими функционалами F из п-мер­
ного подпространства в Н*, натянутого на исходные линейно 

независимые функционалы L1, ••• , Ln. Другими словами, F яв­
ляется элементом наилучшего линейного приближения [22] к F 
по метрике Н* из заданного подпространства. 

Теорема 5.10. Обозначим F(P)-~(P) =v(P)E Ker L в силу 
( 5.39). Справедливо равенство (обобщенная теорема Пифагора) 

11~112+11 v 112=11f11 2. 

при этом 

11v11=11 f-cp ll=min (5.57) 

по сравнению с любыми другими функциями из п-мерного под­

пространства Kerl.Lc.H. Таким образом, ~ является элементом 
наилучшего линейного приближения [22] к f по метрике Н из 
заданного подпространства (см. § 6.1). 

Заметим, что все другие функции из KerJ.L, отличные от ci. 
не удовлетворяют условиям коллокации ( 5.39). Доказательство 
можно найти в работе [ 14]. 

Построение нормального решения задач коллокации (интер­
поляции) с помощью воспроизводящего ядра. Переходим теперь 
к вопросам практичесrшй реализации схемы вычислений, кото­
рая указана выше. 

Основная трудность заключается в выполнении 1-го пункта. 
Однако все упрощается, если для пространства Н, которому 
принадлежит изучаемая функция f (Р), PED, известно так назы­
ваемое воспроизводящее ядро. Воспроизводящим ядром назы­
вается такая симметричная функция Я (Р, Q) двух точек 
Р, QED, которая обладает двумя свойствами: 
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а) если Q - любая фиксированная точка D, то Я (Р, Q) как 
функция точки Р принадлежит Н; 

б) значение любой функции срЕН в произвольной точке Q 
имеет вид 

cp(Q)=(cp(P), ЯСР, Q)), (5.58) 

что выражает воспроизводящее свойство ядра. 
Здесь при вычислении скалярного произведения по формуле 
( 5.4 7) текущей точкой интегрирования служит Р. 

Пр им ер 5.7. Пусть D=[-1,1], а Н - множество всех по.111номов 
на D, степень которых не превышает единицу. Введем на Н ска.1ярное 

- 1 
произведение по правилу (и, v) = f и (х) v (х) dx. Таким образом, Н - дву­

-1 
мерное евклидово пространство, а воспроизводящим ядром является 

Я(х, s)=l/2+(3/2)xs. где Х, sE[-1,1]. Проверьте это по определению. 
Пр им ер 5.8. Пусть D=[-л, n], а Н - множество всех функций. диф­

ференцируемых на D. Введем скалярное произведение по правилу (и, v) = 
11 

= f (v2u(x) xv(x)+u'(x)v'(x))dx, где v+O. Таким образом, Н- бесконеч· 
-11 

номерное евклидово пространство W21 ([-л, л]). Воспроизводящее ядро су­
ществует и равно [7] 

я (х, s)= l
chv(л-s)chv(л+x) t 

при -л ~ х ~ "~ л; 
v sh (2лv) 

ch v (n + s) ch v (n - х) 
при -л ~ ~ ~ х ~ л, 

vsh(2лv) 

Где Х, sE[-n, Л]. 
Пр им ер 5.9. Пусть D- квадратная область -n<X<n, -n<Y<:rt, 

Н = W2' (D) со скалярным произведением (5.47). Воспроизводящее ядро су­
ществует и равно [7] 

1 1 
Я (Р, Q)= Я (х, у; s, rJ)=-4 2 2 +-2 2 х 

лv n 

00 

1 1 
cos 2 k (х - n) cos 2 k (s - л) 

v2 + k2/4 + х~ 
k=I 

1 00 

+ 2n2 ~ 
m=I 

1 1 
cos 2 т (у - n) cos 2 т (ri- n) 

------------+ 
v2 + т2/4 

1 1 1 1 
оо оо cos-k (х - n) cos-k (~ - :п:) cos-m(y - :п:) соs-т(11 - л) 

1 '""'"" 2 2 2 2 +~ ~ ~ v2 +k2/4+т2/4 
k=I m=I 

3 а меч а ни е 5.6. С помощью масштабного множителя пе­
ред переменными отрезок [-л, л] в примере 5.8 и квадрат 
[-л, л; -л, л] в примере 5.9 легко преобразовать к любомудру-
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гаму отрезку числовой оси и соответственно к любому другому 
прямоугольнику, стороны которого параллельны координатным 

осям плоскости х, у. 

Следующие теоремы раскрывают основные свойства воспро­
изводящего ядра и его роль в решении задач коллокации. 

Теорема 5.11. Для того чтобы гильбертово пространство Н 
имело воспроизводящее ядро, необходимо и достаточно, чтобы 
ер (Р) было ограничено для всякой функции ер из Н и для вся­
кой точки Р из D. 

Теорема 5.12. Если в Н существует воспроизводящее ядро, то 
оно единственно и связано с элементами е; ( Р), i = 1, 2, ... орто­
нормированного базиса пространства Н формулой 

00 

Я (Р, Q) = ~ e;(P)e;(Q), 
i=I 

где Р, Q е:: D. 

У п р а ж н е н и е 5.2. Пользуясь последней формулой, проверьте ре­
зультат примера 5.7. 

Теорема 5.13. Представителем L;* (Р) линейного ограничен­
ного функционала L;, i = 1, ... , п в пространстве Н с воспроиз­
водящим ядром Я (Р, Q) служит функция L;Я (Р, Q), получен­
ная действием функционала L; на ядро по одной из точек (ре­
зультат действия, например, по точке Q удобно обозначать 
Я (Р, L;)). Другими словами, L;* (Р) =Я (Р, L;). В силу симмет­
рии ядра, функции Я (L;, Q) и Я (Р, L;) -одно и то же. Дока­
зательство приведенных теорем и другие подробности исполь­
зования воспроизводящих ядер можно найти в работах [14], 
[ 16]. 

Пр им ер 5.10. Зафиксируем на отрезке Г-1,1] точку х= 1/2 и рассмот­
рим дельта-функционал б 1 ;2<р=<р{l/2) в условиях примера 5.7. Его предста­
вителем служит полином 6 112Я (х, ~)=Я (х, 1/2) = 1/2+Зх/4=6*1/2(х). 

Упражнение 5.3. По данным примера 5.7 найти представителя 
1 

функционала Lfi= J u(x)dx. 
-1 

Ответ: L*(x)""'l. 

Итак, если воспроизводящее ядро известно, то теорема 5.13 
полностью решает вопрос о нахождении в Н представителей 
L;* (Р) исходных функционалов L;, i= 1, ... , п. Следует отме­
тить, что если скалярное произведение (5.51) задано, то найти 
воспроизводящее ядро в случае области D произвольной формы 
довольно затруднительно. Поскольку скалярное произведение 
( 5.51) задано априори, используют стандартную область в виде 
прямоугольника (см. результаты примера 5.9 с учетом замеча­
ния 5.6). На практике часто поступают наоборот: сначала зада­
ются удобным для вычислений воспроизводящим ядром. Приме­
ром служат следующие положительно определенные функции 
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двух точек Р и Q плоскости, зависящие только от расстояния r 
между этими точками: 

Я(r)=D( 1+_..с._ _ __ё__)ехр(-_!__), (5.59) 
µ 2µ2 µ 

Я (r) =D(l +r2/µ2 )-m. (5.60) 

В этом выражении D и µ - свободные параметры, причем 
D>O, m= 1/2,1 или 3/2. 

Положительная определенность ядра обязательна и состоит 
в том, что соответствующее двумерное преобразование Фурье 
должно быть неотрицательным. Ядра, зависящие только от рас­
стояния между точками, называются изотропными. Для них 
упомянутое преобразование имеет вид: 

.ffiffi)= f Я(r)J0 (ffir)rdr, ffi~O, ( 5.61) 
о 

и называется преобразованием Ганкеля. Здесь !0 (х) - функция 
Бесселя нулевого порядка. 

Ядро (5.60) удобно для решения коллокационных задач фи­
зической геодезии (см. пример 5.6), поскольку при т = 1/2 или 
3/2 оно легко продолжается в верхнее полупространство z> О 
функциями соответственно 

Я(Р,Q)= 
Dµ 

(r2 + aip/2 

или 

Я (Р, Q)= 
Daµ2 

(r2 + аз)з/2 ' 

гармоническими по каждой точке. Здесь a=z(P) +z(Q) + µ, 
z(P) - аппликата точки Р. 

Если определить Н как пространство, для которого выбран­
ная положительно определенная симметричная функция двух 
точек служит воспроизводящим ядром, то вид соответствующе­

го скалярного произведения остается, как правило, неизвест­

ным*. Но для вычислений он и не нужен. В самом деле, со­
гласно схеме вычислений и теореме 5.13, решение глобальной 
задачи коллокации имеет вид: 

f(P) ~ ~(Р) = Я(Р,L)Я-1 (L, L)l. (5.62) 
Ixn пхп nxl 

Для решения локальной задачи нет необходимости получать 

* Величина q в (5.44) устанавливается в зависимости от скорости убы­
вания функции типа (5.61) с увеличением ю. 
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~ (Р) в явном виде и только затем пользоваться формулой 
(5.40). Удобнее сразу воспользоваться формулой 

Ff ~ F~=Я<F, L)Я- 1 (L, L)l. (5.63) 
Ixn пхп nxl 

Здесь Я (Р, L) = L* (Р) - строка п функций Я (Р, L;), полученных 
действием исходного функционала L;, i= 1, ... , п на ядро 
Я (Р, Q) по точке Q; Я (F, L) - строка п чисел, полученных дей­
ствием функционала F на функции Я (Р, L;); Я (L, L) = G- квад­
ратная размера [nXn] матрица, (i, j)-позицию в которой зани­
мает число &ii =Я {L;, Li), полученное действием на ядро функ­
ционалом L; по точке Р и функционалом Li по точке Q. 

Упражнение 5.4. Пусть изучаемая функция y=f (х) принадлежит 
пространству Н = W2'[-n, n], описанному в примере 5.8. Исходными числа­
ми служат пять значений l1=L1f=f (х1), где x1=-n+i(n/2), i=O, 1, 2, 3, 4. 
Пользуясь теоремой 5.13, найдите представителей L1*(x), L2*(x) функциона­
лов L1 = f (-л/2), L2 = f (О) и убедитесь, что на пересечении второй строки 
и третьего столбца матрицы G стоит число g2,s= (L 1, L2)*=Я(L1, L2) = 
=Я (-n/2,0) =ch (vn/2) · ch (vn)/ (v· sh (2vл)). Действуя аналогично, сформи­
руйте матрицу G=Я.(L, L) размера [5Х5] и убедитесь, что ее обратная 
матрица G- 1 =Я.- 1 (L, L) будет трехдиагональной. Позиции 1.1 и 5.5 ее 
главной диагонали занимают числа ch (vn/2), остальные элементы главной 
диагонали в 2 раза больше. Все элементы двух соседних диагоналей рав­
ны -1. 

Ул раж не ни е 5.5. По данным упражнения 5.4 оцените значение 
n 

функционала Ff= f f(x)dx, пользуясь алгоритмом (5.63). 
-n 

От в е т: Я (F, L) представляет собой строку из пяти одинаковых чисел 

'11-2; Ff=2v-1th(vn/4) X[(lo/2)+l1+!2+lз+(l4/2)]. 

Точность можно оценить только в терминах воспроизводяще­
го ядра. Необходимая для этого формула имеет вид 

11F-F112 =Я(f, F) -
IXI 

-Ят(L, F)Я- 1 (L, L)Я(F, L). (5.64) 
lxn пхп nxl 

Левая часть этого выражения - стандартная мера близости 

приближенного функционала F, определенного равенством в 
теореме 5.9 и разрешающего локальную задачу коллокации от­
носительно участвующего в ней функционала F; Я (f, F) обо­
значает число, полученное действием функционала F на ядро 
Я (Р, Q) дважды (один раз по точке Р и один раз по точке Q). 

Полезно отметить, что Я (L;, Li) является скалярным произ­
ведением функционалов L; и Li в пространстве Н*: 

(L1, L1) =Я(L1, L1), (5.65) 

Это следует из ( 5.55), определения представителя ( 5.48) и вос­
производящего свойства ядра (5.58). Поэтому G в (5.51) есть 
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матрица Грама для исходных функционалов в Н*. Следствием 
положительной определенности воспроизводящего ядра являет­
ся положительная определенность квадратичной формы, вычи-

таемой в правой части равенства (5.64). Поэтому число llF-fll, 
являющееся мерой точности решения локальной задачи в соот­
ветствии с метрикой избранного пространства Н, обязательно 
уменьшается с увеличением п. 

Функционал F позволяет приписать искомому числу F (f) 
разумное приближение Ff=F~. Число Л= (F-F)f=F(f-cp) 
представляет собой истинную ошибку аппроксимации (если 
F=L;, i=1, ... , п, то Л=О). Следующее неравенство устанавли­
вает предельную ошибку такой аппроксимации: 

1 л 1 ~ 11 F - ft 11 ( 11 f 112 - 11 ~ 112)'!., (5.66) 

где первый сомножитель правой части определяется формулой 
(5.64), норма нормального решения глобальной задачи колло­
кации определяется формулой 

11~112=zтя- 1 (L, L)l, (5.67J 
IXn nXn nxl 

а норма интерполируемой функции должна оцениваться по до­
полнительной информации. Второй сомножитель правой ча.сти 
неравенства (5.66) является характеристикой точности решения 
глобальной задачи. 

Обратите внимание на условия минимума (5.56) и (5.57) для 
обоих упомянутых сомножителей. Доказательства можно найти 
в работе [14]. 

Статистически оптимальная коллокация (интерполяция). 
Все характеристики точности решения задач коллокации пред­
ставляют собой меру близости в терминах нормы того или 
иного пространства. Можно ли придать им привычный для гео­
дезистов смысл средних квадратических ошибок и дисперсий? 
Можно, если в качестве воспроизводящего ядра Я (Р, Q) взять 
ковариационную функцию К (Р, Q), характеризующую статисти­
ческую структуру изучаемой детерминированной функции f (Р): 

Я(Р, Q) = К(Р, Q). (5.68) 

В основе такого подхода лежит ковариационный анализ не­
случайных функций. Математическое ожидание М при этом опре­
деляется как усреднение не по ансамблю реализаций, как в тео­
рии случайных полей, а по рассматриваемой области D задания 
изучаемой функции 

Mf = ;D 5 S f (х, у) dxdy, (5.69) 

D 

где Sn - площадь D. 
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Если Mf =0, то говорят, что скалярное поле, определяемое в 
D функцией f ( Р), PED, центрировано. В этом случае диспер­
сия Df поля определяется соотношением 

Df =M(f2 ). (5.70) 

Ковариационный момент, соответствующий точкам Р, QED, 
вводится как функция только расстояния r между этими точка­
ми по правилу 

КСr) =M(f(P)f(Q)), (5.71) 

причем усреднение предполагается для всевозможных пар точек 

области D, удаленных на фиксированное расстояние r. 
Практически обычно задаются последовательностью значе­

ний r;=iЛr, i=O, 1, 2, ... ·с некоторым шагом Лr>О. Для каж­
дого r; определяется эмпирический ковариационный момент 

R (r;) как среднее произведение всех доступных значений изу­
чаемой функции, удаленных друг от друга на расстояние 
(i-l/2)Лr~r;< (i+ 1/2)Лr. Полученные эмпирические моменты 
сглаживаются подходящей положительно определенной функ­
цией К (r). Использование для этого функций вида ( 5.59), 
(5.60) состоит в подборе таких значений свободных парамет­
ров D и µ, при которых функция K(r) наилучшим образом со-
гласовывается с эмпирическими моментами R (r;). Параметр D 
играет роль дисперсии изучаемого поля (функции f (Р)), а µ 
однозначно связан с радиусом корреляции. Чем больше D и 
меньше µ, тем сложнее структура изучаемого поля с точки зре­
ния задач коллокации (интерполяции). 

Зависимость ковариации только от расстояния постулирует 
изотропность изучаемого поля. Известны 11 более сложные ме­
тоды, позволяющие отыскивать ковариацию как функцию не 

----+ 
только расстояния, но и азимута направления PQ [14], [18]. 

Полученная тем или иным методом ковариационная функция 
и выбирается в качестве воспроизводящего ядра. Можно дока­
зать, что в условиях (5.68) скалярное произведение (5.55), 
(5.65) в Н* двух функционалов L;, Li приобретает смысл кова­
риации cov(l;, li) между значениями !;, li этих функционалов на 
изучаемой функции f (Р), т. е. 

(L;, Li)=Я(L;, Li)= 

(5.72) 

Поэтому, в частности, 

11Li11 2 =ЯCLi, Li) =ai2=MCli2 ), (5.73) 

где а;2 -дисперсия величины l; и матрица Я(L,L)=Gв(S.51)­
ковариационная матрица исходных значений 11, ... , ln. 
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Мера точности llF-Fll 2, определяемая формулой (5.64), 
представляет собой дисперсию ошибки Л, а llF-Fll есть сред­
нее квадратическое значение этой ошибки. Это делает особенно 
ценным указанное выше свойство оптимальности (5.56). Таким 
образом, описанный метод решения задач коллокации (интерпо­
ляции) в условиях (5.66) является статистически оптимальным 
и совпадает с известным в ковариационной теории случайных 
функций методом оптимального линейного прогноза [ 19]. Нель­
зя забывать, что смысл использованных понятий «дисперсия» 
и «средняя квадратическая ошибка» полностью определяется 
смыслом математического ожидания (5.69) и отличается от этих 
терминов в традиционной теории вероятностей применительно 
к случайным ошибкам измерений. В рассматриваемой ситуации 
эти ошибки отсутствуют, а дисперсия ошибки Л (Р) аппрокси­

мации заданного дельта-функционала бРf~~ (Р) представляет 
собой средний квадрат функции ошибок Л (Р) по исходной обла­
сти определения [ 14]. 

Решение задач коллокации с воспроизводящим ядром, кото­
рое отражает структуру ковариационной функции лишь прибли­
женно, напоминает уравнивание с неточными весами - оконча­

тельные оценки остаются несмещенными, но дисперсия их воз­

растает. 

Подведем итоги решения задач коллокации (интерполяции) 
в заданном пространстве Н с помощью сплайна минимальной 
нормы. 

Сплайн минимальной нормы есть нормальное решение си­
стемы функциональных уравнений (5.37). 

Дана общая схема вычислений решения задач коллока­
ции. 

Для практической реализации этой схемы необходимо вос­
производящее ядро пространства Н. 

Если ядро известно, то решение глобальной задачи дает 
выражение ( 5.62), решение локальной задачи имеет вид ( 5.63), 
оценивание точности может быть выполнено по формулам 
(5.64), (5.66), (5.67). 

В условиях (5.68) решения задач коллокации становятся 
статистически оптимальными. 

Возможность оценить точность решения в терминах сред­
них квадратических ошибок является одним из важнейших до­
стоинств средней квадратической коллокации с точки зрения 
геодезических приложений. 

Наиболее трудоемкой численной операцией является ре­
шение системы п линейных алгебраических уравнений (5.51), 
где п- количество исходных данных. Недостатком метода яв­
ляется то, что матрица коэффициентов в общем случае пол­
ностью заполнена. 
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Если п велико, то решение выпо.ТJнимо лишь в том случае, 
когда тем или иным способом удается упростить структуру мат­
рицы коэффициентов системы ( 5.51), например сделать ее лен­
точной. Один из возможных путей в этом направлении состоит 
в таком преобразовании изучаемой функции, после которого со­
ответствующее воспроизводящее ядро Я (Р, Q) быстро убывает 
с увеличением расстояния между точками Р и Q. Это приводит 
к большому количеству нулей в матрице коэффициентов и за­
метно упрощает решение соответствующей системы. Другим си­
стематичес1шм приемом разрежения матрицы системы, подлежа­

щей решению, является метод конечных элементов, изложенный 
в§ 6.6. 

С увеличением п обусловленность матрицы коэффициен­
тов системы (5.51) заметно ухудшается. Это приводит к неус­
тойчивости решения задач коллокации в том смысле, что незна­
чительные изменения элементов матрицы коэффициентов или 
правой части системы ( 5.51) вызывают недопустимо большие 
изменения конечных результатов решения. То же происходит и 
в случае сравнительно небольшого п, но при наличии среди ис­
ходных функционалов L;, близких к линейной зависимости друг 
от друга. Примером может служить интерполяция в плоской 
области с явно неравномерно расположенными в ней узлами 
(все узлы близки к одной и той же прямой и т. п.). Возможная 
мера регуляризации (т. е. обеспечения устойчивого решения) 
таких задач указана в § 6.4. 

Дифференциальный функционал качества. Рассмотрим те­
перь задачу интерполяции как частный случай кол.11окации (см. 
замечание 5.5). Ее решение с использованием дифференциаль­
ного функционала качества известно в аналитическом виде. 

Исходными данными служат значения изучаемой функции 
l;=f(P;), i=I, ... , п в узлах Р;, хаотически расположенных в 
плоской области D. Это означает, что исходными функционала­
ми L; являются дельта-функционалы {)pl =f (Pi). 

Теорема 5.14. Решение (5.38) глобальной задачи интерполя­
ции (5.39) в плоской области D с исходными числами l;= 
=L;f=бp .f, i= 1, ... , п и функционалом качества (5.41) пмеет 

i 

вид 

где 

л 1 п 

f(x, у)=-~ air;2(x, у) ln r;2(x, у)+ 
2 i=l 

+ 'Т1 + 'Т2Х+ 'Т3у, 

--+ 
r;2(x, у)= (х- х;)2+ (у- у;)2= \ Р;Р \2, 

(5.74) 

Р (х, у) - текущая точка области D. Коэффициенты а 1 , ••• , ап 
составляют столбец а, коэффициенты т1 , т2 , тз составляют стол-
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бец т корней следующей системы линейных алгебраических 
уравнений: 

(5.75) 

где G= (gii) - симметричная матрица размера [nXn] с элемен-
~ ---+ 

тами g;i=\P;Pi\ 2 ln!P;Pil при i=f=j и g;;=O; М-прямоугольная 
матрица размера [пХЗ], строчки которой заполняют чис"1а 1, 
Х;, у;; выполнение условий теоремы 5.7 обеспечивает этой мат­
рице полный ранг; е - нуль-матрица размера [ЗХЗ]; l - стол­
бец п исходных значений функции f в узлах Р; (х;, у;); '1'3- - нуль­
столбец с тремя строчками. Доказательство можно найти в ра­
боте [3]. Там же отмечается, что при решении системы (5.75) 
возникает следующее. Если значения координат точек Р зада­
ны в реальных единицах измерения (метрах, километрах и т. д.), 
то элементы матрицы коэффициентов могут сильно колебаться 
по величине. Это может привести к значительным ошибкам 
округления при решении системы методом Гаусса, так как адди­
тивные операции с величинами разных порядков всегда опасны 

для реализации на ЭВМ с ограниченной мантиссой. Поэтому ре­
комендуется ввести новые переменные 

Х' =(Х -Хт~п)/r, 

y'=(Y-Ymiп)/r, (5.76) 

где Xmin, Хтах, Yтin, Утах - экстремальные значения координат 

исходных точек Р;, r - наибопьшее число из Xmax-Xmin, Ymax­

-Ymin· 
Отметим также, что \imrlnr=O при r-+O. Поэтому особен­

ность, возникающая при испопьзовании выражения (5.74) для 
решения локальной задачи интерпопяции в точке Р', близкой 
к какому-нибудь узлу сетки Р;, устранима: соответствующее сла­
гаемое надо заменить нулем. Интерпопяционный сплайн (5.74) 
непрерывен и имеет непрерывные первые производные. Порядок 
точности относительно шага сетки более 3/2 [3]. 

Пример 5.11 [3]. Известны значения некоторой фуНКЦИИ Z= f (Х, у) 
в пяти узлах Р; плоскости 

Р; Р1 Р2 Рз Р4 Ps 
Х; -2/3 0,25 -0,40 -0,00 0,70 
У1 -1/3 -0,50 0,70 0,00 -0,40 
Z; -1 1 -1 1 -1 
х/ 0,0000 0,6707 О, 1951 0,4878 1,0000 
у/ 0,2439 О, 1220 1,0000 0,4878 О, 1951 

Требуется решить следующие задачи интерполяции: а) локальную для 
точки Q(-1/2, 1/2), т. е. оценить значение f(Q); б) глобальную, в которой 
требуется восстановить функцию. 
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Координаты узлов Х1, У1 преобразуются по формулам: х/ = (x;-u)r, 
у/= (Y1-u)/r, r= v-u, и=-2/3 и v= 0,70 - соответственно наименьшая и 
наибольшая координаты узлов. Преобразованные узлы принадлежат еди­
ничному квадрату D. 

Составляя и решая систему (5.79) с [;=Z;, получим f (х', у')~~ (х', у') 
в виде (5.78) с а 1 =-1,4284, а2=2,4651, аз=-0,2967, а,= 1,6704, а 5 = 
=-2,4104, 't1=0,5189, 'tz=-0,0949, 'tз=-0,5019, f (Q) ~~(Q) =-0,8654. 

Пр им ер 5.12. Информация о рельефе в некоторой местности D 
представляет собой значения отметок Z; в хаотически расположенных точ­
ках Р;(Х;, у;), i= 1, ... , п. По имеющимся данным требуется построить гори­
зонтали. Можно рекомендовать следующую схему вычислений: 1) составить 
и решить систему (5.75); 2) пересчитать значения интерполяционного сплай­
на (5.74) в узлы регулярной прямоугольной сетки с удобными шагами. 

Наиболее трудоемкой численной операцией является решение 
системы п+З уравнений (5.75), где п- количество исходных 
данных. Матрица коэффициентов в общем случае оказывается 
плотной, что является недостатком метода. Систематический 
прием разрежения матрицы методом конечных элементов опи­

сан в§ 6.6. 

§ 5.7. ОСНОВНЫЕ НАПРАВЛЕНИЯ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 
ИНТЕРПОЛЯЦИИ И КОЛЛОКАЦИИ 

Интерполирование функций играет значительную роль в совре­
менной вычислительной математике и в численных методах гео­
дезии. Рассмотренные задачи имеют самостоятельное значение 
для приближенного представления и вычисления функций, на­
пример, различных трансформант гравитационного поля, а так­
же возникают в качестве вспомогательных при решении более 
сложных задач. Перечислим основные направления использо­
вания интерполяции и коллокации. 

1. Численное решение нелинейных уравнений и систем. 
В основе лежит приближенная замена искомых корней нели­

нейного уравнения f (х) =0 корнями уравнения ср(х) =0, где 
ер (х) - интерполяционная функция для f (х). Взяв, например, за 
Х;+ 1 корень интерполяционного полинома 1-й степени, построен­
ного по значениям f (х;) и f' (х;) в узле х; или по значениям 
f(x;-1), f (х;) в узлах Х;-1, х;, приходят соответственно к методам 
касательных (Ньютона) и секущих: X;+ 1=x;-f(x;)/f'(x;), х;+ 1 = 
= x;-f (х;) /[хн, х;], где [хн, х;] - разделенная разность (см. 
§ 5.2). 

Другой подход основан на интерполировании обратной функ­
ции х= g (у), т. е. нахождении х для нужного у, если задана 
таблица y;=f(x;). Для монотонных функций нет разницы между 
прямым и обратным интерполированием и исходную таблицу 
можно считать как задание х;= g (у;). 

2. Численное дифференцирование и интегрирование. 

238 



Дифференцируемая или интегрируемая функция на всей об­
ласти или на ее составных частях заменяется построенной ин­
терполяционной функцией. Основная задача при этом состоит 
в правильном оценивании точности. Подобные вопросы часто 
встречаются в физической геодезии: вычисление уклонений отве­
са с помощью дифференцирования высот квазигеоида или ин­
тегрирования аномалии силы тяжести по формуле Венинга­
Мейнеса и т. п. 

3. Численное решение дифференциальных уравнений. 
Особенно часто возникает в космической геодезии. Произ­

водные искомых функций заменяются интерполяционными фор­
мулами численного дифференцирования. Другие функции, вхо­
дящие в уравнение, также часто заменяются интерполяцион­

ными. 

4. Численное решение интегральных уравнений. 
Возникает в физической геодезии. Искомая функция f (х) 

заменяется какой-либо интерполяционной с выбранными узла­
ми Xi. Приближенные значения f (xi) находятся из системы, по­
лученной после подстановки вместо независимой переменной уз­
лов интерполяции Xi. 

Глава 6 
АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ 

§ 6.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 
ЭЛЕМЕНТ НАИЛУЧШЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 

Слово «аппроксимация» происходит от латинского approximo -
«приближаюсь» и означает приближенную замену одних мате­
матических объектов (например, чисел, функций) другими, бо­
лее простыми и в том или ином смысле близкими к исходным. 
Мера близости оговаривается специально и имеет принципиаль­
ное значение. 

Примером задач аппроксимации могут служить все задачи 
локальной и глобальной интерполяции и коллокации, рассмот­
ренные в предыдущей главе. Характеристическое требование за­
дач интерполяции и коллокации, выделяющее их из более общего 
класса задач аппроксимации, состоит в том, что значения вос­

становленной (приближенно) функции в узлах интерполяции 
(значения исходных фующионалов на приближенно восстанов­
ленной функции) обязаны в точности совпадать с заданными 
числами. 

Пусть, например, требуется решить глобальную задачу ин­
терполяции для функции одной переменной y=f(x), XED= 
= [а, Ь], заданной таблично 
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х х0 х 1 •.• х," 

У flo ff 1 • • · f!п. (6.1) 

Мы научились находить различные решения ер (х) этой зада­
чи при соблюдении условий 

cp(xi)=f(xi)=fj;, i=О,1, ... ,п. (6.2) 

Эти условия естественны, когда ошибками исходных данных 
можно пренебречь. 

Например, для ковариационной функции глобального грави­
тационного поля Земли известны аналитические выражения 
f14], [16], но они слишком громоздки для многократного исполь­
зования на ЭВМ (особенно при необходимости постоянно уби­
рать низкочастотные составляющие). Рекомендуется составить 
для них функцию, заданную с помощью ( 6.1), а вычисления для 
промежуточных точек выполнять более простыми средствами, 
например с помощью кубических сплайнов. 

Однако во многих случаях нет необходимости в точности 
удовлетворять условиям (6.2). В частности, при решении гео­
дезических задач значения fjo, fj1, ... , flп из (6.1) часто получены 
из измерений и имеют погрешности. Если эти погрешности зна­
чительны, то выполнение условий (6.2) приводит к незаконо­
мерным «выбросам» случайного характера в структуре ер (х). 
Поэтому необязательно выполнять условия (6.2), которые при­
водят, с одной стороны, к сравнительно большому объему вы­
числений, а с другой - к формальному копированию погрешно­
стей исходных данных. Таким образом, возникает новая задача: 
требуется по данным (6.1) подобрать такую аналитическую 
функцию ер (х), хе: [а, Ь], которая имела бы простейшую струк­
туру, сглаживала особенности заданной экспериментальной таб­
лицы и наилучшим образом отражала общий ход изменения 
f (х) в среднем. Такая задача называется задачей аппроксимации 
(приближения) функций. Она тесно связана с интерполяцией и 
в данной постановке является ее обобщением. Упоминавшаяся 
функция ер (х) называется теперь аппроксимирующей функцией 
(см. рис. 17). 

В поставленной задаче необходимо уточнить, как наилучшим 
образом отразить общий ход изменения f (х) и из какого класса 
функций выбирать ер (х). Эти вопросы зависят от физического 
смысла задачи и характера распреде.1ения вероятностей оши­
бок и.змерений исходных ординат (абсциссы по-прежнему бу­
дем считать безошибочными). 

Что касается класса функций, из которого выбирают аппро­
ксимирующие функции, мы будем поступать по той же схеме, 
что и в предыдущей главе: начнем с простейших - полиномов 
одной переменной и закончим сплайнами на плоскости с двумя 
видами функционала качества. Будем рассматривать функции 
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f(P), i:p(P), g(P), ... одной, двух или трех переменных, где Р­
текущая точка области D соответственно одномерной (числовая 
ось или часть ее), двумерной (плоскость или часть ее), трехмер­
ной (пространственная область). 

К. критериям близости ЧJ(Р) к f (Р) тоже можно подойти по­
разному. В общем случае удобно пользоваться терминологией 
JIИнейных евклидовых пространств Н, где близость между функ­
циями i:p, ft=.H измеряется расстоянием r между ними по соответ­
ствующей метрике пространства Н 

r(i:p, f) = 11 f- i:p llн. (6.3) 

Если исходная функция задана таблично, т. е. на множестве 
отдельных точек P;E.D, то аппроксимация называется точечной; 
если исходная функция задана на всем множестве D, то аппро­
ксимация называется интегральной. 

Запас аппроксимирующих функций часто составляет некото­
рое подпространство Н1ЕН с известным базисом g0 (P), 
g1(P),"., gk(P), так что 

i:p(P)=aogo(P)+a1g1(P)+ ... +akgk(P), (6.4) 

и коэффициенты а0 , а 1 , ••• , ak находятся под условием миниму­
ма расстояния между f и ер: 

k 

r2 (cp,f)=llvll 2н=llf- ~ a1-gi11 2н=min. 
j=O 

(6.5) 

Функция из Н 1 , обеспечивающая минимум (6.5), называется 
функцией наилучшего приближения в смысле метрики простран­

ства Н и обозначается ~. Ее легко найти стандартными спосо­
бами. В самом деле 

11v11 2н= (f- ~ aigi, f- ~ aigi)н= 
j j 

= 11f11 2н -2атЬ+атGа, 

где а - столбец k + 1 неизвестных коэффициентов а0 , а 1 , ••• , ak; 
Ь - столбец скалярных произведений (f, g;), ; =О, 1, ... , k; G -
матрица Грама, (i, j) -позицию в которой занимает скалярное 
произведение (g;, gi) н, i, j =О, 1 ... , k. Дифференцируя r 2 по а1 
и приравнивая производные к нулю, получаем невырожденную 

систему k+ 1 линейных алгебраических уравнений относительно 
k+ 1 искомых коэффициентов а;: 

Ga=b. (6.6) 

Таким образом, функция наилучшего приближения имеет вид 
(6.4), где коэффициенты а0 , ••• , ak находятся из решения систе­
мы (6.6). 

Функция v (Р) = f (Р)-~ (Р) представляет собой уклонение 
наилучшей аппроксимирующей функции от аппроксимируемой, 
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а ее норма служит критерием точности аппроксимации. Легко 

проверить, что v (Р) ортогональна подпространству Н 1 и потому 
справедлива теорема Пифагора: 

V .1.. ~. 11f11 2н= 11~11 2н+ 11v11 2н. (6.7) 

Мы разъяснили решение задачи о наилучшей аппроксимации 
из подпространства для случая, когда пространство Н заполне­
но функциями, определенными в области D. Все сказанное оста­
ется в силе и при заполнении Н объектами любой другой мате­
матической природы. 

Рассмотрим геометрическую интерпретацию вышеизложен­
ного. Пусть Н - трехмерное пространство геометрических век­
торов с базисом е1, е2 , е3 ; Н1 - двумерная плоскость с бази­
сом g0, g 1; элемент ер в плоскости подбирается так, чтобы длина 
вектора уклонений v была минимальной. Это автоматически при­
водит к перпендикулярности v к плоскости Н1 (рис. 18). 

Пр им ер 6.1. Вспомним параметрический способ уравнивания геоде­
зической сети методом наименьших квадратов. Пусть для определения k 
неизвестных (например, координат пунктов) измерены п значений углов и 
расстояний и составлена линеаризов<шная система параметрических урав­
нений связи. Столбцы матрицы коэффициентов этой системы играют роль 
элементов gi и образуют k-мерное подпространство Н1 в стандартном 
n-мерном евклидовом пространстве Н. Аппроксимируемым элементом f 
является столбец правой части системы (измеренный вектор). Аппроксими­
рующий элемент <р (уравненный вектор) удовлетворяет геометрическим ус­
ловиям сети, т. е. должен быть точной линейной комбинацией элементов 
gi. Это равносильно принадлежности к Н1 • Таким образом, задание проек­
та сети равносильно заданию подпространства Н 1 • Измеренный вектор не 
принадлежит Н1 в силу неизбежных ошибок измерений. Процесс уравнива­
ния состоит в подборе вектора из Н1, ближайшего к измеренному вектору 
в смысле (6.5). Корнями системы нормальных уравнений (6.6) служат ко­
ординаты уравненного вектора <р в базисе подпространства Н1. Квадрат 
длины вектора уклонений характеризует точность уравнивания, т. е. 

J 

2 

Рис. 18. Геометрическая интерпретация 
задачи отыскания элемента наилучшего 
приближения 
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JJvJl 2/(n-/l) есть дисперсия еди­
ницы веса. Соотношение (6.7) нс· 
пользуется, в частности, для 

контроля вычислений. 
П р и м е р 6.2. Решение ло· 

кальной задачи коллокации, из­
ложенное в § 5.6 предыдущей 
главы, есть обычное решение за­
дачи о наилучшей аппроксимации 
в пространстве функционалов со 
скалярным произведением (5.55), 
(5.65). Исходные функционалы 
образуют подпространство Н1 
(см. теорему 5.9 в предыдущей 
главе). 

У п р а ж н е н и е 6.1. Пользу­
ясь изложенной методикой пост­
роения элемента наилучшей апп­
роксимации, докажите теорему 

5.9 из предыдущей главы. 



Точечная аппроксимация функций называется квадратичной, 
если скалярное произведение в Н определяется по следующе­
му правилу: 

п 

(f1 (Р), f2(P) )н = ~ f1 (P;)blP;), РЕ D. (6.8) 
i=O 

Условие (6.5) имеет вид 
п п 

11v112= ~ v;2= ~ (f(P;) - <р(Р;) )2=min (6.9) 
i=O i=O 

и обеспечивается методом наименьших квадратов. Пользуясь 
сведениями из курса теории математической обработки геодези­
ческих измерений легко доказать, что если узлы х0 , х 1 , ••• , Хп 
фиксированы, а погрешности ординат у0 , fj1, ... , f]п подчиняются 
нормальному закону распределения вероятностей, то требование 
(6.9) совпадает с условиями метода максимального правдоподо­
бия и в этом смысле из всех возможных является наиболее обо­
снованным. Если исходные значения функции неравноточны, 
то в определении скалярного произведения (6.8) каждое сла­
гаемое надо умножить на вес р; соответствующего узла Р;. 

Иногда важно так подобрать ер (х), чтобы избежать больших 
уклонений <р (х) от у;. В таком случае все внимание уделяется 
величине Л = max 1 ер (x;)-f (х;) I, i =0, 1, ... , п, которая и прини­
мается в качестве меры близости. При таком подходе <р (х) на­
ходится под условием 

Л=maxlep(x;)-f(x;)/=min, i=О,1, ... ,п. (6.10) 

Этот процесс называется точечной равномерной аппроксима­
цией. 

Условие (6.10) является более жестким, чем (6.9) и его 
практическая реализация вызывает серьезные затруднения. По­
этому в дальнейшем будем использовать условие (6.9). Оно при­
водит к сравнительно простым вычислениям, достаточным с 

точки зрения общей теории обработки измерений. 

§ 6.2. ТОЧЕЧНАЯ КВАДРАТИЧНАЯ 
АППРОКСИМАЦИЯ ПОЛИНОМАМИ 

Пусть некоторая функция f (х) задана в виде (6.1), причем 
узлы Хо, Х1, .•. , Хп- фиксированные точные числа, а ординаты 
flo, f]1, ... , fjn - результаты измерений. Пусть с помощью таблич­
ных разностей установили, что f (х) может быть аппроксимиро­
вана полиномом <pk (х) степени k<п. Запишем искомъ1й полином 
в виде 

<pk(x) =ао+а,х+а2х2+ ... +akxk. 
Роль базисных функций (k + 1) -мерного подпространства Н1 

играют степенные функции gi (х) =xi, где j =О, 1, ... , k. Необ­
ходимо определить коэффициенты а0 , а 1 , ••• , ak. 
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Если бы f (х) действительно представляла собой полином k-й 
степени, а все у; были бы безошибочны, то очевидно 

ао+а1хо+а2х2о+ ... +akxok-~o=O; 1 
ао+а1х1+а2х12 + ... +akx1k-y1=0; 
. . . . . . . . . . . . . 
аа+а1Хп+а2Х2п+ ... +akxkn -уп=О. 

(6.11) 

Это означает, что измеренный вектор fj= (fj0 , fj 1, •.. , f}п) т при­
надлежит подпространству Н 1 • Но поскольку предположения о 
полиномиальной структуре f (х) и безошибочности ординат у 
практически не выполняются, то система (6.11) оказывается не­
совместной. Поэтому каким бы мы ни взяли вектор а, в правой 
части этой системы всегда будет находиться некоторый вектор 
уклонений Vп+1 , 1 , отличный от нуль-вектора Оп+1 , 1 : 

Xa-fj=v, (6.12) 

где Х - матрица размера [ (п+ 1) Х (k+ 1)] коэффициентов си­
стемы (6.11), а v - столбец п+ 1 уклонений. 

Условие (6.9) приводит к необходимости решать систему 
уравнений (6.6). Согласно (6.8) (i, j)-позицию матрицы G зани· 

п 

мает число (g;,g1) = ~ xis·Xfs=X0i+i+x1i+f+ ... +xпi+f, где i= 
S=O · 

=0, 1, ... , k и j=O, 1, ... , k. В матричном виде система (6.6) 
имеет вид 

(6.13) 

и называется системой нормальных уравнений. Решая ее, на­
пример, методом квадратного корня, получим вектор коэффи­
циентов а и, следовательно, составим искомый полином <р (х). 

Оценивание точности полученных коэффициентов а0 , а 1 , ••• , 

ak осуществляется точно так же, как в схеме косвенных изме­
рений метода наименьших квадратов. В простейших случаях о 
качестве аппроксимации можно судить по значениям компонент 

вектора v из (6.12). 
Заметим, что если k = п, то аппроксимирующий полином <р (х) 

совпадает с интерполяционным полиномом Лагранжа для си­
стемы точек Хо, Х1, .. . , Хп, причем llvll 2 =0. В этом смысле ап­
проксимация функций представляет собой более общий про­
цесс, чем интерполяция. 

Интересно отметить, что полином наилучшего квадратичного 
приближения обладает тем же свойством, что и интерполяци­
онная функция: разность f (x)-<pk (х) на промежутке [а, Ь] 
имеет не менее k + 1 нулей [9]. 

П р и м ер 6.3. Пусть требуется аппроксимировать аналитическую зави­
симость высоты у падения тела от времени х по данным первых двух 
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Таблица 8 

х 

1/30 1 о о о о 1, 19 о о о 
2/30 1 1 1 1 1 1,57 1,57 1,57 -4-10-з 

3/30 1 2 4 8 16 2,06 4, 12 8,24 -6· 10-З 
4/30 1 3 9 27 81 2,67 8,01 24,03 +4-10-з 

5/30 1 4 16 64 256 3,37 13,48 53,92 +4-10-з 

6/30 1 5 25 125 625 4, 19 20,95 104,75 о 
7/30 1 6 36 

j 
216 1296 5, 11 30,66 183,96 -4-10-з 

8/30 1 7 49 343 2401 6, 15 43,05 301,35 +4 .10-з 

L: 18 j 28, l40) 784 ,4676,26,311121,841677,821 (v2)=116·10-6 

столбцов табл. 7. Кроме того, желательно оценить величину ускорения g. 
Результаты измерения величин у обозначаем у. 

Решение. 
1. Прежде всего, необходимо назначить степень k аппроксимирующего 

полинома. В данном случае, учитывая физический смысл задачи (а в об­
щем случае - результаты примера 5.1), можно принять k=2. Таким об­
разом 

с:р (х) = ао+а1х+а2х2 , 

где а0 - путь, пройденный к началу отсчета; а1 - скорость в момент от­
счета; az - половина ускорения свободного падения. 

2. Поскольку имеем равноотстоящие абсциссы с постоянным шагом h= 
= 1/30 с, то целесообразно ввести новую переменную 

t= х-хо = x-l/3o =30х-1. (6.14) 
h 1/30 

Заполняем первый и третий столбцы табл. 8. 
3. Составление нормальных уравнений (6.13) удобно делать в той же 

таблице. Здесь матрицу уравнений погрешностей Хв.з составляют данные 
второго, третьего, четвертого столбцов. 

Таким образом, система нормальных уравнений такова: 

8ао' +28а1' + 140а2' = 26,31; 

28ао' + l 40ai' + 784а2' = 121,84; 

140а0' + 784ai' +4676а2' = 677,82. 

Корни этой системы соответствуют новой переменной t и потому обозна­
чены а'. 

4. Решение системы дает: ао' = 1, 186, ai' = 0,3302, az' = 0,0540. Поэтому 

~(t) = 1,19+0,33ot+o,o54t2 • 

5. Возвращаемся к старой переменной х согласно (6.14), ~(х) = 1,19+ 
+О,330 (30х-1) +О,054 (30х-1) 2 • После преобразований окончательно имеем 

~(х)=0,910+6,66х+48,6х2 • Таким образом, g=972 см/с. 
6. В десятом столбце подсчитываем уклонения Vt согласно (6.12) 

(в тысячных долях), характеризующие качество аппроксимации. Полученная 
сумма [v2]= 116· I0-6 может быть использована для подсчета средних квад­
ратических ошибок коэффициентов полинома (в частности, полученного g) 
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по обычной схеме косвенных измерений метода наименьших квадратов. За· 
метим лишь, что информативность подобных средних квадратических оши­
бок меньше, чем в схеме уравнительных вычислений геодезических сетей, 
поскольку неизвестно поведение изучаемой функции между заданными уз­
лами. 

Описанная методика наименьших квадратов принципиально 
проста. Однако с увеличением k она становится довольно гро­
моздкой, и определитель матрицы нормальных уравнений умень­
шается, что сильно затрудняет решение системы (6.13). Есть и 
более существенный недостаток, заключающийся в следующем. 
Пусть для заданной функции (6.1) подобран полином cpk (х) 
степени k, т. е. по вышеописанной методике найдены коэффи­
циенты а0 , а 1 , ••• , ak. Но после вычисления вектора v выясни­
лось, что точность получилась недостаточной и потому следует 
произвести аппроксимацию полиномом степени k+ 1. На прак­
тике удобно постепенно наращивать степень аппроксимирующе­
го полинома, пока не будут достигнуты заданные допуски на 
вектор v. При переходе от степени k к степени k+ 1 вся преды­
дущая работа оказывается бесполезной, так как у полинома 
(k + 1 )-й степени не только добавится новый коэффициент ан1, 
но и все остальные коэффициенты а0 , а 1 , ••• , ak тоже изменятся. 
Необходимо иметь такую схему вычисления коэффициентов по­
линомов последовательных степеней, при которой найденные 
один раз коэффициенты не будут изменяться при переходе от 
полинома k-й степени к полиному (k+ 1) -й степени, а необходи­
мо только выполнить добавочные вычисления для нахождения 
ан1. Это можно сделать, если аппроксимирующую функцию 
(6.4) искать в виде линейной комбинации специально подобран­
ных базисных функций, обладающих на заданной сетке свойст­
вом ортогональности [ 4]. 

§ 6.3. АППРОКСИМАЦИЯ КУБИЧЕСКИМИ СПЛАЙНАМИ НА ОТРЕЗКЕ 

Вернемся к задаче аппроксимации данных (6.1). При изучении 
интерполяции в предыдущей главе отмечалась оптимальность 
условия (5.21) с р=2. Поэтому и в качестве решения задачи 
аппроксимации рекомендуется выбирать среди всех дважды 
дифференцируемых на отрезке [ х0 , Хп] функций <р (х) (Н = 
=W22 ([a,b])) такую, для которой интеграл (5.21) имеет мини­
мальное значение. Это требование надо разумно сочетать с за­
дачей сглаживания ошибок в исходных ординатах. Выходом яв-

ляется отыскание аппроксимирующей функции ~ (х) под комби­
нированным условием минимума следующего функционала: 

хп п 

Фрср= .\ [ер' (x)]2dx+ ~ PiVi 2 , 

Хо !=0 

(6.15) 
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где Ро, Р1, ... , Рп - заданные положительные числа, веса исход­

ных ординат; v;=jj;-cp(x;). В отличие от интерполяции в общем 
случае v;=#=O. Чем больше вес р;, тем большее значение прида­
ется выполнению интерполяционного условия в i-м узле. При 
малых весах условия интерполяции становятся менее значимы­

ми и особое внимание уделяется обеспечению малой кривиз­
ны ср(х). 

Теорема 6.1. Решением задачи аппроксимаuии данных (6.1) 
под условием минимума функционала (6.15) является кубиче­
ский сплайн, т. е. функция, удовлетворяющая условиям а) и б) 
§ 5.5 1И УСЛОВИЮ (5.27). 

До к аз ат ель ст в о. Обозначим через ~Р (х) экстремаль 
функционала (6.15), на которой он обращается в мини~ум 

(нижний индекс обозначает зависимость от весов), и пусть у;= 

=~р (х;). Обозначим через ер (х) кубический сплайн, который яв­
ляется интерполяционным для табличных данных (х;, у;), i = 

=0, 1, ... , п, т. е. ср(х;) =у;. Так как v;=jj;-~p(x;) =jji-cp(x;) = 

=jj;-y;, то второе слагаемое в правой час11и (6.15) одинаково 
для функций ~Р (х) и ер (х). Поэтому 

хп хп 

S ( ~"р)2 dx ~ S (cp")2dx. (6.16) 
хо fXO 

Но в § 5.5 показано, что интерполяционный кубический сплайн 
ер (х) - единственная функция, обеспечивающая минимум инте-

гралу (6.16). Поэтому ~р(х) =ср(х), что и требовалось доказать. 
В связи с этим результат аппроксимации под условием ми­

нимума функционала (6.15) будем называть аппроксимирую­
щим (сглаживающим) сплайном. 

3 а меч ан и е 6.1. Аппроксимирующий сплайн ~Р (х) для 
данных (xi, у;) является интерполяционным сплайном ер (х) для 

данных (х;, у;), где у;=~р(х), i=O, 1, ... , п. Если ошибками ис­
ходных ординат можно пренебречь (у;= у), то аппроксимирую­
щий сплайн совпадает с интерполяционным. 

Рассмотрим ПОС\роение аппроксимирующего сплайна. Обо­
значим через Н1 множество всех интерполяционных кубических 
сплайнов, соответствующих заданным (6.1) абсциссам х0, 
х 1 , .. . , Хп и всевозможным ординатам Уо, У1, ... , Уп· Оно назы­
вается пространством интерполяционных сплайнов. Согласно 
теореме 6.1, нужный аппроксимирующий сплайн нет необходи­
мости искать во всем множестве Н дважды дифференцируемых 
на отрезке функций. Достаточно искать его в Н1сН - простран­
стве интерполяционных сплайнов. Возьмем из Н1 произвольный 
сплайн и составим для него функционал (6.15). Учитывая (5.22), 
получим 
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n Xt 

ф ) ~ s ( Х; - Х Х - Xi-1 )2 d 
(rp,p = ~ тн ht +m1 hi х+ 

<=! Х· 
1-1 

где m-столбец п-1 моментов mi=rp/'(xi), i=l, 2,.", п; 
mo=mп=O; А - матрица коэффициентов, стоящая в левой ча­
сти системы уравнений (5.28). Таким образом, функционал за­
висит от п+ 1 переменных Уо, у 1 , ••• , Уп· Для нахождения мини­
мума продифференцируем функционал по у и приравняем про­
изводную к нулю. Получим 

дФ = _д_(Ат, m)+2Pt (Yt-Yt)= 2 ( д (Ат) , m)+ 
ду1 дуi ду1 

+ 2p;yi-2PtYi =О. (6.17) 

Но, согласно (5.28), Am=By, поэтому 

( д (Ат) , т) = ( д (Ву) , т) = (_j_Jf.__, Втт) = (Втт) 
дуi ду1 ду1 

и условие минимума (6.17) в матричной форме имеет вид 

Втт+Ру=Ру, (6.18) 

где Р - диагональная матрица весов. Умножая слева на ВР-1 
и учитывая (5.28), получим окончательно 

(А+ВР-1Вт)т=Ву. (6.19) 

Матрица коэффициентов этой системы пятидиагональна, симмет­
рична и положительно определена. Оптимальный метод реше-

ния таких систем описан в [8]. Определив моменты т аппрок­
симирующего сплайна, легко вычислить на основании (6.18) его 
значения в узлах сетки, т. е. 

(6.20) 

и составить окончательное выражение ( 5.23). Столбец v = 
=у-у=Р-1Втт позволяет оценить точность аппроксимации. 

Таким образом, рекомендуется следующая схема вычислений 
аппроксимации таблично заданной функции (6.1) кубическими 
сплайнами. 

1. Формирование матриц А и В по правилам, описанным в 
§ 5.5. 
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2. Составление системы n-1 линейных алгебраических 
уравнений (6.19) с n-1 неизвестными моментами т 1 , ••• , тп-1 
аппроксимирующего сплайна. 

3. Решение системы (6.19) и определение моментов т1 , ••• , 

тп-~ (моменты т0 и тп, соответствующие крайним узлам, пола­
гаются равными нулю). 

4. Вычисление сеточных значений аппроксимирующего сплай­
на по формуле (6.20). 

5. Выражение аппроксимирующего сплайна для каждого час­
тичного промежутка сетки имеет вид (5.23), только надо У1 за­
менить на у;. По-прежнему полезны рекомендации по экономи­
зации вычислений, приведенные в § 5.5. 

§ 6.4. АППРОКСИМАЦИЯ НА ПЛОСКОСТИ СПЛАЙНОМ 
МИНИМАЛЬНОЙ НОРМЫ. 

СРЕДНЯЯ КВАДРАТИЧЕСКАЯ КОЛЛОКАЦИЯ 

Пусть теперь изучаемая функция z=f (Р) есть функция двух пе­
ременных х, у, непрерывная в некоторой плоской области D и 
отнесенная по инженерным соображениям к некоторому евкли­
дову (гильбертову W22 ) пространству Н. Информация об изу­
чаемой функции состоит из п чисел Т 1 , Т2 , ••• , Тп, представляю­
щих собой в общем случае измеренные на f значения п извест­
ных линейных ограниченных функционалов L1, L2 , ••• , Ln. Тре­
буется решать задачи коллокации, сформулированные в § 5.6, 
но учесть при этом, что исходные числа l; содержат ошибки, ко­
торыми нельзя пренебречь. На это указывает волнистая черта 
над l (Л; = T;-l; - ошибка измерения). Рекомендуется исполь­
зовать результат § 5.6. 

Решение задач «чистой» коллокации выполнялось на основа­
нии условий (5.39) с функционалами качества (5.41), (5.42), 
для более общего случая - на основании условий (5.43). В пре­
дыдущей главе подробно рассмотрено нормальное решение в 
виде сплайна минимальной нормы в пространстве Н, в частно­
сти в виде экстр ем али функционала ( 5.42), и отмечена его эф­
фективность для геодезических приложений. Будем использо­
вать те же методы. Отличие состоит в том, что теперь усJ1овия 
коллокации (в частности, интерполяции, см. замечание 5.5) не 
следует выполнять точно, так как ошибки измерений, содержа­
щиеся в числах [;, желательно не «копировать» а по возможно­
сти сгладить. Поэтому скомбинируем норму llipllн в выбранном 
пространстве Н с нормой невязки уравнения (5.37), т. е. с ве-

п 

личиной llvll 2вn = ~ p;v;2 , где уклонение V;=L;ip-T;, р; - вес ре-
1=1 

зультата [;, а ip - любая функция из Н, которая может быть ре­
шением глобальной задачи коллокации со сглаживанием 

(6.21) 
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Такой функционал называется сглаживающим. Здесь а - неот­
рицательный числовой параметр, соизмеряющий влияние сла­
гаемых на величину сглаживающего функционала. В дальней­
шем мы объясним, из каких соображений рекомендуется на­
значать величину параметра а. Пока под а будем понимать фик­
сированную константу. 

Функция ~,,,ЕН, обеспечивающая минимум сглаживающему 
функционалу (6.21), называется аппроксимирующим (сглажи­
вающим) сплайном минимальной нормы: 

~(Р) = arg min Ф,,,ср ~ f(P). (6.22) 
ФЕН 

В геодезической литературе решение задач аппроксимации с по­
мощью такого сплайна принято называть средней квадратиче­
ской коллокацией. 

Прежде чем рассматривать соответствующую схему вычисле­
ний, установим связь между сплайнами коллокационным (5.38) 
и аппроксимирующим (6.22). 

Теорема 6.2. Аппроксимирующий сплайн ~"'' построенный по 
исходным данным D, Н, L, l, совпадает с коллокационным сплай-
ном ~. построенным по исходным данным D, Н, L, l,,,, где l,,,= 
=L~a совпадает с l только при а=О. 

Доказательство выполняется по той же схеме, по которой 
сделано доказательство теоремы 6.1. Его можно найти в рабо­
тах [3], (12]. 

С лед ст в и е. Аналогично ( 5.49), аппроксимирующий 

сплайн ~"' при любом параметре а>-0 есть линейная комбинация 
представителей L;* (Р) исходных функционалов L;: 

(6.23) 

Коэффициенты а; определяются под условием минимума сгла­
живающего функционала (6.21). Поэтому далее поступаем стан­
дартно: подставим cp='}:a;L;* в (6.21), продифференцируем 

Фа (а 1 , ••• , ап) по а; и полученные п производных приравняем к 
нулю. 

Имеем 

(6.24) 

п 

где V - столбец п уклонений v; = '}: g;ia;-l;, gii = L;Li*, P-
i=1 

диагональная матрица весов, G - квадратная матрица размера 
[ п Х п] с элементами g;j, а - столбец п переменных коэффици­
ентов. В матричном виде 

V=Ga-l, (6.25) 
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дФа =2PV дV +2aGa=2GP(Ga-i)+2aGa=0, 
да да 

(G+aP- 1)a=l, или Gaa=l. (6.26) 

Окончательно система п уравнений (6.26) с п неизвестными а; 
получена умножением обеих частей предшествующего ей ра­
венства на P-1G- 1• Матрица коэффициентов системы (6.26) сим­
метрична и положительно определена (нормальна). Ее можно 
сравнить с системой (5.51). Решение системы (6.26) зависимо 
от а и потому обозначается аа. Окончательный вид аппроксими­
рующего сплайна запишем в виде, аналогичном (5.52): 

~ п 

сра(Р) = "'2. a;a.L;*(P) =L *(P)aa.=L *(P)Ga-1l. 
i=l 

(6.27) 

Все сказанное в § 5.6 относительно определения функций 
L;* (Р) остается без изменений. По-прежнему необходимо знать 
воспроизводящее ядро или ковариационную функцию (см. тео­
рему 5.13). 

Что касается назначения в сглаживающем функционале 
(6.21) величины параметра а, то здесь существует множество 
различных подходов. Отметим, что описанная методика аппро­
ксимации совпала с известным в математике вариационным ме­

тодом регуляризации некорректных задач [20]. С геодезически­
ми приложениями этого метода можно познакомиться по рабо­
там [2], [16J, [21]. Мы не будет останавливаться на методах 
регуляризации. Заметим, что выбор параметра а оказывается осо­
бенно важным в тех случаях, когда исходная задача [см. систе­
му уравнений (5.37)] оказывается слабоустойчивой. Это проис­
ходит, например, в том случае, когда среди исходных функцио­
налов L; имеются два дельта-функционала Ор1 и Ор2 , относя-

щиеся к близким друг к другу точкам Р 1 , Р2 плоскости D. 
Укажем два наиболее известных способа назначения пара­

метра а, обеспечивающего устойчивое решение задачи и потому 
называемого параметром регуляризации. 

Первый способ наиболее прост и состоит в следующем: в ка­
честве а выбирается дисперсия единицы веса cr2 , характеризую­
щая точность имеющихся результатов измерений l. Это наибо­
лее обосновано в тех случаях, когда в качестве воспроизводяще­
го ядра используется ковариационная функция аппроксимируе­
мого поля z=f(P). В самом деле, если Я(P,Q)=K(P,Q) и 
а= cr2, то описанная схема построения аппроксимирующего 
сплайна совпадает с известным в теории случаиных функций 
оптимальным линейным прогнозом и фильтрацией по Колмого­
рову - Винеру [ 19]. 

Второй способ называется назначением параметра а по не­
вязке. В его основу положено то, что величины уклонений Via = 

= L;~a-li вычисленных значений l; от измеренных t; должны 
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соответствовать точности измерений. Если точность выполнен­
ных измерений невысока, то нет смысла добиваться малых укло­
нений. Для каждого фиксированного значения а ук.1онения вы­
числяются по формуле (6.25) 

V"=Ga"-r. (6.28) 

Многократно решая систему уравнений (6.26) с различными зна­
чениями а, надо остановиться на таком значении а, при котором 

приближенно (порядка 10%) соблюдается равенство 
п 

~ P;V2;a. =,vтa.va. :::: na2• 
i=I 

(6.29) 

Замечание 6.2. Обозначим через На множество таких 
функций из Н, которые обеспечивают уравнениям L;q; = l;, i = 
= 1, ... , п невязку VrV .,;;.na2 , где V=L;q;-l;. Можно доказать, 
что аппроксимирующий сплайн (6.22) с выбором а из условия 
(6.29) имеет минима.т:rьную норму по сравнению со всеми функ­
циями из На. Этот факт придает конкретный смысл последним 
двум словам в термине «аппроксимирующий сплайн минималь­
ной нормы». 

Рекомендуется следующая схема вычислений средней квад­
ратической коллокации с выбором параметра а по невязке. 

1. Определить воспроизводящее ядро того пространства Н, 
в котором предполагается решать задачу. 

2. Сформировать матрицу G= Я (L, L) (см. § 5.6). 
3. Задаться начальным значением а, например положить 

cx=cr2• 

4. Составить систему (6.26) с выбранным значением а. 
5. Найти решение а11. системы (6.26), например, методом квад-

ратного корня. 

6. Вычислить уклонения по формуле (6.28). 
7. Проверить выполнение условия (6.29). 
8. Если условие (6.29) выполнено, то аппроксимирующий 

сплайн минимальной нормы имеет вид (6.27), где функции 
Li* (Р) определяются в соответствии с теоремой 5.13. В против­
ном случае следует изменить параметр а и перейти к п. 4. 

Пример 6-4. Пусть в условиях примера 5.7 даны числа l1=L1f=f(O)= 
= 1 и l2=L2f =f (s) = I+s, где O<s<l - фиксированная константа. Требу­
ется оценить значение функционала Ff= f' (О). 

Поскольку исходные числа l предполагаются безошибочными, то вос-

пользуемся интерполяционным сплайном минимально!\ нормы iP (х). Вычис­
ление по формуле (5.63) приводит к формуле Ff= (l2-l1)/s, которая совпа­
дает с точной формулой дифференцирования f' (О)= (f (s)-f (О)) /s для ли­
нейной функции и потому дает точны!\ ответ, равный единице при любом 
s>O, несмотря на то что det G=3s2/4-+0 при s-+O. Предположим теперь, 
что вместо точных чисел 11, 12 мы имеем только результаты измерения Т 1 , Т2, 
ошибки которых Л1=l'1-l1, Л2=l'r-12 соизмеримы с величиной s. Получить 
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приемлемое решение по формуле (5.63) уже не представляется возможным. 
Так, при s=0,001, Л~=-0,05, Л2=0,05 получается Ff=IOO. 

Решим ту же задачу с помощью аппроксимирующего сплайна по фор­
муле (6.27). Веса обоих измерений полагаем одинаковыми и равными еди­
нице, а в качестве а2 возьмем число (Л1 2+Л22 )/2, а=О,05. Реализация ука­
занной выше схемы вычислений с выбором параметра а. по невязке, т. е. 

из условия (6.29), дала значение искомой производной f' (О) =F~a.= 1, что 
совпадает с его точным значением. При этом а.=7,51·10- 5 , что в 3 раза 
меньше cr 2 =2,5- JO-s. 

§ 6.5. АППРОКСИМАЦИЯ НА ПЛОСКОСТИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ СПЛАЙНОМ 

Обобщим содержание § 5.6 на случай, когда исходные значения 
li= f (Pi) + Л; содержат непренебрегаемые ошибки Л;, i= 1, 2, ... , 
п. Так же как и в § 6.3 и 6.4, в точности выполнять условия ин­
терполяции i:p (Pi) =li не следует. Поэтому введем сглаживаю­
щий функционал 

- п 
Фа.<р= ~ PiV;2 +a.Ф<p, 

i=) 
(6.30) 

который складывается из меры близости функции <р к изучаемой 
функции (рi-вес i-го числа li, V;=<p(Pi)-l;) и меры «искрив­
ленности» функции i:p (второе слагаемое здесь определяется 
формулой (5.42); а - неотрицательный числовой параметр, 
имеющий тот же смысл, что и в предыдущем параграфе. 

Дважды дифференцируемая функция ~"' обеспечивающая 
минимум сглаживающему функционалу (6.30), называется ап­
проксимирующим (сглаживающим) сплайном с дифференци­
альным 2-го порядка функционалом качества или аппроксими­
рующим дифференциальным 2-го порядка сплайном. 

Можно доказать, что, аналогично теоремам 6.1 и 6.2, ап­
проксимирующий дифференциальный сплайн <р" представляет 
собой интерполяционный дифференциальный сплайн (5.74), по-
строенный по исходным данным l;a. =~а. (Р;). К.оэффициенты а 
и • в выражении ( 5. 7 4) находятся из решения системы п+ 3 
уравнений, имеющей ту же структуру, что и система (5.75). 
Надо только к блоку G добавить матрицу а.Р- 1 , где Р - диаго­
нальная матрица весов, а на место столбца l в правой части 
поставить столбец имеющихся исходных значений функции l. 
Параметр а. подбирается методом, указанным в § 6.4. 

Пусть у функции f (Р), Pe.D известны значения l1 только в 
узлах Pi(x, у) хаотичной сетки области D, i= 1, ... , п. Значения 
l; получены с весом Pi и средней квадратической ошибкой еди­
ницы веса а. Общая схема вычислений аппроксимации f (Р) 
дифференциальным 2-го порядка сплайном с выбором парамет­
ра а. по невязке следующая [3]. 
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1. Сформировать матрицы G и М так, как это описано в 
§ 5.6. 

2. Задаться начальным значением а, например положить 
а=а2 • 

3. Составить систему линейных уравнений вида 

(O±r:~~!~-) (-~-) = (-1-) 
мт ~ е " u 

с выбранным значением а. 
4. Найти решение аа., 'ta этой системы с учетом рекоменда­

ций (5.76). 
5. Составить выражение (5.74) 

~ 1 п 
Cf!a(X, у)=-~ а;аГi2 (х, у) ln Гi2 (х, у)+ 't1a. + 't2aX+ 'tза.У 

2 i=I 

и вычислить уклонение V;a.=cPa(P;)-l;, i=l, ... , п. 
6. Проверить выполнение условия (6.29) с точностью поряд­

ка 10%. 
7. Если условие (6.29) выполняется, то ответом служит вы­

ражение п. 5, с помощью которого можно легко вычислить 
приближенные значения изучаемой функции в узлах регулярной 
сетки, удобной для дальнейшего использования (см. пример 
5.11). Если условие ( 6.29) не выполнено, то следует изменить 
параметр а и перейти к п. 3 схемы вычислений. 

Можно доказать, что при а2 -+ О и, следовательно, а-+ О не-

вязка VaтV"' стремится к нулю не медленнее О СУ~). а аппрокси­
мирующий сплайн сходится к коллокационному сплайну по мет­
рике пространства Н. 

Пр им ер 6.5. Решение задач примера 5.11 с а=О,2 дает следующие 
резуJiьтаты [3]: ai=-0,9889, а2= 1,5901, аз=-0,2938, а4= 1,3703, as= 
=-1,6776, '!1=0,2925, '!2=0,1356, 'tз=-0,4877, ~o.2(Q) =-0,8125, (Ро.2(Р1) = 
=-0,8022=Frr(P1) =-1. EcJiи полагать, что исходные аппликаты измер~ны 
равноточно со средней квадратической ошибкой а=О, 1 и выбирать пара­
метр а по невязке, то а:;::;; 0,006. 

§ 6.6. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Общие сведения. С точки з'рения вычислений основным недо­
статком изложенных выше методов интерполяции, коллокации 

и аппроксимации на плоскости с помощью сплайнов является 
необходимость решать системы линейных алгебраических урав­
нений с полными матрицами коэффициентов. Количество урав­
нений в таких системах не меньше количества п исходных функ­
ционалов L; на изучаемой функции f. С увеличением п объем 
вычислений систем с полными матрицами возрастает очень 
быстро. В то же время в геодезической практике нередко воз-
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никает необходимость совместной обработки очень большого 
количества результатов l измерений функционалов L, например 
на геопотенциале. Достаточно вспомнить стандартные задачи 
физической геодезии об определении в заданной точке земной 
поверхности высоты квазигеоида или компонент уклонения от­

весной линии. Для их решения нужна информация о значениях 
аномалии силы тяжести по всей поверхности Земли. Разумное 
использование такого громадного количества информации изло­
жено в работах [16], [ 18]. Рассмотрим систематический прием, 
позволяющий существенно разредить матрицу коэффициентов 
системы, подлежащей решению при аппроксимации сплайнами, 
и тем самым значительно снизить объем необходимых вычисле­
ний. В основе лежит широко используемый в настоящее время в 
вычислительной математике метод конечных элементов. Чтобы 
уяснить смысл этого метода, вспомним общую схему решения 
задач аппроксимации с помощью сплайнов. Прежде всего обра­
тим внимание на то, что эти задачи являются, по существу, за­

дачами вариационными. Это означает, что решение ~ отыскива­
ется путем минимизации некоторого функционала сглаживания 
(6.15), (6.21), (6.30), а также (5.38), (5.43), (6.22). Экстре-

маль ~ функционала сглаживания выбирается среди бесконеч­
ного множества различных функций, составляющих определен­
ное пространство Н. И хотя в общем случае это пространство 
бесконечномерно, нам всегда удавалось из теоретических сооб­
ражений выделить в Н некоторое конечномерное подпространст; 

во, среди элементов которого и имеет смысл искать решение ер 

[см. формулы (5.49), (6.23)]. Подставляя произвольную функ­
цию ер этого подпространства в сглаживающий функционал, мы 
получали обычную функцию п переменных а; координат ер в ба­
зисе п-мерного подпространства (6.24). Приравнивание произ­
водной этой функции по каждой переменной а; к нулю давало 
систему уравнений (6.26), подлежащую решению. Структура 
(заполненность или разреженность) матрицы коэффициентов 
системы (6.26) полностью определяется базисными элемента· 
ми того подпространства, в котором ищется решение. 

Использование метода конечных элементов при аппроксима­
ции сплайнами отличается от описанной выше схемы одним, но 
важным положением: решение предлагается искать приближен­
но в конечномерном подпространстве со специальным базисом, 
заведомо обеспечивающим разреженность матрицы коэффици­
ентов системы уравнений, подлежащей решению. Отличие при-

ближенного решения <Рот точного ~ зависит от размерности N 
используемого подпространства и стремится к нулю при N-+ оо. 

Средняя квадратическая коллокация на отрезке. Рассмотрим 
применение метода конечных элементов для решения следую­

щей одномерной задачи средней квадратической коллокации. 
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Известно, что изучаемая функция у= f (х), XED = [а, Ь] при­
надлежит пространству дифференцируемых (не обязательно не­
прерывно) функций Н = W21 ([а, Ь]). Известны результаты li из­
мерений с весом р; п значений [; линейных ограниченных функ­
ционалов L;f на этой функции, i = 1, ... , п. Требуется восстано­
вить функцию f. 

Наилучшей аппроксимацией будем считать такую функцию 

~ (х) из Н, которая обращает в минимум сглаживающий функ­
ционал (6.21): 

ь 

Фq>=l\L<p-ltl2вn+lllPll2н= ~p1v21+ J[(vq>)2 +( ~: )2Jdx. (6.31) 
•=\ а 

Параметр а принят равным единице, v>O- фиксированная 
константа; Lср-столбец п чисел l;=Liq;, i=l" .. , п; Vi= 

=q;(x;)-I. 
Итак 

~(х) =argmin Фq;, q;EH. __ (6.32) 
Разобьем отрезок [а, Ь] на равные части и пусть х1, Х2, ... , 

XN, где N~п, обозначают концы этих частичных промежутков 
длиной h. Систему координат выберем так, чтобы Х1 =h. Узлы 
~ •... , XN-i будем называть внутренними, а узлы i; =а, х-;. = Ь -
граничными. Каждому внутреннему узлу с номером i поставим 
в соответствие кусочно-линейную функцию 

!1 + (x-'X;)/h при хн ~x~xi; 
(J)i(X) = l-(x-'X;)/h при Х;~х~хн.1; 

О при х<хн или х>х;+1, i=2, ... , N-l. 
(6.33) 

Областью определения такой функции служит вся числовая 
ось, но от нуля она отличается только на конечном промежутке 

(~-1. хщ). Подобные функции называются финитными. Носи­
тель финитной функции (та часть ее бесконечной области опре­
деления, где она отлична от нуля) представляет собой конечный 
элемент. Граничным узлам поставим в соответствие кусочно-ли­
нейные функции (рис. 19) 

( ') _ { 2-x/!i при li~x~2h; 
Ш1 х - О при x<h или x>2fi, 

( ) - { -(N-1) +x/!i при (N-l)!t~x~Nli; 
ffiN х - О при х< (N-l)h или x>Nh. 

(6.34) 

Зададимся теперь какими-нибудь числами 21, •.. , zн и соста­
вим функцию вида 
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Рис. 19. Графики кусочно-линейных функций 

- N 
qJ(X) = ~ Zj(O;(X). 

i=\ 

в 

(6.35) 

Графиком этого кусочно-линейного интерполянта служит лома­
ная линия (рис. 20). 

Множество всех функций вида ( 6.35), соответствующих все­
возможным ординатам z 1, .•• , ZN, образует N-мерное подпрост­
ранство № пространства H=W2 1 ([a,b]). Финитные функции 
щ(х), i= 1, ... , N составляют базис такого подпространства, ко­
торый принято называть базисом типа конечных элементов. Лю­
бую функцию f (х) из Н можно в определенном смысле прибли­
зить функцией ij;°(x) из Hh. Для этого достаточно взять в ка­
честве z; в (6.35) ординаты f(x;), поскольку ro;(x) - функции 
влияния i-го узла, удовлетворяющие условию (5.15). Геометри­
чески это означает, что нужно вписать ломаную в график за­
данной функции (см. рис. 20). Точность аппроксимации увели­
чивается с измельчением шага h и может быть как угодно вы­
сокой. Поэтому решения (6.32) данной задачи будем выбирать 
не из всего бесконечномерного пространства Н, а из N-мерного 
подпространства Hh типа конечных элементов. Это означает, что 
искомая аппроксимирующая функция ищется в виде (6.35) и 
определению подлежат только N коэффициентов z;. 

Далее все стандартно: подставляем (6.35) в (6.31), диффе­
ренцируем по z; и приравниваем полученные производные 

к нулю. Получим: 

Фср = (f ziLroi-Т, f ZiLroi_::z)Eп + (f Ziffii, f ~w~)н = 
i-\ i=\ i=\ j=\ 

N N N 

= ~ ~ ZtZj (Lffi1, Lroi)En -2 ~ Zi (Lroi, i)En + (Т, i)En + 
i=l /=I i=\ 

N N 
+ ~ ~ ZtZj (rotffij)н= zт(;z-2zтt+(Т, l)En +zтвz, 

i=\ i=I 
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Рис. 20. Гряфик кусочно-линейного интерполянта 

где zт=(z,, ... , ZN), G и .В-квадратные матрицы размера 
[ N Х N] с элементами 

g;j= (L(J);, Lffij)En' 

bij= (ffi;, ffij)н; 

l - столбец N чисел вида 

или 

дФ/дZ= 2GZ-2l+2BZ=O, 

Ш+В)Z=l. 

(6.36) 

(6.37) 

(6.38) 

Решая систему N линейных уравнений (6.38), получаем N 

нужных коэффициентов Zi для qJ° (x) тип~ (6.35). Чем больше 
взять N, тем точнее найденная функция ~ (х) описывает истин­
ное в смысле (6.32) решение ~ (х), но тем большего порядка 
приходится решать систему уравнений (6.38). В чем же преиму­
щество метода конечных элементов? В разреженности матрицы 
коэффициентов системы (6.38). В самом деле, функции ffiI, ... , 

ffiN составляют базис типа конечных элементов и потому bii =О 
для всех i и j, для которых носители функций ffi; и ffii не пересе­
кают-ся. Другими словами, b;i=O при 1i-il>1 и потому как бы 
велико ни было число N, в любой строчке матрицы В имеется не 
более трех ненулевых элементов. Если исходные функционалы 
связаны с фиксированными точками отрезка [а, Ь ], то это же 
можно сказать и о структуре матрицы G. Учитывают также кон­
кретный вид исходных функционалов L;. 

Упр а ж не н и е 6.2. Пусть все исходные функционалы L; в обсуждае­
мой задаче представляют собой значения изучаемой функции f (х) в задан­
ных точках Х1, ... , Xn (не обязательно равноотстоящих) отрезка [а, Ь], 
l;""l1=f(x1), i=l, ... ,n. Полагая в (6.31) v=l, составьте формулы (6.36), 
(6.37) для формирования системы (6.38) и убедитесь, что все строчки мат­
рицы коэффициентов этой системы содержат не более трех чисел, отличных 
от нуля. 

п п 

указ ан и е: U/i= L. Pm(J)1(Xm)(J)j(Xm), l1=L.pmlm(J)1(Xm). 
m=I m=I 
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Следствием большой разреженности матрицы коэффициентов 
системы (6.38) является возможность решать подобные систе­
мы очень большого порядка при разумных требованиях к опе­
ративной памяти используемой ЭВМ. Наиболее удобный спо­
соб решения при этом - способ итерации. Отметим также, что 
при программировании удобно пользоваться безразмерными 
абсциссами, выраженными в единицах шага h. Тогда x;=i, 
формулы (6.33), (6.34) упрощаются и отпадает необходимость 
в многократном делении на h при вычислениях "iiii и l;. 

Средняя квадратическая коллокация на плоскости. На прак­
тике одномерные задачи средней квадратической коллокации 
редко имеют очень большое количество п исходных данных и 
поэтому возможно получать точные решения по схеме, описанной 
в § 6.4. В самом деле, если п не превышает одну-две сотни, то 
плотность матрицы коэффициентов (6.26) не имеет решающего 
значения и задача решается без упрощения. Однако в двумер­
ных задачах (на плоскости) очень часто приходится иметь дело 
с большим п. 

Пр им ер 6.6. По значениям высот геоида, полученным из спутнико­
вой альтиметрии в большом количестве хаотично расположенных точек 
океанической поверхности, требуется: а) восстановить возмущающий потен­
циал; б) пересчитать исходную информацию, заданную на хаотичной сетке, 
в узлы регулярной сетки; в) в заданных точках вычислить значения ано­
малии силы тяжести; г) получить средние интегральные значения высот 
геоида по заданным ячейкам ЛD. 

Рассмотрим возможности метода конечных элементов для при· 
ближенного решения двумерных задач средней квадратической 
коллокации с большим количеством п исходных данных. 

Постановка задачи подробно описана в § 6.4. Уточним толь­
ко область определения D изучаемой функции z= f (х, у). 
Пусть D - прямоугольная область [а, Ь; с, d], а Р (х;, у;) - про­
извольные, но фиксированные точки этой области, к которым 
относятся исходные функционалы L;f, i= 1, ... ,п. Будем назы­
вать эти точки узлами коллокации и предполагать, что в общем 
случае они расположены в области D хаотично. 

Аппроксимирующий сплайн минимальной нормы (6.22) бу-

дем искать приближенно в виде разложения ер по базису типа 
конечных элементов. Чтобы построить такой базис, надо конкре­
тизировать пространство Н = W2q (D), к которому можно отнести 
изучаемую функцию f. Будем полагать для простоты, что Н = 
= W2 1 (D), т. е. f непрерывна на D и имеет (не обязательно не­
прерывные) частные производные по х и по у. Скалярное про­
изведение в таком пространстве задается с помощью формулы 
( 5.47). Для построения пространства Hh типа конечных элемен­
тов, служащего подпространством в Н, зададимся некоторым 
шагом h>O и введем в D квадратную сетку и прямоугольную 
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Рис. 21. Регулярная квадратная сетка для построения пространства Н типа 
конечных элементов 

систему координат так, как показано на рис. 21 (считаем, что 
Ь-а и d-c кратны h). 

Узел регулярной сетки с координатами x;=ih, fii= jh будем 
обозначать (i,j), где i=l, ... , п1 и j=l, ... , п2• Всего имеется 
N = п1п2 таких узлов. Обычно N ~ п. Каждому узлу (i, j) по­
ставим в соответствие кусочно-билинейную функцию 

ro;1(x, у)= ro;(x)roi(y), (6.39) 

где кусочно-линейные функции ro;(x) определяются формулами 
(6.34), (6.35). График базисной функции z= ro;i (х, у) изображен 
на рис. 22. 

Функция z= roii (х, у) определена на всей координатной плос­
кости хоу, но от нуля отлична только на конечном элементе об­
ласти - квадрате [хн, x;+i; fiн, !7н1]. Это финитная функция. 

Формулы (6.39), (6.33), (6.34) позволяют легко составить 
аналитическое выражение для функции ro;1 (х, у), но в этом нет 
необходимости. Укажем лишь, что в каждом из четырех квадра­
тов носителя функция ffiii (х, у) имеет структуру квадратичного 
полинома вида а1+а2х+азу+а4ху. 

Итак, пространство Hh типа конечных элементов построено. 
Его размерность N=n1n2, базисом служат функции ro;;(x,y), 
где i= 1, ... , п1 и j= 1, ... , п2 • Любая функция из Hh имеет вид 

_ n1 n2 

<р(Х, у)= ~ ~ Z;jffiij(X, у), 
i=l /=I 

где z;1 - произвольные действительные числа. 

(6.40) 

Будем аппроксимирующий сплайн минимальной нормы 
(6.22), разрешающий глобальную задачу средней квадратиче­
ской коллокации, приближенно выражать с помощью функций 
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Рис. 22. График базисной функции 
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вида (6.40). Для этого поступают так же, как в с~учае одномер­

ной задачи. В результате нужное решение q; (х, у)~~ (х, у) 
имеет вид (6.40), где коэффициенты zii - корни системы N ли­
нейных уравнений (6.38). С геометрической то~ки зрения корни 
z;1 представляют собой аппликаты функции q; (х, у) в узлах 
(i, j). 

Решать систему (6.38) рекомендуется методом итерации. 
Поэтому перепишем ее в виде 

Zs+l =D-1[[ - (li' + G')Zs, (6.41) 

где li+G=D+(B'+G'); D-диагональная матрица, имеющая 
те же элементы, что и диагональ матрицы в+с; s - номер 
итерации. 

Специфика обсуждаемой задачи обусловлена тем, что N мо­
жет быть очень большим. Хранить в памяти ЭВМ матрицы в' 
и G', содержащие по N2 чисел, невозможно. Поэтому желатель­
но научиться эффективно умножать матрицы В' и G' на Z без 
существенных затрат на это оперативной памяти ЭВМ. Необ­
ходимые подробности изложены в [3], [ 17]. 

Итерации продолжаются до тех пор, пока очередной резуль­
тат не будет отличаться от предыдущего по нужной метрике 
меньше желаемого значения, обусловленного точностью исход­
ных данных. 

Заключительные замечания. Одним из возможных приложе­
ний рассмотренной общей методики может служить задача а) 
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из примера 6.6. При реш~нии задачи б) из того же примера все 
исходные функционалы Li следует полагать обычными дельта­
функционалами. При этом L@ii представляет собой п-мерный 
столбец значений базисной функции ffiii в узлах Р 1 , ••• , Рп ис­
ходной хаотичной сетки. Аналогично могут быть решены и дру­
гие многочисленные задачи геодезии и геофизики по пересчету 
скалярных полей с имеющей большое количество узлов хаотич­
ной сетки на сетку регулярную. При этом все возможные после­
дующие задачи, связанные с численным дифференцированием, 
инте~:рированием, автоматической рисовкой изолиний, значи­
тельно упрощаются. 

Если известно, что решаемая задача неустойчива (например, 
задача в) из примера 6.6), то параметр а в сглаживающем 
функционале (6.21), (6.31) следует выбирать так, чтобы обес­
печить решению регуляризирующие свойства (см. § 6.4). 

Приближенное решение локальной задачи, состоящей в оце­
нивании значения заданного функционала F на изучаемой функ­
ции f, имеет вид 

_ n1 n2 

Ff ~ Fcp= ~ ~Zijuщ(F), 
i=l i=l 

(6.42) 

где zii-решение системы (6.38), (6.41), а @;i(F) обозначает 
число, которое получается действием заданного функционала F 
на базисную функцию (6.39). Так, в задаче в) из примера 6.6 
функционал F представляет собой совокупность действий, ко­
торые надо выполнить над функцией высоты геоида на плоско­
сти для вычисления в заданной точке х0 , у0 значения аномалии 
силы тяжести с точностью плоской аппроксимации [14]. 
Мы подробно рассмотрели приближенное решение задач 

средней квадратической коллокации методом конечных элемен­
тов. При этом базис составляется из простейших финитных 
функций (6.39) - непрерывных, но недифференцируемых. След­
ствием этого является непрерывность, но недифференцируемость 
и решения вида (6.40), что заметно сужает класс функционалов 
(6.42), которые можно вычислить на этом решении. Однако 
идейной основой метода конечных элементов является не глад­
кость базисных функций подпространства Hh, а их финитность. 
Поэтому описанная схема вычислений принципиально не меня­
ется, если выбрать более гладкие базисные функции @;i (х, у) 
[8]' (12]. 

Конечные элементы не обязательно должны иметь квадрат­
ную либо прямоугольную форму. Широко распространены ко­
нечные элементы в форме треугольников, в частности прямо­
угольных. 

Наконец, размер носителей финитных функций, составляю­
щих базис типа конечных элементов, может быть поставлен в 
зависимость от плотности исходных данных в различных частях 
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области D и от формы границы этой области. Регулярность сет­
ки при этом теряется, но зато оптимизируется использование 

исходной информации в случае существенной неравномерности 
расположения узлов Р 1 , ..• , Рп по области D. Необходимые 
сведения для самостоятельного выполнения указанных обобще­
ний можно найти, например, в работах [8J, [12]. Готовые реко­
мендации отноr.ительно приближенного решения задачи § 6.5 
на подпространстве типа конечных элементов с базисом (6.39) 
имеются в работе [3]. 

Можно доказать, что при вполне при~млем~rх условиях с по-

вышением плотности исходных данных <ра.-+ <ра. по метрике со­

ответствующего пространства, а ~"-+ f с повышением точности 
исходных значений. Недостатком описанного в этом параграфе 
приложения метода конечных элементов является отсутствие 

достаточно простых разработок для оценивания точности ап­
проксимации. 

Глава 7 
ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

Рассмотрим основные методы приближенного вычисления опре­
деленных интегралов от функций одной переменной и двойных 
интегралов со стандартными областями интегрирования. Из 
несобственных интегралов изложены лишь интегралы 2-го рода 
со степенной особенностью как наиболее часто встречающиеся 
в геодезических приложениях. 

§ 7.1. ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЙ ПОДХОД К ПРИБЛИЖЕННОМУ 
ВЫЧИСЛЕНИЮ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

В СОБСТВЕННОМ СМЫСЛЕ 

Важнейшая в математическом анализе формула Ньютона -
Лейбница 

ь 

J f(x)dx=F(b) -F(a), 
а 

где F (х) - первообразная функция для f (х), редко использует­
ся на практике, так как класс функций f (х), для которых F (х) 
выражается через элементарные функции, весьма узок. Замена 

п 

интеграла / интегральной суммой Sn= ~ f (xi) Лхi также непри­
i=L 

менима ввиду медленной сходимости Sn к / при n-+oo и невоз­
можности оценить точность при фиксированном п. 

Кроме того, на практике f (х) часто задана на сетке, т. е. ее 
значения известны лишь в отдельных точках х0 , х 1 , ••• , Хп от· 
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резка интегрирования, а о поведении функции между этими точ­
ками имеется информация только качественного характера (сте­
пень гладкости и т. п.). 

Обычно f (х) приближенно заменяется другой функцией 
ср (х), аппроксимирующей f (х) на отрезке [а, Ь] в том или ином 
смысле и легко интегрируемой. 
Далее полагают, что 

ь ь 

/ = J f(x)dx ~ r = J cp(x)dx. (7.1) 
а а 

Для аппроксимации используются методы, изложенные в 
гл. 5 и 6. Конкретный выбор их зависит от многих обстоятельств. 
Важнейшими среди них являются следующие: сведения о струк­
туре исходной подынтегральной функции и точности ее значе­
ний в узлах сетки; возможность распоряжаться узлами сетки 
(их количеством и конфигурацией); требуемой точностью ре­
зультата интегрирования, а также возможностью ее реально 

оценить. Наиболее изучена замена f (х) интерполяционным по­
линомом <рп(х), которая и будет рассматриваться в дальнейшем. 

Предположим, что подынтегральная функция задана на от­
резке интегрирования таблично ( 5.1), узлы х0 , ••• , Хп фиксиро­
ваны, а значения у0 = f (х0 ), ••• , Уп= f (хп) безошибочны. 

Пусть 
п 

f(x) =срп(Х) + Rп(Х) = ~ YiЛi(X) + Rп(Х), 
i=O 

(7.2) 

где срп (х) - интерполяционный полином Лагранжа п-й степени 
(5.13), Лi(х)-полином влияния i-го узла (5.14), Rn(x)= 
= f (х)-срп (х) - погрешность аппро1<симации ( 5.19). 

Тогда очевидно, что 

ь п 

J f(x)dx= ~CiYi+rп, (7.3} 
а i=O 

где 

ь ь 

Ci= S Лi(x)dx, Гп= S Rn(x)dx. (7.4) 
а а 

Приближенная формула 

ь п 

/ = J f(x)dx ~ ~ cif(xi) =l (7.5) 
а i=O 

называется квадратурной формулой интерполяционного типа. 
Числа с1 называются весовыми коэффициентами этой формулы, 
а исходные абсциссы х0 , . .. , Хп - узлами интегрирования. Если 
все узлы равноотстоящие, то расстояние h между ними называ­
ется шагом интегрирования. Квадратурная формула называет-

264 



ся замкнутого или открытого типа в зависимости от того, вхо­

дят или не входят концы а, Ь отрезка интегрирования в состав 
узлов. 

3 а меч ан и е 7.1. Весовые коэффициенты квадратурной 
формулы не зависят от подынтегральной функции, а зависят 
только от конфигурации узлов интегрирования. 

Погрешность формулы (7.5) определяется величиной оста­
точного члена Гп. Вычислить ее непосредственно невозможно, по­
скольку точка ~ в формуле (5.19) зависит от х. Поэтому нас 
будет интересовать в дальнейшем возможность оценить вели­
чину 1Гп1 сверху. С ростом п точность интегрирования увеличи­
вается, но возрастают и затруднения, о которых говорилось в 

§ 5.4. Чтобы не иметь дело с большими п, обычно отрезок 
[а, Ь] делят на N частей (не обязательно равных), на каждом 
частичном отрезке интегрируют с помощью малого значения п 

и, пользуясь аддитивностью интеграла, результаты складывают. 

Получаются так называемые составные квадратурные формулы. 
Говорят, что данная квадратурная формула имеет алгебраи­

ческую точность порядка k, если она точна для любого полино­
ма, степень которого не превышает k. Это означает, что Гп=О 
в формуле (7.3) и, следовательно, приближенное равенство (7.5) 
имеет вид точного равенства при условии, что f (х) - любой по­
лином степени не выше k. Чем выше порядок точности, тем 
больше оснований ожидать, что квадратурная формула даст хо­
роший результат и в том случае, когда f (х) - произвольная не­
прерывная функция (см. теорему Вейерштрасса, § 5.1). 

3 а меч ан и е 7.2. Квадратурная формула интерполяционно­
го типа с п+ 1 узлами имеет алгебраический порядок точности 
не меньше п, поскольку если f (х) - полином степени не выше п, 
то интерполяционный полином срп (х) =f (х) и, следовательно, 
Гп=О. 

При вычислении интегралов от периодических функций ес­
тественно характеризовать тригонометрический порядок точно­
сти используемой квадратурной формулы. Говорят, что данная 
квадратурная формула имеет тригонометрический порядок точ­
ности k, если она точна для любого тригонометрического много-

м 

члена а0 + ~ (а; cos ix+b; sin ix) порядка т не выше k. В этом 
i=I 

определении предполагается, что f (х) имеет стандартный пери­
од 2л. Функции с любым другим периодом сводятся к этой стан­
дартной ситуации известной линейной заменой переменной. 

Теорема 7.1. Среди всех квадратурных формул с n+ 1 узла­
ми наивысший тригонометрический порядок точности, рав­
ный п, имеет формула с равномерным расположением узлов на 
отрезке интегрирования [О, 2л] и равными весовыми коэффи­
циентами. 
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Другой важной характеристикой качества квадратной фор­
мулы является порядок малости т соответствующего остаточ­
ного члена относительно шага интегрирования. Наличие такой 
характеристики предполагает, что при равноотстоящих узлах 

с шагом h остаточный член имеет следующую структуру: 
r=r(h)=hmC(h), (7.6) 

где С (h) - некоторая функция шага, такая, что С (h) -+ С=т!=О 
при h--+ О. Другими словами, при достаточно малом h 

r=r(h)=Chm+o(hm). (7.7) 

Значение величины т для заданной квадратурной формулы 
позволяет эффективно оценивать главную часть погрешности 
интегрирования по схеме Рунге (см. § 7.5). 

В заключение этого параграфа отметим, что, хотя мы и до­
говорились полагать исходные ординаты интегрируемой функ­
ции безошибочными, на практике они известны только прибли­
женно. Поэтому естественно стремиться к использованию квад­
ратурных формул, для которых сумма модулей весовых коэф­
фициентов минимальна. В противном случае даже незначитель­
ные ошибки исходных значений функции могут привести к су­
щественным погрешностям результата интегрирования. 

Переходим к изложению основных квадратурных формул 
интерполяционного типа. Теоретически они отличаются друг от 
друга лишь степенью полинома Лагранжа, используемого для их 
вывода по схеме (7.2)- (7.5). 

§ 7.2. ФОРМУЛА СРЕДНИХ ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ 

Пусть в формулах (7.2)-(7.5) значение п= О, т. е. qJo (х) = 
==f (х0 ) =у0 , а единственный узел Хо находится в середине х от­
резка [а, Ь]. Интерполяционный полином Лагранжа ( 5.13) 
представляет собой в данном случае постоянную функцию 
qJo(x) =f (х)Ло(х), где Ло(х) == 1. Весовой коэффициент Со= 

ь 

= f Ло(х)dх=Ь-а и, следовательно, 
а 

ь 

1 ~т = f f(x)dx=f(x)(b-a), (7.8) 
а 

что и называется квадратурной формулой среднего прямоуголь­
ника. Геометрический смысл: площадь 1 криволинейной трапе­
ции заменяется площадью Т прямоугольника с длиной верти­
кальной стороны, равной f (х) (рис. 23). 

Иногда для аппроксимации 1 используют прямоугольник с 
тем же нижним основанием, но с вертикальной стороной длины 
f(a) или f(b). Получаются так называемые формулы левого или 
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Рис. 23. Геометрическая интерпретация формулы средних прямоугольников 

соответственно правого прямоугольника. Они обладают мень­
шей точностью, чем формула среднего прямоугольника, и в 
дальнейшем не рассматриваются. 

Чтобы оценить погрешность формулы (7.8), разложим f (х) 
в ряд Тейлора в окрестности точки х: 

f(x) = f(x) + f'(x)(x-x) + -1 f"(5Hx- x) 2, 
2 

где sE (х, х) и зависит от х. Остаточный член (7.4) имеет вид 
ь 

го= S f (x)dx-(Ь-a)f (х)= f (х) (Ь-а)+ + f' (х) (х-х)2 + 
а 

1 - ь -
+-f"(ri)(x-x)31-(b-a)f(x), 

2·3 а 

где rie:: [а, Ь]. Второе слагаемое в правой части равно нулю. При 
вычислении 3-го слагаемого мы воспользовались известной 
теоремой о среднем значении интеграла: на отрезке интегри-

ь 

рования существует такая точка ri. что J f" (s) (x-x) 2dx= 
а 

ь 

= f" ( ri) J (х-х) 2dx. Сокращая подобные члены и интегрируя, 
а 

имеем 

г0 = f t" ('У\) [(ь-+(а+Ь))3 -(а-+ (а+Ь))3] 
или после элементарных упрощений 

IГ0 1 = \-1-f" ('У\) (Ь-а)3 1 ~ М2 (Ь-а)3 , (7.9) 
24 24 

где M2 =maxlf"(x)I при хЕ[а,Ь]. 

3 а меч а ни е 7.3. Анализ полученной формулы интегриро­
вания показывает, что формула (7.8) точна не только на поли­
номах 0-й степени (т. е. на постоянных функциях), как это мож­
но было ожидать на основании рис. 23 и замечания 7.2, но и на 
любом полиноме 1-й степени (линейной функции), так как для 
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него М2=О. Это является следствием симметричного выбора 
узла интегрирования х0 . 

Для повышения точности получим составную формулу сред­
них прямоугольников. Для этого отрезок [а, Ь] делим на N час­
тичных промежутков точками а=Х0<Х1 < .. . <XN-I <XN=b. 
Будем называть эти частичные промежутки шагами составной 
формулы. Для каждого шага применяем формулу (7.8) и ре· 
зультаты складываем: 

N 

J = 1: (Xi -Xн)f(xi), ( 7.10) 
i=l 

Хц + Xi 
где х1 = . Это и есть составная формула средних пря-

2 
моугольников. Она является квадратурной формулой открытого 
типа, имеет N узлов интегрирования Xi и характеризуется по­
грешностью 

М N 
/Го/~ - 2 ~ (Х1-Х1-1)3 • 

24 i=I 

На равномерной сетке Хi-Хн= (b-a)/N=h и потому 

(7.11) 

- N - Nhз Ь-а / = h ~ f (х1), 1r0 / ~ --М2 = h2 --М2 . (7 .12) 
~ 24 24 
i=I 

1 
Пр им ер 7.1. Вычислить 1= f exdx по формуле средних прямоугольни-

0 
ков с шагом 0,5 и оценить предельную погрешность. 

Решение: h=0,5; N=2; х 1 =0,25; х2 =0,75; 7=0,5·(1,2840+2,1170)= 
=1,7005~1,70, /ro/<:(0,5)2·2,718/24=0,028. Точное значение /=1,7183, и 
потому r -I ~ -0,02. 

Если подынтегральная функция задана таблично и никакой 
информации о величине М2 нет, то величину h2M 2 в формуле 
предельной погрешности (7.12) можно заменить модулем сред­
него значения соответствующих табличных разностей 2-го по-

рядка Л2у. В самом деле, для составной формулы имеем 

hЗ N h3N N 

Го=24 ~{"(111)=24 ~f"(rJ;)/N 
i=l i=I 

или, учитывая формулу (5.5), 

Ь-а N Ь-а -
Г0 =h2 -- ~f"(rJ1)/N ~--Л2у. 

24 ~ 24 
i=I 

(7.13) 

Шаг h составной формулы равен шагу интегрирования h= 
=Xi-Xi-I· Поэтому ясно, что порядок малости остаточного чле-
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на формулы прямоугольников относительно шага интегрирова­
ния равен двум, если М2 <оо. Алгебраический порядок точности 
этой простейшей квадратурной формулы равен всего лишь еди­
нице, но зато на равномерной сетке она имеет наивысший из 
возможных тригонометрический порядок точности, равный 
N-1. Это следует из теоремы 7.1, поскольку все весовые коэф­
фициенты в формуле (7.12) равны h. 

Наличие у подынтегральной функции производных порядка, 
большего чем два, не улучшает точность интегрирования. Если 
f (х) имеет ограниченной лишь первую производную, то погреш­
ность интегрирования характеризуется оценкой, отличной от 
(7.12), а именно [9] 

Ь-а \rl<h--M1• 
4 

§ 7.3. ФОРМУЛА ТРАПЕЦИИ 

(7 .14) 

Пусть теперь имеются два узла интегрирования х0 и х,, 
совпадающие соответственно с левым а и правым Ь концами 
отрезка интегрирования. Тогда в формулах (7.2)-(7.5) надо 
положить n= 1, а полином Лагранжа <р 1 (х) =f (а)Л0 (х) + 
+f (Ь)Л1 (х), где, согласно (5.14), Ло(х) = (х-Ь)/ (а-Ь), Л 1 (х) = 
= (х-а) / (Ь-а). Поэтому весовые коэффициенты нужной квад­
ратурной формулы, в силу (7.4), имеют вид 

ь 

С0 = --dx=-(b-a),C1=C0 • S х-Ь 1 

а-Ь 2 
а 

Соответствующая квадратура (7.5) запишется как 

/~l=-1 (b-a)[f(a)+f(b)] 
2 

(7.15) 

и называется формулой трапеции. Такое название объясняется 
геометрической интерпретацией: кривая f (х) заменяется стяги­
вающей хордой <р 1 (х) и, следовательно, площадь / криволиней­
ной трапеции аппроксимируется площадью l трапеции прямо­
линейной (рис. 24). 

х 

Рис. 24. Геометрическая интерпретация формулы трапеций 
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Погрешность формулы трапеции, согласно (7.4) и (5.19), 
1 ь 

имеет вид r 1=- J f"(s) (х-а) (x-b)dx. Полагая f"(x) непре-
2 а 

рывной на [а, Ь] и учитывая знакопостоянство (х-а) (х-Ь) =::;;о 
при ХЕ: [а, Ь], применим теорему о среднем: существует на от­
резке интегрирования такая точка YJ, что 

ь ь 

r1 = + f" (fJ) J (х-а)(х-Ь) dx= + f" (rJ) J (х-а) Х 
а а 

х [(х-а)-(Ь-а)] dx. 

Интегрируя это выражение, получим, что 

Jr1J = /- - 1-f" (rJ) (Ь-а)3 / ~ -1-М2 (Ь-а)3, 
12 12 

(7.16) 

где M2=max 1 f"(x) 1 при хе= [а, Ь]. 

Для повышения точности найдем составную формулу трапе­
ций. Для этого отрезок [а, Ь] делим на N частичных промежут­
ков (шаги составной формулы) точками а=Ха<Х1 < ... <XN= 
=Ь. Для каждого шага применяем формулу (7.13) и результа­
ты складываем: 

1 N . 
l = - ~ (Xi - Хн НУн + Yi). 

2 i=l 
(7.17) 

Это и есть составная формула трапеций. Она является квадра­
турной формулой замкнутого типа, имеет N + 1 узлов интегри­
рования Х;, i=O, 1, ... , N и характеризуется погрешностью 

М N 
lr1!~-2 ~(Х;-Хн)З. (7.18) 

12 i=l 

На равномерной сетке Х;-Хн = (b-a)/N =h, и потому 

I=+ (~Yi-1+ ~Yi) =+(Уа+2 ~Yi-1+YN) 
или окончательно 

- _ ( Уо YN) l-h - 2-+Y1+···-YN-1+-2- • 

Jr !,;:::: М2 Nhз=h2 Ь-а М. 
1 ....,, 12 12 2 

(7 .19) 

Пр им ер 7.2. Решим задачу из примера 7.1 с помощью формулы тра­
пеций: h=0,5; N=2; х0 =0; х 1 =0,5; х2=1; Т=О,5[(1/2)+1,6487+(2,7183/2)]= 
= 1,7539 ~ 1,75; 1 r1 J < (0,52 ·2,718/12) =0,056. Истинная ошибка Т-1~1,75-
-1,72=0,03. 
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Упражнение 7.1. Проделайте те же вычисления с шагом h=0,25. 
Ответ: l=l,7272~1.73, lr1J<.0,014, Т-!~О.01. 



Для таблично заданной подынтегральной функции справед· 
лив а формула, аналогичная (7.13), но со знаком «минус» и со 
знаменателем, в 2 раза меньшим. 

Алгебраический порядок точности квадратурной формулы 
трапеций равен единице; порядок малости ее остаточного члена 
относительно шага интегрирования равен двум, если М2<оо. 

Сопоставляя формулы (7.12) и (7.19), видим, что погреш­
ность формулы средних прямоугольников примерно в 2 раза 
меньше, чем погрешность формулы трапеций. Поэтому если есть 
возможность выбирать между получением двух значений инте­
грируемой функции на концах отрезка интегрирования (шага 
составной формулы) или одного значения в середине этого про­
межутка, то предпочтение следует отдать второму варианту и 

воспользоваться формулой средних прямоугольников. 
Однако лучше всего вычислить приближенное значение 

нужного интеграла и по формуле прямоугольников Т0 , и по фор­
муле трапеций Т1 • Дело в том, что знаки главных частей по­
грешностей этих формул разные. Поэтому точное значение ин­
теграла находится обычно между результатами счета по этим 
формулам. Если отложить Т0 и Т1 на числовой оси и поделить 
отрезок [Т0, Т 1] двумя точками на три равные части, то бли­
жайшая к То точка деления дает уточненный результат, соответ­
ствующий рассмотренной в следующем параграфе формуле па­
рабол (Симпсона). 

1 
П р и мер 7.3. Вычислим 1 = f exdx, используя результаты примеров 7.1 

о 

и 7.2. Имеем: l= 1,7005+(1,7539-1,7005)/3= 1,7183. Из сопоставления с 
точным результатом видно, что приведенные знаки верны. 

Все сказанное относительно точности справедливо в услови­
ях, когда интегрируемая функция имеет ограниченную произ­
водную не менее 2-го порядка. Если же ограничена лишь 1-я 
производная, то погрешность интегрирования характеризуется 

оценкой (7.14). 

1 
Пр и мер 7.4. Вычислим 1 = f x312dx по формуле трапеций с шагом 

о 
h= 0,25, l = 0,25(О+о,125+0,3536+0,6495+0,5) = 0,4070. Вторая производная 
3/(4]ix) подынтегральной функции не ограничена на отрезке интегрирова­
ния. Поэтому предельную ошибку результата приходится оценивать по 
формуле (7.14): lr11<0,25·0,25·1,5=0,09. В данном случае интегрирование 
легко выполнить непосредственно 1=0,4. Сравнение истинной ошибки l -1 = 
=0,007 с оценкой предельной ошибки показывает, что последняя значи­
тельно больше. 

1_ 
Упражнение 7.2. Проделайте те же вычисления для 1= f fxdx, где 

подынтегральная функция имеет еще меньшую гладкость. 
О т в е т: l = 0,6433, l -1 ~ -0,02. 
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§ 7.4. ФОРМУЛА ПАРАБОЛ (СИМПСОНА) 

Аналогично выводится квадратурная формула при наличии трех 
узлов интегрирования (n=2); составляется по формуле (5.13) 
полином Лагранжа <р2 (х) = УоЛо (х) + уЛ1 (х) + У2Л2 (х) и вычис­
ляются весовые коэффициенты (7.4). Если при этом узлы вы­
браны так, что х0 =а, Х1= (а+Ь)/2, х2 =Ь, то получается квадра­
турная формула вида 

1~r=J__(b-a)(yo+4У1 + У2). (7.20) 
6 

Она называется формулой параболы или формулой Симпсона. 
Геометрическая интерпретация: кривая f (х) заменяется пара­

болой, проходящей через точки (хо, Уо), (х1, У1), (х2, У2) 
(рис. 25). 

Вывод формулы для соответствующей погрешности интегри­
рования можно опустить. Окончательный результат следую­
щий: 

IГ2i = ---fOV>(ri)(b-a)0 ~ -М4 , 1 
1 1 ho 

2880 90 
(7.21) 

где fJ - некоторая точка отрезка интегрирования; М4 = 
=max 1 f<1VJ(x) j, ХЕ [а, Ь]; h= (Ь-а) /2. 

Для повышения точности разделим отрезок интегрирования 
на N равных частей (шагов составной формулы) точками а= 
=Хо<Х1< ... <XN=b и для каждой такой части применим 
формулу (7.20) с тремя узлами интегрирования - два узла по 
краям и один посредине. Полученные узлы интегрирования обо­
значим: х0 , х 1 , ••• , Хп, где n=2N, а расстояние между ними обо­
значим буквой h= (b-a)/(2N) (рис. 26). Складывая результа­
ты приближенного интегрирования по каждому из N шагов, 
получим составную формулу Симпсона (замкнутого типа): 

h 
l=3[Уо+4(у1+Уз+ · .. +Уп-1)+ 2(у2+У4+ · · · +Уп-2>+Уп]. 

(7.22) 
К.оличество шагов N составной формулы может быть любым, 
а количество узлов интегрирования п+ 1=2N + 1 всегда нечет-

у f(x) 

о 
х0=а ,х;1 ~(ае6)/2 х2 =б х 

а=Х0 Х1 

х, 
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Рис. 25. Геометрическая интерпрета­
ция формулы парабол 

Рис. 26. Узлы составной формулы 
интегрирования 
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но. Шаг интегрирования постоянен и укладывается на отрезке 
интегрирования обязательно четное число раз n= 2N. Все коэф­
фициенты, стоящие в формуле (7.22) перед ординатами, соот­
ветствующими узлам с нечетными номерами, равны четырем, 

с четными номерами - двум, крайним узлам соответствуют 
единичные весовые коэффициенты. Для погрешности формулы 
(7.22) справедлива оценка 

lr 1 ~ М4 Nh5 =h4 Ь-а М. (7.23) 
2 "<::: 90 180 4 

Для таблично заданной функции по аналогии с выводом фор­
мулы (7.13) можно получить 

Ь-а -­r ;:::;:----Л4у 
2 180 ' 

(7.24) 

где Л 4у- среднее значение табличной разности 4-го порядка 
для интегрируемой функции. 

0,8 
Пр им ер 7.5. Вычислить != f f (x)dx по формуле Симпсона и оценить 

о 

точность, если подынтегральная фующия задана таблично 

х о о, 1 0,2 0,3 0,4 
у 1,0000 0,9950 0,9801 0,9553 0,9211 
п о 1 2 3 4 

х 0,5 0,6 0,7 0,8 
у 0,8776 0,8253 О, 7648 0,6967 
п 5 6 7 8 

Решение: h=0,1; N=4; n=2N=8, по формуле (7.22) получаем J~l= 
= ( 1 /30) ( 1,0000+4. 3,5927+2· 2,7268+0,6967) =0,71735. 

Для оценки погрешности используем конечные разности в единицах де­
сятитысячных долей (табл. 9). 

Таблица 9 

Ау 

-50 
-149 

-248 

-342 

-435 

-523 

-605 

-681 

18-299 

Л'у 

-99 

-99 

-94 

-93 

-88 

-82 

-76 

д•у 

о 

5 

5 

6 

6 

д•у 

5 

-4 

4 

о 
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Воспользуемся формулой (7.24): 

л•у ~ 2.10-4, 

1 1 ,...., О,8·2· 10-4 ,...., lQ-G '2 ,...., ,...., . 
180 

В полученном результате все знаки можно считать верными. 
Упражнение 7.3. Решите задачу из примера 7.1 с помощью форму­

лы Симпсона. 
Ответ: l=l,7189; /r2 /~9·I0- 4 • 

Алгебраический порядок точности формулы Симпсона равен 
трем (М4= О для всякого полинома, степень которого ~3), хотя 
из геометрической интерпретации (см. рис. 25) следует 2-й по­
рядок точности. Повышение порядка является следствием того, 
что узлы интегрирования симметричны. Порядок малости оста­
точного члена относительно шага интегрирования равен четы­

рем, при условии, что М4 <оо. Если же у подынтегральной 
функции ограничена лишь 3-я производная, то (9] 

(7.25) 

При меньшей гладкости точность формулы Симпсона стано­
вится даже хуже точности формулы средних прямоугольников 
[см. неравенства (7.12), (7.14)]. 

Общий вывод таков: если интегрируемая функция непрерыв­
но дифференцируема по крайней мере трижды, то целесообраз­
но по возможности пользоваться формулой Симпсона. В против­
ном случае лучшие результаты дает формула средних прямо­
угольников. 

§ 7.5. ВЫДЕЛЕНИЕ ГЛАВНОЙ ЧАСТИ ПОГРЕШНОСТИ 
АППРОКСИМАЦИИ НА СЕТКЕ МЕТОДОМ РУНГЕ 

В гл. 5, 6 и 7 общим является то, что изучаемая функция (бу­
дучи непрерывной по своей физической природе) задана лишь 
дискретно - на некоторой ·сетке. Точность решения задач ап­
проксимации (интерполяции, коллокации, интегрирования) за­
висит от плотности исходных данных, т. е. от шага сетки (мы 
предполагаем для простоты, что сетка регулярная и имеет по­

стоянный шаг h). Важной характеристикой качества той или 
иной аппроксимирующей формулы является порядок малости т 
соответствующего остаточного члена относительно шага сетки. 

Существование определенного т означает, что погрешность ап­
проксимации r=r(h) имеет структуру (7.6), (7.7). Первое сла­
гаемое правой части равенства (7.7) естественно называть глав­
ной частью погрешности аппроксимации, поскольку второе сла­
гаемое имеет более высокий порядок малости. 
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Предположим теперь, что одна и та же задача локальной 
аппроксимации (интерполяции, коллокации, интегрирования) 
решена дважды: на сетке с шагом h получен результат Р (h), 
а на сетке с шагом Kh получен результат P(Kh). Тогда если т 
для данного метода известен, то можно оценить главную часть 

погрешности аппроксимации. В самом деле, согласно (7.7) 

r(h) =F -F'(h) =Chm+o(hm), 

r(Kh)=F-P<Kh)=CKmhm+ 

+к. o(hm) = сктhт + o(hm)' 

(7.26) 

где F - точное значение искомой величины. Вычитая первое ра­
венство из второго, получим 

Отсюда 

F(h) -F(Kh) = Chm(Km - 1) + o(hm). 

r(h) ~ r(h)= Chm ~ 'F (h) -F (Kh) 
кт-1 

(7.27) 

Таким образом, расчет на двух сетках позволяет приближен­
но (с точностью до членов более высокого порядка) оценить 
точность аппроксимации на сетке с шагом h. 

Найденную погрешность, хотя и приближенно, можно исклю­
чить из равенства (7.26) и получить результат с более высокой 
точностью: 

F<h>=F(h)+r(h). (7.28) 

Указанная методика оценивания погрешности аппроксима­
ции и повыш~ния ее точности носит имя Рунге. Интересно от-

метить, что Fф[F(h), F(Kh)], так что формула (7.28) пред­
ставляет собой экстраполяцию. 

Обычно производят так называемый двойной пересчет, по­
лагая К= 2. Тогда формула (7.28) имеет вид: 

F ~ F(h) =F(h)+ [ F(h) -F(2h) J/(2m - о. (7.29) 

Величины порядка малости погрешностей различных методов 
указаны в §§ 5.4, 5.5, 7.2, 7.3, 7.4. 

Упражнение 7.4. Уточните результат упражнения 7.1 методом Рун­
ге, используя _1>ормулу (7.29) с m=2 и результат примера 7.2. 

От в е т: /~ 1,7272+ (1,7539-1,7272)/3= 1,7183. 
Пр и мер 7.6. Оценим точность результата J примера 7.5 методом 

Рунrе. Для этого вычислим сначала тот же интеграл по формуле Симпсо­
на (7.22) с удвоенным шаrом h:=0,2, принимая во внимание только сле­
дующую таблицу значений y=f(x): 
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х 

у 

п 

о 
1,0000 
о 

0,2 
0,9801 
1 

0,4 
о' 9211 
2 

0,6 
0,8253 
3 

0,8 
0,6967 
4 

J = (2/30) ( 1,0000+4 · 1,8054+2· 0,9211 +О,6967) =0,71737. Далее воспользуемся 
формулой (7.27), полагая К=2 и m=4; Г-"' I0,71735-0,717371/15=2· 10-5/15"" 
""10-6. 

Иногда порядок малости для данной аппроксимации су­
ществует, но неизвестен. Тогда его можно найти по схеме Эйт­
кена. Для этого надо оценить искомую величину F на трех сет­
ках с шагами h, Kh и K2h. Обозначим соответствующие резуль­
таты F1, F2 и Fз. Можно доказать [9], что Кт= 
= (Fз-F2)/ (F2-F1) и потому 

т ~ m= Оп ю-1 1n [ СFз-Р 2)/CF2-F1) J. С7.30) 

Точность этой формулы увеличивается при h-+O. Можно т не 
вычислять, а сразу получать уточненный результат по формуле 

( 7.31) 
Пр и мер 7.7. При вычислении интеграла в примере 7.4 отмечалось, 

что вторая производная подынтегральной функции не ограничена. Следова­
тельно, для формулы трапеций т=/:2. Оценим эту величину по схеме Эйт­
кена. Для этого обозначим результат 0,4070, полученный в примере 7.4, 
через 71 и вычислим тот же интеграл по формуле трапеций еще дважды -
с шагом 0,5 и с шагом 1. Получим соответственно 72 =0,5 (О+О,3536+ 
+о,5) = 0,4268 и Тз= 1 (О+О,5) =0,5. Вычисления по формуле (7.29) дают 

m= 1,89. Уточн~нное значение (7.31) оказывается равным I = 0,3997. Истин­
ная ошибка II-/I =3· IO-• более чем в 20 раз меньше истинной ошибки 
результата 7 1 из примера 7.4. 

Упражнение 7.5. Пользуясь схемой Эйткена, оцените порядок ма­
.11ости погрешности интегрирования относительно шага сетки для квадратур­

ной формулы трапеций при вычислении интегралов из упражнений 7.1 и 
7.2 с шагами h=0,25, 2h=0,5, 4h= 1. Убедитесь, что в силу различной глад-
1шсти подынтегральных функций результаты отличаются от теоретнческого 
значения m=2 по-разному. 

Ответ: m=1,98 для f(x)=ex и m=1,38 для f(x)=YX. 

Аналогично метод Рунге и схема Эйткена могут быть ис­
пользованы для оценивания точности и последующего уточне­

ния результата при решении других задач аппроксимации на 

сетке. 

Для оценки погрешности интегрирования используется также 
следующий способ: интеграл вычисляется по двум различным 
квадратурным формулам и полученные результаты сравнива­
ются. Совпадающие цифры старших разрядов считаются верны­
ми, а погрешность интегрирования - не превосходящей едини­
цы последнего из совпадающих разрядов. 

Если с ошибкой задан какой-нибудь узел интегрирования, 
то значение интеграла изменяется примерно на величину этой 
ошибки, умноженную на производную подынтегральной функ­
ции и весовой коэффициент в этом узле. 
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§ 7.6. ВЫБОР ШАГА ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

Ограничимся квадратурными формулами с постоянным шагом 
интегрирования h. До сих пор мы задавались некоторым шагом 
и затем оценивали точность численного интегрирования. Часто 
точность нужного интеграла известна заранее и требуется подо­
брать наибольший шаг, который обеспечивает заданную точ­
ность в при использовании выбранной квадратурной формулы. 
Если значения подынтегральной функции приобретаются из из­
мерений, что наиболее типично для геодезических и геофизиче­
ских приложений, то выбор оптимального шага сетки оказыва­
ется очень важным, поскольку определяет собой, по существу, 
затраты на выполнение полевых работ. 

Погрешность интегрирования по избранной квадратурной 
формуле складывается в основном из погрешности за счет дис­
кретности подынтегральной функции и за счет ошибок в ее ис­
ходных значениях в узлах сетки. Обе эти погрешности должны 
быть согласованы между собой. 

Рассмотрим два способа решения поставленной задачи. 
Выбор шага по оценке остаточного члена. Пусть квадратур­

ная формула для вычисления нужного интеграла с точностью в 
выбрана. Используя формулу соответствующего остаточного чле­
на r, подбираем h· таким, чтобы выполнялось неравенство 
1r1 ~ в/2. Определив шаг, дальнейшие вычисления планируем 
проделывать с таким количеством значащих цифр, которое 
обеспечивает погрешность округления не более в/2. 

Неменьшее количество значащих цифр обязаны иметь и ис­
ходные значения функции, что определяет собой требование к 
точности их получения. 

Указанный принцип равных влияний не обязателен. Его из­
менение зависит от того, что в данной задаче обходится, вооб­
ще говоря, дороже: увеличение количества исходных значений 
функции (измельчение шага) или увеличение их точности. 

1 
Пр и мер 7.8. Пусть требуется вычислить ! = J ex1fx по формуле Симп-

соиа с точностью не хуже е=О,001. Здесь значения интегрируемой функции 
легко получать с высокой точностью, в частности с точностью до 4-го вер­
ного зна!(а после запятой. Поэтому в качестве шага можно взять решение 
lrl<e, где lrl определяется правой частью неравенства (7.23): h4 ·2,71/180.,,;: 
.,,;:0,001, поскольку очевидно, что М4 =е. Решая неравенство, получаем h.,,;: 
.,,;:0,51. При использовании формулы Симпсона шаг должен укладываться на 
отрезке интегрирования [О, 1] четное число раз. Поэтому окончательно вы­
бираем значение шага h=0,50. 

Упр аж 11е11 и е 7.6. Известно, что f"(x) .,,;:6 при ХЕ[О,1], а значения 
f (х) можно измерить не точнее чем до 0,01. С каким шагом надо выполнять 

1 
измерения значений функции f (х), чтобы вычислить /= f f(x)dx по фор­

а 

муле прямоугольников с ошибкой, не превышающей е=О,02? 
Ответ: h=0,2. 
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Основной недостаток указанного способа состоит в том, что 
максимальный модуль производной нужного порядка, участвую­
щий в выражении для предельной ошибки интегрирования, 
обычно трудно найти. 

Более практичным часто оказывается другой способ, осно­
ванный на методе Рунге. 

Двойной пересчет. Нужный интеграл вычисляют по выбран­
ной квадратурной формуле дважды: с некоторым шагом h и 
затем с шагом h/2, т. е. удваивают номер последнего узла п. 
Обозначив результаты соответственно Т (h) и Т (h/2), оценивают 
главную часть погрешности последнего результата по формуле 
(7.29) 

1 
1 r(h/2) 1 ~ 1 f(h/2) 1 = --1 Х 1 Лh) - Лh/2) 1, 

2m-
(7.32) 

где m=2 для формул прямоугольников и трапеций и m=4 для 
формулы Симпсона. Если f (h/2) <е, где е -допустимая по­
грешность, то полагают l ~r (h/2) и вычисления заканчиваются. 
Если f (h/2);;::: е, то шаг уменьшается еще в 2 раза и вычисляет­
ся l(h/4). Главная часть f(h/4) погрешности оценки l(h/4) на­
ходится из сопоставления l (h/4) с l (h/2) и снова сравнивается 
с е. Такой прием особенно удобен при вычислении на ЭВМ ин­
тегралов с аналитически заданной подынтегральной функцией, 
поскольку он поз1юляет автоматически подобрать шаг, обеспе­
чивающий заданную точность с одновременным контролем вы­
числений. Если имеются результаты счета при трех шагах, то 
полезно для контроля вычислить по формуле (7.30) величину fii 
и сравнить ее с теоретическим значением т. Большое расхож­
дение свидетельствует либо о недостаточной для используемой 
квадратурной формулы гладкости интегрируемой функции, либо 
об ошибке в программе. 

Пр и мер 7.9. Решим задачу из примера 7.8 применительно к форму­
ле трапеций при е=О,01. Начнем вычисления с максимально большого шага 
h=I. По формуле (7.15) легко получить J(l)=l,8591. Далее считаем тот 
же интеграл с шагом 0,5. Имеем (см. пример 7.2) J (0,5) = 1,7539. Согласно 
формуле (7.32), f(0,5) =0,1052/3=0,035>е=0,01. Поэтому проделаем новые 
вычисления с шагом 0,25 (см. упражнение 7.1). Точность результата 
Т(О,25)=1,7272 снова оценим по формуле (7.32): f(0,25)=0,0267/3=0,009< 
<в=О,01. Требуемая точность обеспечена. Для контроля вычислим величи­
ну m по формуле (7.30). Полученное значение m= 1,98 (см. упражнение 7.5) 
почти совпадает с теоретическим значением m= 2. 

В качестве окончательного значения интеграла полезно 

брать уточненное в соответствии с формулой (7.29) число Т (см. 
упражнение 7.4). 

В заключение этого параграфа отметим следующую общую 
рекомендацию. Если есть возможность подробно анализировать 
интегрируемую функцию, то шаг интегрирования полезно вы­
брать меньше расстояния между соседними нулями функции и 
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ее производной. Полезно разбивать отрезок интегрирования на 
части, где f (х) и f' (х) знакопостоянны, и интегрировать по каж­
дой такой части отдельно со своим шагом. 

Простейшая, но грубая прикидка требуемого шага может 
т_ 

быть выполнена по формуле h~-Ye. 

§ 7.7. l(ВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ НАИВЫСШЕЙ 
АЛГЕБРАИЧЕСl(Ой ТОЧНОСТИ 

Случай, когда положение узлов можно выбирать. При составле­
нии конкретных квадратурных формул вида (7.5) в §§ 7.2-7.4 
мы всегда заранее задавали узлы, не придавая особого значе­
ния их расположению на отрезке интегрирования, и затем на­

ходили соответствующие веса. Такой порядок автоматически 
обеспечивал алгебраический порядок точности квадратуры не 
меньше п (см. замечание 7.2). Однако иногда он оказывался 
равным п, а иногда- больше п. Вспомним, например, формулу 
средних прямоугольников (7.8), где n=O. В § 7.2 подчеркива­
лось (см. замечание 7.3), что точность (7.8) неожиданно ока­
залась выше ожидаемой за счет удачного выбора единственно­
го узла интегрирования. В общем случае, когда на отрезке ин­
тегрирования имеется k=n+ 1 узлов, но располагать их допуска­
ется как угодно, точность квадратурной формулы можно сущест­
венно повысить за счет разумного выбора сетки. Формула (7.5) 
содержит 2 (п+ 1) =2k параметров (это веса и узлы). Столько 
же коэффициентов имеет всякий полином степени 2k-1. Следо­
вательно, можно так подобрать параметры, чтобы квадратурная 
формула (7.5) была точна для любого полинома степени не 
выше 2k-1. Если этот предел достигнут, то соответствующую 
квадратурную формулу можно назвать формулой наивысшей 
алгебраической точности. 

Чтобы уяснить себе метод, позволяющий достигнуть постав­
ленную цель, вернемся к § 7.2 и проанализируем причину не­
ожиданного повышения точности. Итак, пусть n=O, k= 1 и 
х0=х= (а+Ь)/2. Предположим, что известно значение интегри­
руемой функции еще в одном узле. Обозначим этот узел х1 • Его 
положение на отрезке [а, Ь] произвольно, лишь бы Х1::#=Хо. Два 
узла позволяют нам построить интерполяционную квадратурную 

формулу, порядок точности которой равен единице. Ее весовые 
коэффициенты определяются формулой (7.4): 

ь 

со*= J Ло*(х)dх, 
а 

ь 

с1 = J Л1 (x)dx. 
а 

Эдесь* указывает, что речь идет о полиноме влияния, изменен­
ного за счет появившегося узла х1 • Однако если х0 находится 
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в середине отрезка [а, Ь], то вычисления по квадратурной фор­
муле с двумя узлами х0 , х 1 и по квадратурной формуле (7.8) с 
одним узлом дают то же самое. В самом деле 

Л0 * (х) = Л0 (х) х - Xi = Л0 (х) ( 1 + х - Хо ) , (7.33) 
Хо -Х1 Хо - Х1 

Л1(х) = (х-хо)/(х1 -хо), 

и поэтому 

(7.34) 

Это означает, что порядок точности формулы с одним узлом 
Хо=х равен единице, т. е. тот же, что и для формулы с двумя 
узлами! 

Причина состоит в том, что х0 =х, а 
ь 

I (x-x)dx=O. (7.35) 

Равенство (7.35) легко проверить непосредственно. Оно яв­
ляется прямым следствием симметричного расположения узла 

Хо=х, но мы проинтерпретируем это равенство в более сложной 
форме: х является корнем полинома 1-й степени П 1 (х) =х-х, 
ортогонального любому полиному 0-й степени (т. е. константе). 
Ортогональность понимается в смысле скалярного произведения 

ь 

('1jJ1, 11'2)= f'Ф1(х)ф2(х)dх (см. §§6.1, 6.3). Преимущество такой 
а 

формулировки условия (7.35) состоит в том, что ею можно руко­
водствоваться в принципе и для оптимального распределения 

любого числа k=n+ 1 узлов интегрирования. 
Переходим к общему случаю, когда на отрезке интегрирова­

ния можно выбрать количество узлов k = п+ 1>1. Как надо 
расположить k узлов, чтобы соответствующая им квадратурная 
формула (7.5) с весовыми коэффициентами (7.4) имела наи­
высший алгебраический порядок точности 2k-1? Ответом мо­
жет служить обобщение вышесформулированного: в качестве 
k узлов х 1 , х2 , .•. , Xk надо взять k корней такого полинома 
Пk (х), который ортогонален любому другому полиному степени 
не выше k-1, т. е. 

ь 

I Пk(x)x"dx=O; х=О, 1, ... , k-1. (7.36) 
а 

Доказательство можно выполнить по следующей схеме. 
Обозначим через Л1(х), ... , Ak(x) полиномы влияния (5.14) оп­
тимально располагаемых узлов, и пусть в нашем распоряжении 

имеется еще k дополнительных узлов Xk+1, ••• , X2k, расположен­
ных произвольно на [а, Ь]. Полиномы влияния, соответствующие 
всем 2k узлам, обозначим Л1 * (х), ... , Ан* (х), Лн1 (х), ... , 
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A 2k (х). Можно проверить, что квадратурная формула с 2k уз­
лами, имеющая порядок точности 2k-1, дает точно такие же ре­
зультаты интегрирования, как и квадратурная формула с k уз­
лами, расположенными в соответствии с правилом (7.36), по­
скольку 

ь ь 

с;*= J Ai*(x)dx= J A;(x)dx=ci, i=1,".,k, 
а а 

ь 

Ci= J A;(x)dx=O при i=k+ 1, "., 2k. 
а 

(Равенства (7.34) являются частным случаем.) 
В самом деле, согласно формуле (5.14), 

А;(х) = Пk(х)Лk-1 (х), 

(7.37) 

(7.38) 

где Ak-I (х) - некоторый полином степени k-1, а Пk (х) = 
= (х-х1) (х-х2 ), ... , (x-xk) - полином k-й степени, имеющий 
своими корнями k первых узлов интегрирования. Поэтому равен­
ство (7.38) сразу следует из условия (7.36). 

Для доказательства равенства (7.37) заметим, что 

Л1* (х) = Ai (х) 
Х - Xk+1 Х - Xk+2 

Xi - Xk+1 Xi - Xk+2 
(7.39) 

НО 

х - Xk+x = l + х - х; 
' 'Х = 1, ... 'k. 

х; - Xk+x х; - Xk+x 

Поэтому (7.39) можно записать в виде 

Ai*(x) =А;(х) + Пk(х)Лk-1 (х), (7.40) 

откуда и следует, учитывая (7.36), равенство (7.37). Обратите 
внимание, что выражение (7.33), является частным видом об­
щего выражения (7.40). 

Полиномы Пk (х), удовлетворяющие условиям (7.36), хоро­
шо известны и называются полиномами Лежандра. Имеются 
точные таблицы корней полиномов Лежандра для разных k. 
Взяв эти корни в качестве узлов интегрирования, весовые коэф­
фициенты вычисляют по обычной формуле (7.4) (см. замеча­
ние 7.1). Впервые формулы наивысшей алгебраической точности 
построил Гаусс. Результаты вычислений узлов и весов квадра­
турных формул имеются в различных справочниках, например в 
[9]. Вычисления выполнены для стандартного отрезка интегри­
рования [а, Ь]=[-1, 1], и потому результаты зависят только от 
количества узлов k. У злы расположены на интервале (-1, 1) 
всегда симметрично относительно нуля. Все весовые коэффици-
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енты положительны. Сумма их равна двум. При вычислении ин­
ь 

теграла 1 = J f (х) dx следует сделать замену переменной 
а 

Х= ь+а + Ь-а t. 
2 2 

Тогда квадратурная формула Гаусса имеет вид 
k 

/::::::;f= Ь-а ~c;f(x;),X;= ь+а + Ь-а t1. 
2 ~ 2 2 

i=l 

(7.41) 

(7.42) 

Погрешность интегрирования характеризуется 
членом 

остаточным 

* _ ( Ь - а )2k+l '11.- -- '11.· 2 
(7.43) 

Ниже приводятся узлы ti, веса Ci и выражения rk для неко­
торых значений k: 
при k= 1: t1 =0, с1 =2, r1 =f" (s)/3, -1<s<1 (совпадает с фор­
мулой среднего прямоугольника); 
при k=2:-t1=i2=0,577350269, c1=c2=l, r2=f<4>(s)/135; 
при k= 3:- t1 =tз=О,774596669, t2=0, С1 =Сз=5/9, С2=8/9, rз= 
= f(б) (s) f 15750; 
при k=4: -t1=t4 =0,861136312, -t2=f3=0,339981044, С1=С4= 
= 0,347854845, С2= С3= 0,652145155, Г4=f<8>(s)/3472875; 
при k=5: -t1=f5 =0,906179846, -t2 =f4=0,538469310, С1=С5= 
=0,236926885, С2=С4=0,478628670, fз=О, Сз=О,568888889, Г5= 
=f(IO)(s)8· 10-IO. 

1 
Пр им ер 7.10. По формуле Гаусса вычислить интеграл 1= f dxf(l+x2 ), 

о 

взяв три узла. 

Решение. Согласно формуле (7.42), 

- 1[5 8 5 ] 1 ~ 1 = 2 9 f(x1) + 9 f (Xi) + 9 f (хз) • 

Здесь х 1 =0,5-0,774597/2=0,112702; х2=0,5; Хз=О,5+0,774597/2=0,887298. 
В результате J =О, 7853. Точное значение 1=О,7854. Относительная погреш­
ность меньше 0,02%. 

Квадратурная формула Гаусса дает очень высокую точность 
даже при небольшом количестве узлов, но лишь в том случае, 
когда интегрируемая функция имеет достаточно высокие произ­
водные. Если, например, интегрируемая функция имеет ограни­
ченной только 4-ю производную, то формула Гаусса с k=4 и 
Ь-а=2 характеризуется предельной погрешностью порядка 
0,0003 М4, что в 2 раза меньше погрешности формулы Симпсона 
с h=0,5. С уменьшением порядка ограниченной производной на 
единицу коэффициент пропорциональности предельной погреш-
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ности увеличивается примерно на порядок. Для функций малой 
гладкости формула Гаусса может дать меньшую точность, чем 
формула трапеций. 

1 
Упр аж 11 е ни е 7.7. Вычислите / = f lxldx по формуле трапеций с fi= 1 

-1 
и по формуле Гаусса с тремя узлами. Сравните результаты с точным зна­
чением 1=1. 

От в е т: формула трапеций дает точный результат, а формула Гаус­
са - ошибку, равную 0,14. 

При применении формулы Гаусса трудно оценить точность, 
что является ее недостатком. Приведенные выше выражения 
для остаточного члена r применяются редко, так как необходи­
мо знать максимальные значения производных высокого поряд­

ка. Методом Рунге пользоваться также затруднительно, по­
скольку при удвоении числа узлов ранее вычисленные значения 

функции не нужны-узлы гауссовых квадратур с k и 2k узлами 
не совпадают между собой. 

Для того чтобы воспользоваться методом Рунге без сущест­
венного увеличения объема вычислений, приходится ответить на 
следующий вопрос. Пусть некоторый интеграл вычислен по фор­
муле Гаусса с k узлами. Как поетроить новую, возможно более 
точную квадратурную формулу с 2k+ 1 узлами так, чтобы ис­
пользовать уже имеющиеся k узлов, а также вычисленные зна­
чения функции в этих узлах и добавить лишь k+ 1 новых? Ре­
шением этого вопроса является уточняющая квадратурная фор­
мула, предложенная А. С. Кронродом. Значения соответствую­
щих узлов и весовых коэффициентов можно найти в его моно­
графии «Узлы и веса квадратурных формул» (М., Наука, 1964). 

Обобщение формул Гаусса на интегралы вида 1 = 
ь 

= f р (x)f (х) dx выполнил Кристоффель. Здесь р (х) - известная 
а 

функция, называемая весовой; предполагается, что р (х) >0 и 
непрерывна при хе (а, Ь). На концах этого отрезка р (х) может 

ь 

обращаться в нуль или в бесконечность, но f р (х) dx< оо. Кв ад-
а 

ратурная формула Гаусса - Кристоффеля имеет вид (7.42). 
Узлы t; расположены на стандартном интервале (-1,1) и пред­
ставляют собой корни полиномов Пр, k степени k, ортогональных 

1 
на [а,Ь] с весом р(х) в том смысле, что f Пр,1<(х)Х 

-1 
ХПрт(х)р(х)dх=О при k=/=m. Весовые коэффициенты вычисля-

1 
ются по формуле с;= f р(х)Л;(х)dх. Можно доказать, что с;>О 

-1 
k -1 

и ~ С;= f p(x)dx. Формулы Гаусса являются частным случаем, 
i-1 -1 

соответствующим р(х) = 1. 
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1 -- --
Пример 7.ll. /= J (f(x)/Yl-x2)dx, p(x)=l/YI-x2• Роль пk играют 

-1 
полиномы Чебышева первого рода. Узлы интегрирования fj= cos[n (i-1/2) /k], 
где i= 1, ... , k. Все весовые коэффициенты одинаковы, Ci=n/k. Погрешность 
характеризуется неравенством 1r1 ~ n M2k[2k-l (2k) !]. Соответствующую квад­
ратурную формулу часто называют формулой Эрмита. Она позволяет вычис-

лять несобственные интегралы. Пусть, например, f (х) = l/YI+x2 и k=б. 
Тогда 

- п [ 2 
1 = 6 -V 1 + cos2 15° + v l + cos2 45° 

2 

= 2,22133. 

Точное значение /=2,22144. 
П р и мер 7.12. В теории фигуры Земли часто приходится иметь дело 

R 
с интегралами вида 1= J pmF(p)dp, которые возникают при вычислении 

о 

двойных интегралов J J f(p,cp)pdpdcp в полярных координатах (m=l) и 
(J 

тройных интегралов J J J f ( р, q>, 0) р 2 • siп 0d pd0dq> в шаровых координатах 
а 

(m=2). При помощи подстановки p=R(l-x)/2 интеграл / приводится к 
виду 

1 

1=(:)m+i5 (I-x)mf(x)dx,f(x)=F(p), 

-1 

удобному для использования формул Гаусса - Кристоффеля с весовой 
функцией p(x)=(l-x)m. 

Узлы и весовые коэффициенты квадратурных формул Гаус­
са -1\ристоффеля для наиболее распространенных на практи­
ке весовых функций р (х) можно найти в учебном пособии [9]. 

Случай, когда положение узлов фиксировано. Предположим 
теперь, что k узлов Хо, Х1, •.. , Хп, где n=k-1, произвольным об­
разом фиксированы на отрезке интегрирования и их положение 
невозможно изменить. l\ак выбирать весовые коэффициенты, 
чтобы квадратурная формула (7.5) имела максимально возмож­
ную алгебраическую точность? Один путь решения этой задачи 
уже известен: надо пользоваться формулами (7.4), (5.14). Так 
мы и поступали при выводе формул (7.8), (7.15), (7.20), соот­
ветствующих значениям n=O, 1, 2. Однако при больших п ин­
тегрирование (7.4) становится громоздким и удобнее поступать 
следующим образом. 

При фиксированных узлах в формуле (7.5) остается п+ 1 
свободных параметров - весовых коэффициентов Ci. Столько 
же коэффициентов имеет любой полином степени п. Обеспече­
ние п-й степени точности квадратурной формулы (7.5) равно­
сильно требованию о том, чтобы эта формула была точна на 
всех степенных функциях xi, степень j которых не превосхо-
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дит п. Следовательно, искомые весовые коэффициенты должны 
быть корнями С следующей системы п+ 1 линейных уравнений: 

А С Ь (7.44) 
(n+l)·(n+I) (n+l)·I (n+l)·I 

где 

ь r bi+l - ai+l 
Ь1 = J xidx= i+ 1 

а 

А - квадратная матрица с элементами a;j=Xii· 

Определитель этой матрицы есть определитель Вандермонда 
и отличен от нуля [см. формулу (5.14)]. Решение системы дает 
нужные весовые коэффициенты с; формулы (7.5). 

1 
Упражнение 7.8. Вычислите l= f f(x)dx, где f (х) - таблично за­

о 

данная функция из примера 5.1. Указание: весовые коэффициенты с0 , с 1 , 
С2, Сз определите из решения системы четырех уравнений вида (7.44). 

Заметим, что описанный способ составления квадратурных 
формул применим и для решения задач § 7.7. Однако система 
(7.44) оказывается уже системой нелинейной с 2 (п+ 1) неиз­
вестными узлами и весами, и решить ее затруднительно. 

§ 7.8. КРАТКИИ ОБЗОР ДРУГИХ ФОРМУЛ ЧИСЛЕННОГО 
ИНТЕГРИРОВАНИЯ В СОБСТВЕННОМ СМЫСЛЕ 

Аппроксимируя подынтегральную функцию интерполяционным 
полиномом Лагранжа степени n= О, 1, 2, мы построили в §§ 7.2, 
7.3, 7.4 квадратурные формулы соответственно прямоугольни­
ков, трапеций и парабол. Аналогично можно действовать и с бо­
лее высокой степенью интерполяции n>2. Соответствующие 
квадратурные формулы с постоянным шагом называются фор­
мулами Котеса. Применяются они редко. 

В геодезической практике значения интегрируемой функции 
часто подвержены случайным ошибкам, поскольку получены из 
измерений. Результат интегрирования l по формуле (7.5) име­
ет тогда наименьшую дисперсию при равных весовых коэффи­
циентах (если их сумма фиксирована). Соответствующие квад­
ратурные формулы разработаны П. Л. Чебышевым. Узлы в этих 
формулах подобраны так, что обеспечивается максимальная при 
равных весовых коэффициентах алгебраическая точность (на 
единицу больше количества узлов k, если k нечетно, и на две 
единицы - если k четно; k = 1, 2, ... , 7, 9). 

Формулы наивысшей алгебраической точности Гаусса явля­
ются формулами открытого типа. При необходимости включить 
в число узлов один или оба конца отрезка интегрирования мож­
но пользоваться формулами А. А. Маркова. Порядок их точно-
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сти на 2 или 3 меньше порядка точности соответствуюшей фор­
мулы Гаусса. Для интегрирования быстроизменяющихся функ­
ций с большими значениями производных рекомендуется спе­
циальный метод Филона [9]. 

Для случая, когда в узлах интегрирования известны не толь­
ко значения функции, но и значения ее первой производной, 
применяются квадратурные формулы Эйлера. Обобщение их 
можно получить, заменяя производные разностными выраже­

ниями (5.4). Соответствующие формулы называются формула­
ми Грегори. Формула Эйлера является частным примером ре­
шения задачи приближенного интегрирования в условиях, когда 
о функции известны не только ее значения на сетке, но и другие 
функционалы на ней. В общем случае приближенное вычисле­
ние определенного интеграла представляет собой одну из ло­
кальных задач коллокации: на функции f (х) заданы несколько 
линейных функционалов, надо оценить новый функционал на 
этой функции- интеграл (см. § 5.6, в частности пример 5.5). 
Одно из возможных решений задачи численного интегрирования 
с помощью сплайна минимальной нормы рассмотрено в упраж­
нении 5.5. 

:п 

Упражнение 7.9. Вычислите /= f exdx с шагом h=n/2 по формуле, 
-:п 

полученной в упражнении 5.5, полагая 'V= 1 и l1=exi, Xi=-n+i (n/2); i= 
=0, 1, .. " 4. 

Ответ: Т=23,097467; точное значение /=23,097476. 

Хорошие результаты получаются при использовании диффе­
ренциальных сплайнов. В этом смысле все сказанное в преды­
дущих двух главах относительно коллокации имеет непосред­

ственное отношение к задачам приближенного интегрирования. 

§ 7.9. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ 
НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

Несобственные интегралы 1-го рода (с бесконечными предела­
ми) обычно сводят к интегралам либо с помощью подстановки, 
либо искусственным усечением луча интегрирования. Что каса­
ется методов численного интегрирования, то они остаются, по 

существу, без изменений по сравнению с уже разобранными в 
этой главе. 

Поэтому мы будем рассматривать приближенное вычисление 
несобственных интегралов только 2-го рода (от неограниченных 
функций) со степенной особенностью. Именно такие интегралы 
представляют наибольший интерес с точки зрения геодезических 
приложений. 

Аддитивное выделение особенности. Наиболее общий прием 
вычисления несобственных интегралов 2-го рода предложен 
Л. В. Канторовичем и называется аддитивным выделением осо~ 
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бенности. Он состоит в следующем. Из подынтегральной функ­
ции f (х) выделяют в отдельное слагаемое некоторую функцию 
<р (х), имеющую ту же особенность, но элементарно интегрируе­
мую. При этом разность f (x)-rp (х) должна оказаться уже до­
статочно гладкой, чтобы воспользоваться какой-либо стандарт­
ной квадратурной формулой. Таким образом, исходный инте­
гра.'I разбивается на два интеграла (/1+12) 

ь ь ь J f (х) dx = J <р (х) dx + J [f (х)- <р (х)] dx, (7.45) 
а а а 

из которых 11 вычисляется аналитически, а 12 - численно, но 
уже известными нам способами (§§ 7.1-7.8). 

0,5 -
Пример 7.13. l=Jdx/Yx(l-x). Здесь f(x)=l/YxVl-x=(l/Yx)+ 

о 

+ (l/Jlx-Vl-x-IJYx) = (lfrX) + (1-Yl-x/Yx-Vl-x). Потому l=l1+l2, где 11= 
0.5 - - 0.5 - - -

= S dx/rx=-V2, а 12= J 1-Yl-x/Jlx-Vl-x dx можно вычислить, например, по 
о о 

формуле (7.8): Т2 =0,1547. Окончательно l=l1+T2=1,5689. Точное значение 
1=1t/2=1,5708. 

Рассмотрим систематический прием построения функции 
<р (х) в разложении (7.45) для случая, когда 

f(x)= g(x) , (7.46) 
(х -с)!} 

гдеО<~<l, а~с~Ь. 

а g(x) - многократно дифференцируемая функция на [а, Ь]. 
Пусть при вычислении 12 предполагается использовать квад­

ратурную формулу, требующую, чтобы функция f (х)-<р(х) 
имела непрерывную производную по крайней мере k-го порядка. 
Разложим g· (х) в конечный ряд Тейлора в окрестности особой 
точки с, ограничиваясь членом (k + 1 )-го порядка, и обозначим 
его сумму gн1 (х), т. е. 

gk+t (х) = g (с)+ g' (с) (х-с) + ... + g(k+i) (х) (x-c)k+t. 
(k+I)! 

Нужную функцию rp(x) возьмем в виде 

rp(x)=gн1<x)j(x-c)~. (7.47) 

При этом интеграл 11 легко вычислить аналитически как сумму 
интегралов от степенных функций. Функция g(x)-gk+I (х) 
имеет порядок малости относительно (х-с) при х- с более вы­
сокий, чем k+ 1. Следовательно, функция 

f(x)-q>(x)= g(x)-gk+i(x) =o[(x-c)k] (7.48) 
(х -с)~ 

и поэтому непрерывно дифференцируема не менее k раз. 
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Пр и мер 7.14. Вычислим по указанной методике интеграл из приме­
ра 7.13. Для численного интегрирования 12 будем использовать формулу 
трапеции. Поэтому зададим k=2. Имеем: 

f(x)= (l-x)-112 g(x)=(1-xp12 , ~=1/2, с=О; 
х1/2 

gз (х) = 1 +xf2+3x2/8+5x3/16; 
<р (х) =х-112+х11212+3хз1218+5хs12116. 

0,5 
11= J <p(x)dx вычисляем аналитически по обычной формуле Ньютона -

0.5 
Лейбница: /1=1,5665. l2=J[f(x)-<p(x)]dx считаем по формуле трапеции 

(7.15): l2=0,25(0+0.0444)=0,0lll. Окончательно l=l1+T2=1,5776. 

Мультипликативное выделение особенности. Пусть подын­
тегральная функция g (х) с особой точкой с= а представлена в 
виде произведения g·(x)=p(x)f(x), где р(х) имеет ту же осо­
бенность, что и g(x), причем р(х)>О при хЕ[а,Ь] и 

ь 

J p(x)dx<oo, а f (х) -достаточно гладкая функция. Тогда мож-
но воспользоваться квадратурными формулами наивысшей ал­
гебраической точности Гаусса - I\ристоффеля, поскольку их 
остаточный член не зависит от р (х), т. е. от разрывного сомно­
жителя функции f (х). Так же можно поступать и в том случае, 
когда с= Ь или а и Ь являются особыми точками одновременно. 

1 ---
пр им ер 7.15. 1= f dx/1/l-x4 имеет две особые точки +1 и -1. Но 

-1 

g(x) = l/1/l-x4 = ( 1/1/ 1-х2 ) ( l/1/l+x2 ) =р (x)f (х). Поэтому в качестве весо­
вой функции выбираем первый сомножитель и используем соответствующую 
формулу Гаусса - Кристоффеля. Практически дело сводится к формуле Эр-

мита с f(x)=l/Vl+x2 (см. пример 7.11). 
Упражнение 7.10. Вычислите интеграл из примеров 7.13, 7.14 по 

формуле Гаусса - Кристоффеля (7.42) с четырьмя узлами. Указание: 
р (х) =х- 1 1 2 , f (х) = ( l-x)-112 ; узлы и весовые коэффициенты взять из 
таблиц*. 

Заметим, что при вычислении интегралов в собственном 
смысле от недостаточно гладких функций также бывает полезно 
выделить особенность, но только теперь не самой подынтеграль­
ной функции, а ее разрывной производной. 

I_ 
Пр и мер 7.16. Вычислим 1 = f yxdx= 2/3 по формуле Гаусса (7.42) с 

о 

двумя узлами: Т = (1/2) (f0,5+0,5·0,57735+V0,5-0,5·0,57735) =0,6739. Точ­
ность невысока, поскольку уже 1-я производная подынтегральной функции 

1 
терпит разрыв. Запишем 1 в виде f р (x)f (x)dx, полагая р (х) = -.;Х, f (х) = 1, 

о 

* Крылов В. И" Шульгина Л. Т. Справочная книга по численному ин­
тегрированию. М., Наука, 1966. 
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и воспользуемся соответствующей формулой Гаусса - Кристоффеля с двумя 
узлами. Значения весовых коэффициентов выбираем из таблиц: 
J =0,277556· l+0,389111·1 =0,666667. 

Аналогичный прием бывает удобно применять и для вычисления несоб­
ственных интегралов 1-го рода (с бесконечными пределами). 

§ 7.10. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВОЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ. 
ПОНЯТИЕ О КУБАТУРНОй ФОРМУЛЕ 

Теперь рассмотрим методы приближенного вычисления двойных 
интегралов по ограниченной плоской области D. Так же как и в 
предыдущих параграфах этой главы, предположим, что подын­
тегральная функция g(P) =g(x, у) будет интегрируемой, но та­
кой, что вычислить интеграл аналитически не удается. Это озна­
чает, что g (Р) либо достаточно сложна, либо ее значения из­
вестны только в отдельных точках Р1 , .•. , Рп-узлах сетки об­
ласти D. Приближенное значение l нужного интеграла вычис­
ляется по формулам вида 

п 

f f g(P)dxdy=l ~ l = ~ Cig(Pi), (7.49) 
D ~1 

называемым кубатурными формулами. Задача состоит в разум­
ном выборе узлов интегрирования Р1 , ••. , Рп (если узлами мож­
но распоряжаться) и определении весовых коэффициентов 
С1 , ••• , Сп. Оценка остаточного члена кубатурной формулы ха­
рактеризует точность приближенного интегрирования. 

В геодезической практике подынтегральная функция g· (х, у) 
часто представляет собой произведение двух функций р (х, у) Х 
Xf (х, у). При этом р (х, у) - аналитически заданная в обла­
сти D функция, называемая весовой. Она не обязательно будет 
непрерывной, но предполагается, что существуют ее моменты -
интегралы 

Pkl= f f р(х, y)xky1dxdy, (7.50) 
D 

где k,l=O, 1, 2" .. Значения функции f(x, у), называемой об­
кладкой, обычно приобретаются из измерений и поэтому извест­
ны лишь в узлах некоторой сетки (не обязательно регулярной). 

Пр и мер 7.17. В точках Р 1 , •• " Р п области D, показанной на рис. 27, 
известны значения аномалии силы тяжести f (х, у) (в геодезии эту функцию 
принято обозначать Лg). В точке Q требуется вычислить в плоской аппрок­
симации: 1) высоту кваэиrеоида ~по формуле Стокса 

~ (Q) = _1_ ss '(Р) dxdy; (7.51 > 
2n)' r(Q,P) 

D 

2) компоненты ~. '1'] уклонения отвесной линии по формуле Венинr-Мей­
неса 

{~(Q)}=--1 ss f(P) {~}dxdy. 
ТJ (Q) 2n)' r2 (Q, Р) siп а 

D 

(7.52) 
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Здесь 'У - известная константа (нор­
мальная сила тяжести); r(Р,Q)­
расстояние от текущей точки инте­

грирования Р до фиксированной 
точки Q; а. - угол между осью аб-

-+ 
сцисс и вектором QP. Так как точка 
Q фиксирована, то r и а. представля­
ют собой известные функции двух 
переменных х, у. 

Если р (х, у)= 1, то поня­
тия подынтегральной функции 
и обкладки совпадают: 
g(x,y) =f(x,y). 

Повторное применение 
квадратурных формул. Пусть 

область D определена неравен­
ствами 

Рис. 27. Расположение узлов с ис­
ходными данными для интегрирова­

ния по формуле Стокса 

У1(х) ~У~ Yz(x), 

а~х~ь. (7.53) 

а весовая функция для простоты положена равной единице. 
Тогда кубатурную формулу легко построить путем повторного 
применения уже известных нам квадратурных формул для при­

ближенного вычисления однократных интегралов. В самом деле, 
Ь У2(х) Ь 

1 = S dx S f (х, у) dy = j' F (х) dx, (7.54) 
а У1(х) а 

где 

у2(х) 

F(x)= \' f(x, y)dy. 
у~(Х) 

(7.55) 

Обозначим через Хо, Х1, ..• , Хпх узлы той квадратурной фор­

мулы, которую мы выбрали для вычисления однократного ин­
теграла (7.54), т. е. 

nx 
J = ~ CjxF(Xj). (7.56) 

/=0 

Здесь cix - известные весовые коэффициенты выбранной квад­
ратурной формулы, а в качестве F (xi) возьмем приближенные 
значения соответствующего интеграла (7.55), полученные по 
той же или другой квадратурной формуле, т. е. 
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ny 

F(x1) ~ F(x1) = ~ c;yU>f(x,, уЛ. 
t=O 

(7.57) 



Подставляя (7.57) в (7.56), получим кубатурную формулу 
nx nyj 

т = ~ ~ C;jf(Xj, Уi(Л), 
i=O i=O 

(7.58) 

где C;i = CjxCiy. Если, в частности, D - прямоугольник [а, Ь; 
е, d], т. е. У1 (х) =е и У2 (х) =d в (7.55), то формулы (7.56), 
(7.57), (7.58) несколько упрощаются: 

d у 

F(x) = f f(x, y)dy ~ F(xi) = ~ C;yf(xi, у;), 
i=O 

nx пу 

J = ~ ~ Ciif(Xj, у;), 
/=О i=O 

(7.59) 

(7.60) 

где Cii = CjxCiu· Геометрически этот метод эквивалентен вычисле­
нию объема с помощью поперечных сечений на сетке (см. 
рис. 14). 

Формулы (7.58), (7.60) удобны с точки зрения програ.ммиро­
вания для ЭВМ, так как достаточно ограничиться стандартными 
подпрограммами только для одномерных интервалов. 

Рассмотрим основные частные случаи кубатуры (7.60). 
Предположим сначала, что в прямоугольнике D имеется 

всего один узел Р0 (х0 , у0 ), расположенный в центре J5: х0 =.Х= 
= (Ь-а)/2, у0 =у= (d-e)/2. Тогда формулу (7.60) легко полу­
чить как произведение двух квадратурных формул среднего пря­
моугольника (7.8): 

l =sf(.X, у), (7.61) 

где s= (Ь-а) (d-e) - площадь D. Для повышения точности 
строят составную формулу: область D делится на N прямо­
угольных ячеек, для каждой такой ячейки применяется формула 
(7.61) и результаты складываются: 

N 

l = ~ S;f(.Xi, у;). 
i=l 

(7.62) 

Здесь s; - площадь i-й ячейки; .Х;, 'fj; - координаты ее центра; 
N =nxny, nx= (b-a)/hx, ny= (d-e)/hy, где hx, hy- шаг интегри­
рования по х и по у соответственно. Погрешность составной 
формулы (7.62) имеет вид 

r~r= 2~ [h2xSJt"xxdxdy+h2,.,Vf"uudxdy]. (7.63) 

Это выражение редко удается использовать на практике, но 
зато оно показывает, что формула (7.62) имеет второй порядок 
малости относительно шагов интегрирования. Поэтому для вы­
деления главной части погрешности интегрирования рекоменду-
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ется двойной пересчет по схеме Рунге (см. § 7.5). При этом шаги 
ltx и hy должны изменяться в одно и то же число раз. 

Таким же порядком малости характеризуется и составная 
кубатурная формула трапеций. Сама формула имеет вид (7.49) 
с весовыми коэффициентами, равными hxhy, hxhy/2, hxhy/4 соот­
ветственно для внутренних, граничных и угловых узлов сетки. 

Алгебраический порядок точности кубатурных формул средних 
и трапеций равен единице. 

Кубатурная формула Симпсона имеет вид (7.49). Ее весовые 
коэффициенты равны 16hxhy/9, 4hxhy/9, hxhy/9 соответственно 
для внутреннего, четырех граничных и четырех угловых узлов 

в случае несоставной формулы (n=9). Составную кубатурную 
формулу Симпсона удобно записывать в виде (7.60). Ее весо­
вые коэффициенты Ci; являются соответствующими элементами 
двумерного массива 

1 4 2 4 2 4 2 4 
4 16 8 16 8 16 8 16 4 

1 
2 8 4 8 4 8 4 8 2 

C=-h)iy 
9 2 8 4 8 4 8 4 8 2 

4 16 8 16 8 16 8 16 4 
1 4 2 4 2 4 2 4 1 

имеющего ny+ 1 строк и nx+ 1 столбцов (нумерация с нуля). 
Предполагается, что узлы интегрирования Pii (х;, у;) составля­
ют регулярную прямоугольную сетку с шагом hx по оси абсцисс 
и шагом hy по оси ординат: nx= (b-a)/hx, ny= (е-d)/!~у­
числа обязательно четные: х;=х0+ jhx, где х0 =а, j=O, 1, ... ,nx; 
y;=Yo+ihy, где Уо=е, i=O, 1, ... , ny; количества узлов интегриро­
вания (пх+ 1) и (ny+ 1) вдоль каждой оси координат представ­
ляют собой числа обязательно нечетные. 

Формула Симпсона точна на всех полиномах двух перемен­
ных степени не выше трех и имеет 4-й порядок малости относи­
телыю шага интегрирования. 

л/2 1t{2 
Пр им ер 7.18. Вычислим 1= f f sin(x+y)dxdy по кубатурной формуле 

о о 

Симпсона clix=liy=л/8. Имеем: nх=[(л/2)-0]/(л/8) =4, ny=[(:rt/4)-0]/(:rt/8) =2, 
4 4 

Т =L. L.c;isin[:rt/8) (i+j) ]= 1,0003. Здесь весовые коэффициенты представля­
i=О j=O 

ют собой умноженные на :rt 2/576 числа, которые на рис. 28 выписаны рядом 
с узлами интегрирования. Точное значение интеграла 1=1. 

Нетрудно подобрать положение линий сетки и весовые коэф­
фициенты так, чтобы каждая одномерная квадратурная форму­
ла имела наивысшую алгебраическую точность, т. е. была бы 
формулой Гаусса (7.42). На этом пути можно заметно снизить 

292 



у j""01234 . ' . . 
Лl 
4 

о 

о 

1 

4 

1 

4 2 

16 8 

4 2 

4 

16 

4 
з:п: 
8 

1 

4 

1 

N 
~ 

о 
11 . ._, 

Рис. 28. Весовые коэффициенты кубатурной формулы Симпсона 

погрешность интегрирования, но лишь в том случае, когда уз­

лами можно распорядиться, а интегрируемая функция характе­
ризуется достаточно высокой гладкостью. 

Интерполяционные кубатурные формулы. Пусть требуется 
вычислить интеграл вида 

1 = J f р(х, y)f(x, y)dxdy, (7.64) 
D 

где значения функции f (х, у) известны только в отдельных точ­
ках Р 1 , ••• , Рп, образующих в области D некоторую сетку, в об­
щем случае нерегулярную. Для построения кубатурной фор­
мулы 

п 

Т = ~ c;f(Pi) (7.65) 
i=l 

достаточно заменить в (7.64) обкладку f интерполяционным по­
линомом Лагранжа 

п 

qJ(X, у)= ~ f(Р;)Л;(Р), 
i=I 

где Л; (Р) - полином влияния i-го узла. Тогда, очевидно, весо­
вые коэффициенты 

С;= f f р(х, у)Л;(Х, y)dxdy (7.66) 
D 

зависят только от весовой функции и положения узлов интегри­
рования, но не зависят от обкладки. Кубатурная формула (7.65) 
с весовыми коэффициентами (7.66) называется интерполяцион­
ной. Ее алгебраический порядок точности а связан с количест­
вом узлов п соотношением 

(a+l)(a+2)=2n. (7.67) 

Алгебраический порядок точности а кубатурной формулы (7.65) 
означает, что эта формула точна для всех тех случаев, когда 
f (х, у) представляет собой любой полином двух переменных, 
степень которого не превышает а. 
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Для практического определения весовых коэффициентов с, 
рекомендуется метод, описанный нами применительно к одно­
мерным интегралам в § 7.7. 

Суть состоит в следующем. Вычислим аналитически интегра­
лы (7.50), совпадающие с (7.64) при f (х, у) =xky1. Здесь k и l 
равны О, 1, 2, ... ,атак, чтобы k+l~a, где а-натуральное 
число, устанавливаемое на основании соотношения (7.67). Зна­
ние одного числа Pkt дает одно уравнение с п неизвестными с;: 

п 

~ C;X;ky;' = Pkl· 
i=l 

(7.68) 

Если а удовлетворяет соотношению (7.67), то получаем систе­
му п таких уравнений. Решив эту систему с п неизвестными, мы 
и получим нужные весовые коэффициенты. Заметим, что правые 
части Pkt уравнений не зависят от заданных узлов, а зависят 
только от области интегрирования. Поэтому их можно вычис­
лить заранее для стандартных областей. 

Пр и мер 7.19. Пусть в задаче 2 из примера 7.17 область интегриро­
вания D - круг с центром в точке Q и радиусом R. Вычислим соответству­
ющие числа Pkl· Опуская постоянный коэффициент -1/2пу, имеем 

Pkl = ss 
2л: R 

S .~• rk cos a.k+1 rl (sin а.) 1 
dxdy = -----~-~- rdrda. = ,2 

D о о 

2л: 

Rk+l 5 
=---;;тt (cos a.)k+i (sin a.)l da., 

о 

где k+l>O. Если k=O, 2, 4, ... , то pk1=0 для всююго натурального l. 
Если k= 1, 3. 5, ... , то Pk1=0 для всякого нечетного l. Если k=l=O, то Pk1=0 
(в смысле главного значения по Коши). Остальные интегралы вычисляются 
непосредственно. Так, например, если k+l<a=4, то P1o=nR, p 12=nR3/12, 
p30 =nR 3/4, все остальные интегралы равны нулю. 

Упр аж не ни е 7.11. Решите ту же задачу для случая, когда D -
квадрат [-s, s; -s, s] k+l~a=4. 

От в е т: Pkl=s<+1bk1, b10=4 ln(1+)'2), b12=4[2 ln(l+Y2)-)2], Ьзо= 
=2[)'2-In(1+)'2)], все остальные интегралы равны нулю. 

Пр и мер 7.20. Вычислить в точке Q по формуле (7.52) составляю­
щую в меридиане уклонения отвеса s по значениям аномалии силы тяже­
сти f(P), заданным в 10 точках Р1, ... , Р10, f1=f(P1)=5,0 мгал, f2 =15,l, 
fз=-23,9, f 4= 12,5, fs=-34,4, f в= 11,7, f1=-l 7,4, fв=-32,0, {9=-42,8, 
fio=-2,4. 

Область интегрирования и расположение в ней точек Q, Р 1 , •• " Р 1 о 
указаны на рис. 27. 

Решение можно выполнять в следующей последовательности. 
1) полагая n= 10, из соотношения (7.67) определяем а=3; 
2) вне зависимости от расположения узлов Р 1 , ... , Р 10 вычисляем ин­

тегралы (7.50) с р(х, y)=-(cosa.)2/nyr2=-x/2ny(x2+y2) 31 2 для всех k и 
l=O, 1, 2, 3, таких, что k+l<3; 

3) составляем 10 уравнений вида (7.68); 
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4) решив эту систему, получаем весовые коэффициенты: с1 =-0,033; 
С2=0,041; Сз=-0,268; С4=0,131; С5=0,374; Св=-0,853; С7=-2,371; Сг= 
=1,524; Cg=-0,488; C10=2,25J; 

5) по формуле (7.65) получаем 1=-6", 2. 
Достоинством описанного метода является возможность по­

строения кубатурной формулы наивысшей алгебраической точ­
ности в условиях, распространенных на практике, когда узлы 

интегрирования составляют хаотичную сетку, но изменять их 

положение нельзя. Однако при n> 10 этот метод становится 
слишком громоздким. Кроме того, сказываются негативные сто­
роны полиномиальной интерполяции высокой степени, о которых 
говорилось в § 5.4. Поэтому при большом количестве хаотично 
расположенных узлов рекомендуется пользоваться методами 

коллокации, описанными в § 5.6. При этом исходные значения 
функции f (х, у) в узлах Р; трактуются как значения делыа­
функционалов L;f=бp1 f=f (Р;) =l; на обкладке, а нужный ин-

теграл (7.64) представляет собой искомый функционал F на 
f (Р) (см. пример 7.17). Таким образом, задача численного инте­
грирования представляет собой одну из локальных задач кол­
локации и решается согласно§ 5.6. 

В геодезической практике часто приходится решать такие за­
дачи интегрирования, в которых исходными числами являются 

не значения подынтегральной функции (или обкладки) в узлах, 
а значения других функционалов L1, ••• , Ln на этой функции 
(см. пример 5.6). Кроме того, исходные числа возмущены слу­
чайными ошибками. Решение подобных задач описано в §§ 6.4-
6.6 и составляет основу современной теории математической об­
работки геодезических измерений (ТМОГИ). 

Оптимальные кубатурные формулы. Если узлами можно рас­
поряжаться, то естественно подбирать такие узлы и весовые 
коэффициенты, при которых соответствующая кубатурная фор­
мула имеет наивысшую алгебраическую точность. Однако прак­
тически такие оптимальные кубатурные формулы удается по­
строить только для областей интегрирования наиболее простой 
формы (прямоугольник, круг, сфера). Таблицы соответствую­
щих кубатурных формул имеются в монографии [ 15]. 

П р и м ер 7.21. Пусть D в формуле Стокса (7.51) - круг радиусом R 
с центром в точке Q. Чтобы выполнить интегрирование с алгебраическим 
порядком точности а=3, надо знать значения обкладки f (Р) по крайней 
мере в четырех точках. При R= 1 оптимальными узлами являются точки 

(±У3/3; О), (О; ±у3/3). Все весовые коэффициенты равны (л/4) (l/2тt"f) = 
= 1/B"f и соответствуют весовой функции р (х) = (2111-V х2 + у2)- 1 • 

Пр и мер 7.22. Пусть D в формуле (7.49) - круг радиусом R с цент­
ром в начале координат. Чтобы выполнить интегрирование с а=5, надо 
знать значения подынтегральной функции g (Р) по крайней мере в 7 точках. 
При R= 1 оптимальная кубатурная формула имеет вид 

6 
l=л[(l/4)g(O, О)+ (1/8) ~ g(P;)], 

i=l 

где Р1(У2/3 cos(лi/3), "V2/3 sin(лi/3)). 

295 



Заметим, что для обеспечения того же порядка точности двукратное 
применение квадратных формул Гаусса в примерах 7.21, 7,22 потребова­
ло бы соответственно четырех и девяти узлов. 

§ 7.11. ДВОПНЫЕ НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
СО СТЕПЕННОП ОСОБЕННОСТЬЮ 

В задачах теории фигуры Земли часто приходится иметь дело с 
интегралами вида 

rs 'ljJ(a) 1 = J -,13-t (х, у) dxdy. (7.69) 

D 

--+ 
Здесь r= 1ОР1 - расстояние от начала координат О до текущей 
точки интегрирования Р (х, у); а - угол между осью абсцисс и 

-r 

вектором ОР; 'Ф (а) - заданная ограниченная функция от а, на­
зываемая характеристикой; ~ - заданное положительное число; 
f (Р) - обкладка, значения которой обычно получают из изме­
рений; D - круг радиусом R. с центром в точке О. 

Поскольку весовая функция р(х, у) ='ljJ(a)/rP терпит в начале 
координат бесконечный разрыв, то интеграл (7.69) несобствен­
ный. Можно доказать, что при ~<2 этот интеграл сходится, 
т. е. имеет слабую особенность. Если же ~=2, то интеграл син­
гулярен, т. е. расходится в классическом смысле и лишь при 

определенных условиях, указанных ниже теоремой 7.2, имеет 
главное значение в смысле Коши. 

Предположим сначала, что ~<2 и перейдем к полярным ко­
ординатам r, а с полюсом в точке О. При этом dxdy=rdrda. 
Новая область интегрирования G - прямоугольник [О, R.; О,2л], 
и проще всего действовать повторной квадратурой § 7.10: снача­
ла интегрировать по r, а затем по а. Имеем 

2л 

1= SS 'Ф'~~/ f1 (r,a)drda= J 'Ф(a)F(a)da, (7.70) 

G О 

где 

R 

F (а)= S f 1 ~~~) dr. (7.71) 

о 

Если ~~ 1, то особенность устраняется: выражения (7.70), 
(7.71) являются интегралами в собственном смысле этого слова 
и вычисляются методами §§ 7.1-7.8. Если подынтегральная 
функция в (7.70) периодична, то при ее вычислении удобно 
пользоваться формулой прямоугольников (см. теорему 7.1 и 
§ 7.2). 
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Для 1<~<2 при вычислении (7.71) рекомендуется выде­
лить особенность средствами § 7.9: 

R R 
F(a)=S f1k(r,a) dr+S f1(r,a.)-f11a(r,a) dr, 

,в 1 ,в-1 
(7.72) 

о о 

где 

f 111 (r, а)= f 1 (О, а)+ ( дf ifдr)0 ,ar + ... +-fJ ( дkf tf дrk)0 ,ark. (7. 73) 

Здесь (дkf/дrk)o,a - значение k-й производной f1 по r при r=O. 
Таким образом, все коэффициенты в правой части (7.73) -
функции только от а и потому 1-й интеграл в (7.72) легко бе­
рется аналитически, а 2-й - численно. 

Упр аж не ни е 7.12. Составьте схему вычисления высоты квазигеои­
да по формуле Стокса (7.51), полагая в (7.69), что 1jJ(a.) == 1, ~= 1, R= l, 
и имея в виду, что интегрирование (7.71) будет выполняться с помощью 
квадратуры Гаусса § 7.7 с тремя узлами, а интегрирование (7.70) - с по­
мощью составной формулы прямоугольников § 7.2 с шагом п/3. 

Указание. Воспользуйтесь результатами примера 7.10. 
6 

Ответ: ~=(1/бур::F(а;), где 1Xi=(n/6)+(i-l)n/3; F(ai)= 
i=I 

= ( 1 /2)[ (5/9)f 1(r1,1Xi) + (8/9) f 1 (r2, 1Xi) + (5/9) f 1 (rз, а;)]; r1=О,112702; r2= 0,5; 
Гз = 0,887298. 

Рассмотрим теперь случай, когда ~ = 2. Важную роль при 
этом играет следующая теорема. 

Теорема 7.2. [ 13]. Пусть в интеграле (7.69) характеристика 
ф (а) ограничена, а обкладка f (Р) удовлетворяет условию Лип­
шица (т. е. существуют такие положительные константы µ и 

Л.<1, что Jf(P)-f(Q) 1 ~µr\ где r= IPQI). Тогда для существо­
вания главного значения этого интеграла в смысле Коши необ­
ходимо и достаточно, чтобы 

21'1 
f 'l\J(a)da=O. (7.74) 
о 

Следствие. В условиях теоремы 7.2 

JJ '/J'~cr.) f(x,y)dxdy= SS '/''~а) [f(x,y)-C]dxdy, (7.75) 
D D 

где С - произвольная константа. 
В самом деле, 

С ss '/' (а.) dxdy =С lim [r .:!:_ 52n 'Ф (а) da] =С lim [tп _в_, о]= О, 
r 2 е--.о .J r е--.о 8 

D е О 

так как сначала надо умножить на О, а потом переходить к пре­
делу. 
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В частности, 

SS "',~а) f(x,y)dxdy= SS ч~,~а) [f(x,y)-f(O,O)]dxdy= 
D D 

= SJ 'Ф~а) [f1 (r,a)-f1 (0,a)]drda. 
о -

(7.76) 

Здесь f1 (О, О) =f1 (О, а) для всякого а, так как при lrl =0 направ-
ление не определено. 

Вычисляем (7.76), интегрируя сначала по r, а потом по а. 
Имеем 

где 

2л 

/ = f 'ljJ(a)F(a)da, 
о 

R 

F(a)= s !1 (r, а) ~f1 (О, а) dr. 

о 

(7.77) 

Так как по условию теоремы функция f 1 (r, а) удоветворяет ус­
ловию Липшица, то F (а) в (7.77) - несобственный, но регуляр­
ный интеграл (со слабой особенностью) и вычисляется уже рас­
смотренными нами средствами § 7.9, т. е. 

F(a) = f 1 (а) +F2(a), 
где 

R R 
р1 (а)= 5 f1k~,a) dr, Fz(a)= s f1(r,a)-f1(~,a)-f1k(r,a) dr, 

о о 

f ili (r,a) = (дf 1/дr)о,а r+ +, (д2f/дr2)0,а.'2 + ... + * (дkf 1/дrk)o,a.rk, 
Пр и мер 7.23. Воспользуемся теоремой 7.2 и ее следствием для вы­

числения интеграла (7.52) по кругу малого радиуса R с центром в точке Q, 
совпадающей с началом координат. Условие (7.74) выполняется, поскольку 
21t 21t 
f cos adct= f sin adct=O. Ограничиваясь k= 1, имеем 
о о 

21t 

~= --1-5 cosaF(a)da, f11(r, a)=(дfi/дr)oa.r, 
~, ' 

о 

R 
р2 (а)= s f i (r ,а) - f i (О.,а) - (дf 1/дr) 0 ,а r dr, 

о 

В геодезической практике при малом значении радиуса R. 
обычно интегралом F2 (а) пренебрегают и тогда 
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2Л 2Л 

~~-_в_ r (дf/дr)о acosada= _ _в_ r (дf/дr)~da= 
2ny .J · 2ny .) дх 

о о 

2Л 

= -- (дf1/дх) 0 da = --(д(1/дх) 0 . R j' R · 
2пу у 

о 

Аналогично У]""' (-R/1) (дf 1 /ду) 0 • Необходимые производные 
оценивают графически по карте изоаномал. Иногда поступают 
еще проще, полагая 

( дfi) ~[f1 (R,a)-f1 (0,0)J/R. 
дr о,а 

Тогда 
2Л 2Л 

~ ~--1-f [f1 (R, a)-f1 (О, О)] cosada= --1- r f1 (R, а) cosada 
2ny 2ny .J 

о о 

и последний интеграл считается, например, по составной форму­
ле прямоугольников § 7.2. 

3 а меч ан и е 7.4. Если обкладка f (Р) не только удовлетво­
ряет условию Липшица, как это требуется в теореме 7.2, но и 
является дифференцируемой функцией по r в окрестности нача­
ла координат, то 

lim f1(r,a)-f1(0,a.) =(дf/дr)о,а<оо 
r-o , 

и поэтому F(a) в (7.77) является интегралом в собственном 
смысле этого слова (подынтегральная функция хотя и терпит 
разрыв, но этот разрыв является устранимым). Поэтому при вы­
числении обоих интегралов (7.77) достаточно пользоваться 
обычными квадратурными формулами без предварительного вы­
деления особенности (см.§§ 7.1-7.8). 

До сих пор предполагалось, что исходными данными для вы­
числения интегралов являются значения подынтегральной функ­
ции в отдельных точках области интегрирования. В практике 
геодезических, геофизических и других работ область интегри­
рования представляет собой конкретный район земной террито­
рии, а информацию о подынтегральной функции составляет ка­
талог, содержащий средние интегральные значения J; обкладки 
по отдельным ячейкам d; области интегрирования D. Посколь­
ку при любом выборе полюса О используются одни и те же 
ячейки (обычно прямоугольной формы), то интегрировать целе­
сообразно не в полярной, а в прямоугольной системе коорди­
нат. Имеем: 

п 

1 = f f р(х, y)f(x, y)dxdy~ ~ c;J;, 
D i=I 

(7.78) 
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где Ci = 5 S р (х,у) dxdy, 
d1 

J d; J - площадь ячейки d;. Весовая функция р (х, у) известна 
аналитически, и поэтому весовые коэффициенты с; можно вы­
числить заранее применительно к ячейкам d; того каталога 
значений J;, который предполагается использовать. 

П р и мер 7.24. Пусть область интегрирования D в интервалах Стокса 
(7.51) и Венинг-Мейнеса (7.52) - прямоугольник, поделенный на п конг­
руэнтных квадратных ячеек d;. Тогда 

где 

п -
~~ ~ c8i, 

i=l 

п -
s~ ~ с1Ц1, 

i=l 

А 
tg-2-

2 

п -
'11~ ~ c{if1, 

i=l 

( Аз :n: ) 
tg 2+4 

( А2 :n:) 
tg -2-+4 
А 

tg-4-
2 

( А2 :n:) ( А4 п) tg -2-+4 tg -2-+4 
А2 А4 

1 tg -2- tg -2-
C; '11 = -- ln ------2:n:y А1 А3 

tg-tg-
2 2 

+ 

х, у - координаты четырех вершин i-й ячейки (рис. 29); А - соответствую­
щий азимут, tg Ai=yJxi, j= 1, 2, 3, 4. 

Полюс О обычно выбирают внутри какой-нибудь ячейки и со­
ответствующий этой ячейке весовой коэффициент с; полагают 
равным нулю. Такое вырезание особой точки из области инте­
грирования представляет собой своеобразную регуляризацию 
несобственных интегралов. 

Точность приближенного равенства (7.78) можно оценить на 
основании известной в интегральном исчислении теоремы о сред­

нем. Предположим, что р (х, у) - знакопостоянная функция в 
ячейке d;. Тогда в этой ячейке существует такая точка М;, что 

f f р(х, y)f(x, y)dxdy=f(M;) f f р(х, y)dxdy. 
d; d; 
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Рис. 29. Ячейка интегрирования в 
формулах Стокса и Венинга Мейне­
са 

Поэтому 

,~l 1 \ 
1,0~ \ 

' \ 
1 \ 0,51 \., 
' ...... 
1 -----

О 5 10 15 20 г/а 

Рис. 30. График выраженного в 
процентах ОТЛИЧИЯ с; ОТ С; ДЛЯ ИН­
тегралов Стокса (сплошная кривая) 
и Венинг-Мейнеса (прерывистая 
кривая) 

п п п 

1= ~ f f p(x,y)f(x,y)dxdy= ~cif(M;) ~ ~cifi 
i=I di i=I i=I 

и погрешность вычислений по формуле (7.78) обусловлена раз­
ностью f i-f (Mi). Точка М; может занимать произвольное поло­
жение в ячейке Mi. Поэтому средний квадрат отклонения fi от 
f (Mi) представляет собой то, что в геодезической практике при­
нято называть дисперсией представительства. Величина диспер­
сии представительства зависит от размеров ячеек, гладкости об­
кладки и подсчитывается известными в геодезии методами [16]. 
Значение дисперсии представительства позволяет легко подсчи­
тать дисперсию вычисленного значения интеграла. В общем слу­
чае в ближайшей окрестности полюса целесообразно использо­
вать мелкие ячейки. С удалением ячеек от полюса их размеры 
можно увеличивать без заметной потери точности. 

Дальнейшие упрощения при вычислении интеграла (7.78) 
состоят в том, что вместо с; берутся числа с;, представляющие 
собой значения весовой функции р (х, у) в центре ячейки di, 
умноженные на площадь этой ячейки 1d;1 · 

Соответствующая дополнительная погрешность для интегра­
лов типа (7.69) зависит от удаленности ячеек от начала коорди­
нат и их размеров. Выраженное в процентах отличие с1 от с; 
для интегралов Стокса (7.51) и Венинг-Мейнеса (7.52) пока­
зано на рис. 30. 

По оси абсцисс отложены расстояния r от начала координат, 
выраженные в единицах стороны а ячеек. Сплошная кривая со­
ответствует интегралу Стокса, прерывистая - интегралу Ве­
нинг-Мейнеса. 
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