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Напряжения




нормальные напряжения 

изменяют размеры и объем тела

касательные напряжения 

изменяют форму тела

N  =  N / F = сила / площадь

Размерность напряжений:

 = [ Н/м2; кг/см2; т/м2 ]

1 Н/м2 = 1 Па

1 МПа = 106 Па

1 МПа = 10 кг/см2 = 100 т/м2

F
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Виды напряженных состояний



одноосное (1D)

в высоких 

целиках

1

2

двухосное 

(плоское, 2D)

на контуре выработок,  

в карьерных откосах

1

23

трехосное 

(объемное, 3D)

в природном 

массиве

Всегда будем обозначать:           1   2   3
max min      
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Напряжения

Следует различать напряжения:

природные, действующие в массиве до начала горных работ 

(in situ Field Stress, pre-mining Stress State). Всегда  3D. 

Именно они используются в расчетах, в численном 

моделировании в качестве исходных данных, граничных 

условий. Их надо знать ! ! !

техногенные, действующие вокруг пройденных выработок, 

созданных выработанных пространств. Могут быть 2D, 1D. 

Их определяют расчетами, численным моделированием по 

заданным исходным данным
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Напряжения вокруг выработанного пространства 

max

min

out of plane
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Виды напряжений

•    0,4 = отсутствие возможности горного удара или разрушения; 

• 0,4  = возникновение повреждений, начало разрушения;

•    0,7 = вероятность возникновения горных ударов.

spalling = раскалывание, стреляния

= 0 ÷ 1; служит для определения режима 

разрушения (сброс, сдвиг, взброс)
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Деформации

d Поперечная 

деформация

Исходное 

(ненагруженное) 

состояние

h

Продольная 

деформация

h

Деформированное 

(сжатое) 

состояние

N

d + d

h / h =  прод – продольная относительная деформация

d / d =  попер      – поперечная относительная деформация

 попер /  прод =  – коэффициент поперечных деформаций (коэффициент Пуассона)

Poisson 

Ratio
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Симон Пуассон

Simeon Denis Poisson

1781 - 1840
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Деформации

для крепких скальных пород  = 0,16  0,26  0,20; для солей  = 0,30  0,36  0,33

коэффициент поперечных деформаций (Пуассона)  : 

Поперечное расширение при сжатии 

есть фундаментальное свойство   

всех твердых тел

исходный 

образец соли

деформированный 

образец соли
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Упругое деформирование

работает только 

до разрушения ! ! !

Robert   Hook, 1676:

КАКОВО РАСТЯЖЕНИЕ ТАКОВА И СИЛА (Lat.)

UT  TENSIO  SIC  VIS 

1635 - 1703
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Упругое деформирование

Е – модуль упругости (модуль Юнга)

Е =  т /м2; кг /см2; МПа

Закон Гука:

 =  Е 

при одноосном 

сжатии или 

растяжении

1773 - 1829

Thomas Young. A Course of Lectures on Natural Philosophy and 

the Mechanical Arts                                       13-th Lecture:

Сила противодействия упругого вещества линейному 

растяжению или сжатию прямо пропорциональна 

относительному увеличению или сокращению длины:

«Томас Юнг был человеком почти 

таких же универсальных знаний, 

как Леонардо да Винчи»

𝑬 =
Τ𝑭 𝑺

Τ∆𝒍 𝒍
=

𝝈

𝜺
= 𝑪𝒐𝒏𝒔𝒕
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Упругое деформирование

акад. Крылов А.Н.

1863 - 1945

Упругость есть 

основное свойство   

всех тел природы
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Упругое деформирование

до разрушения



модули упругости Е1  Е2



1

2

0

Е1

Е2

н
а
п

р
я

ж
ен

и
я

деформации

одноосное 

сжатие
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Упругое деформирование

прозвучивание 

ультразвуком

модуль упругости:

 - плотность породы;

V - скорость продольной 

упругой волны

𝑬 =  𝝆 ∙ 𝑽𝟐
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Прочность

разрушение при достижении предельных напряжений

при одноосном сжатии:

0 = Np / F

при одноосном растяжении:

р = 2 Np /(dl) = 0,637 Np / Fp

Np

Np

d

l

UCS UTS
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Прочность

Испытания образцов пород на прочность на прессе

одноосное сжатие UCS

растяжение  

по-бразильски UTS

UCS   UTS
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Механические свойства пород
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Механические свойства пород

одна из лучших книг о 

свойствах пород и 

методах их определения
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Механические свойства пород

Стандарт 

ISRM
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Механические свойства пород

Чем порода крепче,   

тем она жестче…

Андезиты 

НШР

𝑬 = 𝟎. 𝟑𝟓𝟎 ∙ 𝑼𝑪𝑺, ГПа
𝑬 = 𝟑𝟓𝟎 ∙ 𝑼𝑪𝑺,  МПа

1 ГПа = 1000 МПа = 103 МПа = 109 Па



21

© SRK Consulting (Russia) Ltd 2020. All rights reserved.

Механические свойства пород

Чем порода крепче, 

тем она жестче
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Механические свойства пород

Чем порода 

крепче, тем 

она жестче

кварцевые диориты 

рудник Нурказган
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Механические свойства пород

Артемьевский 

рудник

х
р
уп

к
о
ст

ь
п

л
а

ст
и

ч
н

о
ст

ь
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Механические свойства пород

к
р
еп

о
ст

ь
андезиты 

НШР

хрупкость

Больше 

крепость, 

больше 

хрупкость
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Механические свойства пород

Чем порода крепче, тем она более хрупкая !
и наоборот:

Чем слабее порода, тем она более пластична

! ! !
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Механические свойства пород

Изменение прочности   руд / пород с глубиной

Чем глубже,   тем  крепче !

(часто, но не всегда)

рудник   

Нурказган

руда в образцах  

2011 г.
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Механические свойства пород

Изменение прочности   руд / пород с глубиной

Чем глубже,   тем  крепче !

(часто, но не всегда)

рудник   

Нурказган

руда в образцах  

2019 г.



28

© SRK Consulting (Russia) Ltd 2020. All rights reserved.

Механические свойства пород

Изменение прочности   руд / пород с глубиной

Нурказган

2011 = 150 значений

2019 = 375 значений

Пополнение базы 

данных может 

изменить оценку 

прочности 

руды/пород

! ! ! ! ! ! ! !
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Механические свойства пород

Изменение прочности   руды с глубиной
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обратные расчеты методом разгрузки

м = 0,11Н + 9,9 

Жезказган

массив руды в целиках по 

данным обратных расчетов
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Механические свойства пород

Изменение прочности   руды с глубиной

Ново-Широкинский рудник

С глубиной 

прочность 

андезитов

не изменяется
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Механические свойства пород

Распределение прочности 

пород в толще осадочных 

пород ВКМКС  по данным 

сейсморазведки

Уралкалий

Кашников Ю.А.

ГЖ, 2021, № 4
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Механические свойства пород

Полевая (приблизительная) оценка прочности породы

Mente et malleo

девиз геологов:

Умом и молотком 

(Lat.)
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Механические свойства пород

Полевая (приблизительная) оценка прочности породы
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Механические свойства пород

Полевая (приблизительная) оценка прочности породы

Яковлевский рудник:

богатая мартитовая руда

сж  12 МПа

после удара геологическим 

молотком падает крошка 

раздробленной руды
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Механические свойства пород

Полевая оценка прочности породы молотком Шмидта



36

© SRK Consulting (Russia) Ltd 2020. All rights reserved.

Механические свойства пород

Полевая оценка прочности породы молотком Шмидта

Запишите 20 значений 

отскока от одиночных ударов, 

разделенных по крайней мере 

диаметром плунжера,  и 

усредните верхние 10 

значений.

ISRM Suggested Method for Determination of the Schmidt Hammer Rebound Hardness:

Revised Version. Adnan Aydin (2008):

Расчет прочности 

пород UCS:
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Механические свойства пород

Полевая оценка прочности породы молотком Шмидта

порода
количество 

испытаний
cреднее RL

стандарт 

RL

вариация 

%
UCS = 1.45 exp(0.07RL), МПа

руда 160 59.7 12.4 21% 94.5

висячий бок 175 59.0 11.5 19% 90.2

лежачий бок 146 59.3 12.2 21% 91.8

Вывод: прочность руды, пород висячего и лежачего боков

практически не различаются. Поэтому модель массива

месторождения может быть однородной с усредненной

прочностью всех типов руды и пород

НШР
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Механические свойства пород

Полевая оценка прочности породы молотком Шмидта

Вывод: породы резко различаются по прочности.

Поэтому модель массива должна быть неоднородной
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77 60 86

8.4 18.3 61.6

6.3 18.3 40.1

74% 100% 65%

кол-во испытаний

средняя UCS, МПа

стандарт UCS, МПа

коэфф.вариации

Артемьевский 

рудник
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Механические свойства пород

Полевая оценка упругости 

породы ультразвуковым 

прибором Пульсар

Долинный 

рудник
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Механические свойства пород

Полевая оценка упругости породы 

ультразвуковым прибором Пульсар
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Полная диаграмма деформирования
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Полная диаграмма деформирования
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Полная диаграмма деформирования



0


Е0

Е

в запредельном состоянии  

(т.е. в процессе разрушения) 

снижаются и прочность, и 

модуль упругости массива:

2

0 0

Е

Е





 
= 

 



44

© SRK Consulting (Russia) Ltd 2020. All rights reserved.

Критерий разрушения Кулона

Charles-Augustin de Coulomb

1736 - 1806
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Критерий разрушения Кулона

При сжатии разрушение пород происходит сдвигом по 

наклонным площадкам, на которых сопротивление сдвигу 

минимально.

Сопротивление сдвигу на наклонных площадках 

определяется силами сцепления и внутреннего трения на 

них

 = С +   tg

С – сцепление (Cohesion); 

 – угол внутреннего трения (Internal Friction Angle)
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Критерий разрушения Кулона

 = С +   tg

( ) ( )

( )

1 3 1 3

1 3

1 1
cos 2

2 2

1
sin 2

2

     

   

= + + −

= −

На наклонной площадке под углом :

Чтобы найти площадки, по которым происходит 

срез (сдвиг), надо найти угол , при котором:

 = (C +  tg  -  ) →  min

                          d / d = 0
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Критерий разрушения Кулона

При сжатии разрушение пород 

сдвигом происходит по 

сопряженным площадкам, 

отклоненным от направления 

максимального сжатия на угол: 

 (45 -  / 2)
где  = 3038 - угол внутреннего

трения пород

Если  = 36 , то это   27
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Критерий разрушения Кулона

идем по шахте и видим 

разрушения на 

сопряжении двух 

выработок…
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Критерий разрушения Кулона

максимальные (разрушающие) 

напряжения действуют по 

биссектрисе острого угла между 

сопряженными поверхностями 

разрушения
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Критерий разрушения Кулона

максимальные (разрушающие) 

напряжения действуют по 

биссектрисе острого угла между 

сопряженными поверхностями 

разрушения
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Критерий разрушения Кулона

классическая форма 

разрушения 

междукамерных 

целиков
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Критерий разрушения Кулона

Реконструкция направлений 

действия тектонических 

напряжений в Орловском рудном 

поле по методу М.В. Гзовского

Орловское 

месторождение

Гзовский М.В.



53

© SRK Consulting (Russia) Ltd 2020. All rights reserved.

Трехосные испытания

Испытания породы в 

объемном напряженном 

состоянии в камере 

Гудмана

1  2 =  3

Условия нагружения:

1

3

3
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Трехосные испытания

1

3

3

Сервогидравлическая система  MTS 815 для испытаний породы 

в объемном напряженном состоянии (СПбГУ)   
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Трехосные испытания

1 - 3 , 

МПа

1 , %

3 = 25 МПа

20 МПа

15 МПа

10 МПа

5 МПа

2 МПа
1 МПа

3 = 0

хрупкое разрушение

пластическое 

разрушение

Деформирование в объемном 

напряженном состоянии

в объемном 

напряженном 

состоянии 

увеличивается 

прочность массива и 

изменяется 

характер его 

разрушения 
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Трехосные испытания

Переход от хрупкого разрушения к пластическому течению

Prof. Kiyoo Mogi

Mogi’s Line:

1 = 3.4 3
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Трехосные испытания

Переход от хрупкого разрушения к 

пластическому течению

Mogi’s Line:

1 = 3.4 3

андезиты 

НШР
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Трехосные испытания

Переход от хрупкого разрушения к 

пластическому течению

Андезиты НШР 

разрушаются хрупко, 

т.е. они склонны к 

горным ударам
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Круги Мора

двумерная графическая интерпретация напряженного состояния

Christian Otto Mohr

1835 - 1918

2D



60

© SRK Consulting (Russia) Ltd 2020. All rights reserved.

Круги Мора

двумерная графическая 

интерпретация 

напряженного состояния

3D
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Круги Мора

Максимальные 

касательные 

напряжения max:

    max = (1 - 3 ) / 2

    max = (1 - 2 ) / 2

    max = (2 - 3 ) / 2

Условия разрушения определяются величинами 1 и 3

Величина 2 в критерии прочности не учитывается !!!

3D(1 - 3 ) / 2

(1 - 2 ) / 2

(2 - 3 ) / 2
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Круги Мора

!!!

Условия разрушения определяются величинами 1 и 3

Величина 2 в критерии прочности не учитывается 3D

плоскости разрушения 

ориентированы по 

направлению действия 

промежуточных главных 

напряжений 2
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Круги Мора

Условия разрушения определяются величинами 1 и 3

Величина 2 в критерии прочности не учитывается 2D
плоскости разрушения 

ориентированы по направлению 

действия промежуточных 

главных напряжений
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Круги Мора

Форма разрушения при одноосном 

сжатии1 ; 2 = 3 = 0 1D
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Критерий разрушения Мора

1

3



3 1

критерий 

разрушения
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Критерий разрушения Кулона - Мора







C

 = С +   tg
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Обобщенный критерий разрушения Кулона - Мора

Параметры  

обобщенного критерия 

Кулона-Мора:

р – прочность при 

растяжении, МПа;

С – сцепление, МПа

 – угол внутреннего 

трения, град.

Сцепление – сопротивление 

сдвигу при отсутствии сил 

трения;

tg – коэффициент трения
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Обобщенный критерий разрушения Кулона - Мора

2

1 32 45 45
2 2

C ctg tg
 

 
   

=  − +  +   
   

0 – прочность при 

одноосном сжатии

2

1 0 3 45
2

tg


  
 

= +  + 
 

Предельная величина максимальных напряжений:

0
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Обобщенный критерий разрушения Кулона - Мора

2

1 0 3 45
2

tg


  
 

= +  + 
 

Если  = 36 , то tg2(45 +/2) = 3,85

Предельная величина максимальных напряжений:

0

в объемном напряженном 

состоянии прочность 

массива увеличивается за 

счет бокового зажима !
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Критерий разрушения Хука - Брауна

3 /0

1 /0

mi = 14,3

E. Hoek

T. Brown

в образцах

intact
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Критерий разрушения Хука - Брауна

𝜎1 = 𝜎3 + 𝜎0 𝑚𝑖 ∙
𝜎3

𝜎0
+ 1

0.5

параметр критерия 

Hoek-Brown mi :

зависит от типа породы, 

определяется по 

результатам 3-осного 

сжатия,

справочные данные – в 

программах Rocscience

в образцах

intact
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Сравнение критериев разрушения

𝜎1 = 𝜎3 + 𝜎0 𝑚𝑖 ∙
𝜎3

𝜎0
+ 1

0.5

Hoek-Brown:

2

1 0 3 45
2

tg


  
 

= +  + 
 

Mohr-Coulomb:

параметр mi в критерии Хука-Брауна 

есть аналог параметра tg2(45 +  /2) 

в критерии Кулона-Мора
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Критерий разрушения Хука - Брауна

параметр mi в 

критерии Хука-Брауна 

есть аналог параметра 

tg2(45 +  /2) в 

критерии Кулона-Мора
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Критерий разрушения Хука - Брауна

параметр mi для андезитов НШР по данным:

справочника Rocscience
3-осных испытаний

почувствуйте

разницу
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Критерий разрушения Хука - Брауна

mi для андезитов НШР по данным:

сп
р
а
во

ч
н

и
к
а
 R

o
cs

ci
en

ce

3
-о

сн
ы

х
и

сп
ы

т
а
н

и
й

почувствуйте

разницу
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Критерий разрушения Хука - Брауна

mi для андезитов НШР по данным:

справочника Rocscience
3-осных испытаний на сжатие

почувствуйте

разницу

для корректного 

использования 

критерия Хука-

Брауна нужны 

тесты на 

3D-сжатие



77

© SRK Consulting (Russia) Ltd 2020. All rights reserved.


	Слайд 1, ГЕОМЕХАНИЧЕСКОЕ  ОБЕСПЕЧЕНИЕ ПОДЗЕМНЫХ ГОРНЫХ РАБОТ
	Слайд 2, Напряжения
	Слайд 3, Виды напряженных состояний
	Слайд 4, Напряжения
	Слайд 5, Напряжения вокруг выработанного пространства 
	Слайд 6, Виды напряжений
	Слайд 7, Деформации
	Слайд 8, Симон Пуассон
	Слайд 9, Деформации
	Слайд 10, Упругое деформирование
	Слайд 11, Упругое деформирование
	Слайд 12, Упругое деформирование
	Слайд 13, Упругое деформирование
	Слайд 14, Упругое деформирование
	Слайд 15, Прочность
	Слайд 16, Прочность
	Слайд 17, Механические свойства пород
	Слайд 18, Механические свойства пород
	Слайд 19, Механические свойства пород
	Слайд 20, Механические свойства пород
	Слайд 21, Механические свойства пород
	Слайд 22, Механические свойства пород
	Слайд 23, Механические свойства пород
	Слайд 24, Механические свойства пород
	Слайд 25, Механические свойства пород
	Слайд 26, Механические свойства пород
	Слайд 27, Механические свойства пород
	Слайд 28, Механические свойства пород
	Слайд 29, Механические свойства пород
	Слайд 30, Механические свойства пород
	Слайд 31, Механические свойства пород
	Слайд 32, Механические свойства пород
	Слайд 33, Механические свойства пород
	Слайд 34, Механические свойства пород
	Слайд 35, Механические свойства пород
	Слайд 36, Механические свойства пород
	Слайд 37, Механические свойства пород
	Слайд 38, Механические свойства пород
	Слайд 39, Механические свойства пород
	Слайд 40, Механические свойства пород
	Слайд 41, Полная диаграмма деформирования
	Слайд 42, Полная диаграмма деформирования
	Слайд 43, Полная диаграмма деформирования
	Слайд 44, Критерий разрушения Кулона
	Слайд 45, Критерий разрушения Кулона
	Слайд 46, Критерий разрушения Кулона
	Слайд 47, Критерий разрушения Кулона
	Слайд 48, Критерий разрушения Кулона
	Слайд 49, Критерий разрушения Кулона
	Слайд 50, Критерий разрушения Кулона
	Слайд 51, Критерий разрушения Кулона
	Слайд 52, Критерий разрушения Кулона
	Слайд 53, Трехосные испытания
	Слайд 54, Трехосные испытания
	Слайд 55, Трехосные испытания
	Слайд 56, Трехосные испытания
	Слайд 57, Трехосные испытания
	Слайд 58, Трехосные испытания
	Слайд 59, Круги Мора
	Слайд 60, Круги Мора
	Слайд 61, Круги Мора
	Слайд 62, Круги Мора
	Слайд 63, Круги Мора
	Слайд 64, Круги Мора
	Слайд 65, Критерий разрушения Мора
	Слайд 66, Критерий разрушения Кулона - Мора
	Слайд 67, Обобщенный критерий разрушения Кулона - Мора
	Слайд 68, Обобщенный критерий разрушения Кулона - Мора
	Слайд 69, Обобщенный критерий разрушения Кулона - Мора
	Слайд 70, Критерий разрушения Хука - Брауна
	Слайд 71, Критерий разрушения Хука - Брауна
	Слайд 72, Сравнение критериев разрушения
	Слайд 73, Критерий разрушения Хука - Брауна
	Слайд 74, Критерий разрушения Хука - Брауна
	Слайд 75, Критерий разрушения Хука - Брауна
	Слайд 76, Критерий разрушения Хука - Брауна
	Слайд 77

