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JlСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

{Ql} - множество величин аl' а2' аз""";
-+

{ai} - базисные векторы кристаллографического базиса;

-+
{ь,} - векторы сопряженного базиса;

-+
г = (Гl' Г2' гз) - вектор с текущими координатами {ri}

в пространстве объекта;
-+
R = (Иl' И2, из) - решеточный вектор в пространстве

объекта;

{Ul} - целые числа;

-+
h = (h 1 , h2, hз) - вектор с текущими координатами

\{hl} в Фурье-пространстве;
-+ .
н = (h~, hg, hg) - решеточный вектор в Фурье-про

странстве;

{h2} - целые числа, называемые индексами дифракции;

-+ -+ ~ ~

(г(), г(2» -скалярное произведение векторов г(l) и г(2).

, -+ -+
в книге принято правило нормировки (а" bj ) = ')./)1/,

где л - длина волны применяемого излучения;

б . - { 1 при i = j - символ Кронекера.
1/ - О при i =1= j

-+-+-+
е, t, п - единичные векторы;

g, С, 8 - тензоры:

®И ~-l - операторы пряиого и обратного Фурье-преоб
разования;

-+
/(t), /(г) - прообразы Фурье;

F (V), P(h) - образы Фурье;
б(х) - дельта-функция Дирака;

П(х) = { 1 при Iх! ~ L/2 - функция щелв:
О при х > L/2 '

Ш(х) - решеточная функция;

~ - область существования квадрата модуля Фурье
образа;

ffi - символ свертки двух функций.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Основные направления развития народного хозяйства СССР

на 1976-1980 годы, принятые XXV съездом КПСС, предусматри

вают совершенствование подготовки научных и научно-педаго

гических кадров.

В течение длительного времени автор читал начальные главы

курса рентгеновского структурного анализа в кинематическом

приближении по схеме, аналогичной расположению материала

в книге г. С. Жданова 1 и ряде других книг: дифракция на одно-,

двух- и трехмерной решетке, вывод формулы для амплитуды и ин

тенсивности методом простого суммирования амплитуд лучей,

рассеянных элементами решетки. Условия, при которых наблю

даются дифракционные максимумы, записываются при этом в

в форме уравнений Лауэ или, если использовать обратные век-
~ ~ ~

торы а*, Ь* и с*, - в форме одного уравнения, содержащего
~

«обратный вектор» Н.

Как правило, курсу структурного анализа предшествует курс

кристаллографии, в котором после рассмотрения пространствен

ной решетки, описывающей пространство кристалла, чисто фор

мально, для облегчения ряда вычислений, вводится «обратная

решетка», описывающая «обратное пространство». При переходе

к изложению теории дифракции «обратная решетка» опять же

вводится чисто формально для того, чтобы получить с помощью

сферы Эвальда правильные результаты при рассмотрении гео

метрии дифракционной картины, причем в качестве критерия этой

правильности чаще всего используется закон Вульфа-Брегга.

Так, г. Липсон И г. Стипл 2 В своей книге пишут: «Эвальд.

предложил весьма эффективную геометрическую интерпретацию

закона Брегга __n'А = 2d sin e~ для .....отражения от семейства пло

скостей (hk1)>>. ~
Трактовка процедуры Эвальда как формальной интерпретации

закона Брегга не облегчает рассмотрения различных задач теории

дифракции. По-видимому, очень распространенная, но неправиль

ная точка зрения на обратную решетку как на воображаемый

объект, использование которого при рассмотрении дифракции

полезно, но без которого можно при желании обойтись, ограни

чившись использованием «отражающих плоскостей», связана с ото

ждествлением кристаллографической обратной решетки [а на са

мом деле всего лишь ковариантных векторов с координатами (h,
k, 1), не образующих решетки и применяемых в кристаллографии

для облегчения расчета углов между плоскостями, между пло-

1 Ж д а н о В г. с. ОСНОВЫ рентгеновского структурного анализа. М.,
Гостехиздат, 1940. 446 с. с ил.

2 Л И П с о н Г., С т и п л Г. Интерпретация порошковых рентгенограмм.
Пер. с англ, М., «Мир», 1972. 384 с. с ил.
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скостями И прямыми И межплоскостных расстояний в кристалле]

с обратной решеткой, применяемой в теории дифракции для опи

сания расположения дифракционных максимумов во фраунгофе

равском спектре кристалла, т. е. на рентгенограмме.

Насколько широк диапазон различий в объяснении смысла

«обратноrо пространства» и «обратной решетки», применяемых

при рассмотрении дифракции, можно видеть из книги А. Виль

сона 1, в которой утверждается, что «. Рентгенограммы гораздо

более сходны с обратной решеткой, чем с прямой решеткой; можно,

пожалуй, сказать, что рентгенограмма является более или менее

искаженной обратной решеткой», и из книги А. и. Китайгород

ского 2, в которой сказано: «Обратная решетка, в отличие от пря

мой, не имеет реального физического смысла, а является мате

матическим образом, весьма удобным для истолкования явле

ний дифракции рентгеновских лучей в кристаллах».

Трудности, с которыми сталкиваешься при априорном введе

нии обратного пространства, заставили автора отказаться от тра

диционного способа изложения материала и полностью перейти

к аппарату Фурье-преобразования, при помощи которого мы вы

числяем амплитуду рассеянной волны в области фраунгоферов

ской дифракции, не связывая себя в общем случае заботами о спе

циально подобранной структуре образца и об априорном введении

обратного пространства, так как «обратность» метрики дифрак

ционной картины получается естественным путем в результате

нахождения амплитуд фраунгоферовского спектра.

Немаловажным стимулом для такого перехода послужили

успехи, полученные в когерентной оптике, где хорошие резуль

таты при описании дифракции сравнительно легко достигаются

с помощью интегральных преобразований,

При чтении этих книг бросается в глаза, что термин «обрат

ное пространство» нигде в них не употребляется, хотя свойство

«обратности» метрики фраунгоферовского спектра по отношению

к метрике объекта заложено в самой природе процесса дифракции.

Если изобразить объект в виде «гармошки», то фраунгоферовский

спектр, т. е. дифракционная картина, также будет выглядеть как

гармошка, причем растяжение (сжатие) гармошки-объекта будет

вызывать сжатие (растяжение) гармошки-спектра. Таким обра

зом, метрика спектра оказывается «обратной» по отношению к ме

трике объекта, что дает основание назвать пространство, в кото

ром располагается спектр, обратным.

Только в этом заключается действительный смысл термина

«обратное пространство», когда его применяют при описании фра

унгоферовского спектра.

1 В И Л Ь с о н А. Оптика рентгеновских лучей. Пер. с англ, М., ил, 1951,
142 с. с ил.

2 К И Т а й г о р о Д с к и й А. и. Рентгеноструктурный анализ. М-Л.,
ГИТТЛ, 1950. 650 с. с ил.
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Обычно при описании дифракции в оптическом диапазоне для
~ -+ ~

объекта используются единичные орты i, j, k или в наших обозна-
~

чениях - базисные векторы {ei } . При этом мы обязаны приме-
~

нять для описания спектра обратные векторы {ei l } , совпадающие
~

по величине и направлению с «прямыми» векторами [е.]. Таким

образом, обратность метрики спектра маскируется, и надобность

в явном введении обратного пространства отпадает.
~

Иначе обстоит дело при работе в ненормированном базисе '{a i } ,
~

применяемом для описания объекта, и базисе {bi } , применяемом

для описания спектра, когда обратность метрики спектра на-
~

глядно проявляется в обратности базисных векторов {bi } .

Изложение основ теории дифракции на трехмерных объектах

при помощи Фурье-преобразования и операций типа свертки со

держится в пятой части книги А. Гинье 1, а также в книгах

А. и. Китайгородского2, Б. К. Вайнштейна 3 и Р. Хоземана и

с. Багчи 4. Последние три книги посвящены специальным вопро

сам теории дифракции и написаны, несомненно, не для начинаю

щих, а для «знатоков», что же касается книги А. Гинье, то к изу

чению пятой части читатель подходит, будучи «испорчен» чтением

предыдущих второй-четвертой глав, в которых материал иэла

гается традиционно, так что для изучения пятой главы ему при

ходится переучиваться, что всегда труднее, чем начинать сначала.

Автор убежден, что изложение теории дифракции при помощи ап

парата Фурье-преобразования является не только самым целе

сообразным, но и самым простым способом, так как полностью

соответствует тому, что происходит с рассеянными на объекте лу

чами, образующими, в конечном итоге, фраунгоферовскую дифрак

ционную картину.

Обычно лекции по дифракционным методам исследования чи

таются на 3-4-м курсах физико-механического факультета Ленин

градского политехнического института. К этому времени студенты

уже прослушали стандартный курс высшей математики, в кото

ром интегральным преобразованиям, операциям типа свертки и

сингулярным функциям уделяется слишком мало времени.

Для того чтобы изложить минимум сведений, необходимый для

понимания дифракции, обычно требуется математическое введе

ние, на которое уходит несколько первых лекций.

1 Г И Н Ь е А. Рентгенография кристаллов. Пер. с франц. М., Физиатгиа,

1961. 604 с. с ил.

2 К И Т а й г о р о Д с к и й А. и. Теория структурного анализа. М., Изд-во

АН СССР, 1954. 284 с. с ил.

t4. :1 в а й н ш т е й н Б. К. Дифракция рентгеновских лучей на цепных

молекулах. М.• Изд-во ~H СССР, 1963. 372 с. с ил.

~ Н о s е m а n n R., В а g с h i S. Direct analysis of diffraction Ьу matter.
Amsterdam, Holland, 1962, р. 734.
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В данной книге первые параграфы гл. 1 содержат такое мате

матическое введение, без освоения которого нет смысла читать

последующие главы,

Значительно более подробно, чем в существующих книгах, рас

сматривается дифракционная картина, получаемая в расходя

щемся пучке рентгеновских лучей, причем здесь автор почти це

ликом, если не по форме, то по содержанию, использовал мате

риал диссертации с. А. Иванова l .

ВО всех случаях автор не касался вопроса о том, как надо про

водить эксперимент, а ставил своей целью объяснить, почему

получается та или иная дифракционная картина, приче-м во всех,

без исключения, случаях использовался один и тот же мате

матический аппарат Фурье-преобразования, позволяющий без вы

работки специальных приемов ad hoc решать поставленную за

дачу.

Кристаллографическая алгебра везде применяется в компакт

ной матричной форме 2.

В книге не используется понятие «отражающих плоскостей»,

равно как и термин «обратное пространство». Вместо последнего

термина говорится о пространстве Фурье, т. е. о пространстве,

в котором располагаются фраунгоферовские дифракционные мак

симумы (рентгеновская пленка, флюоресцирующий экран. и т. п.);

ясно, что в данном случае оба термина эквивалентны. -
Неоценимую помощь в работе над книгой оказали автору сту

денты и товарищи по кафедре физики металлов Ленинградского

политехнического института п. п. Большаков, с. А. Иванов,

А. п. Кокко, А. и. Мелькер, В. И. Монин, Б. М. Тараканов,

ю. Ф. Титовец, В. В. Трофимов, многочисленные дискуссии с ко

торыми помогли понять ряд важных вопросов.

Всем им автор выражает сердечную благодарность.

1 И в а н о в с. А. Дифракция в расходящемся пучке рентгеновских
лучей. Автореф. канд. дис. л., 1974.

2 В а с и л ь е в Д. М. Физическая кристаллография. М., «Металлургия»,

1972. 279 с. с ил.



ГЛАВА I
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ

ОСНОВЫ ТЕОРИИ

ДИФРАКЦИИ

1. Ряды Фурье и интеграл Фурье

Пусть на отрезке (Xl' Х2) задана функция f (Х). Поставим задачу описать
эту функцию при помощи ряда вида

т

f (х) ~ ~ Cjg j (Х),
j=l

( 1)

где Cj - постоянные;

gJ (Х) - некоторые функции.

для того чтобы наилучшим образом описать f (х) рядом (1), необходимо так

подобрать коэффициенты Cj , чтобы при заданных функциях gj (х) средняя ква

дратичная ошибка

Х
2

[ т ]2< [L\f (х)]2 > = 1 f f (х) - ~ Cjg j (х) dx
Х2- Хl J ~

Х1 j=l

была минимальной.

Эта задача решается при помощи обобщенного ряда Фурье

00

f (х) = ~ Cjg j (х),
j=l

где {gj (х)} - множество функций, ортогональных на отрезке (Xl' Х2), Т. е. удо

влетворяющих условию

Х2J е, (х) g; (х) dx = K/Jjk.
Хl

где К! - постоянная.

Если задать {gj (х)} в виде \e iYX } , где у = 21tn/l, п = О, ± 1, ±2, а l
длина отрезка (Xl' Х2)' то получим

00 i 2п пх

f (х) = ~ С (n) е 1 •
n=-оо

(2)

8

l
"2

С (n) =+ J
1

-2"

.2п
-~ - nх

f (х) е 1 dx. (3)



Ф
.. . 2л

Особенностью ункции ехр t -1- пх является то, что они периодичны с пе-

рJ:lОДОМ Т, равным 1
2n . 2n

i - п (х+ Т) L Т пх
е 1 = е при Т = 1,

так как ехр i2лn = 1.
Это обстоятельство приводит к тому, что при попытке вычислить f (х) вне

интервала (хl' Х2)' на котором определялись коэффициенты е (n), по формуле (3)
мы получим периодическую функцию 'Т (х), поведение которой определяется

только поведением f (х) на отрезке (хl' Х2)·
Посмотрим, как надо изменить форму записи ряда (2) для того, чтобы можно

было описывать непериодическую функцию f (х) на бесконечном промежутке.

не опасаясь появления вежелательных «дубликатов» этой функции за пределами

отрезка (хl' Х2)·
Введя период функции 'Т (х), равный Т = 1, и частоту 'V = n'Vo= ьп:

перепишем формулы (2), (3) в виде

где

f (х)

00

~ е (v) еi2ЛVХ,

'\'=-00

(4)

(5)

т

т

с (v) =+ J f (х) гl2ПVХ dx.

т

-"2

Обозначив те (v) = F (v) и устремляя период Т к бесконечности, получим,

что T-l -+ dv, так что соотношения (4) и (5) запишутся в виде

f (х) = JF (v) el2nvx dv;

-00

00

F (v) = Jf (х) гl2ПVХ dx.
-00

(6)

(7)

Выражение (6) описывает функцию f (х) в пространственной области, выра

жение (7) описывает эту функцию в частотной области, так как, зная коэффици

енты F (v), мы всегда можем восстановить при помощи соотношения (6) саму
функцию f (х).

2. Дельта-функция Дирака

Рассмотрим соотношение

00

Jf (х) ь (х -хо) dx = f (хо) , (8)

справедливое для любой функции f (х), непрерывной при х = хо. Это соотноше

ние не имеет смысла, если рассматривать 6 (х - хо) как обычную функцию.

Однако оно становится весьма полезным, если рассматривать его как функционал ,
т. е. правило, по которому функции f (х) придается значение f (хо). Выражение

(8) можно рассматривать вместе с тем как определение функции 6 (х), называемой
дельта-функцией; все свойства дельта-функции могут быть получены из опреде

ляющего выражения (8).
9



Действительно, само выражение (8) описывает фильтрующее свойство дельта

функции; это соотношение позволяет из всех значений 1(х) выбрать ее значение

в точке х = хо.

Положив в соотношении (8) Ха = О, получим

00

Jf (х) б (х) dx = {(О),

и, наконец, приняв 1(х) = 1 (х), будем иметь соотношение

Jб (х) dx = 1. (9)

Соотношения (8) и (9) допускают наглядную интерпретацию дельта-функции

как предела последовательности «кояоколооёрааныю функций, локализованных

около нуля и изменяющихся так, что при увеличении высоты функции в нуле

ее ширина в основании пропорционально уменьшается, так что площадь, огра

ниченная кривой, все время остается равной единице. В пределе дельта-функция

будет иметь бесконечно большую высоту при нулевой ширине.

Легко видеть, что такой интерпретации удовлетворяет ряд функций: функция

Гаусса (2п (х2))-1/2 ехр (-х2/2 (х2 ) ) ; функциящели L-1 П (х); функция (2k)-1 Х
Х ехр (-1 х I/k); функция k/n sin kx/kx; функция k/n sin 2 kxj(kx)2.

Легко обобщить формулу (8) на случай функции, заданной в пространстве
-»

С базисными векторами {ai}. в этом случае

~ ~

причем х = хиц ;
dVa - элемент объема рассматриваемого пространства.

3. Свертка функций

Если имеются две функции 11 (х) И 12 (х), то можно образовать третью функ

цию

1(х)

со

Jfl (т) {2 (х - т) d't, (10)

называемую свергкой функций 1 1(Х) И 12 (Х); удобно обозначать операцию свертки

символом ffi и записывать интеграл (10) в виде

1 (х) = 11 (Х) ffi 12 (х).

Легко проверить, что операция свертки подчиняется коммутативному,

дистрибутивному и ассоциативному законам и в этом смысле ведет себя как

обычное умножение.

Очень полезным оказывается очевидное свойство

со 00J f (х) dx = J Jfl ('t)f2 (х - т) d't dx = J fl (х) dx J {2 (х) dx, (11)
-00 -00 -00 - 00 - 00

так как при интегрировании в бесконечных пределах по переменной хначало

отсчета несущественно, и функция 12 (х - т) может быть заменена на f 2 (х).
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Для лучшего уяснения того, что получается при свертке двух функций f1 (х)

И 12 (х), нужно учесть, что при заданном значении х подынтегральная функция

в интеграле (10) получается от произведения 11 ('t) на инвертированную функ

цию 12 (-'t), сдвинутую вправо (при х > О) на величину х (рис. 1). Если функ

цИИ 11 (х) И 12 (х) финитные, т. е. имеют ограниченные области существования,

то и f (х) будет также финитной функцией.

При вычислении свертки (10) приходится сканировать функцию 11 (х) С по

МОЩЬЮ функции 12 (х) (или наоборот); очевидно, в случае финитных 11 (х) И f 2(Х)
область существования функции 1(х) будет равна сумме областей существования

функций 11 (х) И 12 (х).

Рис. 1. Свертка двух функций ft(X) И

fl (Х) при fl (Х) = 1. (Х) = П (Х),
причем П (Х) = 1 на отрезке (-1/2,
1/2). Заштрихованная площадь рав-

00

на 1 (Х) = S ft('t)f2 (x-'t) d't; зна-

-00

чение интеграла 1 (х) отложено в

виде ординаты функции 1 (х) I О х I-z "[ -1

ffzJ

о 3,

z

Очень важным является случай свертки дельта-функции с ехорошейв функ

цией 1(х). Фильтрующее свойство дельта-функции может быть записано в виде

свертки ·

Jf (т) б (х - о) d't = f (х)

или символически

1 (х) ffi б (х) = б (х) ffi1(х) = 1(х), (12)

Таким образом, свертка «хорошей» функции 1(х) с дельта-функцией дает

исходную функцию 1(х).

Другой крайний случай - свертка функции 1(х) с постоянной величиной

1 (х):
00

f (х) ffi 1 (х) = Jf (о) d't = const 1 (х),

равная площади, ограниченной функцией 1(х).

Для любого линейного оператора Е справедливо свойство

[[/1 (х) <±:> 12 (х)] = {L [/1 (х)]} (f) 12 (х) = 11 (х) ffi {Е [12 (х)]}.

(13)

(14)

Это свойство прямо следует из того, что свертка является результатом скани-

рования функции 11 (х) функцией 12 (х). (или наоборот). •
Рассмотрим свертку «финитнойэ функции 11 (х), не равной нулю только на

Конечном отрезке (хl' Х2)' с «гребенкой Дирака», собранной из бесконечно боль

шого количества дельта-функций, отстоящих друг от друга на расстоянии а

(рис. 2). Гребенка Дирака, которую мы будем обозначать как Ш (х), записы
вается в виде

ш (х)

00

~ б (х- па).
n=-оо
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Из основного свойства (12) ясно, что свертка 11 (х) Ее Ш (х) приводит К по
явлению бесконечного числа функций 11 (х), отстоящих друг от друга на расстоя

нии а. Таким образом гребенка Дирака «штампует» любую финитную функцию

в соответствии со своим параметром а.

Разумеется, можно образовывать самосвертку функции 11 (х), положив

В формуле (10) 11 (х) = 12 (х); В этом случае получим, что 1(х) = 11 (х) Ее 11 (х).
По существу на рис. 1 изображена самосвертка функции П (х).

Ш(Х)

I

о а

Рис. 2. Свертка финитной функции 11 (х) С «гребенкой Дирака» Ш (х)

Очевидно, самосвертка дельта-функции снова равна дельта-функции: б (х) Ее

Ее б (х) = б (х), и самосвертка гребенки Дирака снова дает гребенку Дирака:

Ш (х) Ее ш (х) = Ш (х).

4. Преобразование Фурье

Выражение (7)

00

F (v) = J f (х) гl2ПVХ dx
-00

можно рассматриватькак интегральноепреобразование,совершаемое с помощью

оператора Фурье @над функцией 1(х), в результате которого получается функ-
ция F (v): '

~
1(х) =) F (v) или ~ [1 (х)] = F (v).

Выражение

00

f (х) = JF (v) el2nvx dv
-00

аналогично может рассматриваться как преобразование, совершаемое при по

мощи оператора §-l над функцией F (v):

§-l
F (v) =-) '(х) или §-I[F (v)] =/(x).

Можно легко~оказать [2], что оператор §-l является обратным по отноше

нию к оператору ff, так что в точках непрерывности функции 1(х)

]2

§-1 {~[I (х)]} = 1 (х). (15)



Процесс получения функции F (v) из функции { (х) при помощи оператора §
называется прямым преобразованием Фурье, обратная процедура ~-l - обрат
ным преобразованием. Часто термин «преобрааование Фурье» применяется как

для обозначения операции вычисления по формулам (6) и (7), так и для обозна

чения результата преобразования, Т. е. функций F (v) и { (х). Мы в дальнейшем

сохраним термин «преобразование Фурье» только для обозначения процедур (6)
и (7), а сами функции F (v) и 1(х) будем называть соответственно образом Фурье

и прообразом Фурье.

Из смысла оператора ®сразу вытекает его линейность:

cg[a/l (х) + Р{2 (х)] = a~ [{1 (х)] + Pff [{2 (х)l,

где а и р не зависят от х.

Легко получить некоторые важные свойства преобразования Фурье.

Сдвиг в пространственной области

Если @[{ (х)] = F (v), то

~ [{ (х - хо)] = F (v) e-i?ПVХо •

l{оказательство:
00

~ [f (х - хо)] = Jf (х - хо) е -i2nvx dx =

(16)

= (_[ f (х - хо) e-i2nv (х-х.> d (х - хо» ) e-i2nvx. = F (v) e-i2nvx•.

Выражение, стоящее в круглых скобках, равно F (v), в чем легко убедиться,

заменив х-хо на новую переменную х',

Сдвиг в частотной области

Если ff-1 (Р (v)] = 1(х), то

~-1 [Р (" - "о) ] = 1(х) ei21tvox. (17)

(18)

Доказательство такое же, как и при сдвиге в пространствеиной области.

Так же просто можно получить свойство изменения масштаба в простран
ственной области.

Если ®[1 (х)] = F (v), то

ff[f (ах)] = гl-i F ( ; ).

Если f (х) - функция типа «колокол», то образ Р (v) также будет колоколо

образным. Прн а> 1функция f (ах) будет более узкой, чем f (х), а образ 1а 1-1F ( ; )

будет, наоборот, расширяться по сравнению с образом F (v); высота в максимуме

у образа 1а 1-1 F ( :) будет уменьшаться по сравнению с высотой образа F (v).

Такое соотношение, при 'котором сужение прообраза ведет к расширению
образа и наоборот, справедливо всегда.
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(19)

Фирье-преобразованив свертки двух функций в пространственной области

Если ®[/1 (х)] = F1 (v) И § [/2 (х)] = F 2 (v),

то ~[/l (х) Ее 12 (х)] = c§[/i (х)] §r/2 (х)] = Р1 (v) Р2 (v).

Доказательство:

со со

<;j [fl (х) Ее 12 (х)] = J J11 (1:)f2 (х -1:) d1:гi2nvхах =
-00 -00

00 00J11 (1:)гi2nv't d1" f 12 (х -1:) e-i2nV
(x-'t) d (Х-1:) =Р1 (v) Р! (v).

-со

в качестве прнмера прнменения соотношения (19) выведем очень полезные

для дальнейшего соотношения, связанные со сверткой двух функций Гаусса:

x J x J

1 -- 1 --
11 (х) = (2поi)- 2" е 20i и 12 (х) = (2na~)- 2 е 20~,

где 02 = (х2) .

Так как

§ [(2~a2Г {-е- 2:: ] = г2ntаJvJ
и

то из соотношения (19) сразу следует, что

1 -~ 1 -~
(2по1)-"2 е 20f Ее (2п~)-Т е 20;' =;:

1 _ х·

= [2п (oi + o~)]- т 'е 2 (o~ + o~).

Аналогично получаем для свертки двух функций Коши:

11 (х) = ~ (1 + kix2)-1 И 12 (х) = ~ (1 + k~Х2)-I.

Так как

"" _2n 1"1
<iY [~ (1 + I?х2)-I] = е k

и

1 1 1
где k =7i; + Т;' то

~ (1+ kix2)-1 Ее ~ (1+ k~x2)-1 = : (1 + k2x2)-I.
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(20а)

Фирьв-првобразование свертки двух финкций в частотной области

Если ®-l [Р1 (v)j = 11 (х) И ®-l [Р2(v)] = 12 (х), то

&-1 [Р1 (v) (±) Р2 (v)] = §-1 [Рl (v)] ~-1 [Р2 (v)] = 11 (х) 12 (х). (20)

Доказательство аналогично (19).

Используя свойство операторов @и ff-1
, описываемое соотношением (15),

можно из соотношений (16), (17) и (19), (20) получить, что

§-1 [Р (v) e-i2nvxo] = 1(х - хо) ;

~ [! (х) е i2nVox) = F (" - "о) ;

§-1 [Р1 (v) Р2 (v)] = 11 (х) (±) 12 (х);

§ [/1 (х) 12 (х)] = Рl (v) (±) Р2 (v).

Простым вычислением легко доказывается также свойство симметрии.

Если ®[1 (х)] = Р (v), то

§ [Р (х)] = 1(- ").

Справедливо также соотношение Парсиваля.

Если ®[1 (х») = F (v), то
со со

J1f (х) 12 dx = JIF (VHOI dv.
-со

(21)

(21а)

Если f (х) описывает амплитуду сигнала, то JI f (х) 12 dx дает его энергию.
Таким образом, соотношение (21а) показывает, что энергия сигнала в простран

ственной и частотной областях сохраняется постоянной.

Фирье-преоброзование дельта-финкции

Записав формально основное соотношение (7) для дельта-функции

со

~ [6 (х)] = J6 (х) гi211VХ ах,
-со

можно сразу получить, учитывая фильтрующее свойство (8), что

~ [б (х)] = e-i2nVх 1%=0 = 1(v).

Ta~e просто можно получить, что

§ [1 (х)] = б (v);

§-1 [1 (v)] = 6 (х);

§-1 [6 (v)] = 1 (х).

(22)
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Используя свойства сдвига (16) и 17), можно написать следующие полезные
соотношения:

@[6 (х - хо)] = e-i2ЛVХо; }

@[еi2ЛVоХ] = 6 (" - "о) .
(23)

Выражая соь 21tvox и sin 21tvox через сумму и разность гармонических функ
ций ехр i21tvох и ехр -i21tvox, получим, что

- 1g; [сов 21tvox] == "2 [«5 (" - "о) + «5 (" + "о)) ;

- 1g; [sin 21tvox] == 2т [6 (" - "о) - 6 (" + "о) ] ·

(24)

Фррье-преобразоеание периодических функций

Для отыскания Фурье-преобразования периодической функции f (х) с пе

риодом 1 разложим ее в ряд Фурье и определим преобразование Фурье-функции

f (х) как сумму преобразований от членов ряда:

00 [ • 2Л] 00g: [/ (х)] = F (v) = ~ с (n) ff / ~'1Х = ~ С(n) 6 (v - nvo), (25)

n=-~ n=-оо

где 1-1 ~ "о.
Теперь не составляет труда найти Фурье-образ гребенки Дирака Ш (х),

составленной из дельта-функций, отстоящих друг от друга на а:

со

Ш (х) = ~ 6 (х - па).
11=-00

Так как Ш (х) на интервале (-а/2, а/2) равна б (х), то из соотношений (25)
и (3) получим

00

- 1 ~ 1
~ [Ш (х)] ==а k.J б (" -nvo) ==аШ (v),

n=-оо

где а-1 = "о.
Аналогично для ограниченной гребенки ШN (х), заданной только на интер

вале (О, Nа), попучим

§ [шN(х)] = ®[~1 6 (х- па)] = ~~1 @[6 (х-nа)] =

N-I . N
~ е-i2л",nа = e-iЛ (N-I) ча sш 1t "а .
n=О sin 1tva

(26)

Фазовый множитель ехр -i1t (N - 1) 'Уа может быть сделан равным еди

нице, если распоnожить гребенку симметрично относительно нуля, Т. е. поло

жить

(N-I)j2

ШN.(Х) = ~ «5 (х-nа),
n=- (N-I)j2
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так что при этом

~ [Ш (х)] == Si~'rtNva •
iJ N вш nva (27)

Этот же результат может быть получен более изящным путем, если записать

ШN (х) в виде

ШN (х) == П (х) Ш (х),

где функция щели П (х) определена на промежутке (-Na/2, Na/2).
Используя свойство (20') и данные табл, 1, получим

ff [ШN (х)] == <J [П (х) Ш (х)] = § [П (х)] ffi ~ [Ш (х)] ==

== sin nNav ЕВ _1_ Ш (v) == sin nNav ffi Ш (v).
nv а па"

(28)

Легко видеть, что выражения (27) и (28) идентичны, так как вблизи любого

из главных максимумов функции (27) sin nva ~ nva, и единственная разница

между соотношениями (28) и (27) состоит в том, что в первом случае периодич

ность обусловлена сверткой с гребенкой J(ирака, а во втором непосредственно

обеспечивается самой функцией (27).

Фирье-преобразование функции нескольких переменних

Определим Фурье-преобразование функции двух переменных 1(Хl' Х2) как

00 со

§ 1(Xl' Х2) = f J1(Xl. Х2) e-i21С (V,x,+v.x.) dXl dx2•

-со -00

(29)

Таким образом, Фурье-образ функции 1(Хl' Х2)' равный

~[/(Xl' х2) ] ==F(Vi, "2)'

может быть найден из выражения (29).
Все рассмотренные для одномерной функции свойства Фурье-преобразова

ния могут быть аналогичным образом сформулированы и для функции несколь

ких переменных. В частности, аналогом свойства изменения масштаба (18) будет
соотношение, получаемое при линейном преобразовании координат с помощью

матрицы (~ij) [3].

Если ~ [1 (Хl' Х2)] = F (V1' "2)' то при замене координат по правилу xi=
== aljXj получим, что

"" (' ') 1 (") 30)<J [1 xl, X:I ] = I det (aij) I F 'Vl, 'У2 , (

где det (aij) - определитель матрицы (a i j), а координаты {"i} находятся по

правилу

v:==A ..ч,
ь t / J'

(30а)

--1
где A i j = ai j •

Из соотношений (30) и (30а) следует фундаментальная особенность Фурье

образа, связанная с поворотом прообраза.

Если прообраз поворачивается на угол ffo, то матрица (ai i), равная

(
COS «))0 - sin «))0)(al-) = _

J вш «))0 COS«))0 '

2 д. М. Васильев 17



(31)

(32)

является ортогональной, и поэтому A i j = aij, так что штрихованныекоординаты

{v[} в частотной области преобразуются так же, как и координаты в простран-

ственной области, а это значит, что поворот прообраза приводит к такому же по

вороту Фурье-образа.

Эта особенность Фурье-образа часто используется при наблюдении дифрак

ции, когда вращение образца приводит к соответствующему вращению дифрак

ционной картины.

Фирье-првобрагование ФУ/t,кции с разделяюшимися переменними в прямоигольной

системе координат

Рассмотрим функцию с разделяющимися персменными в прямоугольных

координатах

f (Хl' Х2) = f1 (Хl) f2 (Х2)·

Легко видеть из соотношения (29), что в этом случае

§ [! (хl' х2)] = ~ [/1 (хl)] § \12 (х2)]·
Фцрье-преобразование функций векторного аргимента

От формы записи Фурье-преобразования (6), (7) легко перейти к случаю
~

векторного аргумента, введя нормированный базис {ei} в пространстве про-

образа и соответствующий нормированный базис {;i1} в Фурье-пространстве.
~ ~

Если записать векторы х и 'v В пространственной и частотной областях в виде

~ ~ ~ ~-1 ~ '~-11 ~ ~-1)
Х = Хie'"' 'V = 'Vi е i ' где I е i I= е = 1 и (е i' е i = б i i' то

00 ~ ~

~ J ~ -i2л: (v, х )
F (v) = '(х) е dVx ,

-00

OOJ'" ~~f (х) =8 F (v) е i2Л: (v, х) dV,\"
-00

(32а)

(34)

(34а)

где dVх и dV'V - элементы объема в пространствеиной и частотной областях.

В ряде случаев удобнее работать в ненормированном базисе, введя базисные
~

векторы {ai}, согласованные с симметрией объекта; соответственно в Фурье
~

пространствеприходитсявводить базисные векторы {bi}. При этом целесообразно

ввести правило нормировки

-+ -+
(а[, bj ) = лб[i' (33)

где л - длина волны дифрагирующего излучения.
~ / ~ ~

Если вектор r в пространстве прообраза записать в виде r = riai, а в Фурье
~

~ ~ h hi ~
пространстве ввести вектор v в виде 'V = Т =Т bi, то выражения (32) и

(32а) примут вид

-+ 500 ·2 (;: ~ )

( h) ~ -tЛ:-r- r
F т = -f(r}e dVa ;

-00

S
Ф ~ i2п(h т)

f (~ = F ( ~ ) е Л dVь.
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(35)

где dVa и dVb - элементы объема в пространстве объекта и в Фурье-простран
стве.

4> -+
Если ввести решеточный вектор R = ща; в пространстве объекта и решеточ-

4> 4> 4> 4>

вый вектор Н = h~bi В Фурье-пространстве, то функции Ш (г) IJ Ш (h) могут

быть записаны в виде

4> 00 (3) -+ -+
ш (г) = ~ б (г - R);

{ui }=-00

Ш (h) = f (3) б(h - Н).
{h~}=_oo

-+
Здесь надо иметь в виду и в дальнейшем не забывать, что векторы {ai} и

-+ u

{ bi} вовсе не обязаны исходить из однои точки. Взаимное расположение начала

координат в прообразе и в Фурье-образе зависит от того, какая физическая за

дача решается при помощи Фурье-преобразования.

При изучении дифракции начало координат прообраза обычно совмещается

с центром объекта, на котором происходит дифракция, а начало координат Фурье-
-+ -+

образа, т. е. точка, откуда строятся векторы {bi} И {h}, обязательно находится

на некотором расстоянии от объекта, т. е. там, где реализуется дифракция Фра

унгофера.

В том случае, когда функция f (х) не может быть задана на промежутке (-00,
00), как это требуется для проведения Фурье-преобразования по рецепту (6), (7),
и мы вынуждены работать на ограниченном промежутке (-//2, //2), можно опре
делить «усеченный» Фурье-образ как

1/2 . п
,.... 1 J -t2n -z- х

Рус (n) = tyyc [! (х)] == -/ f (х) е dx.
-1/2

Сравнивая соотношения (35) и (3), легко установить, что прообраз f (х)

должен отыскиваться из выражения

{(х) = 'iY;Cl[Fyc(n)] = ~ Рус(n) /2n-~X
n=-оо

(35а)

(36)

в том случае, когда по каким-либо причинам ограничивается спектр функции

f (Х), т. е. Фурье-образ, и мы вынуждены работать теперь уже в Фурье-простран

стве на ограниченном промежутке (-х/2, х/2), усеченный Фурье-прообраз можно
определить как

х/2 . п

,.... 1 1 r t2n: -х: v
'ус (n) = ty~ [Р (v)] = - F (v) е dv

х .
-х/2

и

F (v) = ~c [fyc (n)]

n=-оо

-i2зt -~ 'v

fyc (n) е х (36а)

Хотя формулы (35), (36) взяты из теории рядов Фурье, описание соответству

ющих процедур как усеченного Фурье-преобразования в ряде случаев помогает

легче понять свойства получаемых функций (табл, 1)
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Таблица

НЕКОТОРЫЕ ВАЖНЫЕ ФУНКЦИИ И ИХ ФУРЬЕ - ОБРАЗЫ

Прообраз Фурье-образ

.Qо!'ЛьmО

t
QlVНКЦIJR :z

О

Ф!lНКЦIJR шеаи
п(х)

-L/2 о l/2

х "'-"""" "'-""" ~
-1/L О I/L JI

п (х)
L sin 1tL'V

1tL'V
-+ -+

sin n ( ~. Т1 ) sin л ( ~ • Т2 ) Х
-+

Х sin n (. ~ • Тз)
-+ -+ -+

n( ~. Т1 ) (n ~. Т2) n(~. Lз )

L ----.------------:-----
-+

п (г)

-!

Функция треугольника

о L

-+
-+ 1'1A(,)=l-~

ILI

Siлlf((j,l)

1t1( f,[) z

-Л/L О А/! n
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Прообраз

Неограниченная гребенка

Дирака (решеточная функция)

Ш(~

о

~ со ~ ~

ш (г) = ~ б (г - R)
{u}=-со

Ограниченная гребенка

Дирака

Ш~(~

Продолжение тавл . 1

Фурье-образ

шiN

о

1 ~ 1 со ~ ~
- ш (h) = ----т ~ б (h - Н)
Va Va {hO } = _ со

-L/2 о L/2

~

h

о

Функция Гаусса

I
-2 х2

(2,( (х2» ехр ~ 2 (х2)

Функция Коши

l!.-.. (1 + k2x2) - 1
3t

2зt
exp--Iv,

k
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5. Свойства оптического сигнала

Напряженность электрического поля, созданного в точке М (Хl' Х2' Ха)

источником, работающим в режиме квазигармонических колебаний, может быть

записана в виде

~

Е (М) = Е (;, t) = Ео (7; t) ехр i [ 2nv (! - I~ I ) + '" (п ] • (36)

~ ~

Здесь Е (г, t) - амплитуда поля;
~

I r I - расстояние от М до начала координат (до источника);

v - скорость распространения колебаний в данной среде;

'Ф (t) - начальная фаза, с которой колебания стартуют из источ

ника в момент времени t = О;
-~

I r I-- - время запаздывания, за которое колебания проходят путь
v

от источника до ~.
-+ -+ -+ ~

Для стационарного поля справедливо условие Ео (г, t) = Ео (г).

В случае линейно поляризованной волны выражение (36)достаточно записать

в скалярной форме:

-+

Е = г, ехр i [2nv (! - I~ 1)+ '"] . (366)

Так как при дифракции нас интересует значение напряженности поля в раз

личных точках М для некоторого момента времени t, целесообразно выделить

в соотношении (36б) член ехр i2яvt, определяющий мгновенную фазу, и записать

выражение для напряженности поля в виде

Е = aei 21r.v t , (37)

где

а= Eoe-tФ•

В выражении (37)
-+I r I 2п ~ ~

ф = ер - 'Ф; ер = 2п" -v- =Т I r I = k I r 1·

Комплексная амплитуда ао = Ео ехр -iф называется оптическим сигна

ЛОМ. Как видно, оптический сигнал содержит информацию о собственно ампли-
-+

туде поля Ео, о фазе ер = k I , 1, связанной с расстоянием рассматриваемой точки М

от начала координат, и о начальной фазе 'Ф, имеющей место в начале координат

в момент времени t = О.
-+

Предположим для определенности, что волна распространяется вдоль ез.
-+ ~ ~

Если при этом r = (Хl' Х2' Ха), Ео (т) = Ео (Хl' Х2) и ер (г) = ер (хз), то волна
называется плоской. В этом случае поверхностями постоянной фазы ЯВЛЯЮ1'ся

-+
плоскости, перпендикулярные оси еа.

Сферические волны будут иметь место в том случае, если для данного направ

ления

-+ const -+ -+
Ео(г) =.~ и ер(г) =ep(lrl).

1r I
Как видно, в этом случае поверхностями постоянной фазы ягляются сферы

~

радиуса I r 1 с центром в начале координат.
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м

Рис. 3. Схема для расчета ре

зультирующего поля в точке М:

1 и 2 - источники линейно по

ляризованного излучения; а

дуга окружности радиусом

I j (2) 1; 4 - оптическая раз
ность хода лучей I М и 2 М

Рассмотрим свойства некоторых приемников оптического сигнала. В настоя

щее время чаще всего для этой цели применяются фотоэмульсии и различные

счетчики излучений.

В фотоэмульсии, содержащей кристаллы бромистого серебра AgBr, погло

щенный фотон приводит, в конечном итоге, к появлению атома серебра.

Очень упрощенно этот процесс может быть описан реакцией

Ag+ + Вг" + "погл ~ Ag+ Вг.

Металлическое серебро, образовавшееся в результате поглощения фотона,

образует центры скрытого фотографического изображения. Последующее прояв

ление и фиксирование эмульсии ставит своей целью сделать металлическое се

ребро, появившееся в результате реакции, види

мым И удалить из эмульсии ионы серебра, не

принявшие участия в этой реакции.

В конечном итоге, количество металличе- 2
ского серебра, оставшееся в фотоэмульсии и

определяющее ее почернение. оказывается про

порциональным количеству потлощенных фото

нов и, BM~CTe с тем, интенсивности действовав

шей на 9МУЛЬСИЮ волны.

Аналогичным образом, различные счетчики

фотонов независимо от принципов их работы

измеряют интенсивность падающей на них

волны, пропорциональную количеству погло

щенных в счетчике фотонов.

Таким образом, все существующие прием

ники излучения оказываются квадратичными,

Т. е. регистрирующими интенсивность или квад

рат амплитуды падающей волны; непосред

ственная регистрация фазового множителя

ехр - iФ квадратичным приемником невоз

иожна, вследствие чего в таком приемнике

происходит утеря части информации, содержащейся в оптическом сигнале.
~ ~

Рассмотрим взаимодействие двух волн Е 1 И Е2 В точке М, находящейся на

некотором расстоянии от этих источников.

Пусть источники 1 и 2 (рис. 3) создают в точке М (Хl, Х2' Хз) поля

.......... [( t(l) 1) ]
Е1 = ЕО1 ехр i 2п" t - -v- + '1'1 (t) ;

... ..... . [ ( I -;(2) I \ ]
Е2 = ЕО2 ехр t 2п" t - v ) + '1'2 (t) ,

где '1'1 (t) и '1'2 (t) - начальные фазы, с которыми колебания распространяются

из соответствующего источника;

~ ~ .1,(1) I и 1,(2) 1 - расстояния точки М от первого и второго источников.
..... .....

в том случае, когда поля Е1 И Е2 много меньше внутренних полей излуча-

ющих атомов, результирующее поле в точке М может быть найдено как

..... -+ -+
Е (М) = Е1 (М) + Е2 (М).

Ограничиваясь случаем, когда колебания обои х источников линейно поля

рнзованы в одной и той же плоскости, можно найти сигнал в точке М как сумму

сигналов, создаваемых первым и вторым источниками:

а (М) = ai (М) + й2 (М).
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(38)

Наблюдаемая в точке ~ интенсивность будет равна квадрату оптического

сигнала, усредненному по времени наблюдения:

1 = (а (М) а* (М» = «а1 + а2) (a1 + а2)*) =

= (a1a;) + (~й;) + (а1 а;) + (й~~).

Сигналы аl и й2 могут быть записаны в виде

аl = EOle-iФl; а2 = Eo2e-
tФ! .

Так как

a1a; + a~~ = 2Ео1ЕО2 COS (Фl - Ф2) = 2Re (Йlа;) ,
то выражение (38) может быть записано в виде

1=11 + 12 + 2 Re r I 2 , (38а)

где обозначено

(Q1Q;) = 11; (й2а;) = 12; (a1a;) = Г12 •

Если время запаздывания для сигнала аl равно 81' а для сигнала й2 - 82'
то функция взаимной когерентности Г12 может быть найдена как

(39)

1'12 (8)

Прибавляя к аргументам обеих амплитуд 81 и обозначая 81 - 82 = 8,
получим ИЗ соотношения (39)

r12 (8) = (аI (t) а; (t + 8» =

't'

1 J *= - й1 (t) ~ (t -1- 8) dt = аl (t) (±) а2 (t),
't О

где черта сверху означает нормировку по времени наблюдения т,

Как видно, когерентность двух колебаний определяется нормированной

функцией кросс-корреляции их амплитуд.

Удобно ввести нормированную степень'когерентности 1'12 (8), положи в

Г1 2 (8)
1 •

(/1/2)2

Представив 1'12(8) как

1'12 (8)= I1'12 (8) Ie- iФ1 ! (О),

можно переписать соотношение (38а) в виде

1 = 11 + 12+ 2V~ V7; I1'12 (8) IСОSФ12 (8).
Эта формула является основной при анализе результатов ~заимодействия

в точке М колебаний, исходящих из двух источников.

Если в любой точке М I1'121 = о, т. е.

1 = 1i + 12' (40)
то колебания 1 и 2 будут некогерентными.

Если хотя бы в одной точке 11'121 = 1, т. е.

1 = 1]+ 12 + 2 V 11 V7; СОSФI2' (41)

то колебания называются когерентными.

24



В случае 0< 1'\'121 < 1 колебания оказываются частично когерентными.

Не останавливаясь на 'полном анализе временной когерентности "колебаний,

связанной с режимом работы источников и с анализом пространствеиной когерент

ности, зависящей от размеров источников, рассмотрим наиболее простой и важный

случай работы двух источников на одинаковой частоте v и в стационарном ре

жиме, при котором "1'1 - "1'2 = const; без ущерба для дальнейшего можно по

ложить "1'1 - "1'2 = о.
в этом случае

_ EOle-iqJ1Еоt#iqJJ = «:' (qJl-CJ)!),

1112 - 1 гil2 1 r 2v ЕО ! V ЕО2

так что 111121 = 1; Ф12 = «1>1 - ер2 И

1 = 11+ 12+ 2 VJ;V 12COS (ерl - ер2). (41а)

Если изобразить амплитуды йl = E0 1e-
i

CJ) 1 и й2 = Е02e-iФJ на фазовой
плоскости, то легко видеть, что квадрат модуля суммы йl + й2 оказывается
равным выражению (41а).

Таким образом, при полностью когерентных колебаниях интенсивность

может быть найдена как

1 (М) = 1йl (М) + й2 (М) 12.
Обобщая эту формулу на N источников, получим, что

[ког (М) = Ii~lai (М) 12 (42)

Обобщением выражения (40) для N источников будет соотношение

N

Iнеког (М) = ~ Iaj (М) 12.
j=l

Таким образом, при полностью когерентных колебаниях надо сначала найти

суммарную амплитуду, а затем, возведя ее в квадрат, отыскиватьполную интен

сивность.

Для некогерентных колебаний наблюдаемая интенсивность равна сумме

интенсивностей, создаваемых отдельными источниками.

Особенно простой вид принимает выражение (41) для случая ЕО 1 = ·Eo 1:

1 = 211 (1 + cos ф12).

Отсюда видно, что когда колебания от источников 1 и 2 (см. рис. 3) приходят
в некоторую точку М (+) с одинаковой фазой, т. е.

Ф12 = 2лhО, (42а)

где hO - целое число, то в этой точке

1 (М (+» = 411;

если в другую точку М (-) колебания приходят в противофазе, т. е.

Ф12 = 2л (hO ± -{-) , (426)

то 1 (М (-» = о.

Понятно, что общая энергия, излучаемая источниками 1 и 2 как в случае

(42а), так и в случае (426), остается одной и той же, однако в случае когерентности

колебаний их интерференция приводит к перераспределению энергии по различ

ным направлениям в соответствии с соотношением (41), в то время как при не

когерентных колебаниях распределение энергии оказывается изотропным.
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В заключение рассмотрим прохождение сигнала (не обязательно оптиче

ского) через линейную систему, инвариантную к сдвигу аргумента сигнала.

Пусть имеется некоторое устройство (система), на вход которого подается

сигнал f (х), преобразуемый системо! в отклик h (х). Если свойства системы

описываются линейным оператором L, то такая система называется линейной.

Символически можно записать, что

h (х) = L[1 (х)]. (43)

Очень важным классом линейных систем являются системы, инвариантные

к сдвигу (трансляции) сигнала.

L{ля таких систем

(43а)

в соответствии с основным свойством дельта-функции сигнал f (х) можно

пр~ставить в виде

00

f (х) = f (х) (f) 6 (х) = Jf (т) 6 (х - т) d'f.
-00

ПодействовавоператоромL на сигнал f (х) и учитывая свойство (14), получим
из соотношений (43) и (43а)

00

h (х) = L [f (х)] = Jf ('f) L [6 (х - '()] d'f.

Функция [ [6 (х - '()] представляет собой отклик системы на сигнал, опи
сываемый дельта-функцией, сдвинутой относительно начала координат.

Если обозначить реакцию системы на сигнал в виде дельта-функции, т. е.

импульсный отклик системы через g (х), и положить L [б (х)] = g (х), ТО из

соотношения (43а) получим, что L [6 (х - 't)] = g (х - т), И отсюда
00

h (х) = Jf ('f) g (х - '() d'f = f (х) (f) g (х).
-00

(44)

Импульсный отклик g (х) называют также функцией рассеяния или инстру
ментальной функцией.

Соотношение (44) является основным для линейных пространственно-инва

риантных систем: функция выхода системы (отклик) равна свертке функции входа

(сигнал) с функцией рассеяния (инструментальная функция).

Важной проблеиой, возникающей при использовании рассматриваемых

систем, является получение информации о сигнале f. (х) в процессе эксперимента.

Очевидно, функция выхода h (х) может быть измерена непосредственно как

реакция системы на сигнал f (х); для нахождения функции g (х) необходимо по

дать на вход системы импульсный сигнал 6 (х).
В итоге отыскание функции 1(х) сводится к решению интегрального уравне

ния (44), в котором неиавестная функция f (х) находится под знаком интеграла.

Наиболее общим приемом является переход от пространственной к частотной

области.

Если обозначить Фурье-образы функций h (х), 1(х) и g (х) соответственно
как Н (v), F (v) и G(v), то из свойства (19) сразу получим, что

Н (v) = F (v) G(v)

Н (v)
или F (v) = а (v) • (45)
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Переход от пространствеиной области к частотной позволяет отыскать Фурье

образ сигнала по экспериментально определяемым Фурье-образам функции вы

хода и инструментальной функции, после чего функция f (х) находится как про

образ функции F (v).
Второй путь получения информации из соотношения (44) заключается в ис

пользовании свойства (11), которое позволяет найти не саму функцию f (х), а
00

только величину Jf (х) dx из соотношения
-00

00 00 00

Jh (х) dx = Jf (х) dx Jg (х) dx.
-00 -00

(46)

Третий путь связан с использованием вторых центральных моментов функций

h (х), f (х) и g (х), т. е. величин типа

00

mf = Jх.2 q> (х) dx,
-00

где хотсчитывается от начала координат, выбранного так, чтобы абсцисса

центра тяжести профиля функции q> .(х) была равна нулю.

Вычисляя величину т;, получим из соотношения (44)
00

~ = Jf ('t) g (х - '"') х.2 d't dx.
-00

Положив х - 't' = у, получим отсюда

00

~ = JJ(~+ 2'ty+ у2) f ('t) g (у) d't dy =
-00

00 00

= JJ ,",2! ('t) g (у) d't dy +JJy2g (y)f ('t) dy d't +
-ОС"

00

+ 2 JJ'"'! ('t) yg (у) d't dy.
-00

(47)

Если нормировать площади, ограниченные функциями g (х) и h (х) на еди

Hицy, т.е. положить

00 ос.

Jg (х) dx = Jh (х) dx = 1,
-00

то из соотношения (47) сразу получим

~=~+тf,

так как третий интеграл в соотношении (47) равен нулю.

Таким образом, если второй центральный момент

00

m~ = Jх2! (х) dx
-00

(47а)
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содержит интересующую нас информацию о сигнале f (х), то может быть исполь

зовано соотношение (47а)"

Основной трудностью, которую приходится преодолевать при практиче

ском использовании соотношений (45), (46) и (47а), является замена интервала

(--00, 00), В котором справедливыэти соотношения, конечным интервалом, в ко

тором осуществляется регистрация функций h (х) и g (х).

6. Дифракция Френеля и Фраунгофера

Рис. 4. Дифракция плоской волны на

щели Щ 1. Распределение интенсивно

сти J на экране Э J:
1 - сразу за отверстием; 2 - в области

дифракции Френеля; 3 - в области ди

фракции Фраунгофера

о

о

f

л

Дифракцией называется отклонение от прямолинейного распространения

света, обусловленное препятствием. 30ммерфельд [5] определяет дифракцию

как «... любое отклонение света от прямолинейного хода лучей, если только оно

не может быть истолковано как отражение или преломлениеэ. При макроскопи

ческом подходе к явлению дифракции определение 30ммерфельда является до

статочно всеобъемлющим: если же рассматривать взаимодействие падающей

__[ волны с объектом на атомном уровне, то

и отражение, и преломление. и все то,

что с макроскопических позиций назы

вается дифракцией, есть результат рас

сеяния падающей волны на объекте.

В случае электромагнитной волны

рассеивание происходит на электронах

-1 атомных оболочек; в случае де-бройлев
ской электронной волны рассеивает элек

тростатический потенциал атомов; в слу

2 чае аналогичной волны нейтронов рас

сеяние происходит на ядре и на магнит

ном моменте атома.

Поскольку нас интересует атомная

структура и рассмотрение взаимодействия

волны с объектом на атомном уровне,

в дальнейшем термины «дифракция» И

«рассеяние» будут употребляться в оди

наковом смысле.

Обычно принято рассматривать ди

фракцию двух типов. Дифракцией Фре

неля называют явления, наблюдаемые

вблизи препятствия; явления на беско

нечности, наблюдаемые в параллельных

лучах, называются дифракцией Фраунго

фера. В случае плоской падающей волны

и работы в оптическом диапазоне фраун

гоферовскую дифракционную картину (фраунгоферовский .спектр) можно на

блюдать либо на расстояниях, много больших размера препятствия, либо на
близком расстоянии, перенеся дифракционную картину из бесконечности в фо

кальную плоскость линзы, поставленной на пути дифрагированных пучков

(рис. 4).
При работе в рентгеновском диапазоне дифракция Фраунгофера на кристал

лических структурах наблюдается в непосредственной близости от образца.

Рассмотрим, что получится, если щель Щl' расположенную на экране 31'
осветить плоской волной, распространяющейся слева направо (см. рис. 4).

Если экран 32 расположен в непосредственной близости от 31' то на нем
возникает точное изображение щели Щ1., в этом случае дифракционные явления

не наблюдаются.

Если несколько отнести экран Э2 от экрана 31' то будет наблюдаться дифрак
ция Френеля: происходит колебание освещенности в пределах пучка, прошед

шего через щель, однако картина на экране в целом воспроизводит форму

щели ш.,
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х,

Рис. 5. Рассеяние плоской волны с ам-

плитудой Е на отверстии Щ:

f (х 1 , Х2) - амплитуда поля сразу за от

верстием; Э 2 - дифракционный экран,

на котором наблюдается дифракцион-

ная картина

Если отнести экран 32 на значительное расстояние, то будет наблюдаться

дифракция Фраунгофера. В этом случае картина на экране не имеет ни малей

шего сходства с формой щели Щl' а является дифракционным изображением

точечного источника S 00' который, будучи отнесен от щели на бесконечность,

дал систему плоских волн, падающих на щель.

При работе в оптическомдиапазоне не обязательно относить экран 32 в бес

конечность (практически на несколько десятков метров при ширине щели Щ;

около 0,01 мм). Дифракционная картина может быть перенесена линзой Л из

бесконечности в фокальную плоскость этой линзы.

Если убрать экран со щелью Щl' то роль щели в этом случае будет играть

оправа линзы Л, на которой и будет происходить дифракция падающей волны,

а роль линзы сведется, как и прежде,

к переносу дифракционного изображения

источника из бесконечности в фокальную

плоскость этой линзы.

Рассмотрим подробнее расчет дифрак

ционной картины, создаваемой отвер

стием произвольной формы Щ, располо

женным в непрозрачномэкране 31' на ко

торый слева падает плоская волна Е =
== Еoei21tvt

Для характеристики свойств отвер

стия удобно ввести коэффициент пропу

скания q (Хl' Х2)' равный отношению

комплексной амплитуды поля f (Хl' Х2)
сразу после отверстия к амплитуде поля

перед отверстием:

Если отверстие «пустое», т. е. в его пределах нет рассеивающих центров, то

можно положить

(1 внутрИ отверстия
q (Хl' Х2) = П (Хl' Х2) == \

tО вне отверстия.
(48)

(49)

в том случае, когда размеры отверстия в экране Э1 и размеры области на

блюдения дифракционной картины на экране Э2 много меньше расстояния 1
между ~1 и 32 (рис. 5), амплитуду поля А (Уl' У2) дифрагированвой волны

в точке М (Уl' У2)' расположенной на экране 32 вблизи оси Ха, можно найти по

формуле Френеля-Кирхгофа, записанной для данного случая в форме [6]

1 JJ ехр ikr
А (Уl' У2) =К f (Хl' Х2) Г dXl dx2,

по отверстию

здесь, - расстояние от точки (Хl, Х2) в отверстии до точки М (см. рис. 5).
~

Принимается, что вектор k падающей волны направлен вдоль Хз. В том слу-

чае, когда q (Хl' Х2) задано в форме соотношения (48), пределы интегрирования

можно расширить на интервал (-00, 00), подразумевая, что f (Хl' Х2) равно

нулю за пределами отверстия.

Множитель i-1, = -i перед интегралом означает, что дифрагированная
Волна опережает на четверть периода волну, прошедшую в точку М без дифрак

ции [7].
Смысл выражения (49) очевиден. Поле в точке М рассматривается в соответ

ствии с формулой (42) как сумма элементарных полей, созданных сферическими

волнами с амплитудой ,-11 (Xl' Х2) dXldx2' распространяющимися в соответствии
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с принципом Гюйгенса из каждой точки (Хl' Х2) отверстия, «затянутого» плоской

падающей волной. Множитель ехр ikr учитывает изменение фазы волны при

прохождении колебания от точки (Хl' Х2) до точки (Уl' У2)' т. е. на пути длиной г.

Подставляя r в виде
1

, = [(Уl - Хl)2 + (Ч2 - х2 ) 2 + 12]2

и ограничиваясь ввиду условия

(Уl - хl) « 1 и (У2 - Х2) « 1

первыми тремя членами разложения, получим из соотношения (50)

,= 1 [ 1+ -} ( Уl -; ~1 ) 2 ++(.У2 1 Х2 ) 2 ] •

(50)

(50а)

(50б)

Условие (50а) определяет область, в которой наблюдается дифракция Фре

неля. Подставляя соотношение (50б) в (49а) и полагая в формуле (49) r ~ 1в зна

менателе подынтегрального выражения, получим

Как видно, соотношение (51) может быть записано в виде свертки

ia (y~ + y~)
А (Уl' У2) = С! (Yl' У2) (±) е

ехр ik1 • k
где С = iл1 ' а == 2Г.

(51а)

Функцию ехр ia (yr + y~) = г (у) называют функцией Френеля. Соотноше

ние (51а) показывает, что в области дифракции Френеля амплитуда поля равна

(с точностью до постоянного фазового множителя) свертке амплитуды поля

сразу после отверстия с функцией Френеля:

А (уl' У2) = С! (уl' У2) (±) г (Уl' У2). (51б)

Соотношение (51б) может быть записано иначе. Для одномерного случая

~ ~

f (у) (±) z (у) = Jf (1:) /а (ь'-,;)' d1: = /ау' Jf (1:) е ia,;'гl2аУ'fd1:=
-~

=е ia.yt § I! (х) eiax2 ],

если положить, что Фурье-преобразование функции f (х) eia x t совершается на
частоте 'У, при которой 2ау = 2'1" или

(52)

Из выражения (51), позволяющего определить амплитуду поля в области

Френеля, легко получить выражение для амплитуды поля в области дифракции

Фраунгофера, где расстояние 1 настолько велико, что

30
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из-за чего в подынтегральном выражении (51) можно положить ехр i :1 (xf-+
+ хIO ~ 1 и получить

(53)

где С' = С ехр ia (ur + y~), а частоты"1 И "2 определены в соотношении (52).
Таким образом, в области дифракции Фраунгофера амплитуда дифрагиро

ванной волны равна, с точностью до постоянного фазового множителя, Фурье

образу амплитуды поля сразу за препятствием.

С помощью соотношения (52а) можно оценить требуемое для наблюдения

дифракции Фраунгофера удаление экрана 32 от препятствия. Так, при работе

в оптическом диапазоне с зеленым светом л ~ 5 ·103 А и ширине щели в 1 мм
получим l» 10 м; при работе в рентгеновском диапазоне л ~ 1 А и ширине
щели в 4 А (расстояние между атомами) l» 10-5 мм; при л = 1 А и ширине

щели 3 ·103 А (размер когерентной области в кристалле) 1» 1 см.

7. Дифракция Фраунгофера на отверстии

и на дифракционной решетке

Пользуясь математическим аппаратом п. 6, легко найти распределение ампли

туды и интенсивности на дифракционной картине, создаваемой некото

рыми объектами.

Рассмотрим дифракцию на прямоугольном отверстии размера L1 Х LS 8

Принимая для простоты, что амплитуда поля слева от отверстия равна единице,

Ео (Хl' Х2) = 1, получим для фраунго-

феровской амплитуды выражение

А (Vl' "2) == C'ff [q (Хl' х2) ] ·

Амплитудный коэффициент про

пускания q (Хl' Х2) дЛЯ «пустого» от

верстия является не чем иным, как

функцией щели:

q (Хl' Х2) = П_(Хl' Х2) =
= n (Хl) п (Х2)'

а d

Рис. 6. Дифракционная решетка. Непро

эрачные участки имеют длину a-d; длина

решетки L

поэтому амплитуда А (v1, "2) оказывается равной (с учетом табл. 1)

А ("1' "2) = С'@ [П (Хl' Х2)] = C/~ [П (хд] § х

sin nL 1" 1 sin nL 2" 2
Х [П(х2) ] =C'--~,;,;,...--..........;;;~

П"1 nV2

и интенсивность

(54)

[(54а)

Функции (54) и (54а) изображены в табл, 1.
Разберем случай дифракции Фраунгофера на дифракционной решетке.

Дифракционной решеткой называется устройство, обеспечивающее периодиче
Скую модуляцию падающей волны по амплитуде (амплитудная решетка), по

фазе (фазовая решетка) или по обоим этим параметрам (рис. 6). Так же, как и
ДЛя отьерстня, для решетки можно ввести комплексный коэффициент пропуска

ния (для отражательной решетки это будет коэффициент отражения), который
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(55)

в общем случае описывает как изменение фазы, так и изменение модуля амплитуды

при прохождении полны через решетку.

Если принять, что амплитуда поля перед решеткой равна единице, то ампли

туда поля сразу после решетки будет равна

f (х) = q (х) (f) ШN (х).

В том случае, когда плоская волна падает нормально на решетку, Можно

воспользоваться соотношением (53) и записать амплитуду поля в области Фраун

гофера как

А (v) = ~ [1 (х)] = С'§ [q (х)] ~ [ШN (х)]

= C'Q (v) Si~ пNаv
SlП паv '

где Q(v)=~ [q (х)].
Интенсивность /'дифракционной картины запишется как

1 (v) = IQ(v) 12 si~2'!tNav •
SlП 2 паv

(55а)

Выражения (55) и (55а) можно записать в другой форме, более удобной для

анализа. Выражая ШN (х) как ШN (х) = П (х) Ш (х), где функция щели опре

делена на отрезке (-L/2, L/2) , мы можем получить, что

1(х) = q (х) (f) П (х) Ш (х),

откуда

А (v) = С' ff [1 (х)] = С'§ [q (х)] §[П (х) Ш (х)] ==

'" LL\ '" siп пNаv 1= C'Q (v) ~ [П (х)] Ф сз: ш (х) = C'Q (v) ----;:w- (f)а Ш (v) =

~ G'Q (v) Sinn~~av (f) Ш (v); (56)

(56а)

.1.
а,

-!

32

о

,
о

,
~
а

1
а
!

z
,

2),
а



вЫМ И первым элементом ре

шеткИ, равна разности длин ОА

и О/А/:

~ (1) = ОА- О'А' =
-+ -+ -+-+

==(t, a)-(tО, а).

Разность хода & (и) для

двух лучей, рассеянных нуле

вым и и-м элементом решетки,

равна

и

Рис. 8. Разность хода, создаваемая при наклон

ном падении плоской волны на решетку

-+ -+
Обозначая вектор, определяющий положение и-го элемента через r = иа,

-+ -+
и вводя волновой вектор k = 2n/лt, получим для разности фаз между нулевым

-+
и и-м рассеянными в направлении k лучами величину

~ -+ -+ ~ -+-+
ер (г) = [(k - kO), г] = (s, г),

~ ~ ~

где s = k - kO.
Подсчитывая общую амплитуду как сумму амплитуд для отдельных лучей

-+
(см. п. 5), рассеянных в направлении k всеми элементами решетки, получим

N-I -+ -+
-+ ~ -iq> (и, s) 1 - ехр - iN (s, а)

А (s) = ~ е = ~ ~
и=О l-exp -i (s, а)

.~ ~

. (s, а)
SlП 2

~-+

~ Sl·n N (s, а)
-i(N-l)~ 2

= е 2 (57)

(57а)
~ -+

• 2 (s, а)
SlП 2

Положим пока чисто формально

-+
1 (s)

Так же, как и в соотношении (26), фазовый множитель появился из-за того,

что середина решетки не совпадает с началом координат.

Распределение интенсивности примет вид

-+ -+
• 2 N (s, а)
вш 2

(576)

где h - любое, не обязательно целое, число.

Положение главных максимумов функции (57а) , изображенной на рис. 7,
будет определяться целочисленными значениями переменной h, которые в даль
нейшем будут обозначаться как hO:

hO = О, ::!:1, :!:2 ... и Т. д.,

Т. е.

-+ -+
(s, а) = 2nho.

3 д. М. Ввсильев

(58)
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Смысл соотношения (58), называемого соотношением Лауэ, очевиден; глав

ные максимумы будут наблюдаться в тех направлениях, для которых разность

фаз лучей, рассеянных соседними элементами решетки, будет кратна 2n; оче

видно, оптическая разность хода при этом окажется кратной длине волны.

Выясним теперь смысл пространственной частоты ", являющейся коорди

натой в пространстве Фурье-образа. Пространственная частота " была введена

в соотношение (52) с тем, чтобы представить амплитуду дифрагированной волны,
-»

измеряемую на экране Э2 , расположенном перпендикулярно to на расстоянии 1
от объекта, как результат Фурье-преобразования (53). Связь между расстоянием у

от начала координат на экране Э2 дО точки, В которой измеряется амплитуда,

и пространствеиной частотой задавалась в виде ,,= у/Лl.
-»

Все расчеты в п. 6 велись в нормированном базисе {el}; для одномерного

елучая (53) можно переписатъ в виде

-» -» -»
у = ye-J. = лl"е-1 , (59)

~

где е-1 - базисный вектор, при помощи которого описывается метрика на экране
-» -»

эв; связь между е и е-), задается правилом нормировки

( -+ -+-1) ь
е, е j = ч-

Как видно из соотношения (53) и рис. 5, пространственная частота " с точ-
-»

ностью до длины волны л равна направляющему косинусу вектора t дифрагиро-

ванной волны: " = cos у/л, так как весь расчет в п. 6 проводился В предположе

нии '~ 1.
Для такого объекта, как решетка, удобно перейти от нормированных ба-

.-» -+
зисов {el} и {e-;l.} к базисным векторам, длины которых согласованы с расстоя-

ниями между рассеивающими центрами в объекте и с расстояниями между глав

ными максимумами на дифракционной картине.

Для одномерного случая, когда расстояние между рассеивающими центрами
, ~

равно а, удобно для описания решетки использовать вектор а; для описания
-»

дифракционной картины используем вектор Ь такой, что его длина равна расстоя-

нию между главными максимумами:

~ -»
а направление вектора Ь совпадает (:. e-1 :

-+ л-+
Ь= ~ e-1 •

Ial
(60)

Для того чтобы не зависеть от расстояния до экрана Э2 , положим 1= 1 и
-» -»

обозначим вектор у при 1= 1 -как h:

-+
-+ у -+
h = -l- = У /=1 • (60а)

-» -+-+
Записывая h в нормированном базисе е-l. и в базисе Ь, получим, используя

соотношения (59) и (60), что
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откуда можно установить связь между координатой h и частотой 'у:

h
"=~.

I а I
(61)

(6Iа)

-+ -+
-+ -+ h -+ hb h
,,=ve-l=~ е- 1 =т =т'

I а I

Как видно, при учете соотношений (576) и (61) выражения (57а) и (56а) будут

описывать одну и ту же функцию, так как в (57а) положено I Q (v) 12 = 1.
-+

Используя формулы (60) и (61),можно найти соотношение между векторами v
-+

и h:

которое было чисто формально введено в п. 4.
-+

Вектор h, определяющий положение точки на дифракционном экране, от-

стоящем на единичном расстоянии от объекта, в дальнейшем будем называть
-+

дифракционным вектором. Как видно, вектор h, равно как и его координата h,
имеет размерность [LJO только потому, что дифракционная картина наблюдается

-+
на экране, отстоящем на единицу от объекта, вообще же говоря, h является еобыч-

ныи» вектором, определяющим положение точки в ПР2странстве; как ~идно из

соотношения (61а), вектор пространственной частоты " отличается от h только
множителем л-1.

-+
Соотношение (57б) связывает координаты дифракционного вектора h с раз-

-+
ностью волновых векторов падающей и рассеянной волны и с вектором а, соеди-

няющим два соседних рассеивающих центра.

При заданной структуре объекта может изменяться только направление
-+

вектора а (например, при вращении образца); равным образом в эксперименте
-+

можно изменять как модуль, так и направление вектора kO. Хотя это соотношение

мы получили при рассмотрении дифракции на решетке, оно имеет совершенно
общий смысл, будучи отнесено к любой паре рассеивающих центров.

Основное соотношение (53), позволяющее найти амплитуду дифрагнрован

ной волны как Фурье-образ амплитуды поля сразу за объектом, можно записать,

опуская постоянную С', в виде

S
OO (З) • (h -+)-+ -+ -+ -+ -t2n Л' r

А (h) = ~ [f (г)] = f (г) е dVa•

-00

(62)

Хотя соотношение (53) было получено для частного случая падения плоской
-+ -+

волны с вектором tO, направленным по еа, мы можем применять соотношение (62)
без этих ограничений, имея ввиду, что при наблюдении интенсивности постоян
ный фазовый множитель С' пропадает (С'С'· = 1), а для того, чтобы определить,

-+
какие дифракционные максимумы из множества {А (h)}, полученного по соот-

-+ -+
НОшению (62), 6удут наблюдаться при заданных {at} и kO, нужно учесть соотно-

шение (57б).

Запишем систему уравнений Лауэ для 3-пространства:

3* 35



(63)

~

Здесь {hi} - координаты вектора h, записанного при помощи векторов сопря
-+

женного базиса {Ь! } :
~ -+

h= h1..bl = (s, al) -+ь21& [.

-+ -+
Выражая вектор s также в базисе {bi}:
-+ ~

s = Si bl (63а)

(64)

-+
и умножая скалярно правую и левую части этого выражения на Ui, получим

-+~ -+-+
(5, Ui) = 5! (bl, UI)

(не суммировать справа по il), откуда, учитывая соотношение (33):

1 ~ ~

5i = Т(5, UI).

Сравнивая формулы (63) и (63а), получим

-+ л -+ ~ -+
h = 21& 5 = t - tO .

Как видно, во всех случаях

-+
rhl~2. (64а)

Уравнение (64) описывает в векторной форме систему уравнений Лауэ;
~ ~

здесь в явном виде исчезла зависимость координат вектора h от {UI}, хотя в дей-

ствительности она сохранилась благодаря условиям нормировки (33).
При введении метрики непосредственно в формулы для Фурье-преобразова

ния очень просто разобраться в том, что будет происходить с дифракционной

картиной при изменении некоторых параметров в пространстве объекта. Так,

например, при увеличении длины волны л расстояние между дифракционными

максимумами, равное л Iа 1-1, будет увеличиваться. При работе в оптическом

диапазоне высокочастотная часть спектра ограничивается размерами входного

(или выходного) зрачка системы, т. е. чаще всего размерами соответствующих

линз. Ясно, что при достаточно больших л в спектре, т. е. на дифракционной

картине, может остаться только нулевой максимум с hO = о.

При работе в рентгеновском диапазоне линзы не применяются, но в полной

мере проявляется действие необходимого для наблюдения максимумов с r hO I > о
~

условия 1н 1~ 2.
Естественно, что это условие имеет место и при работе в оптическом диапа

зоне, но там оно обычно маскируется ограничениями, налагаемыми размерами

зрачков.

При работе в рентгеновском диапазоне условие (64а) также может привести

к исчезновению всех максимумов, за исключением нулевого, что произойдет при
~ ~ -+ ~

1н 'mln = 1ь 1= л/I а 1> 2, т. е. при л > 21 а 1.
Условие (64) допускает очень наглядную и удобную интерпретацию, пред-

~ ~ ~ -+ -+
ложеиную Эвальдом. Так как 1 t 1 = I tO I = 1, то векторы h, t и tO образуют равно-

бедренный треугольник, одна из вершин которого находится в начале координат
~ -+

Фурье-пространства, а другая, откуда исходят векторы t и 10, - в центре сферы

Эвальда радиуса единица. Третья вершина треугольника будет всегда нахо

диться на поверхности сферы Эвальда, позволяя, таким образом, определить,
~

какие из функций множества {I (h)}, найденного в соответствии с соотношением

(62), будут соответствовать реально наблюдаемым дифракционным максимумам
(рис. 9).
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Рис. 9. Отбор реально наблюдаемых
при данных условиях эксперимента

дифракционных максимумов при

помощи процедуры Эвальда. Гео

метрическое представление условия

~ ~ ~

t - tO = h

На рис. 10 изображен случай, который может наблюдаться при дифракции
~

падающей волны с вектором tO на объекте, множество функций интенсивности
~ ~

которого, полученное при помощи соотношения (62), состоит из {I 1 (h), 1а (h),
~ ~

1з (h), 14 (h)}. Области существования функ-
~

ЦИЙ I j (h) изображены заштрихованными об-

ластями на концах соответствующих дифрак

ционных векторов и обозначены как ге j.
Объект, на котором происходит дифрак-

цИЯ, расположен в центре сферы Эвальда рЛ
(точка О). Начало координат Фурье-про- ~~-------....---~OOO
странства (точка 000) находится на единич-

ном расстоянии от объекта; концы всех ди-
~

фракционных векторов п, соответствующие

реально наблюдаемым дифракционным макси

мумам, также находятся на единичном рас

стоянии от объекта, что соответствует усло

вию (60а).

Нелишне подчеркнуть, что объект дей

ствительно находится в точке О и дифра

гированные лучи действительно исходят

всегда из этой точки, т. е. из объекта.

Учитывая это обстоятельство, легко видеть,

что нормировка (33), приводящая к тому, что радиус сферы Эвальда оказы

вается равным единице, является более предпочтительной, чем нормировка типа

(59а), при которой радиус сферы Эвальда равен Л-1 И точка О в случае работы

Рис. 1О. Применение процедуры Эвальда к множеству Фylhк

ций {I (h)}:
пл - пленка для регистрации максимумов

в режиме (100а) уже не может быть совмещена с центром неподвижного
объекта.

Как видно из рис. 10, при данном расположении объекта и, следовательно,
~

Квадрата его Фурье-образа, т. е. множества {I i, I 2, 1з, 14 } относительно fJ,

сфеРой Эвальда пересечется дельта-функция 11 (h) и колоколообрааная функция
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~ ~

1J (h), что даст дельта-образный пик интенсивности для 11 (h) и размытый пик,
~ ~ ~

отвечающий сечению функции I1 (h) дугой ЬЬ' дЛЯ 11 (h). Функция 18 (h) не пере-
секается сейчас сферой Эвальда и не дает дифракционного максимума, однако

при повороте объекта по часовой стрелке, что будет сопровождаться таким же

поворотом Фурье-образа, может быть достигнуто пересечение области существо-
~

вания функции 18 (h) и сферы Эвальда с возникновением пика интенсивности.
~ ~

Конечно, при этом погаснут пики 12 (h) и 11 (h).
~

Пик интенсивности от функции 1~ (h) вообще не может быть получен, так
~

как вся область существования находится за пределами сферы Эвальда, I h(4) 1>2.
~

Легко сообразить, что нужно сделать для того, чтобы «вытянуть» пик 1« (h).
~ ~ -

Так как 1Ь[ I = л IQi 1-1, то, уменьшив длину волны дифрагирующего излуче
~

ния, мы уменьшим тем самым длины всех h векторов, все множество {l i, 12' 1з,
~

14} стянется к точке (000), и если при этом окажется, что I h(4) 1<2, то при под-

ходящем повороте объекта может быть получено сечение ~4 сферой Эвальда.
Очень просто зафиксировать пики интенсивности, уловив дифрагированные

пучки фотопленкой, расположенной соосно с объектом (рис. 10). В этом случае
~ ~

профиль интенсивности оказывается функцией угла между tO и t, обычно обоэна
~

чаемого как 28. Так, для '2 (h) получим на пленке

причем угол 28 измеряется прямо на пленке (см. рис. 10): 28 = ия. От угла 28
~ ~

легко перейти к модуnю вектора h (см. рис. 9): I h I = 2 sin 8.
В качестве примера использования построения Эвальда снова рассмотрим

дифракцию на одномерной решетке, но вместо оптической решетки, изображенной

на рис. 6, которая дает цилиндрические рассеянные волны, возьмем решетку,

состоящую из цепочки рассеивающих центров, отстоящих друг от друга на рас

стоянии а. В том случае, когда размеры рассеивающих элементов много меньше
~ ~

длины волны Л, можно положить q (,) = ,б (,), так что каждый элемент (узел

решетки) будет являться центром вторичной рассеянной сферической волны.

Используя тот же путь, что и при выводе соотношения (55), получим, опу

екая здесь и в дальнейшем постоянную С':

(65)

в нашем случае решеточная функция одномерная, и ее следует записать в ром

бическом базисе (рис. 11) как

~ ~ ~ -+
ш <г) = ~ б ('а - Ra),

и.=-оо

~ -+ ~ -+
где 'а = 'айа; Ra= иааа; '8 - текущая координата; ИЗ - целое число.

Функцию формы следует записать в виде

-+ ~ ~ ~

п (г) = б (Гl) б (Г2) П (Га)'

~ -+ -+ -+
гае 'i = 'IQi , 'J= 'Jйt,

-+
И функции П ('.) определена на отрезке (-L./2, L./2).
за

(66)



рис. 11. Дифракция на одно-
мерной точечной решетке:

1 - одномер,:ая решеточная

функция Ш (г); 2 - область су
ществования решеточной функ
ции, т. е. множество узлов, от

стоящих друг от друга на рас

стоянии а; 3 - область суще-
ствования функции

1 (h 1 ) 1 (h z) (nh,)-J sin J nN,ha

имеет неограниченные размеры

~ ~

ПО осям Ь 1 И Ь я- По ОСИ Ьа об
пастЬ ;:е ограничена двумя пло-

скостями, находящнмися друг

-1
от друга на расстоянии 1L 3 =
=Lg: 4 - решеточная ФУНК

~

ция Ш (h); 5 - область суще-
~

с:твования функции I А (h) 11,
Пакет, сложенный нз областей

типа 3, имеет неограниченные
~

размеры по оси Ьа

в итоге получим из соотношения (65)

~ + ~ ~

где ha = hаЬз и Нз = hgЬз, а

1 (h) = 1 (h1) 1 (h.) Si~::8f:h8 (f)ш (hз) •

...
При Iаз , = const и N з -+ 00

sin 2'1tNзhз N б (h )
(:tha)1 -+ а а

и область существования функция

®[П t)], равной 1 (h1) 1 (h 2) б (ha>,
39

...
Область существования функции 1 (h) изображена на рис. 11.

Применяя построение Эвальда,

получим (рис. 12), что дифракционные

максимумы будут иметь вид конусов,

причем ширина максимума обуслов ..
пивается областью существования

sin 21tNзhз
функции (nhз) 2 ' равной с точно-

стью до множителя, мало отлнчаюше

гося от единицы, It з INз1
t если оце

нивать этот размер на половине вы

соты функции•

Рис. 12. Отыскание дифракционной кар
Тины, создаваемой одномерной решеткой.

Множес~во расширенных конусов, соэда
ваемых ограниченной решеткой. Изобра

жены конусы нулевого и первого порядков



'(Ь/-ооI J

I
I

превращается в плоскость, что в итоге дает дельта-образные максимумы в виде

конусов.

Легко видеть из рис. 12, что угол при вершине конуса аз может быть опре

делен при помощи соотношения

~ ~

I to I cos ag + _(_Н_,~~а_з)_ = I 1, cos аз,
I аз I

~ ~ ~ ~

когорее получается при проектировании векторов tO, t и Н на направление аз:

hgл + о
cos аз = -~- cos аз-

I аз I

от функции (66) легко перейти к оптической решетке, изображенной на
~

рис. 6. Если штрихи решетки расположены перпендикулярно аз, то функция

формы примет вид

~ ~ 1 ~ ~

п (г) = б (гl) (Г2) П (гз), так что

§ [П (~] = 1 (~) l) (~) sin :h~зhз ,

н область существования функции 1@[П (г)] 12 будет иметь вид полосы шириной
~ 1

I Ьзl NЗ ·

Рис. lЗ. Отыскание дифрак

ционной картины для опти

ческой решетки. Получен ие

двух максимумов первого

порядка, соответствующих

работе на просвет (J) и на

отражение (2)

Рис. 14. Применение процедуры

Эвальда для объяснения зер

кального отражения от зер

кала М при работе в диапазоне

видимого света

Как видно, для решения задачи нужно воспользоваться рис. 13. Теперь

вместо конусов возникнут максимумы, лежащие только в плоскости, образован
~

ной вектором to и нормалью к плоской решетке.

Не представляет труда использовать схему Эвальда для объяснения зеркаль

ного отражения светового пучка.

Если в отражательной дифракционной решетке с q (х) = б (х) положить
~ sin 2 'ЛN hI аз' ~ о при неизменном размере объекта, то Nз ~ 00, ('Лhз) : з ~

~ ~

~ N qб (hз) и I Ьзl ~ 00, так что в функцииШ (hз) останетсятолько один узел 000,
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(67а)

-.. --..
в котором будет расположена «решеточная»функция б (hз) , а функция g: [П (г)]

примет вид 1 (h1) б (h2) б (hз) N з; очевидно, область существования этой
-..

функции является прямой линией, парадлельной Ь1 О Применяя к такому Фурье-

образу построение Эвальда (рис. 14), сразу получим, что возникнет только один

дифракционный дельта-максимум, расположенный в соответствии с законом

«угол падения равен углу отражения». ~

Ввиду чрезвычайной важности функции 1 (h), описывающей (в одномерном

варианте) распределение интенсивности после дифракции на дифракционной

решетке и равной

1 (h) = sin2:тtNh (67)
sin 2 :тth

sin 2 :тtNh
либо 1 (h) = (:тth)2 ffi Ш (h),

рассмотрим подробнее ее свойства.

Как видно из рис. 7, главные максимумы функции (67) расположены на рас-
~ ~ ~

стоянии 1ь 1= л, 1а 1-1 друг от друга, если изображать ее по шкале h I ь 1, или на

расстоянии единица, если изображать функцию по шкале h.
Высота главных максимумов оказывается равной

1
0 sin2 :тtNh _ N2
1т (h)2 - ,
h~O :тt

3 5
а высоты побочных максимумов, располагающихся при h = :::!: 4"N-1, :± 2 N-l

И Т. д., равным ( ~ уn-2N2, (}уn-2N-2 и Т. д., т. е. O,045N2, O,016N2 И Т. д.
Как видно, в одномерном случае высота первого побочного максимума со

ставляет всего около 5% от высоты главного максимума.

Энергия, отвечающая главному максимуму и всем принадлежащим ему по

бочным, может быть найдена с помощью соотношения Парсиваля (21а).
~

Так как при задании функции П (г) на отрезке (-N/2, N/2)

- ~ sin :тtNh
ff [П (г)] = :тth

~ N~

то JJ (h) dh = J Si~~~~h dh = J Iп Й 12 dr = J 1 (~dr = N.
-~ -~ -~ -N/2

Любопытно, что площадь главного максимума, найденная приближенно
как площадь треугольника высотой N2 и длиной основания 2N-1, оказывается

как раз равной N.
Как видно из соотношения (67а), при увеличении N главные максимумы

обостряются, и в пределе, при N -+ 00, функция (:тth)-2 sin2 :тtNh превращается
~

в дельта-функцию веса N, так что в итоге распределение интенсивности 1 (h)
~

будет описываться решеточной функцией Ш (h), равной

00

~ ~ ~ ~

ш (h) = ~ {j (h - Н),
{hO } =-00
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Очевидно, множество узлов с координатами {h~}, т. е. множество {Н},

образует в трехмерном случае пространственную решетку, описывающую реально

существующее распределение дельта-образных максимумов интенсивности в про

странстве.

Метрика этой части пространства, в которой располагаются дифракционные
~

максимумы, такова, что расстояния между максимумами, равные 1ь 1, оказы-

ваются обратно пропорционадьными расстоянию между рассеивающими эле

ментами дифракционной решетки

(67б)

~

и поэтому длина дифракционного вектора IН I оказывается обратно пропорцио
~

надьной I а' в одномерном случае или обратно пропорциональной некоторой ком-
~

бинации длин {I al '} в трехмерном случае. Это обстоятельство дает основание
несколько неудачно назвать дифракционный вектор обратным вектором, а Н

решетку обратной решеткой.

По большей части понятие об «обратной» решетке вводится априорно, до

рассмотрения особенностей дифракционного пространства, получающегося при

дифракции на R - решетке, и в этом случае у человека, впервые приступающего

к изучению дифракции, появляется стойкое убеждение в том, что обратная ре

шетка является некоторой ненаблюдаемой фикцией, математическим приемом,

который совместно со сферой Эвальда дает правильный рецепт решения неко

торых задач, но без применения которого можно легко обойтись.

В действительности, при работе в оптическом диапазоне R-решетку, Т. е.

штрихи на дифракционной решетке, можно наблюдать в микроскоп, а Н-ре

шетку, т. е. дифракционные максимумы на фотопластинке,- невооруженным

глазом. При работе в рентгеновском диапазоне R-решетку, т. е. трансляционную

периодичность кристалла, можно в отдельных случаях наблюдать при помощи

электронного микроскопа, а Н-решетку, т. е. расположение дифракционных мак

симумов, - невооруженным глазом на рентгенограмме или на флюоресцирующем

экране. Конечно, при работе как в оптическом, так и в рентгеновском диапазоне

мы наблюдаем некоторое сечение Фурье-пространства в соответствии со схемой

Эвальда.



(68)

ГЛАВА 11
ТЕОРИЯ ДИФРАКЦИИ

НА ИДЕАЛЬНЫХ

КРИСТАЛЛАХ

1. Рассеяние электромагнитной волны

на свободном электроне

Из электродинамики известно, что заряд е, колеблющийся
~ ~

в точке О с ускорением а, создает в точке М (г) электрическое
~

поле, которое для расстояний Ir I~ л, где л - длина волны воз-

никающего излучения, может быть

записано как

( -. )
-J> l' I
а t--... ~ е·.1 с

Е (г, t) = -2 -+ ,
с 1'1

-+ -+
здесь a.L- компонента вектора а,

-+
перпендикулярная r и лежащая

в плоскости, образованной векто- а
... -+

рами r и а (рис. 15). Рис. 15. Рассеяние электромагнит-
В (68) вой волны на электроне:
ыражение показывает, что а _ случай линейно поляризован-

для нахождения поля в момент t не- ной волны; б - случай непаляри-

б б
воваиной волны

О ходимо рать значение ускоре-

ния ;J. в момент времени (t - 1; I), чтобы учесть конечное
время прохождения волны из О в М.

Как видно, колеблющийся электрон излучает сферическую

волну. Если поместить Э..лектрон в поле плоской электромагнит-
-+ ~

НОЙ волны с напряженностью Е = Е oe i UJ t и считать электрон
-+

свободным, то уравнение его движения в поле Е будет иметь вид
~ -+

та = еЕ, так что

...... _ е2 ... sin 'Ф {оо (t - I-;1) ;;J.
Е (г, t) - mc~ IЕо 1--+-е с --+- • (68а)

l' I Ia.L I
Обозначая модуль комплексной амплитуды поля (68а) через Аа ,

получим

-+ е2 -+ sin 1J'
Аз (г) = -2 IEol--+-·

те 1, I



(69)

(70)

(70а)

Интенсивность поля в точке М оказывается равной

~ е 2 ~ ( е2 ) 2 Sin 2 'ф
lэ (г) = -4-Аэ(г) = 10 -2 ~,

1& те 1 ' 12
е ~

где через 1о = 4л IЕо 12 обозначена интенсивность поля, дей-

ствующего на электрон.

Если падающая на электрон волна плоско поляризована, то

формула (69) позволяет непосредственно определить интенсив

ность поля, рассеянного электроном.
~

Для неполяризованной волны разложим вектор Е, ориентиро-

ванный в некоторый момент времени так, как показано на рис. 15,
~ ~ ~

на две компоненты: Е = Е1 + Ез .

При усреднении по времени наблюдения, значительно превы

шающем период колебаний:

~ ~ ~

и всегда IЕ 12 = IE ll2 + 1е, 12, поэтому

(1 Е1 12) = (1 Ез 12) = --}- (1 Е 12).
~

Пусть точка М (г) лежит в плоскости, образованной векто-
~ ~ ~

рами е 2 , ез . Тогда компонента Е 1 вызовет в точке М поле интен-

сивностью

~ 1 (е2 ) 2 111 (г) = т 10 --2 ~ ,
те 1, 12

~

а компонента Ез - поле интенсивностью

1 (~) = _1_ 1 (~)2 С08
2 28

з г 2 о 2 ~.
те "ра

Суммарная интенсивность

~ ~ ~ ( е2 ) 2 1+ С082 28
1э (г) = 11 (г) +1з (г) = 10 -2 ~.

те 21, 12

Интенсивность в единице телесного угла будет равна

_ (е2 )' 2 1+ С082 28
lэ - 10 --2 2·

те

Полярная диаграмма распределения интенсивности в простран-
~

стве аксиально симметрична относительно оси е 2 , а поверхность
~ ~

1 = const является конусом, соосным е 2 , так что ориентировка r
~ ~

в плоскости e~, ез не ограничивает общности формулы (70а).
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Так как напряженность поля рассеянной волны зависит только
-+

от компоненты ускорения al., то даже в том случае, когда падаю-

щая на электрон волна не поляризована,в рассеяннойволне будет

наблюдаться поляризация.

Поляризующее действие рассеивателя-поляризатора может

быть обнаружено при помощи второго рассеивателя, играющего

роль анализатора. Интенсивность после первого рассеивателя

должна определяться по формуле (70), после второго рассеива

теля - по формуле (69).
Эксперименты показывают, что при достаточно тонких рассеи

вателях, в которых многократное рассеяние не играет существен

ной роли, поляризация рентгеновских лучей является почти

полной.

Доля энергии, рассеянной одним электроном в единицу телес

ного угла, оказывается весьма малой, так как (е2/mс2) 2 ~ 7,9 х
х 10-26.

2. Дифракция на решеточной структуре

После того, как мы установили, что рассеяние падающей волны

происходит на электроне, не представляет труда найти амплитуду

дифрагированной волны для объекта, состоящего из атомов и

обладающего трансляционной симметрией, т. е. кристалла.

В самом общем случае амплитуда волны сразу за объектом
-+ -+

с электронной плотностью р (г) будет равна Бэр (г) для единицы

объема объекта.

Амплитуда поля в области дифракции Фраунгофера в соот

ветствии с формулой (53) оказывается равной

.... ........-+
А (h) = Еэ g-: [р (г)] , (71)

причем, как и ранее, необходимо предположить, что вне объекта
-+

р (г) = о.

Легко видеть, что выражение (71) можно получить непосред

ственно, суммируя амплитуды волн, рассеянных элементарными

объемами dV, и учитывая фазовый множитель ехр - icp, где
-+

fjJ = 2n ( ~ , ~):

-. - 12п (~ •~ )

р (г) е dV,

причем пределы интегрирования опять могут быть расширены на
-+

интервал (-00, 00) из-за того, что функция р (г) ограниченная

и вне объекта равна о.
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Распределение электронной плотности по объекту удобно за

писать так, чтобы в явной форме была видна трансляционная пери

одичность кристалла и то, что кристалл содержит атомы (или

ионы).

Электронная плотность, содержащаяся в одной элементарной

ячейке кристалла, равна сумме плотностей, принадлежащих ато

мам ячейки:

~ n ~ ~

ряч(г) = ~ Pj (r-r(j», (72)
j=l

где j - номер атома в ячейке (рис. 16).
Электронная плотность в кристалле конечных размеров может

~ ~

быть записана как свертка Ряч (г) с функцией Ш (г), описываю-

Рис. 16. Распределение электронной плотности

в кристалле размером L

щей решетку. Так как кристалл имеет конечные размеры, то
~

свертку необходимо модулировать функцией окна П (г):

-+ -+ ~ ~

р (г) = [Ряч (г) (f)Ш (г)] П (г).

В итоге получим из соотношений (72) и (72а)

(72а)

(73)~ ...... {[ n -+ -+ ~J~}А (h) = Еэ'{J j~l Pj (г- г(j) (f) Ш (г) П (г) ·

Так как ®~ t (х, x(j» = ~ §! (х, хи»,
j j

то, учитывая свойство сдвига (16), из соотношения (73) сразу по-

лучим [ n (t ~.) ]
А (h) = в, ~ ~ (pj Й) е- i2n т· г(') v;lш (~) (f) ~ (П Й).

J (73а)
~

В этом выражении Р j (г) относится теперь уже к атому, поме-
,.... ~

щенному в начало координат, так что ~ [Pj (г)] есть не что иное,

как амплитуда рассеяния j-ТbIМ атомом, измеренная в единицах Es•
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....... ~

Принято называть ~ [Pj (г)] == fj атомной амплитудой, или

атомной рассеивающей способностью.

Легко видеть, что сумма

имеет простой смысл. Очевидно, эта сумма дает амплитуду волны,

дифрагированной одной элементарной ячейкой, так как сумми

руются с учетом фазовых множителей амплитуды fj' соответствую

щие рассеянию отдельными атомами.

Эта амплитуда, измеренная в единицах Еэ , называется струк-
-+

турной И обозначается через Р. При вычислении F (h) достаточно
-+

взять вместо текущего значения h его значение в узле Н-решетки,
-+ ~

Т. е. положить h = Н, тогда окончательно получим

(74)

где {h~} - индексы интерференции;

{x~O} - координаты j-ТОfО атома.
Иногда термин «структурная амплитуда» сохраняют только

-+ -+
для величины IF (Н) 1, называя комплексную амплитуду F (Н)

структурным фактором.

Формула (74) может быть применена и в том случае, когда

в ячейке содержится некоторое сложное образование (мотив) из

атомов или ионов; в этом случае под fj надо понимать амплитуду

(рассеивающую способность) этого мотива, а под {х{} - коорди
наты центра мотива в ячейке.

Обозначив фактор формы

....... -+ -+

g; [П (г)] = vaG (h)

и используя обозначение (74), запишем формулу (73а) в виде

~ ~ -+ -+
А (h) == БэF (Н) Ш (h) (f) G(h).

Интенсивность в точке {hi } будет равна

-+ -+ -+ -+
1 (h) == 1э IF (Н) 12Ш (h) (f) IG(h) 12. (75)

Это выражение, описывающее интенсивность дифрагирован

ной на объекте с решеткой волны, имеет чрезвычайно прозрачный
-+

смысл. Функция Ш (h), описывающая расположение дельта-об-
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разных максимумов интенсивности, образующих Н-решетку, опре-
~

деляется только функцией Ш (г), описывающей трансляционную

периодичность объекта, т. е. его R-решетку. Таким образом, рас

положение дифракционных максимумов, т. е. геометрия дифрак

ционной картины, зависит только от пространственной решетки

объекта.
~ ~

Выражение 1F (Н) 12 Ш (h) означает, что каждый узел Н-ре-

шетки модулирован квадратом структурной амплитуды, так что

высоты дельта-образных максимумов интенсивности оказываются

различными.

Вся информация о расположении вещества в пределах ячейки
~

содержится только в множителе 1F (Н) 12 И отражается только на

высотах максимумов интенсивности. Изменение расположения

атомов или их числа, или, наконец, их атомного номера не влияет

на геометрию дифракционной картины, описываемую функ-
~ ~

цией Ш (h), а вызывает лишь изменение величины 1F (Н) 12.
~ ~ ~

Свертка 1F (Н) 1 2Ш (h) Ef) 1о (h) 12 означает, что в каждом из

узлов Н-решетки в действительности располагаются не дельта

образные пики интенсивности, модулированные функцией
~

1F (Н) 12, а пики, профиль которых описывается функцией формы
~ ~

10 (h) 12, равной для объекта с ромбическим базисом {ai} функции

~ ~ °2Nh °2Nh2 °2Nh02 (h) - 1о (h) 12 - SIП зt 1 1 SIП зt 2 SI" зt з з
- - (зth1 ) 2 (зth2 ) 2 (зthз ) 2 ·

Таким образом, размер объекта отражается только на форме

дифракционного максимума и не влияет на геометрию дифракцион-
~

ной картины и на множитель IF (Н) 12, модулирующий пики ин-

тенсивности.

Как и ранее, в п. 7 гл. 1, при рассмотрении дифракции на
~

объекте конечных размеров можно обойтись без функции окна П (г),
~

введя ограниченную решеточную функцию ШN (г).
~

В этом случае для 1 (h) получим

1 (.h) == 1 IF (8) 12. Si~2 зtN1hi Si~2 зtN2h2 Si~2 зtNзhз • (75а)
э SIП 2 зthi вш 2 зth2 SIП 2 зthз

Эквивалентность выражений (75) и (75а) рассматривалась ранее,

в п. 4 гл. 1.
Важная особенность процесса дифракции заключается в том,

что расположение атомов в ячейке (собственно структура), транс

ляционная периодичность объекта (пространственная решетка)

и размеры объекта по-разному влияют на различные характери

стики дифракционной.картины. Это влияние может быть просле

жено в выражении (75).
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3. Геометрия дифракционной картины

для объекта с одно-, двух-

И трехмерными решетками

Особенности формулы (75) позволяют изучать геометрию ди

фракционной картины, не рассматривая структуру объекта, т. е.

расположение атомов в пределах элементарной ячейки.

Дифракция на одномерной решетке рассматривалась уже в п. 7
гл. 1, здесь мы снова рассмотрим одномерную решетку, записы

вая соответствующие соотношения в форме, позволяющей легко

обобщить их на двух- и трехмерные решетки.

Для объекта с одномерной решеткой, имеющего конечную

длину Lз и пренебрежимо малые размеры L 1 и L 2 (см. рис. 11),
функцию формы надо записать как

(

~ L
1 при 1ГЗ 1 <. -f

где п ';зl == о
~ L

при I,з I> -f '

а решеточную функцию - как

~

ш (г) ==
иа=-ОО

~ ~ ~ ~

где гз == ,заз; Rз == uзаз.

Если нас интересует только геометрия дифракционной кар

тины, создаваемой объектом ограниченных размеров, можно по
~

ложить IF (Н) 12 = 1, так что квадрат амплитуды, измеренный

в единицах Е;, оказывается равным

~ ~ ~ ~

где hз == hзЬз и Н = hgьз , так что Фурье-образом одномерной

R-решетки является одномерная Н-решетка.
sin 2 nN h 1 ~ ~

Функцию (1thз )2З 3 (h 1) 1 (h 2 ) изобразить в трехмерном

пространстве невозможно, для этого нужно четырехмерное про

странство, однако область существования этой функции изобра

зить легко (см. рис. 11).
Комбинируя Фурье-образ, а точнее говоря квадрат модуля

Фурье-образа рассматриваемого объекта со сферой Эвальда, мы
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получим семейство дифракцион

ных максимумов в виде конусов,....
соосных оси Ьз (СМ. рис. 12),
уравнение этого семейства имеет

вид

(
.... -+0 Ь) о ....t-t, + =hзlЬзl

, Ьз I
hО'Л, о

или cos аз = +-+ cos СХз-
I аз)

Рис. 17. Красчетуугловои ширины мак- Как ВИДНО из рис. 17, угловая
симума при дифракции на одномерном ширина максимума Ао, измеренная

объекте с решеткой. 1'1
2-0БЛ8СТЬ существования функции на половине его высоты, равна

I (h l ) I (h J ) (nh.)-2 sln' nN.h. А'В' IЬз r Nз!

Объект помещен в точку О, центр ~ = --1- = sin аз
Фурье-образа - в точку 000. Пол-

;~Ф~Ьа~ц:~е н~ос~~~~~~~но~аС~б~~~~~ 'л,
изображено на рис. 11 Lз sin аз '

причем принято, что ширина ~-области на половине высоты, обо-
~ 1

значенная АВ, равна IЬз INз ·
Так же просто получить дифракционную картину для объекта

в виде пластинки, толщина которой пренебрежимо мала (рис. 18).
В этом случае решеточная функция имеет вид

~ 00. ~ ~

ш (г) = ~ (2) б (r-R),
"1' и.=-оо

~ -J> -J> .... .... -+ ~

где г = Гlаl+ гsйз, R = иlаl + uзаз, а функция щели П (г) равна
.... ~ -J> -J>

П (г) = П (гl) П (Г3) б (Г2) ,

Рис. 18. Фурье-образ двумерного объ-
екта с решеткой:

а - соотношение между решеточной

функцией в объекте и Фурье-простран

стве; 6 - соотношение между внешней

формой объекта и областью существова-

ния 2 квадрата модуля Фурье-образа
функции формы объекта; 8 - соотноше

н ие между объектом с решеткой и об

ластью существования квадрата модуля

Фурье-образа объекта. Область 2 изо
бражена только для одного ИЗ узлов

Н-решетки
--/f--...;..--

а

А

F
===>
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Рис. 19. Дифракционная

картина от двумерного

объекта с решеткой

Р.л.

Рис. 20. Расположение дельта-образ

ных максимумов на пленке, поме

щенной параллельно неограпичен-

ному плоскому объекту

(76)

так что в предположении Е; = IF (Н) 12 = 1

-+ -+ -+ -+ 0-+ 0-+
где h == h1b1+ hзЬз; Н == h1b1+ hзЬз.

-+
Таким образом, областью существования функции 02 (h) будет

~ -» -+
стержень с размерами по осям b1 , Ь 2 И Ьз , равными соответ-

~ 1 -+ 1
ственно I ыl Iн: , 00 и IЬз Iн:

Комбинация Фурье-образа со сферой Эвальда позволяет по

строить дифракционную картину (рис. 19). На этом рисунке изо

бражена часть Фурье-образа, причем область существования
-+

функции 10 (h) 12 указана только для одного из узлов Н-решетки

в виде бесконечно длинного стержня. Если такой стержень пере

секает сферу Эвальда, то возникают два рефлекса по направле-
-» -+

нию t(1) и t(2). Расположение рефлексов на экране, поставленном

параллельно плоскости объекта, изображено на рис. 20.
-+

В рассматриваемом случае дифракционный вектор Н, описы-

вающий положение максимума, должен одновременно удовлетво

рять двум уравнениям типа

(
-+ -+0 Ь) 0-+
t-t, + == h11b11;

I Ь1 I

( -» ~o Ьз) о'"t-t, ~ == hзlЬзl,
\ I Ьз I
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и поэтому множество дифракционных максимумов, получающихся

на плоском экране, поставленном параллельно пластинке-объекту,

может быть описано как результат наложения двух семейств ги

пербол, образовавшихся от пересечения конусов вида (76) с экра

ном.

При таком описании нужно не забывать, что никаких следов

гипербол на экране не обнаруживается, так как уравнения (76)
образуют систему и для двумерного объекта порознь смысла не

имеют.

Для трехмерного объекта с трехмерной R-решеткой решеточ

ная функция запишется в виде

Ш Й = t (3) б (!- R),
{ui }=-00

~ ~

где R = Uiai.
~ ~

Функция П (г) для объекта с ромбическим базисом {ai} имеет

вид
~ ~ ~ ~

П (г) = П ('1) п ('2) П (Гз) ,

так что

~ ~ ~ ~

где h = hibi , Н = h1b i •

Переход от функций, описывающих объект, к соответствующим

Фурье-образам для трехмерного объекта показан на рис. 21.

~

1/ / /
t/ /
V /
V 11 /
v v /

J

а

Рис. 21. Соотношение между трехмерным объек
том и компонентами его Фурье-образа:

а - переход от R-решетки в объекте к Н-ре
шетке в Фурье-пространстве; б - переход от

внешней формы объекта к области существования I:e Фурье-образа функции

формы; в - переход от объекта с решеткой к области существования его Фурье
образа . В узлах Н-решетки помещены области I:e
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(76а)

Комбинация Фурье-образа со сфе

рой Эвальда (рис. 22) позволяет по

строить дифракционную картину.

Первое, что бросается в глаза

при сравнении случая трехмерного

объекта со случаями одно- и двух

мерного объектов, - это отсутствие р Л

дифрагированных пучков при не- ------+-~--+--~~=--~-

благоприятном расположении сферы

Эвальда, не пересекающей ни один

ИЗ узлов Н-решетки, т. е. ни одну

из областей существования дельта

образного Фурье-образа.
~ ~

При заданных {ai}' 'л и tO == Рис. 22. Пересечение сферы Эвальда
с областью существования квадрата= (COS a,~, cos a,~, cos a,~), этот слу- модуля Фурье-образа трехмерного

ограниченного объекта

чай соответствует отсутствию цело-

численных h~, hg, h~, удовлетворяющих системе уравнений Лауэ
для бесконечно протяженного объекта:

о о л
COS CXI-COS СХl == hl~;

I аll
о о л

COS (%2 - COS СХ2 = h2-~- ;

I а2 I
о о л

СОS(%з-СОSСХз = hз~.
I азl

Для объекта конечных размеров в системе (76а) надо заменить

{h~} на величины {hi = h~ :±: ~h{}, где 1 dh i I определяется раз-
~

мерами области существования функции 1а (h) 12. Ясно, что И

в этом случае дифракционные максимумы могут отсутствовать.

Таким образом, для получения дифракционных максимумов

в случае трехмерного объекта нужно применять специальные меры.

При использовании монохроматического излучения 'л == const
пересечение сферой Эвальда областей существования функ-

~

ции Iа (h) 12 можно обеспечить либо изменением ориентировки

объекта (способ вращения и его модификации, способ порошка),
~

либо изменением направления вектора tO (способ расходящегося

пучка).
~

При неизменной ориентировке объекта и условии to == const
применение полихроматического излучения 'л == var также обес

печивает обязательное появление дифракционных максимумов

(способ Лауэ).

На рис. 22 изображен случай удачного расположения сферы

Эвальда, при котором в рассматриваемом сечении возникают диф-
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ракционные максимумы, ширина и форма которых обусловли

ваются пересечением сферой Эвальда областей существования
~ ~

функции 1G (h) 12, причем конец вектора h во всех случаях остается

на поверхности сферы Эвальда.

4. Представление дифракции

на трехмерном объекте с решеткой

как отражения от узловых плоскостей

Подведем некоторые итоги предыдущего рассмотрения про

цесса рассеяния электромагнитной волны на объекте. Падающая

на объект волна заставляет колебаться с той 1Ке частотой элек

троны объекта. Колеблющиеся электроны излучают в простран

ство вторичные волны. Если эти вторичные (рассеянные или ди-

фрагированные) волны оказываются когерентными, то они могут

интерферировать.

Распределение интенсивности дифрагированных волн в про

странстве, т. е. собственно дифракционную картину, можно на

блюдать различными способами.

Представляющую для нас наибольший интерес фраунгоферов

скую дифракцию можно наблюдать при работе в оптическом

диапазоне на большом удалении от объекта непосредственно

либо вблизи от объекта при помощи линзы, переносящей ди

фракционную картину из бесконечности в свою фокальную

плоскость.

При работе в рентгеновском диапазоне фраунгоферовскую диф

ракцию можно наблюдать на экране в непосредственной близости

от объекта. Метрика дифракционной картины отличается от мет

рики объекта. Если в объекте действует метрика, описываемая

тензором :~, то для описания дифракционной картины надо при

менять метрику, определяемую тензором р = Л2g-I •
~

Базисные векторы {ai}' описывающие трансляционную перио-
~

дичность в объекте, И. векторы {bi } , описывающие распределение

дельта-образных максимумов интенсивности на дифракционной
~ ~

картине, находятся в простом соотношении (ai' bj ) = Лб i j •

Амплитуда дифрагированной волны, измеренная в единицах Еэ ,
~ - ~ ~

оказывается равной А (h) = ~ [р (г)], а интенсивность 1 (h) =- ~
= I~ [р (г)11 2 •

Таким образом, функция, описывающая интенсивность дифрак

ционной картины, находится при помощи известной операции, на

зываемой Фурье-преобразованием.

Если нас интересует только трансляционная периодичность
~

объекта, то функцию р (г) можно заменить решеточной функ-
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~

пией Ш (г), после чего выражение (75) сразу дает распределе-

ние б-образных максимумов, образующее Н-решетку:

~ ~ со ~ ~

1 (h) = Ш (h) = ~ ь (h-H).
{h~}=-co

~ ~

Вектор h = hib i описывает расположение дифракционных макси-

мумов на единичном расстоянии от объекта. В случае бесконечно
~

протяженной функции Ш (г) максимумы появляются "только при

целочисленных значениях {hi } , равных {h.~}. Дифрагированные
~

лучи, ориентированные по направлению t, исходят из объекта

о'

Рис. 23. Схема получения дифракцион

ного максимума R -r- ковариантный век
~

тор объекта с координатами (h 1 , h 2 :.!:з ) ,

заданными в сопряженном базисе {b l}.
~

Направление BeKTOp~ t, образующего

угол 28 о с вектором з", может быть по- РЛ
лучено либо при помощи сферы Эваль- _.--1t---=--т-';~---~~~~---+-
да Э. пересекающей область существо-

вания функции 1 (H(l», либос помощью
двух плоскостей,отстоящих на расстоя

нии d друг от друга, от которых сотра-
~

жается» плоская волна с вектором tO

-+
с центром в точке О (рис. 23). Вектор H(l) описываетрасположение

одного из дифракционныхмаксимумовна экране31' отстоящемот
объекта на расстоянии, равном единице.

Экран Э1 расположен перпендикулярнобиссектрисе угла 280'
-+ -+-+

что обеспечивает выполнение условия Н(!) = t - tO.
Если расположить экран Э2 (рентгеновскую пленку) на рас

стоянии R от объекта параллельно экрану Э1 , то на экране Э2
будет зарегистрирован максимум, положение которого опреде

ляется вектором

-+ -+
H(R) = нн». (77)

Расположение экрана 32 параллельно 3 i применяется редко

(например, в прецессионной камере Бургера), чаще применяется
~

экран 32' перпендикулярный tO, либо цилиндрический экран

(пленка), соосный цилиндрическому образцу, либо еще какой

нибудь вариант, однако последовательность расчетной процедуры,

позволяющей исследовать трансляционную периодичность объекта,

Т. е. его R-решетку, во всех случаях остается следующей: экран Э2 ,

регистрирующий сечение Фурье-образа объекта сферойЭвальда,
-+ -+

~ множество векторов {H(R)} ~множество {HP)}~ множество

{bt }-~ множество {at}~ R-решетка, т. е. множество узлов~ {R}.
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На этапе 1 мы определяем положение максимумов рентгено

граммы относительно центра О', на этапе 2 пользуемся соотноше-
~ ~

нием типа (77), на этапе 3 используем соотношение Н'?' = h~bl,
~ ~

на этапе 4 - соотношение нормировки (ai' bj ) = 'Лб i j , на этапе 5 -'... ~

соотношение R = Uiai.
Хотя уже на этапе 1, т. е. на этапе обмера рентгенограммы,

равно как и на этапах 2 и 3, мы имеем дело с метрикой, описывае-
~

мой при помощи обратных векторов {bi}, а переход к метрике
~

объекта, т. е. к векторам {ai}' совершается лишь на четвертом

этапе, все же то, что рентгенограмма принадлежит к «обратному»

пространству, часто не осознается.

По в высшей степени компетентному утверждению Н. В. Бе

лова [6]« Многим, впервые вступающим в непривычный мир

понятий рентгеновского анализа, представления об обратной ре

шетке, об обратном пространстве кажутся чуть ли не полумисти

ческими. Полагаю, что сейчас значительная часть лиц, рас

шифровывающих сложнейшие структуры с числом параметров,

достигающим 200, ни разу и не вспоминает об обратной rpe
шетке. .»

Как видно, в этом случае упоминаемые Н. В. Беловым спе

циалисты уподобляются герою Мольера, который всю жизнь го:

ворил прозой, не подозревая об этом - ведь как только экспери

ментатор берет в руки рентгенограмму для ее обмера, он непо

средственно соприкасается с «обратным» пространством.

Нельзя ли перейти от дифракционной картины непосред

ственно к объекту, минуя процедуры 1-5? Такой способ указал

У. л. Брегг, рассматривавший«отражение» рентгеновских лучей

от соседних узловых плоскостей с индексами (hl~hз), находя

щимися на расстоянии d друг от друга (рис. 23).
Если предположить, что действует обычный закон отражения

от зеркальной плоскости, то максимумы интенсивности отражен

ных лучей будут наблюдаться в тех направлениях, для которых

разность хода АВ + ве равна целому числу длин волн ПА, где

n - целое число. Из рис. 23 сразу получаем, что

АВ + ве = 2d sin е = nл. (78)

Как видно, соотношение (78) непосредственно связывает гео

метрию дифракционной картины, описываемую множеством уг

лов {8}, с такой важной характеристикой объекта, как множество

межплоскостных расстояний {d}, причем «страшная» обратная

решетка в явном виде совсем не используется.

Значительную трудность при подробном рассмотрении соот

ношения (78) представляет доказательство того, что индексы диф

ракции {h~}, определяющие положение максимума на рентгено

грамме, каким-то образом связаны 'с индексами семейства «отра-
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жающих» плоскостей (h1h аhз) . у Л. Брегг тщательно проанали

зировал эту проблему и показал, что

{h2} = п {hi } ,

где {hi } - взаимно простые индексы плоскости;

n - целое число.

При попытке согласовать трактовку дифракции на кристалле

как «отражения» от плоскости С трактовкой, основанной на ис

пользовании Фурье-преобразования, мы сразу же обнаруживаем

противоречие. Действительно, взаимодействие плоской волны

с узловой плоскостью, если его описывать в терминах Фурье

преобразования, дает множество максимумов, расположенных

так, как это изображено на рис. 20. Присутствие второй плоскости,

находящейся на расстоянии d от первой (рис. 23), ничего не ме

няет в геометрии дифракционной картины.

Если же описывать это взаимодействие как отражение, то полу

чается один рефлекс, положение которого определяется соотно

шением (78) и законом отражения.

Противоречие легко разрешается, если учесть, что хотя вывод

соотношения (78) сделан при помощи всего двух соседних пло

скостей, на самом деле выражение (78) справедливо только для

трехмерного объекта, геометрия дифракционной картины которого

может быть описана тремя уравнениями Лауэ.

На это обстоятельство впервые обратил внимание ю. В. Вульф,

получивший выражение, аналогичное (78), из уравнений Лауэ,

записанных для объекта с ромбическим базисом. Связь между

уравнениями Лауэ (58) или (76а) и соотношением (78) легко уста

новить в общем случае, не ограничиваясь какой-либо определен

ной сингонией.

В п. 7 гл. 1 мы уже получили соотношение между текущим
~

дифракционным вектором h и единичными векторами падающей и
~ ~ ~

дифрагированной волны в форме h = t - fJ. Так как сейчас мы
~

рассматриваем только дельта-максимумы, то вектор h можно за-

менить на Н, координаты которого равны (h~, hg, hg), и получить
условие

~ ~ ~

н = t- tO, (79)
~

из которого видно (рис. 23), что модуль вектора Н равен

~

Iн 1= 2 sin8o• (79а)

В условии (79) свойства объекта в явном виде не фигурируют.

Для введения в условие (79) свойства объекта установим гомоморф

ное соответствие между множеством индексов дифракции {h~}

и координатами ковариантного вектора R, принадлежащего объ-
~

~

екту и равного R = hibi •
-+
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Учитывая свойства множества {h~} и множества взаимно про

стых целочисленных координат вектора R, легко установить, что
-+

существует отображение

{h1} --+ n {hi }; (80)

это значит, что вектор R должен быть ориентирован параллельно
-+-+

вектору Н, а модули этих векторов должны быть связаны соот-

ношением

-+
IHI=nIRI·

-+
(80а)

-+
Ориентируя вектор R параллельно Н в точке О (центр объекта),

-+
мы тем самым получаем возможность построить в точке О «отра-

жающую» плоскость, свойства которой определяются вектором R:
-+

эта плоскость перпендикулярна R и отстоит от ближайшей пло-
-+

скости этого же семейства на расстоянии d, причем

(81)

Таким образом, пользуясь отображением (80) и учитывая (80а)

и (81), получим из отношения (79а) условие дифракции Вульфа

Брегга (78)

nл = 2d вш 80.

При записи в такой форме d является межплоскостным рас

стоянием «хороших» узловых плоскостей, индексы которых свя

заны с d соотношением

1

а:' = (h ihjgljl)2 ,

а целочисленный множитель n равняется порядку «отражения».

Чаще используется запись уравнения Вульфа-Брегга в виде

л = 2d эш 80' (78а)

причем теперь величина d/n переобозначена как d Очевидно, в этом

случае

1

а:' = (h~h~gijl)2,

и не делается различия между индексами дифракции {h~} и ин
дексами системы плоскостей {hi } .

Таким образом, дифракционный максимум с координатами 642
будет в первом случае рассматриваться как результат «отраже-
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иия» во втором порядке (n = 2) от системы «хороших» плоскостей

(321); во втором случае мы получаем отражение в первом порядке

ОТ системы плоскостей (642); очевидно, в этом случае система пло

скостей будет не совсем «хорошей», так как узловые плоскости

будут перемежаться с плоскостями, на которых узлы отсутствуют.

Представление дифракции на трехмерном объекте как «отра

жения» от узловых плоскостей в ряде случаев оказывается очень

полезным, позволяя быстро устанавливать соответствие между

геометрией дифракционной картины и R-решеткой объекта, однако

всегда нужно помнить, что это представление является чисто

формальным, и в действительности никакого отражения не про

исходит.

Очень часто изложение того, что происходит при дифракции на

кристаллическом объекте, делается так.

Выводится соотношение Брегга (78а) , подробно обсуждается

то, что происходит при отражении падающей волны от двух со

седних плоскостей. Далее говорится, что направления дифраги

рованных пучков можно получить и при помощи обратной решетки.

Как ее построить? Отложим по перпендикуляру к каждой из отра

жающих плоскостей отрезок l/d. Концы этих отрезков образуют

обратную решетку. Если пересечь таким образом построенную
обратную решетку сферой Эвальда радиусом l/л, то для дифраги

рованных лучей получим те же направления, какие дает закон

Брегга, что и подтверждает правильность и правомерность ис

пользования обратной решетки совместно со сферой Эвальда для

описаниядифракции.

Иногда обратная решетка вводится иначе, непосредственно
~ ~

при помощи векторов {ai}, находящихся с векторами {ai} в соот-
~ ~

ношении {ai , aj} = б i i , но И в этом случае она трактуется как

чисто геометрический образ, позволяющий формально получить

те же результаты, что и с помощью закона Брегга (78а), который

якобы только и имеет прямой физический смысл в отличие от

абстрактного понятия обратной решетки, описывающей несуще

ствующее реально обратное пространство.

Как видно, при таком подходе действительное положение ве

щей поставлено с ног на голову. В действительности реально суще

ствующим является дифракционное пространство, сечение ко

торого сферой Эвальда легко наблюдать на дифракционном экране

(флюоресцирующий экран, фотографическая эмульсия, различ

ные счетчики и пр.). Обратная решетка описывает расположение

в пространстве дельта-образных дифракционных максимумов,

получаемых при рассеянии электромагнитной волны на неограни

ченном объекте с R-решеткоЙ. Метрику дифракционного про

странства удобно (но не обязательноl) описывать при помощи..
векторов сопряженного базиса {bl } , обладающих свойствами

обратности (676); реально существующее расположение макси-
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мумов (Н-решетка) не зависит от того, при помощи каких ба

зисных векторов мы будем его описывать.

Брегговское представление дифракции как «отражения» яв

ляется наглядным и простым, но не более чем модельным описа

нием действительного положения вещей, которое дает правиль

ный результат, но не соответствует тому, что происходит в дей

ствительности при дифракции волны на трехмерном объекте.

5. Влияние типа ячейки Браве, винтовых осей

и плоскостей скользящего отражения

на дифракционную картину

R-решетку объекта в ряде случаев целесообразно описывать

при помощи непримитивных (центрированных) ячеек Браве.

Как отразится использование непримитивных ячеек на диф

ракционной картине?

Так как Н-решетка однозначно определяется R-решеткой, то

ни число дифракционных максимумов, ни их расположение не

изменятся при замене Р-ячейки в объекте на центрированную

ячейку. Изменится только способ описания геометрии дифрак-
~

ционной картины, Т. е. векторы {bi } и индексы дифракции {h~}.

Рассмотрим, что получится при замене Р-ячейки с векто-
~ ~

рами {ai } на С-ячейку с векторами {ai} (рис. 24).
Как видно:

5,,6,'

~ ~ ~

а2 = а, + 2а2;

так что матрица а в соотношении

Рис. 24. Описание за- ~ ~

данного множества узлов ai = ai jaj (82)
{R} в терминах прими-
тнвной Р И центрирован- (1 О о),

ной С-ячейки

будет равна (Х = ~ ~ ~ .

в соответствии с этим мы будем при описании дифракционной

картины от объекта, R-решетка которого построена при помощи
~ ~ - ~

С-ячейки, применять векторы {b~}, равные b~ = а,цlЬ" Т. е.

~

ты 2 О Ь1
~ 1
Ь2 =2 о 1 О Ь2
~

Ьз О О 1 Ьз
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и индексы дифракции {h~'), равные h~' = cxijhj, т. е.

h~' О О h~

h~' 2 О h~ (83)

hO' О О 1 hO
з . з

Из соотношения (83) сразу получаем, что

h~' + h~' = 2 (h~ + h~). (83а)

Индексы {h~}, соответствующие описанию R-решетки объекта

в терминах Р-ячейки, являются любыми целыми числами, следо-
О' О'

вательно, два индекса h1 и h2 , В соответствии с условием (83а) ,
должны при использовании С-ячейки быть одинаковой четности.

Одно и то же множество максимумов, соответствующее объ

екту, будет проиндицировано в терминах Р-ячейки как 100, 010,
001, 110, 011, 111 и Т. д. (для простоты не учитываются знаки

{h~}), а в терминах С-ячейки - как 001, 110, 111, 200, 020, 201,
021 и т. д.

Как видно, при переходе от Р-множества индексов дифракции

к С-множеству исчезают (кпогасают») комбинации 100, 010, 101, 011
ит.д., но эти «погасания» являются следствием различных способов

описания одного и того же множества дифракционных максимумов.

Для того чтобы понять, что происходит при переходе от

Р-ячейки к F- и l-ячейкам, используем ромбоэдрические Р-ячейки

с углом между любыми двумя векторами в 600 и 1090 28'.
~

в первом случае ячейка с векторами {ai} оказывается куби-
~

ческой F-ячейкой, причем векторы {ai } ромбоэдрической Р-ячейки

оказываются направленными соответственно по диагоналям гра

ней F-ячейки [011), [101], [110), а во втором случае - кубиче-
~

ской [-ячейкой, в которой векторы {ai} ромбоэдрической Р-ячейки

направлены по [111), [111) и (111), т. е. по пространственным
диагоналям трех кубических ячеек, соседствующих с рассматри

ваемой кубической ячейкой.

Из рис. 25 видно, что для ромбоэдрической 60-град Р-ячейки

1
тсх=

~ ~ ~ ~

а! = - Ql + а2 + аз;
~ ~ ~ ~

а2 = al-a2 + аз;
~ ~ ~ ~

аз = al + й2 - аз,

так что матрица сх в соотношении (82) равна

т
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г

тhY'
~'

hg'

Легко видеть, что

и

h~' +~' = 2hg;

О' О' О (84)h2 +hз = 2h1; .

О' О' О
ы +h1 = 2h2 .

т. е. сумма любых двух индексов дифракции, соответствующих

описанию R-решетки при помощи кубической F-ячейки, должна

быть четным числом, что может быть только в том случае, если

все три индекса {h2'} будут одинаковой четности.

Аналогично, для ромбоэдрической Р-ячейки с углом 1090 28'
получим из рис. 26

a=(~ ~ ~),
1 1 О

что дает соотношение

О' О' О' ( О О О)h I + h2 -J- NЗ = 2 h l + h2 + hз • (84а)

В этом случае при индицировании R-решетки в терминах [-ячейки

«выживают» только те максимумы, для которых сумма всех трех

индексов четная.

Точно такой же вывод может быть сделан и для р- и [-ячеек,

присущих другим сингониям, так что закономерности (84) и (84а)

всегда справедливы.

Приведенное рассуждение оставляет открытым вопрос о том,
~

каковы векторы {bi}, описывающие Н-решетку в том случае, когда

R-решетка описывается при помощи кубических /- и F-ячеек.

002

001

101z z
а;

в----+--Q 1/
Cll------LJ

200

Рис. 25. Взаимоотношение ме

жду областью существования

решеточной функции в объекте

н в Фурье-пространстве. Область

существования в объекте опи

сывается при помощи F-ячейки

кубической сингонии;
~

{йЕ} - векторы ромбической

~'}Р-ячейки; {а l - векторы ку-
бической F-ячеАки
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рис. 26. Взаимоотношение между об

ласТЫО существования решеточной

функции в объекте и в Фурье-простран

стве. Область существования в объекте

описывается при помощи l-ячейки ку-

бической I синговив с векторами {~~};
{ b1} - базисные векторы lI-ячейки

ромбической сингонии в Фурье-про- .-!

странстве; {Ь;} - векторы l-ячейки в a'~__<J

Фурье-пространстве 100
/00

002

~

Для того чтобы отыскать векторы {Ь i }, необходимо сначала

построить элементарную ячейку в R-решетке для случая, когда

R-решетка описывается при помощи ромбоэдрической Р-ячейки,

или, иначе говоря, найти решеточную функцию в Фурье-простран-
~ ~

стве, пользуясь нештрихованными векторами {ai} и {bi }, а затем
~

перейти от векторов {bi }, описывающих Р-ячейку в Фурье-про-
~

странстве, к векторам {bi}, описывающим центрированную

ячейку.

Метрическая матрица g для ВО-град ячейки равна

(2 1

1),а2

2geo = 2 ~
1

а для ячейки с углом 1090 28'

3 Т Т

а2

1 3 Тg109 = -2-

Т Т 3

Метрическая матрица «'. описывающая Н-решетку, в первом

случае оказывается равной

3 1 Т
-1 а-2

т 3 Тg?o = -2-

Т т 3

а во втором

(2 1

l}-1 3-2 2g109 = та ~
1

Таким образом, ромбоэдрическая 50-град ячейка в R-решетке

переходит в 109-град ромбоэдрическую ячейку в Н-решетке,
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а 109-град ромбоэдрическая ячейка R-решетки переходит в БО-град

ромбоэдрическую ячейку в Н-решетке.

Переходя к описанию R- и Н-решеток в терминах кубической

сингонии, получим, что гранецентрированная R-ячейка превра

щается в объемноцентрированную Н-яче~у, а объемноцентриро

ванная R-ячейка - в гранецентрированную Н-ячейку.

Легко проверить, что в обоих случаях параметр Н-ячейки

оказывается в два раза больше, чем это было бы при переходе от

кубической Р-ячейки в R-решетке

к кубической Р-ячейке в Н-ре

шетке.

Такой же метод, использующий

инвариантность дифракционной

картины по отношению к замене

2,

Рис. 27 Описание заданного

множества узлов {R} при по
мощи ромбоэдрических век-

-+
торов {al} и гексагональных

векторов {; ; }

Рис. 28. Действие оператора-симметрии вида 21:
атом из положения 1 пере

ходит в положение 2, а за

тем в положение 11, экви-

валентное 1

базисных векторов, может быть применен при описании ромбо

эдрической Р-ячейки в гексагональных осях (рис. 27).
Как видно из рисунка;

-+ -+ -+ -+
аз = аl + а2 + аз.

Таким образом, матрица а в преобразовании (82) равна

т О

сх= О 1
1 1

hO' hoe hO· 3hOоткуда получается соотношение - 1 + 2 + 3 = 2.
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Так как h~ - любое целое число, то получается, что комбина-
О' О' О'

ция - h1 + h2 + hз , составленная из новых, «гексагональных»

индексов, должна быть кратна трем.

Аналогично рассматриваются и другие случаи, связанные

с переобозначением индексов дифракции, вызванным заменой ба

зисных осей. Легко видеть, что все, что было здесь разобрано,

может рассматриваться и с другой точки зрения. Так, например,

ситуация, возникающая с объемноцентрированной [-ячейкой, мо

жет трактоваться как введение нецелочисленной трансляции с век-

-+ (1 1 1)тором tR == 2' 2' Т в примитивную ячейку, так что вобоих

случаях форма и размеры ячеек остаются неизменными, но в од

ном случае ячейка примитивная, а в другомцентрированапо объ

ему. В первом случае мы получим множество индексов дифракции

{100, 110, 111,200,210, 211} и т. д., а во втором {110, 200, 211t
и т. д., причем максимумы с индексами 110, 200, 211 и т. Д. будут

в обоих случаях расположены в пространстве одинаково.

Ясно, что здесь имеет место 'действительное исчезновение (епо

гасание») части рефлексов, так как в первом и втором случаях

речь идет о различных R-решетках.

Похожая ситуация возникает при введении в структуру неце
лочисленной трансляции, кооперирующейся с операцией поворота

либо с операцией отражения в плоскости.

Рассмотрим, что происходит, если в структуре имеется винтовая

ось 21 (рис. 28), расположенная вдоль направления [001], так

"" """" "" ( 1)что В операторе 21 == (2/ tR ) вектор tR = О, О, Т .

Действие оператора 21 на атом 1, находящийся на расстоя-
~

нии г( от начала координат (точка О в объекте), приводит к по-
-+

явлению второго атома 2, находящегося на расстоянии г(2) =
-+ -+ ""== -г(1) + аз/2 . Повторное действие оператора 21 на второй атом

переводит его в идентичное положение l'
~

Рассмотрим дифракционный вектор Н, ориентированный па-
-+

раллельно аз. Так как обычно винтовые оси существуют в струк-
-+ -+

турах, у которых Ьз I! аз, то

~ o~

Н =hзЬз. (85)

~ ~

При работе с вектором Н типа (85) вектор г( 1) не вызывает

появления фазового множителя в рассеянной волне, так как

(
~

~ н

ер (г(1» = 2п Т,

5 Д. м. В1СИЛьев

) (~ )-+ о Ь ~

ГО) == 2пhз т, го> =-= о.
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Смещение атома 2 из начала координат приводит к изменению

фазы на

~ (н ~) (' о Ь -~ ;; ) оq:> (г(2») = 2л Т, ,(2) == 2л hз}...~, - ,(1) -+- -[- == лhз.

(85а)

Таким образом, при нечетных h~ волна, рассеянная атомом 2,
находится в противофазе с волной, рассеянной атомом 1, и во мно

жестве индексов дифракции, соответствующих рассматриваемой

структуре, сохранятся только те из индексов типа OOhg, у кото

рых h~ - четное.
~

Если рассматривать дифракционный вектор Н, направленный
"......

проиэвольно по отношению к оператору 21' то никаких законо-

мерных погасаний наблюдаться не будет.

Аналогично рассматривается влияние операции g, т. е. отра
жения в плоскости совместно с трансляцией на долю периода

идентичности.

Рассмотрим действие плоскости скользящего отражения (010)

со скольжением tR = (о.{.о). направленным вдоль ~2 (рис. 29).
~

Здесь также нужно выбрать вектор Н перпендикулярно век-
~

тору ,(1), определяющему положение атома 1 в объекте. Так как
~

векторы {bi } тоже будут относиться к ромбической сингонии, то

~ ( о О) O~ O~
Н = О, h2, hз = h2b 2 + hзЬз •

Вычисляя фазу для волны, рассеянной первым атомом, по

лучим

qJ (;(1» = 2п ( ! . ;(1)) = О,

а для второго атома

qJ (;(2» = 2п (! . ;(2») = 2n ( ! '
Таким образом, при наличии в структуре плоскости скользя

щего отражения рассмотренного типа нужно из всего множества

{ О О О}
индексов дифракции h1h2hз обращать внимание только на под-

множество вида {Oh~hg}. Если в этом подмножестве присутствуют

только комбинации с четным hg, то в структуре имеется плоскость
~

(100) со скольжением вдоль а2 на половину периода. Скольжение
~ t) ~ ~

вдоль аз дало бы четное hз , скольжение по диагонали а2 + аз
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r'fJ
"....

Рис. 30. Действие оператора 61. Мно·

жество атомов в положении 1. 2.3. 4. 5.
6, полученных из исходного атома, на-

ходящегося в положении 1

-,

г= _д
~-Рис. 29. Действие оператора g

дало бы рефлексы с четной суммой h~ + h~, а скольжение по
этой же диагонали на четверть периода дало бы комбинации

uhO+hO u
с суммои 2 3, кратнои четырем.

Так же просто могут быть получены закономерности и для дру

гих ориентировок плоскостей скользящего отражения и других

винтовых осей, если учесть, что во всех случаях необходимо рас

сматривать только дифракционный вектор, ориентированный так,

чтобы смещение исходного атома из начала координат в объекте

не вызывало изменения фазы 6,

в рассеянной волне. • "
Для анализа влияния та--

кого оператора, как 61' нужно
~

подсчитать амплитуду А (Н),

суммируя вклады от каждого

из шести атомов, получившнхся-
оператора 61 (рис. 30):

~ 6
А (Н) = ~ e-iФj,

j=l

где <Pj = 2п ( ~ , ;ш),

из начального под действием

(85б)

-+
а ,(п определяет положение каждого из шести атомов, получив--шихся под действием оператора 61-

Если ~честь, что фаза рассеянной волны определяется скаляр-
. ~ ~

ным произведением векторов Н и ,<n, то можно вообще обойтись
~

без вычислений типа (856), сразу отбрасывая во всех векторах ,<п
~

составляющие, перпендикулярные вектору Н.

Как видно, по отношению к дифракции, описываемой векто-
-+

ром (85), атомы 1-6 можно расположитьвдоль аз, так как смеще-
-+ -+

ние их перпендикулярно Н, или, что то же, перпендикулярно аз,

не влияет на фазу, а это значит, что «дифракционный» период
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(86)

идентичности вдоль (001) уменьшился в шесть -раз, и «примигив-
-+-

ной» по отношению к вектору Н ячейкой будет ячейка с

-+- ~

а: === аз/6.

Таким образом, описание дифракции в терминах Р-ячейки
-+-

с вектором af дает дифракционныйвектор с координатами OOhf,
где hf - любое целое число, так как элементарная ячейка при

митивная, а описание этого же максимума в терминах исходной
-+-

ячейки с вектором аз дает дифракционный B~KTOP с координа-

тами OOh~, где h~ = 6hf, так что третий индекс дифракции дол
жен быть кратен шести.

Аналогичный прием может быть применен и к анализу влия-

ния оператораg(рис. 29), а также всех операторов ~S.

6. Влияние расположения атомов в ячейке

на дифракционную картину

Структура формулы, описывающей интенсивность дифрагиро

ванной волны, такова, что влияние расположения атомов в эле-
-+-

ментарной ячейке сказывается лишь на одном множителе IF (Н) 12,
изменяющем только интенсивность дифракционного максимума,

но не влияющем на геометрию дифракционной картины.
-+-

В выражение для структурной амплитуды F (Н), равной

п

-+- ~ - i2n. (hOx(j)+hox{j)+hOx(j)
F (Н) === ~ fje 1 1 2 2 З З ,

1=1

входит атомная рассеивающая способность /(атомная амплитуда),

равная

(86а)

-+- -+-
где Р j (г) - электронная плотность, создаваемая в точке r

j-ТbIМ атомом, равная квадрату модуля функции Шре-
-+-

дингера 1", (г) 12.
Для атома с одним электроном основное состояние описывается

сферически симметричной орбиталью 1s, так что при вычислениях
-+- -+-

можно положить р (г) = р (г), где обозначено Ir I = г.
~

Введя сферические координаты (г, 'Ф, «р), где ф - угол между r
-+- -+-

и осью ез, а q> - азимутальный угол, отсчитываемый от оси е1 ,

запишем элемент объема в виде

dV = ,2 sin Ф dr d'Ф dq>,
68



6

12

18

о o,~ 1.2 2,0
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Рис. 31. Атомная ам

плитуда для иона К+.

В нижней части гра

фика приведены вкла

ДЫ в амплитуду, созда

ваемые различными

орбиталями иона К+

(866)

(86в)

00

J ~ sin srf = 4пг
2р

(г) -- dr,sr
о

~ ~

(h, г) = hr cos '1',
~

где Ih I = h.
В итоге получим из соотношения (86а)

~,.

где 2п I~ I = s.

после чего выражение (86а) примет вид

00 n 2п ( ~ )

f = SSSр (г) е-i2n +. -: г2 ып Ф dr dф dfjJ.
о о о

Так как интегрирование по 'Ф и q> охватывает телесный угол 4л, то
~ ~

вектор h можно ориентировать относительно r любым способом;
~ ~

удобно направить h по ез , так что ,

Для атомов с порядковым номером z > 1
в первом приближении ~пренебрегают угловой

~

частью волновой функции 'ф (г) и учитывают

только радиальное распределение электронной

плотности в соответствующей орбитали.

В этом случае формула (86б) может быть

применена для расчета рассеяния на каждой из

орбиталей атома, а суммарная амплитуда коге

рентного рассеяния будет определяться как

z
f (h, л) = ~ fj (h, л).

j=l

На рис. 31 приведены вычисленные по формуле (86б) эначе-

f ( 2 sin е ) ...... u
НИЯ.j л И суммарная атомная амплитуда, наиденная

-»

по формуле (86в). Параметр 2 S~n 6 ~. Как ВИДНО, при

Ih~ I = о f ( 2 S'1
in е ) = Z, что~ непосредственно следует из соот-

ношения (86а), так как

00

ГЗ) рЙdV = Z.

~

При росте ~ атомная амплитуда быстро уменьшается, что
приводит к падению интенсивности дифракционных максимумов,

удаленных от центра Фурье-образа.
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После того как мы выяснили смысл множителя ' ! в фор

муле (86), можно перейти к непосредственному рассмотрению
~

структурной амплитуды F (fJ).
Прежде всего, легко выделить в соотношении (86) часть, за

висящую только от типа ячейки Браве, принятого при описании

рассматриваемой структуры.

Обозначив через {x~ol)} координаты [-ного атома, принадлежа

щего к нулевому узлу ячейки, и через {x~Bk)} - координаты k-тОГО
узла в ячейке Браве, мы сможем найти координаты любого атома

в ячейке как

Подставляя соотношение (87) в (86), получим

ПО

~ -i2n (hOx(l) + hOx(l) + hOx(l»
Х ~ fle 1 1 2 2 3 3 ,

1=1

где nВ - число узлов в ячейке Браве;

по - число атомов, принадлежащих одному узлу.

Соотношение (88) может быть переписано в виде

~ ~ ~

F (Н) = рв (Н) PJ (Н),

(87.)

(88)

(88а)

-+
где р(в) (Н) - «решеточная» часть амплитуды;

-+
ро (Н) - амплитуда рассеяния, обусловленная атомами,

принадлежащими нулевому узлу.
~

Используя только рв (Н), мы снова можем получить правила

«погасаний» для центрированных ячеек Браве. Так, например,

для I-ячейки с координатами узлов

IXBk I = (000, -} -} ~.)

получим из соотношения (88) известный результат

~ { 2 при hY + h~ +hg- четное
РВ(Н) = 1+е-iл(hf+hg+hg) = о hO+ho+ho» 1 2 3- нечетное.

Так же легко может быть исследовано влияние преобразова

ний симметрии, связанных с нулевым узлом элементарнойячейки.
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Прежде всего рассмотрим влияние преобразований симметрии

точечной группы, сводящихея к простым поворотам под действием

оператора ~ и к преобразованию инверсии (центру инверсии) Т.
Как было установлено ранее, в п. 4, поворот объекта на неко

торый угол вызывает поворот Фурье-образа на тот же угол,,, так

что если объект инвариантен по отношению к преобразованию п, то

и Фурье-образ будет инвариантен по отношению к этому преобра

зованию.

Если в объекте действует, например, ось симметрии 4, направ
ленная вдоль [001], то структурные амплитуды и интенсивности

hOhohO h-ohoho h-оh"fOh-О
максимумов с индексами дифракции 1 2 3, 2 1 З, 1 2 3,

h~hShg будут одинаковыми, так как в дифракционном простран-
- -+

стве ось 4 ориентирована перпендикулярно плоскости Ь 2 , Ьз и

преобразование индексов дифракции, соответствующее максиму

мам с одинаковой интенсивностью, будет иметь вид

О'h1

О'h2

О'
hз

о 1 о ('h~')
100 h~.
О О 1 Ilз, I

Отсутствие в структуре преобразования 4 не изменит распо-
hOhohO hfOhoho rt-Oho o-ohoложения максимумов с индексами 1 2 3, 2 1 3, lh2 З, h2h1 3

по сравнению с предыдущим вариантом, но их интенсивности те

перь будут отличаться друг от друга.

""
Некоторые неприятности возникают при действии операции Т.-

При наличии в структуре операции Т максимумы с индексами
о о О -0-0-0

h1h2hз и h1h2hз будут иметь одинаковую интенсивность, т. е.

~ ~

IF lH 12 = IF( - Н) 12

- ~
из-за того, что преобразование 1, переводящее вектор Н в век-

~ .
тор - Е/, является преобразованием симметрии как для объекта,

так и для Фурье-образа.
~ ~

При вычислении величин IF (Н) 12 И rF (-Н) 12 для объекта,

"
не содержащего операции Г, получим

~ ~ ~

IF (Н) 12 = F (Н) F* (Н) ==

(89)
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и
-+ -+ -+

IР ( - Н) 12 = Р( - Н) Р* ( - Н) =

n n

~ -i2n: (_ Й . -;(j) ~ i2n (_ Й • -;<k»
= ~ fje л ~ fke л (89а)

/=1 k=1

Сравнивая соотношение-(89) с (89а) , можно видеть, что опять

-
хотя в объекте оператор Т отсутствует.

Таким образом, на множестве интенсивностей (но не ампли--
туд!) всегда действует оператор Т независимо от того, имеется
он в объекте или нет.

Эта особенность процесса дифракции, установленная Фриде

лем, приводит к тому, что вместо 32-точечных групп симметрии,

описывающих симметрию объекта, при помощи дифракционной

картины можно идентифицировать только те 11 групп из 32, ко--
торые имеют в числе генераторов операцию1 Т, 2/т, ттт, 4/т,

4/ттт, 3, 3т, б/т, б/ттт, т3, т3т.
Эти группы обычно называются лауэвскими.

-+
Перенос начала координат в объекте на величину ,0 приводит

к появлению у структурной амплитуды множителя

-+
н -+0

- i2n (- г)
е А ,

-+ -+
исчезаюшего при вычислении F (Н) р* (Н).

Рассмотрим, наконец, что получится, если в объекте действуют- -
операции симметрии ns или g.

При наличии в структуре винтовой оси 21' находящейся на
-+ -+

расстоянии ,0 от начала координат и параллельной аз, надо, как
-+

и ранее, в п. 5, рассматривать дифракционный вектор Н =
= (о, о, h~). -

Преобразование координат, совершаемое операцией п, над
-+

вектором, = (х 1 , Х 2 , Хз), запишется в виде

~ --+ ~ -+ :~\),r =n (,_гО) + ,0+

- s 1
где для операции 21 n = т· _
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(90)

При работе на векторе Н = (о, о, h~) каждая пара точек, свя--
эанная преобразованием 21' даст два слагаемых в выражении (86):

• О - i2nhg (хз + .2.) . О ( • О)f je- t2пhзхз + fje 2 == fje- t2пhзхз 1 + е-,пhз •

Выражение (90) обращается в нуль при нечетном h~, что совпа
дает с ранее полученным результатом (85а).

....... .......

Аналогично могут быть рассмотрены все операции вида п, и g.
Обозначая CPj == 2л (h~x1j) + h~x~j) + h~x1j»), можно переписать

формулу (86) в виде

F (Н) == ~ fj COS CPj + i ~ fj sincpj (91)
j j

.......

При наличии в структуре операции 1, расположенной в нуле
вом узле в ячейке с патомами, n/2 атомов будут иметь коорди-

~ ~

наты ,<n и n/2 атомов - координаты - ,<n, поэтому соотноше-

ние (91) может быть записано в этом случае как

~ n/2

F (Н) =-= 2 ~ fj COS ср j'
j=I

так как сумма синусных членов ~ fj sin q>j == о.
j

Выражение (86) для структурной амплитуды может быть за-

писано в виде

~ ~ ~ ~

F (Н) == IF (Н Iе-iф == А + iB == IF (Н) ICOSф + i IF (Н) I зш Ф,

~ fj cos fPj

причем COSФ == j ~
IF (Н) I

~ fj sin fPj

вш Ф == Л:---
~

IF (Н) I

Как видно, для ценгросимметричного кристалла фаза Ф может
~

принимать только два значения: О либо л, а амплитуда F (Н) -
~ ~ ~ ~

только значения F (Н) = IF (Н) I либо F (Н) = -1 F (Н) 1..

При использовании формулы (86) для конкретного кристалла

общее выражение может быть модифицировано с учетом простран

ственной группы, описывающей симметрию этого кристалла.

Рассмотрим пространственную группу для двумерного про-

Странства Ртт2 С генераторами {Р, m<х), 2}. Эта группа состоит

из четырех элементов {Е, т<х), 2, 2т<х)}, размещенных в прими
ТИВной элементарной ячейке.
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Элементы группы Ртт2 изоморфно отображаются на множе

ство точек с координатами {х1х2 ; х;х 2 ; Х1Х2 ; Х1Х2 } так, что если
в ячейке появится атом в положении хlХ 2' то одновременнодолжны

быть атомы в остальных трех положениях.

Структурная амплитуда в этом случае будет равна

F (Н) == f [е- i2л (h~Xl + h~X2) + e-i2Л (h~Xl - hgX2) +
+ е- i2л (- hЧХl-h~Х2) + е- i2n (- h~Xl+hgх:.д] ==

== 2{ [cos2л (hix1 .+ J4x2) + COS 2л (h~Xl - hgx2) ] ==

== 41 cos 2л}t~Хl cos2лh~Х2. (92)

Обычно выражения типа (92) приводятся в справочниках для

всех пространственных групп.

7. Способы анализа

распределения интенсивности

в брегговских дифракционных максимумах

Соотношение (75) показывает, что дифракционная картина

объекта с R-решеткой представляет собой множество максимумов,

каждый из которых может быть описан интерференционной функ

цией

~

Вектор h, определяющий положение дифракционного максимума,
~ ~

может быть записан в виде h = hib i, где координаты {hi } равны

h i = М + Ah i И I ~~i I « 1, так что отличная от нуля интенсив
hi

ность наблюдается вблизи узлов Н-решетки с координатами {h~}.

Такие максимумы обычно называются брегговскими.

При анализе брегговских максимумов удобно применять ром-
~ ~

бические базисные векторы {гbi } , ориентируя rЬз вдоль рассма-
~

триваемого дифракционного вектора h (рис. 32) и полагая длину
~ ~ ~

вектора ГЬз равной 1ГЬз l = IH(l) 1, Т. е. расстоянию от начала
~ ~

координат до первого узла на векторе h. Теперь узлы h вектора,

в обычном базисе имеющие координаты 000, h~h~h~, 2h~2h~2hg
и т. д., будут индицироваться соответственно как 000, 001, 002
и Т. д.
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-+
Очень важно уяснить, что выбор ромбического базиса {rbi }

~

при переходе от одного h-вектора к другому делается каждый раз

заново. -+

Таким образом, в варьируемом базисе { rbi } узлы 111, 321,
132, 320 и т. д. будут обозначаться одинаково, как 001, а узлы

[111]

t

264 и 640, как 002 и т. д., независимо от того,

относится рассматриваемый кристалл.
~

Iгьз / определяется как

1
-+ ( о о 1)-Iъ, I = л hilijgij 2,

Рис. 32. Соотношение между обычными и

ромбическими базисами:
~

а - епривяэквэ ромбического базиса {г Ь 1 }
-+

к дифракционному вектору h в общем слу-

чае; 6 - в «кубическом» базисе узлы по

направлению Lll1] имеют координаты 000,

111, 222 и Т. д.; dfll - расстояние между
соседними узловыми плоскостями в Фурье

пространстве; в - в ромбическом базисе

те же узлы имеют координаты 000, 001.

002 и т. д.; г - в объекте вектор {г~}
равен расстоянию между соседними уало- Ь,

выми плоскостями dfll и не является век
тором решетки; д - вектором решетки яв-

ляется вектор ,Root. равный вектору Rlll'
записанному в обычном «кубическом» ба-

зисе

а

002

n----",--.-..o 001

r----, r----. rrз

r-
Н111Ноо,

ri!S

о г iJ О

к какой сингонии

(93)
~

где {h~} - координаты первого узла на h-векторе, т. е. взаимно

простые числа;

{gljl} и {h~} найдены в базисе (b i } , сопряженном обычному кри-
-+

сталлографическому базису объекта. {ai } .

Если кристалл относится к кубической сингонии, то

IГЬзl = ЛVh~2+}g2+hg2 .
[е ]

-+
Очевидно, в объекте базису {rbi } будут соответствовать век-

-+
торы {~ai}, также образующие ромбический базис, причем ориен-

-+
тировка векторов {rai } определяется очень просто - как

-+ -+
I'ai I/ r bi ,
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а длины этих векторов - как

~ л

I'ail=-~-·
l' bi I

(93а)

Учитывая изоморфизм {h~} ~ {hi } ,

где {h~} - взаимно простые индексы дифракции;

{hi l - индексы узловой плоскости,
~ л

мы легко устанавливаем, что I'Ьз I = (['

где d - межплоскостное расстояние для системы плоскостей

с индексами {hi } , равными координатам первого узла на диф-
~

ракционном векторе h.
Из формулы (93а) сразу получается, что

~

Таким образом, вектор 'аз в объекте оказывается ориентиро-

ванным перпендикулярно системе плоскостей с индексами, рав-
~

ными индексам первого узла на h-векторе, а длина этого вектора

равна межплоскостному расстоянию для этой системы плоскостей.
~ ~

Направления векторов ' Ь1 и ' Ь2 выбираются в зависимости

от того, в каких сечениях мы собираемся анализировать дифрак

ционное пространство. Если эти направления выбраны, то длины
~ ~ ~ ~

'Ь1 1 , I 'Ь2 / и соответственно / 'а1 1 и I 'а2 1 определяются так же,
~ ~

как для векторов 'Ьз и 'аз.

Изложенная процедура годится для кристаллов любой синго

нии. При работе со специально выбираемыми ромбическими ба-
~ ~ ~

зисами {'ai } и {'b i } важно учитывать, что векторы {~ai}, как
~

правило, не являются векторами решетки, а векторы {'b i } всегда

будут векторами Н-решетки.

Для того чтобы понять, в чем здесь дело, рассмотрим дифрак

цию на структуре, описываемой Р-ячейкой кубической сингонии.

Пусть мы хотим рассмотреть множество дифракционных макси

мумов, расположенных по направлению ["111] в Фурье-простран

стве (рис. 32). В этом случае по формуле (93)

I'Ьз l = Л~3,

где а - параметр Р-ячейки в объекте.

В объекте

I
~ I л аVз а

'аз = I'ь;, I = -3- = dll 1•
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Рис. 33. К методам сканирования IfJ-обла-
сти счетчиком:

рр' - след плоскости, касательной к сфере

Эвальда в точке М; t (Ае) - вектор дифра
гнрованной волны, отвечающий наиболь

шей интенсивности в максимуме; Щ - щель

счетчика, имеющая размеры С! Х С2 И от

стоящая от объекта на расстоянии R. Длин
ная сторона щели Сl перпендикулярна пло-

скости рисунка и параллельна вектору 'Ь.

(93б)

Как видно из рис. 32, трансляционная периодичность по на-
-+

правлению [111] в кристалле описывается вектором R 111, равным

Iд111 1 = аVЗ,
так что узлы R-решетки по направлению [111) в кристалле рас-

-+
полагаются на расстояниях, втри раза больших длины вектора I газl.

Таким образом, трансля-

ционная периодичность Фурье

пространства отображается на

множество узловых плоскостей

в объекте. В полном соответ- ~~

ствии со свойством симмет

рии (21) трансляционная пе

риодичность в пространстве

объекта, т. е. период идентич-
-+

ности Jfl1 == IR1 1 1 1, отобра-
жается на узловые плоскости

в Фурье-пространстве, след ко

торых указан на рис. 32 и

расстояние между которыми

равно dfll' так что одновре

менно имеютместо соотношения

/bda = Л }
/ad b = л '

-+ -+
где [Ь = I ГЬз I и [а = IR 1.

Рассмотренные здесь соот

ношения показывают, что

простое отобр-ажение узловой

прямой объекта на узловую

прямую Фурье-пространства

с плоскостями, проходящими

только через узлы Фурье-про

странства, как это изображено

на рис. 11, будет иметь место

только в случае одномерного

объекта.

Для трехмерного кристалла подобное отображение будет

иметь место только для направлений типа (100) в том случае,

если для описания R-решетки применяется Р-ячейка, образован

ная тремя наименьшими векторами.

Рассмотрим, каким образом можно получить информацию

о распределении интенсивности в брегговском максимуме.

На рис. 33 дифракционный вектор ориентирован так, что удов-
~ ~ ~

летворяется условие дифракции t - tO = h, Т. е. область суще-
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I IKO
Рис. 35. Пересечение области !:е
сферой Эвальда (дуга ЭЭ).

в увеличенном масштабе пока

эано пересечение частью окруж

ности 'Эвальда ЭЭ области су

ществования функции интенсив-

ности :Е. ПРИ зачиси интенснв-
~

ности В терминах переменной l1h
координаты h 1 , h 2 и l1hз отсчи

тываются от точки М

о

Рис. 34. Методика 8-28-скани
рования.

При 8-28-сканировании счет
чик следит за лучом ом'

р

~

ствования Р-функции 1 (h) пересекается сферой Эвальда, причем

на рисунке изображен момент, когда на сферу Эвальда выведен

узел 002 (как видно, работа проводится в ромбическом базисе).
~

Возможны три различных способа исследования функции 1 (h).
Способ первый - 28 сканирование. Объект неподвижен и,

~

следовательно, неподвижен h-вектор. Счетчик с узкой щелью Щ

вращается с угловойскоростью 200, сканируя угол L\28 (рис. 34).

,J1h~
8

/1 ~ 2
N

Если абсолютная высота щели Щ равна С!, то угловая высота щели

2х! равна 2х! = c!/R, где R = ОМ' - расстояние от образца до

счетчика.

При 28 сканировании узкой щелью (ширина щели 2Х2 =- c2/R
мала) регистрируется распределение интенсивности вдоль дуги Ь'а'

с учетом интегрирования в счетчи~.е по высоте щели (рис. 35):

Х!

/(~2e) Ib'Q' = /э IF (Й) 12 f 02(/ll' h2.~hз) Ib'Q' dXl.
-Хl

~

причем dXl = I ГЬ 1 1 dh1 •

Если дуга Ь'а' проходит через узел с координатами OOhg,
как это изображено на рис. 35, то МЬ' == ~28 и

~

Iъ, Iьь; == 828 cos80
-+

-1 ГЬ2 1 h2 = ~2e зш 80.

При регистрации дифракционного максимума на неподвижную

пленку на ней отобразится распределение интенсивности в сече-
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(94)

нии области Р плоскостью, касательной к сфере Эвальда в точке М,

причем 828 = f (h 2, 8hз) ·
Второй способ 8+28-сканирование. Счетчик вращается с утло

пой скоростью 200, кристалл синхронно со счетчиком вращается

с угловой скоростью <О. Если перед счетчиком стоит узкая щель

с размерами С 1 Х С 2 , то В тот момент, когда область ~ коснется

сферы Эвальда в точке А', счетчик будет ориентирован на век-
~

тор ,(А); при соприкосновении Р со сферой Эвальда в точке В'
~

счетчик будет ориентирован на вектор '(В)

В итоге будет зарегистрировано распределение интенсивности
-.

вдоль h-вектора на отрезке АВ, причем за счет конечного размера

щелей произойдет интегрирование в области с размерами 2Хl Х

Х 2Х2 sin 80 (рис. 34), а переход от угловых размеров этой об

ласти к абсолютным может быть проделан при помощи соотно

шений

ОМХ1 == h~ Irb11;
---- clr~ I '
ОМХ2 ып 80 == 112 Ь2 1 == ОМ · Х2'

где ОМ = 1.
Таким образом, получим распределение интенсивности

Х. Х2

Z(~2e) = zэ IF (Н) 12 J Jа2 (h1• h2• ~hз) dXldX2 =

--УI -x~

h~ h~

= Zэ IF (Н) 12 irb1 I!rb2 1 J Jа2 (h1• ~. ~hз) dh1 d~.
-h~ -h~

в том случае, когда высота щели 2Хl такова, что 2Хl »Lf, где

Lf - размер еР-области в направлении первой оси, пределы инте

грирования можно расширить на интервал (-00, 00) и получить

Sh~ sin2_~2h2 d~
(nh

2
) 2 •

-h~

(94а)

В рассматриваемом случае угол 828 зависит только от пере

менной ~i'1з:

-.
~28=AL~h

cos 60 3·

Третий способ - ер-сканирование, называемое также (О-ска

нированием, при котором счетчик неподвижен, а кристалл
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вращается с угловой скоростью (о, сканируя угол L\<p. Счетчик
4>

может быть предварительно ориентирован на любой из векторов t,
.~ -+

лежащих в промежутке (t(A), t(B»). Если ориентировать счетчик
4>

на вектор t(M), то при вращении кристалла и соответствующем

вращении Фурье-образа будет регистрироваться распределение

интенсивности 1 (L\<p) вдоль дуги cd (рис. 35), причем снова будет

происходить интегрирование щелью счетчика по площади разме

ром 2Хl .2Х2 cos 80' (рис. 34)
-+

причем l·Xl = hiI гЬ 1 1 и

с Ir-+ I '1· Х2 COS80 = ~hз Ьз = 1· Х2,

так что

/ (f1cp) = / в IF (Н) 12 J' j2 02(h1• /t-z.. f1hз) dXld"6 =
-ХI -Х2

hi Ah;

-----.</э IF (Н) 12 ;'Ь1 1 1 'Ьз I J J 02(h1• h2f1hз) dh1 d ьь;
-h~ -Ah;

(94б)

Связь между d<p и координатой h2 легко устанавливается из

рис. 33:
~ 4> -+

~<p = h2 1 7Ь2 1 = h2 1 ГЬ2 1 • (94в)
1н, 2 sin 80

При очень высокой и широкой щели, когда 2Хl » Lf и 2Х2 cos 80»
»Lg, получим

-+ -+ -+

1 (~ ) - Iэ 1F (Н) 12/ 7Ь1 11 7Ьз 1 N rv sin 21tN2h2 (94г)
<р - cos80 1 & 3 (1th2)2 •

Практически при проведении эксперимента зависимости

1 (d28) и 1 (d<p) можно строить либо по точкам, отсчитывая углы

по шкалам дифрактометра, либо при непрерывном вращении счет

чика с угловой скоростью 20> И образца со скоростью (о (при

8+28-сканировании) или только образца со скоростью о> (при

<р-сканировании) .
В последнем случае аппаратура регистрирует зависимость ин

тенсивности от времени 1 (Q.
Если приемная щель счетчика Щ настолько велика, что при

любом положении кристалла дифрагированный пучок полностью

улавливается счетчиком, то при сканировании угла d<p будет

измерена полная мощность

/ = J/(f1cp) d f1cp,
Ач>

т. е. интегральная интенсивность (рис. 36).
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Если запись ведется при непрерывном вращении кристалла со

скоростью 00, то регистрируется величина

Е = J1 (t) dt = J1 ( ~ ) d ( ~Ip ) •

и в этом случае для получения интегральной интенсивности надо

учитывать зависимость масштаба по оси абсцисс от 00, т. е. поло

жить 1 = «Е,

Остановимся еще на очень важном случае, когда в освещенном

объеме кристалла имеется некоторое множество областей малого

А

Рис. 36. Одна из ВОЗМОЖНЫХ схем изме-

рения интегральной интенсивности:

Кр - кристалл; IЦ - приемная щель не

подвижного счетчика, ориентированного

на угол 280; К - коллиматор, ограничи

вающий расходимость первнчного пучка;

А - анод рентгеновской трубки

РЛ

о

Рис. 37 Разориентировка Фурье-образов,

при которой множество областей {.2'}
-+

образует трубку длиной 'Н' 2~p

размера с различной ориентировкой. Такая ситуация может воз

никнуть в кристалле с дислокационной структурой, когда дисло

кационные скопления образуют границы между блоками (доме

нами), либо в поликристаллическом (порошковом) образце, обра

зованном различно ориентированными кристалликами малого

размера.

Очевидно, каждому домену будет соответствовать свой Фурье

образ и всему объекту - множество Фурье-образов, каждый из

которых ориентирован так же, как соответствующий прообраз.

Если на множестве прообразов задана функция распределения

по разориентировкам <р (~p), то эта же функция будет действовать

и на множестве Фурье-образов, производя множество функций
-+

{а2 (~h)l, области существования которых {Р} образуют мно-
-+

жество, изображаемое трубкой, длина которой равна Iн 12 ~p

(рис. 37), причем принято, что разориентировка имеет место только
-+ -+

в плоскости, образованной векторами ГЬ 2 , гь з (рис. 37), так что

связь между разориентировкой ~p и координатой h 2 задается соот

ношением (94'), в котором надо положить ~<p = ~p, и поэтому

вместо функции «J' (~p) можно рассматривать функцию q> (h 2) .
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Пусть q> (h 2) имеет вид колоколообразной функции (рис. 38)
и пусть распределен-ие интенсивности для одного из Фурье-образов

~

/ (Llh) также представляется колоколообразной функцией / (h2) .

В этом случае легко получить распределение интенсивности / ~ (h 2)

рассматриваемого множества Фурье-образов (рис. 38).
Очевидно, действие функции <р (Т), имеющей смысл плотности

вероятности, на функцию / (h 2) сводится К переносу этой функ

ции в точку т, так что вме

сто / (h 2) надо писать / (h 2 - Т),

И К умножению этой функции

на величину «р (Т) dT, т. е. на

вероятность, соответствующую

интервалу dT в точке 't (см.

рис. 38).
В итоге вклад d/1:, (h 2 ) в сум

Рис. 38. Образование наблюдаемого ди- марную зависимость / в (h 2) будет
фракционного профиля в результате равен
свертки индивидуального профил я од-

ной нз областей и функции распредо- d/ ~ (h
2

) = / (h
2

_ Т) (n (Т) d't,
ления по разориентнровкам ~ т

а искомая зависимость /~ (h 2 ) запишется как

00

11: (~) = J1(~- '1:) fJ! ('1:) d'l: = 1 (~) Ef) ер (h2) . (95)

Таким образом, если в объекте действует функция распреде

ления по разориентировкам, то при ф-сканировании наблюдае

мый дифракционный профиль будет свергкой этой функции рас

пределения и индивидуального профиля, соответствующего одной

из рассматриваемых областей.

Само собой разумеется, что действие функций распределения

ер (h 1) И «р (~hз) также будет описываться соотношениями типа (95).

8. Интегральная отражательная

способность кристалла

При анализе дифракционной картины мы пользуемся либо

дифрактометром со счетчиком, либо рентгеновской камерой с плен

кой. В том и другом случае полезный сигнал, содержащий инфор

мацию о дифракционном максимуме, искажается из-за влияния

измерительной системы, регистрирующей интенсивность дифра

гированных пучков.

Если обозначить регистрируемое системой распределение ин-
~

тенсивности через [h (Llh), инструментальную функцию через
~

[' (Llh) и истинное распределение интенсивности в максимуме
~

(полезный сигнал) через [, (J1h), то

~ ~ ~

[h (~h) = [! (~h)Ef) [' (L\h). (96)
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получим из соотношения (96)

[ == [ор·

Используя свойство свертки (11) и обозначая мощность дифра

гированного пучка, измеренную системой (интегральную интен

сивность), через Г, мощность первичного пучка, измеренную си

стемой в отсутствие дифракции на образце, через [о, мощность

полезного сигнала через р:

(3)

J f ~
Р == [(~h) dVb , (97) dV,

~ ~::;:;tII!I~~:П-

Наиболее простой и точный

способ отыскания интеграль

ной отра1Кательной способно

сти р связан с применением

q>-сканирования.

Если взять неподвижный Рис. 39. Соотношение между телесным уг
счетчик, ориентированный на лом d ~O н объемом dVb при ф-СК8НИрОВ8-

~ нии угла d ~cp

вектор tM , т. е. на угол 280
(рис. 33), и расположить перед ним прямоугольную щель та

ких размеров, чтобы при любом пересечении области суще-
~

ствования функции 02 (ilh) (в дальнейшем для краткости назы-

ваемой ~-оБJТастью) со сферой Эвальда все дифрагированные

лучи попадали в счетчик, то интегрированиепо плоскости, каса

тельной к сфере Эвальда в точке М, будет происходить в самом

счетчике, и для получения всей энергии, отвечающейдифракцион

ному максимуму, необходимо при помощи ф-сканирования «про

гнать» всю .2'-область через поверхность сферы Эвальда (рис. 33
и 39).

При отыскании р из соотношения (97) необходимо иметь в виду,

что интенсивность в точке с координатами {hi }

~ (е2 ) 2 ~ -;)-1 (~h) == тс2 I F (Н) 12о (ilh) Р

записана для единицы телесного угла, под которым видно сечение

.Р-области из центра сферы Эвальда.

В телесном угле d ilQ (рис. 39) рассеивается интенсивность
~

1 (~h) d ~Q, а при повороте кристалла на угол d Aq> выделяется

мощность

~

dP = 1(~h) d ~Q d ~rp.

Так как объем [е-области, заметаемый сферой Эвальда при

повороте кристалла на угол d ilq>, равен (рис. 39)
~

dVb == dScos 80 Iн Id ~rp,
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(97а)

где dS = 12d L\~~, то интегральная интенсивность, приходящаяся

на единицу объема еР-области, равна

-+

~ = ~ (~h) = [' (~h).
dVb 51П 280

В итоге из формулы (97) получим, что

_ (53) 1 (ilh) ,Г -+ l' r -+ 11 г-+ I
Р - sin 280 Ь 1 Ь 2 Ьз dh1 dh2 dhз .

~

Так как 2-область локализована вблизи узла Н-решетки, пределы

интегрирования можно взять для всех {hi } от -00 до 00.

Вводя число ячеек в кристалле rN: rN = гN lГN 2ГN з и число

ячеек в единице объема кристалла: гп = r v;l = rN /d V и принимая
-+ -+ -+

во внимание соотношение rVb = IГЬ 1 11 ГЬ 2 11 ГЬзl = 'А,3гn , полу-

чим из соотношения (97а) , что

р = ( ~:2 у IF (Н) 12 л3
' n2PL L\V, (976)

где L = (вш 280)-1.
Легко видеть, что этот же результат для Р может быть получен

с использованием соотношения

1 J1 (ilq» d ilq>
р=-= -

10 10
где 1 (d<p) - в условиях работы с широкой щелью выражается

формулой (94б) , а dq> записано в форме (94а).

Отнеся р к объему кристалла d V, создающему дифракционную

картину, получим удельную отражательную способность (удель

ную мощность) Q, равную

Q=(':;2УIF(Н)j2 Л3 Гn2рL. (98)

Для получения интегральной интенсивности мы проводили

интегрирование по всей области существования функции интен

сивности 2, и поэтому конечный результат не должен зависеть от
-+

выбора базисных осей {rb i } . На первый взгляд, этому заключению

противоречит то, что в выражении (98) фигурирует множитель
-+

"п2, явно зависящий от способа выбора базисных осей {гЬ i }.

в действительности инвариантной по отношению к выбору
-+

базисных осей является величина IF (Н) 12 гn 2 , так что на самом

деле величина р, равно как и Q, не зависит от способа выбора

элементарной ячейки.

При расчете интегральной интенсивности мы применили ром

бический базис лишь затем, чтобы максимально упростить связь
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между углами ~Q, ~2e, ~fP и координатами дифракционного про

странства {hi } . Обычно в формулах (97б) и (98) объем Va, число

элементарных ячеек в единице объема n, равно как и величина
-+IF (Н) 12, вычисляются В терминах обычной ячейки Браве.

Приведенный расчет выполнен в предположении плоской па

дающей на объект волны, т. е. параллельного пучка первичных

рентгеновских лучей с интенсивностью 1О,

Такое предположение является нереализуемой на практике

идеализацией, и в действительности всегда имеется либо расходя

щийся, либо сходящийся пучок первичных рентгеновских лучей.
-+

Пусть распределение интенсивности по направлениям tO в пер-

вичном пучке описывается функцией распределения fP (~p), где
-+

L\p - отклонение от некоторой средней ориентировки вектора tO.
-+

Вариация вектора tO приведет к тому, что в дифракционном про-
-+

странстве возникнет множество функций {О2 (~h)}, на котором

будет действовать та же функция распределения q> (~p).
-+

Примем для простоты, что вариация вектора tO происходит
-+ -+

только в плоскости, образованной векторами ГЬ 2 и ГЬЗ ' В этом

случае вместо функции распределения q> (L\p) можно брать функ

цию fP (h 2) И при fP-сканировании в соответствии с формулой (95)
-+

получим вместо функции 1 (~h) функцию

-+
1 (~h) (±) fP (h2) ==
== (mес22 )21 F (Н) 12 Р sin2

n,N1hi • sin2
n,N2h2 siп

2
n,Nз ~hз ер (1-.)

(n,h1) 2 (n,h2) 2 (n, L\hз) 2 \J7 fP ,~ ·

Если q> (h 2 ) имеет вид колоколообразной функции, то в силу

свойства (11)
~ ~

f [:i~~~o (±) <р (~) ] dVb = S
ее

-+ fI (L\h)
. 28 dVb q> (h2) dVb == р,

51П о

так как интеграл от функции распределения нормирован на еди-
-+

ницу. Аналогичный результат получается при вариации tO в пло-
-+ -+

скости, образованной -векторами ГЬ 1 и ГЬ З •
-+

Таким образом, вариация вектора tO в первичном пучке не

влияет на величину интегральной отражательной способности,

определяемой методом q>-сканирования.

Конечно, все приведенные здесь рассуждения годятся и для

того случая, когда функция fP (~p) описывает особенности строе

ния кристалла, например вариацию ориентировок, вызванную

действием дислокационной структуры.
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Особый интерес представляет случай, когда функция распре

деления по телесному углу ~p является постоянной величиной:

1
ер (~p) = 4п 1(Ар), (99)

Рис. 40. Одна из областей существо

вания Фурье-образа порошкового

образца. Для образца без преиму

щественной ориентировки функция

интенсивности зависит только от

координаты ~hJI измеряемой вдоль

отрезка АВ при помощи счетчика С,

работающего в режиме 28-сканнро-

вания

Такая функция распределения действует в порошковом или поли

кристаллическом образце, не обладающем текстурой.

Легко показать, что в этом слу

чае для определения интегральной

отражательной способности доста

точно работать счетчиком с узкой

щелью, сканируя при этом только

угол ~28 и оставляя образец непо

движным.

Для поликристаллического об

разца множество ~-областей обра

зует сферический слой со средним
~

радиусом Iн I (рис. 40).
Установим, что будет регистри

ровать счетчик с узкой щелью при

28-сканировании.

На первый взгляд кажется, что

повторяется рассмотренная в п. 7
ситуация и будет регистрироваться

распределение интенсивности вдоль

дуги а' Ь' (рис. 35).
На самом деле это не так. Распределение интенсивности, зави

сящее от h 2, будет пропорционально величине

Аналогично распределение интенсивности по h 1 пропорцио

нально N 1 •

Таким образом, действие функции распределения типа (99)
~

сводится к интегрированию функции а2 (~h) по h1 и h 2 , так что
-)

перемещение в плоскости, касательной к вектору Н, не влияет

на регистрируемую счетчиком интенсивность, зависящую только
~

от координаты вдоль h-вектора, т. е. от ~hз. В итоге счетчик при

28-сканировании узкой щелью позволяет регистрировать .распре

деление интенсивности I (~28), пропорциональное N l N 2/ (ilhз) ,

и для отыскания полной мощности остается проинтегрировать

только по координате ~hз или, что то же, по координате ~28.

Эти расчеты будут выполнены в п. 8 гл. 111.



ГЛАВА 111
мЕтоды� ПОЛУЧЕНИЯ

И РЕГИСТРАЦИИ

ДИФРАКЦИОННО.Й
нхгтины

1. Некоторые соображения о различных

возможностях получения дифракционной картины

Ранее, в гл. 1, мы уже смогли убедиться, что для получения

дифракционного максимума, положение которого в дифракцион-
~

ном пространстве определяется вектором h, необходимо, чтобы

область существования еР-функции, описывающей распределение

интенсивности в этом максимуме, пересекалась сферой Эвальда.

Радиус сферы Эвальда постоянен и равен единице, положение
~

сферы Эвальда определяется вектором tO.
~

~одуль вектора h и его ориентировка при заданных коорди-

натах в дифракционном пространстве {hi } зависят от векторов
~ ~

{Ь i} или, переходя к объекту, от векторов {ai} и от длины волны

применяемого излучения.

-+
Таким образом, для того чтобы вывести конец вектора h (не

обязательно узел обратной решетки!) на сферу Эвальда, необ-
-+

ходимо изменить хотя бы один из упомянутых параметров - tO,
-+

{ai}' л.
Понятно, что в случае работы с кристаллом вариация век-

-+
торов {ai} сводится только к изменению ориентировки кристалла,

т. е. к комбинации

~ ~

{ai } = var при {Iа, 1} = const. (100)

Случай изменения размеров ячейки в процессе дифракции

(например, при быстропротекающих фазовых превращениях) не

требует специального рассмотрения.

В соответствии с тем, какой из трех параметров варьируется,

можно классифицировать методы получения дифракционной

картины.

Комбинация

~ ~

л = var; {ai } , tO = const

реализуется в способе Лауэ;

(100а)
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комбинация

~ ~

tO == var; {ai}' л == const (100б)

- в способе расходящегося пучка (способ линий Косселя);

~ ~ ~

{ai } ==var; {Iail}, л, tO==const (100в)

- в способе вращения или колебания кристалла.

Комбинация (100в) реализуется в способе порошка (или поли

кристалла) с той лишь разницей, что в способе вращения изме

нение ориентировки достигается принудительно в результате вра

щения монокристального образца, а в способе порошка - есте

ственным путем из-за того, что отдельные кристаллиты имеют

в образце различную ориентировку и тем самым обеспечивают вы

полнение условия (100в). Как видно, в этом случае образец может

оставаться неподвижным, хотя в действительности (например,

для крупнокристаллического порошка) его приходится иногда

слегка колебать или даже вращать, чтобы получить хорошие

дифракционные линйи.

Во всех указанных случаях регистрация дифракционной кар

тины осуществляется на неподвижную пленку.

Несколько более сложными являются случаи, когда синхронно

с вращением монокристального образца движется рентгеновская

пленка; эти способы являются модификацией варианта (100в).

Такая программа реализуется в рентгеновских гониометрах,

работающих по схемам Саутера, Де-Ионга-Боумана, Вейсен

берга и др., а также в прецессионных камерах, работающих по

схемам Бургера, Линника и др.

В наиболее прозрачном виде реализация варианта (100в)

осуществляется в дифрактометрах, снабженных очень прецизион

ной механикой для вывода области существования функции интен

сивности на сферу Эвальда.

Понятно, что исследование порошкового образца также может

осуществляться при помощи дифрактометра. Преимущество фото

графической регистрации дифракционной картины перед реги

страцией счетчиком заключается в том, что на рентгеновской

пленке сразу регистрируется некое двумерное сечение дифракцион

ного пространства со всеми его особенностями, которые могут

быть пропущены при работе на дифрактометре со счетчиком.

Крупным недостатком фотографического метода является малая

точность при измерении интенсивности максимумов, связанная

с необходимостью денситометрических измерений на проявленной

рентгеновской пленке. Можно полагать, что при усовершенство

вании фотографического процесса точность измерения_интенсив

ности при помощи пленки будет того же порядка, что_и при работе

со счетчиком.
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2. Особенности изображения решеточных

Фурье-образов идеального монокристалла

и поликристаллического (порошкового) объекта

Рассмотрим подробнее, какой вид будут иметь Фурье-образы

монокристаллических и поликристаллических объектов, размеры

которых неограниченны. Такой подход свидетельствует о том, что

мы будем интересоваться только геометрией дифракционной кар

тины, т. е. распределением в пространстве дельта-образных макси

мумов, не обращая внимания на действительную форму этих

максимумов, связанную с конечными размерами объекта.

Ограничимся также пока случаем монохроматического излу

чения, т. е. условием л = const, и плоской падающей волной,
~

т. е. условием tO = const.
В дальнейшем, если это не сможет вызвать недоразумения,

мы будем в ряде случаев для краткости называть решеточным
~

Фурье-образом не саму функцию Ш (h), а только область суще-
~

ствования этой функции, т. е. множество узлов {Н} или Н-ре-

шетку. При анализе геометрии дифракционной картины мы должны

иметь дело с квадратом модуля амплитуды; так как для решеточ-
~ ~

ной функции Iш (h).I 2 = Ш (h), то мы будем также для упроще-

ния говорить о решеточном Фурье-образе, а не о квадрате модуля

Фурье-образа.

Удобно изобразить решеточный Фурье-образ монокристалла

так, чтобы можно было сразу увидеть координаты узлов Н-ре

шетки.

Из условий нормировки векторов прямого и сопряженного
~ ~

базиса следует, что плоскость, образованная векторами b1 и Ь 2
В дифракционном пространстве, будет перпендикулярна вектору
~

аз, построенному в пространстве объекта.
~' ~

Учитывая, что угол между аз и Ьз равен

(101)

легко видеть, что в кубической, тетрагональной, гексагональной
~ ~

и ромбической сингониях вектор ЬЗ оказывается параллельным аз.

В ромбоэдрической сингонии

~з:Ьз = сов"!Vl- 2 (1- cosа) ctg2 а,

в моноклинной сингонии

~~~

cos (аз, ьз) = sinа2,



~ ~

где (Х2 - угол между векторами а 1 и аз; таким образом, в этом

случае

~""""~
аз, ЬЗ = 900-~.

В итоге возможны всего два типа решеточных Фурье-образов.
В первом случае плоские сетки, образованные узлами {h~} при

~

hg = const, перпендикулярны вектору hgьз , а во втором эти

сетки остаются, как и в первом случае, перпендикулярными век-
~ ~

тору аз, но опи уже не перпендикулярны вектору hgьз (рис. 41).
В пределах каждой сетки hg =

= const и в любом узле, находя-
~

щемся на векторе hgьз, h~ = hg = О,

так что отсчет координат h~ и hg
в пределах каждой сетки начинается

от узла типа OOhg, лежащего на век-
~

торе hgьз, независимо от того, каков
~ ~

угол между векторами аз и Ьз .

В ряде случаев удобно вектор
Рис. 41. Область существования ре- ~ (О О О)
шеточного Фурье-образа кристалла Н = hl, h2, hз представить в ци-

линдрической системе координат как
-+ -+

сумму двух векторов, один из которых ~ направлен по аз, Т. е.
-+

перпендикулярно плоским сеткам, а второй ~ лежит в плоскости

сетки

При этом, очевидно:

( ~) ( ~)-+ -+ а 0-+ а

~ = I~ 1= н, ---J--- = hзЬз , --1-
I аз r I аз ,

-+ 0-+ o~

И ~ = h1b1 +h2b2•

Для чего нужно такое изображение Н-решетки, в котором

специально выделяются плоские сетки, координаты узлов которых

удовлетворяют условию

hg = const?

Оказывается, в ряде случаев представляется возможным найти

на дифракционной картине множество максимумов, тесно связан

ное именно с множеством узлов такой плоской сетки. В большин

стве случаев наблюдается гомоморфное отображение узлов сетки

на дифракционную картину.
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В методах рентгеновских гониометров и в прецессионных ка

мерах осуществляется изоморфное, т. е. точное отображение,

а в способе Де-Ионга-Боумана на рентгеновской пленке по

просту отображается без геометрических искажений часть плоской

сетки.

Как мы уже неоднократно отмечали, для заданного объекта

с трансляционной периодичностью R-решетка, представляемая

как множество узлов {R}, также являе..ся однозначно заданной
~

независимо от того, какие базисные векторы {al} применяются

для ее описания. Ясно, что Н-решетка, т. е. множество узлов {Н},

получаемое по правилу

{R}( ){Н},

также будет задана однозначно.
~,

Таким образом, выбирая новые базисные векторы а., мы не
~

изменим положения узлов Н-решетки на рис. 41, но вектор аз
~

будет теперь уже обозначаться как вектор R с координатами
~ ~

{Ui}; вместо векторов {bi } появятся новые векторы {bil и коор-

динаты h~ и hg не обязательно будут отсчитываться в плоскостях
сеток, изображенных на рис. 41.

Любая узловая прямая в объекте может быть представлена

как линия пересечения некоторого множества плоскостей с ин

дексами {hlj)h~j)h~j)}, причем между индексами прямой [u1utuзJ

И индексами плоскостей этого множества существует очевидное

соотношение, называемое уравнением зоны

h~j)Ui = о.

~ ~

в базисе {ai} вектор аз является осью зоны [001), к которой

принадлежат все плоскости, имеющие индексы типа (h1hsO),
(100), (010), (110).

В итоге мы приходим к важному выводу о том, что каждой

узловой прямой объекта (оси зоны) соответствует в решеточном

Фурье-образе множество узловых плоскостей, перпендикулярных

этой оси.

Легко проверить, что в объекте индексы оси зоны [и lU 2US ) ,

соответствующей множеству узловых плоскостей с малыми индек

сами {hi }, также будут малыми числами. Воспользовавшись

изоморфиэмом {hi } ~ {h~}, где th~} - множество взаимно про
стых индексов дифракции, мы сразу приходим к выводу О том,

что низкоиндицированной оси зоны [U 1U 2U З ) соответствует

в Фурье-образе множество узловых плоскостей с ячейками малых

размеров, т. е. с большой плотностью узлов.

Построение плоских Н-сеток, перпендикулярных направле

нию (001) объекта, не составляет труда, так как длины векторов

91



(102б)

-+ -+
Ь 1 И Ь 2 , а также углы между ними сразу отыскиваются по извест-

ным формулам.

В более сложных случаях форму и размер сеток можно найти

графически, проводя соответствующее сечение Н-решетки.

Рассмотрим теперь, какой вид имеет Фурье-образ поликристал

лического (порошкового) объекта.

Для одного из кристаллитов, образующих образец, Фурье-

образ описывается решеточной функцией Ш (h). в соответствии
с соотношением (95), для множества кристаллитов, ориентировка

которых задана функцией распределения q> (~p), Фурье-образ
-+

будет равен ер (~p) Ef) Ш (h).
Для случая квазиизотропного образца функция распределения

по углам ер (~p) является постоянной величиной (99), причем,

как обычно, интеграл по всей области существования функции

распределения нормирован на единицу:

4п:

Jq> (~p)d ~p = 1.
о

Функция, описывающая распределение интенсивности в одном

ИЗ узлов Фурье-образа монокристалла, равна

l) [(h1 - h?) b1] ь [(h2 - hg) Ь2 ] е [(hз - h~) Ьз ] . (102)

Если воспользоваться для простоты ромбическим базисом
-+ -+

и направить вектор Ьз вдоль интересующего нас h-вектора, то ~p

будет зависеть только от координат h 1 и h 2 • так что свертка функ

ций (99) и (102) даст функцию

const е [(hз-hg) IЬзl]. (102а)

Таким образом, вместо функции (102), областью существования

которой является узел с координатами (h~. h~, hg), появляется
функция (102а), областью существования которой является по-

-+ о -+
верхность сферы радиуса IН I = hзl ЬЗ 1, а вместо Фурье-образа

-+
монокристалла, описываемого функцией Ш (h), появляется

функция

const ~б[(hз-hg)IЬзl]
hg=O

с областью существования в виде поверхностей сфер радиусов
-+ -+IН<О 1, IН(2) I и т. д.

Величину постоянной в соотношении (100а) мы найдем в п. 8
при вычислении удельной мощности, соответствующей дифрак

ционному максимуму в методе порошка.
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(103)

а

6

5

Из формулы (102б) и рис. 40 видно, что в Фурье-образе начисто
-+

утеряна информация об ориентировках Н-векторов, а содержится
~

только информация о их модулях {IH(j)1 \.
Кроме этой неприятности, появляется еще одна, связанная

с действием группы перестановок индексов {h~}, оставляющей
-+

неизменной величину модуля IH(j) 1. Действие этой группы пере-

становок, являющейся под-

группой точечной группы 1~}~------------~

кристалла, приводит к то

му, что каждому кристал

литу соответствует на по

верхности рассматривае

мой Н-сферы не один узел

с индексами h~h~h~, а р О 0,2 0,4 0,60,8 1,0 1,2 А,АOJO . . . .
узлов с индексами вида 020 280260 2~O 460
{h~hgh~}, причем правило 010 1+0 130 120 230 3+0.680, ...

перестановок индексов 110,220, ЗЗО, .•
u 'tJO, 86~ •••

определяется группои пе- 120,64u, .. '
рестановок, а число р, 21~ 'f2~. о
называемое фактором по- ]1 ,62 , ..410,820 О"
вторяемости, равняется по- 6Zmi n 0--_-...0--0--0---0- 10o,20~JOo,

рядку группы перестано- lJ'lIIin

вок И является тем самым

делителем порядка точеч

ной группы кристалла.

В табл. 2, заимствован

ной из книги М. Бургера

[7], приведены сведения

о точечных группах кри-

сталлов, о лауэвскихгруп- Рис. 42. Фурье-образ при. работе в «белом» спектре:
а - сплошной (белый) рентгеновский спектр при

пах, о симметрии ячеек напряжении на аноде 100 кВ; 6 - область суще-

В Ф
ствования решеточного Фурье-образа; 8 - свертка

раве и о акторах по- решеточной функции с функцией распределе-

вторяемости р для поли- ния Ф (hз )

кристаллических объектов.

После того как мы рассмотрели, какой вид имеют решеточные

Фурье-образы при работе в монохроматическом излучении, рас

смотрим, что произойдет с Фурье-образами, если используется

полихроматический (белый) спектр, в котором выполняется усло

вие л = var.
Типичный белый спектр изображен на рис. 42. Коротковол

новая граница спектра определяется из соотношения

л = 12,39 А.
пцп икв •

Для вольфрамового анода можно взять и = 50 кВ, при этом

получим лm1п ~ 0,25 А.. Длина волны, соответствующая наи
большей интенсивности в спектре, оценивается как 1,5лm1п и

93



Таблица 2
ТОЧЕЧНЫЕ группы, ЛАуэвеКИЕ \ГРУППЫ И ФАКТОРЫ

ПОВТОРЯЕМОСТИ В МЕТОДЕ ПОРОШКА

~
o,.D::

Сингония
Точечная Лауэвская

Индексы дифракции g~~
группа группа :':~C)

~oo
6t:::I!

1 2 3 4 5

1 hO hO hO
Триклинная -1- Т 1 2 J 2

2 hO hO hO 21 2 3

Моноклинная т
2 hO О hO 2- 1 3

2 т

- О J4 О 2
т

222 hOhOhO 8123

тт2 2 2 2 h~h~O. h~ Ohg, OhOhO 4
Ромбическая --- 2 3

2 2 2 т т т

-- - h~OO, O"gO, OOhg 2
т т т

-

hO J4 hO 81 3
4 hO hO ~ 81 1

hO О hO 8- 1 3
4 4 hO 14 о 4- 1

т

hO hO О 4
4

1 1

- hO О О 4
т 1

О О hO 23

Тетрагональ-

ная

hO hO hO .16
422 1 2 3

hO .Cz~ hO 81 3

4mm h·O О hO 81 3
4 2 2 hO hO О 8

42m --- 1 2
т т т

hO hO
1 1 О 4

4 2 2 hO О О 4--- 1
т т т hO 2О О 3
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Продолжение тадл, 2'
- ~

Q,D::

Сингония
Точечная Лауэвская

Индексы дифракции
о g-=
i-o ......

группа группа ~eQu
СОоо
et:::S

- 1 2 4 53

hO hO h'O hO 61 2 2 3

hO hO 2h~ hg 61 1

3 hO -О hO 61 О hl 3

3 hO hO h'O О 61 2 2

3 hO hO 2h~ а 61 1

hO а
-о

О 61 Ji1

а о о hO 23

hO hO h'o hg 121 2 2

32 hO hO 2h~ hO 121 1 3

hO О
-О hO 61 п1 3

3т - 2 hO Jzg ~O о 123-
т 1

hO hO 2h~ о 61 1
- 2 hO -О3- а h1 о 6
т

1

О О О е 2
Гексагонадь-

3

иая hO Jzg h'o hO 121 2 3

6 hO hO 2h~ hO 121 1 3

hO О
-О hO 121 h1 3

6 6 hO hO h'o 6- О
т 1 2 2

hO hO 2hO о 6
6

1 1 1

- hO а J{J о 6
т 1 1

О О О hO 23

hO hO ~O hO 24
622 1 2 3

hO hO 2h~ hO 12
1 1 3

6тт hO О
-о hO 12

1 h I 3
6 2 2

hO hO h'o 12--- О
6т2 т т т 1 2 2

hO hO 2h~ о 6
1 1

6 2 2 hO О 1{J О 6- -- 1 1
т т t11 hO 2О О О

з
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Продолжение тадл. 2

OJ
0.0:;

СИНГОНИЯ
Точечная Лауэвекая

Индексы дифракции f!~~
группа группа ~~C)

~oo
'91::е

1 2 3 4 5

hO hO hO 241 2 3

hO hO hO 241 1 3
23 hO hO 12

2 - 1 2 О

-3
hO hOт О 121 1

2 - hO hO hO-3 8
т I 1 1

hO О О 61

Кубическая

hO hO hO 481 2 3

432 hO hO hO 241 1 3

43m 4 - 2
hO hO О 241 2

-3-
hO hOт т О 12

4 - 2
1 1

-3- hO hO hO 8т т 1 1 1

hO О О 61

ПРИ М е ч а н и е. В гексагональной сингонни h;O = - h~ - h~.

в нашем случае будет равна ~ 0,4 А. По-видимому, длинновол
новая граница спектра, если не принять специальных мер для

борьбы с поглощением в воздухе и материале, из которого сделана

защита рентгеновской пленки, лежит где-то между тремя

и четырьмя ангстремами.

Таким образом, в создании дифракционной картины будут

участвовать компоненты спектра, отвечающие условию

л'mlD <: л, <: л'min + ~'A,

Л Ал
где ~л ~ 3 и Т ~ 10.

Так как длина решеточного дифракциопноговектора равна

Iн I= л (h~h~gijl)1/2,
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97

то при работе с белым спектром вместо Н-решетки, являющейся

Фурье-образом R-решетки при л = const, появится Н-объект,

построенный следующим образом (рис. 42).
В качестве опорного взят Фурье-образ, отвечающий Лm1П '

т. е. построена Н-решетка минимальных размеров. При работе
-...

в ромбическом базисе векторы {bi}mlO будут иметь длины

IЬ-+ 1 л'mlП
1 ппп = --+-.

! al!

В этой опорной «минимальной» Н-решетке все решеточные век

торы будут иметь длины

-+ ( О О _1)1/2
J H min 1= Лmiо hihjgl /

При вариации длины волны лm1п на L\л, в соответствии с усло

вием (103), все решеточные векторы получат приращение длины

I -+ I (hOhO -1)1/2 Ал-+L\ Н = L\л i jglj = Т IHmin 1· (104)

Как видно, при работе с вольфрамовым анодом и напряжении
-+ -+

на трубке 50 кВ, L\ IН 1/1нппп I~ 1О, так что на рис. 42 длинно-
волновые концы Н-стержней выходят за пределы чертежа.

Таким образом, вместо Н-решетки при работе с белым спек

тром возникает множество радиально ориентированных стержней,

начинающихся в узлах опорной Н-решетки, имеющих взаимно

простые индексы.

Как нетрудно показать, эти стержни являются областью суще

ствования функции интенсивности 1 (h 1 , h 2 , L\hз) .
-+

Перейдем для простоты снова к ромбическому базису {rbi },
-+ -+

в котором гьз направлен вдоль рассматриваемого h-вектора

(стержня).

Функция распределения по длинам волн qJ (л), являющаяся

не чем иным, как нормированным спектральным распределением

1 (л), изображенным на рис. 42, может быть, в соответствии

с соотношением (104), записана как q> (hз) .

Таким образом, Фурье-образ при работе в белом спектре

будет находиться как свертка «опорного» Фурье-образа, найден

ного для л = лm1п , С функцией распределения по длинам волн,

или, что то же, по координате hз , отсчитываемой вдоль дифрак-
-+

ционного h вектора:

~б [(hl-h~) b 1m1n] ~б [(~-~) b2mln] Х
h 1 h2

Х ~ б [(hз -h~) ЬЗmiп ] (f) ер <hз).
h~

7 д. М. Васильев
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Отсюда следует, что распределение интенсивности поперек h-
стержня будет описываться дельта-функцией, а вдоль стержня,

т. е. при изменении координаты hз , - функцией, получившейся

от свертки гребенки Дирака с функцией распределения интен

сивности в спектре (рис. 42).
Так как расстояние между узлами решеточной функции опре

деляется длиной волны лm1п ' то при выполнении свертки функ-
... о о

ция ер (hз) впервые появляется не при hз === О, а при hз === 1
(рис. 42); действительное распределение интенсивности 1 (hз)

можно заменить распределением б (hз) + 1 (hз - 1), изображен
ным на рис. 42.

В итоге если при л == const распределение интенсивности

вблизи узла Н-решетки описывается интерференционной функ

цией 1 (h 1 , h 2 , ~hз), имеющей конечную область существования р,

то при переходе к белому спектру распределение интенсивности

должно отыскиваться как свертка функции 1 (h 1 , h 2 , ~hз) с функ-

цией 1 (~л). Так как существует очевидное соотношение

t1л t1hз
Т = h;' (104а)

то распределение интенсивности запишется как

1(h1, ь; ~hз) (±) 1(~hз) == const 1 (h1, '~2).

Как видно, при работе в белом спектре полностью теряется

информация, связанная с изменением координаты дифракцион-...
ного пространства, отсчитываемой вдоль h-вектора, так как это

изменение, вызванное не «физикой» объекта, а видом применяемого

спектра, содержится уже 8 Фурье-образе неискаженного кри

сталла. В частности, всякого рода упругие деформации объекта
~

отражаются только на длине h-вектора, и поэтому они не могут

быть выявлены на дифракционной картине, полученной в белом

спектре. Как мы увидим дальше, на геометрии дифракционной

картины не отражаются даже размеры элементарной ячейки

объекта.

Разобравшись в том, как выглядит Фурье-образ R-решетки

в белом спектре, легко понять, что произойдет. если эксперимент

ведется на неотфильтрованном излучении, в котором, кроме Ка

компоненты спектра, присутствует и КI3-компонента; влияние

белого спектра в данном случае уже можно не рассматривать.

Спектральное распределение интенсивности 1 (л) в этом случае

может быть записано как сумма б-функций: б (л - Ли) +
+ б (л - ЛI3) или, если перенести начало отсчета в точку ла ,

как б (л) + () (л + ~л), где ~л ===. Л(Х - лl3.

В итоге Фурье-образ, полученный на КI3-излучении, получается

сверткой Фурье-образа, полученного на Ка-излучении, С функ-
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цией распределения вида б (л + L\Л). Так как изменение длины
~

волны сказывается только на модуле вектора h, то ~-образ ока-

зывается попросту уменьшенной копией а-образа.

~ ( 1)1/2
Поскольку h === л hihjgij

то для точ ..'1< Фурье-образа с {hi } === const коэффициент уменьше

ния равен

I h~ I Л~ sin 8~
Ih

a
I == Ла == sin ва •

3. Метод вращения

Рассмотрим практические способы получения дифракционной

картины методом вращения, в котором реализуется вариант

(100в), причем регистрация дифракционных максимумов, полу

чаемых в монохроматическом излучении от вращающегося об

разца, происходит на неподвижную пленку.

Чаще всего применяется цилиндриче

ская пленка, соосная вращающемуся об

разцу; можно использовать также и плоскую

пленку, перпендикулярную либо первич-

ному пучку рентгеновских лучей, либо оси Р.Л

вращения образца (рис. 43). ----....--..
Для того чтобы понять, какой вид должна

иметь рентгенограмма вращения, достаточно

пересечь вращающийся решеточный Фурье

образ кристалла сферой Эвальда (рис. 44).
На этом рисунке изображен самый благо

приятный для анализа вариант, когда

объект с ортогональной R-решеткой ориен-

Р Р [001 ] Л Р
Рис. 43. Регистрация

ти ован нап авлением вдо ь оси В а- дифракционных манси-

~ мумов в способе враще-
щения; при этом вектор t направлен пер- ния

пендикулярно [001]. Если мы внимательно

разберем этот случай, переход к другим Фурье-образами неорто

гональному падению первичного пучка на ось вращения не пред

ставит сколько-нибудь серьезных затруднений.

Рассмотрим, как появляются брегговские максимумы, соответ-

ствующие Н-сетке, на которой hg == 3. Номер слоя (этажа), отсчи
тываемый вдоль оси вращения, обычно обозначается через п;

о
в рассматриваемом случае n == hз .

При вращении Фурье-образа Н-сетка с n == 3 пересекает

сферу Эвальда на высоте ~n от экваториальной плоскости, образуя

на поверхности сферы окружность радиусом V 1 - ~~ Все дифра
гированные пучки, соответствующие узлам Н-плоскости, распо

лагаются на поверхности конуса, вершина которого находится
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в центре объекта, а основанием является упомянутая окруж

ность. Эти пучки располагаются на поверхности конуса дискретно

в соответствии с тем, в каком месте на окружности оказывается

узел Н-сетки при вращении Фурье-образа.

Из рис. 44 видно, что на Н-сетке получается «слепая» область

радиуса 1 - V 1 - ~~ , так что узлы сетки, находящиеся внутри
этой области, не могут попасть на поверхность сферы Эвальда;

очевидно, это обстоятельство является недостатком рассматривае

мой схемы.

Рис. 44. Взаимодействие решеточного Фурье-образа со сферой

Эвальда в способе вращения:

К - конус, образованный множеством {-:}; 00 - опорная окруж
ность

На рис. 44, кроме конуса, на котором располагаются дифра

гированные лучи, изображен также конус с вершиной в центре

Фурье-образа и углом при вершине 2р. На поверхности этого ко-
-+

нуса располагается множество дифракционных векторов {НО)},

характеризуемое для каждой из Н-сеток условием

-+
н = уаг при 6, ~ = const. (105)
Пересечение этого конуса с опорной окружностью определяет

-+ -+
направление двух дифрагированных лучей t(l) и t(2), для кото-

рых справедливо условие (105). Кроме того, на самой Н-сетке

узлам 033 и 123 отвечает одно и то же значение 6.
Это обстоятельство приводит к тому, что максимуму, полу-

-+
чающемуся по направлению t(lэ, и максимуму, получающемуся

-+
по направлению t(2), будут приписаны индексы (координаты)

033, 123. Как видно, здесь возникает двойная неопределенность.
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Задаваясь значением п, легко

найти угол f.t, если известна ~.....f-----4---.----+~1-

связь между n и ~n. В случае,

приведенном .на рис. 45:

Во-первых, двум максимумам мы вынуждены приписать одни

и те же индексы, И, во-вторых, в определении индексов также нет

полной однозначности.

Ликвидировать слепую область, радиус которой равен

1 - V 1 - ~~ , можно, ориентировав первичный пучок под не
которым углом f.t к плоскости экватора (рис. 45). Как всегда,

центр Фурье-образа, Т. е. точка с координатами 000, находится
~

в точке выхода вектора tO на сферу Эвальда. Схема, изображенная

на рис. 45, называется эквинаклонной; при работе по такой схеме

слепая область на Н-сетке с координатой ~" ликвидируется цели

ком, если, как это видно из

рис. 45:

1 ~nsnp.=-T·

Конечно, помимо еэквинаклон- Рис. 45. Эквинаклонная схема регистрации
наго», существуют и другие дифракционных максимумов. Изображена

только Н-сетка третьего этажа, узлы кото

способы ориентировки первич- рой отображаются на дифракционные мак-
наго пучка относительно оси симумы рентгенограммы

вращения. Практически в боль-

шинстве случаев на обычных камерах вращения применяется

только перпендикулярная съемка, косая же съемка реализуется

в более сложных камерах, где она объединяется с движением

пленки.

Неопределенность в индицировании дифракционных манси

мумов, связанную с тем, что через точки 1 и 2 на рис. 44 проходит

при вращении несколько узлов, для которых ~ = const, можно

уменьшить, применяя вместо поворота кристалла (и Фурье

образа) на 360° поворот на меньший угол. Такая модификация

называется способом колебаний. Выбирая амплитуду колебания

кристалла около некоторого среднего положения (порядка :t: 10+
+15°) для кристаллов с размерами ячейки в несколько ангстрем,

можно .8 значительной степени уменьшить неопределенность

в индицировании.

Наиболее общий способ анализа рентгенограммы, полученной

по способу вращения, состоит в том, что сначала мы строим реше

точный Фурье-образ типа, изображенного на рис. 41, а затем

приписываем каждому пятну на рентгенограмме соответствующие

индексы дифракции, т. е. находим координаты {h~} узлов Н-ре

шетки, пересечение которых со сферой Эвальда вызвало появление

максимумов на рентгенограмме.
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Р.Л

Рис. 46. Отображение одного из узлов Н-сет

ки второго этажа на дифракционный макси

мум, регистрируемый цилиндрической

пленкой. Рассматриваемый узел пересекает

сферу Эвальда в точке ..М, давая на пленке

пятно с координатами (х, z)

На рис. 46 показано, как

получается дифракционный ма

ксимум на цилиндрической

пленке в камере вращения,

когда узел Н-сетки второго

этажа (n == 2) попадает на сферу

Эвальда.

Видно, что

па" == ~n == COSсх == zVz2+ R2'

Учитывая соотношение (93б),

получим выражение для оты

скания периода идентичности

вдоль оси вращения:

а -+ Л

1 ==IRI==db==
r R2

= NЛ 1/ """z2 + 1

Как видно, для определения периода идентичности вдоль оси

вращения кристалла нужно измерить ~ расстояние от л-ной слое

вой линии до экватора; так как каждая Н-сетка дает на пленке

четкую слоевую линию (рис. 47), то число n определяется без

труда прямо по рентгенограмме.

Если мы приступили К исследованию неизвестного кристалла,
-+

то координаты вектора R == (И 1 , И 2 , из), направленного по оси

вращения, нам неизвестны, неизвестны также и базисные век ..
-+

торы {qi}'

·0:

Рис. 47 Рентгенограмма, полученная в камере вращения с цилиндрической пленкой

от кристалла NaCI, ориентированноговдоль оси вращения направлением [001]. Приме
нялось неотфильтрованное KCu-излучение
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Как мы увидим далее, способ Лауэ позволяет легко найти

направления в кристалле, являющиеся осями важных зон и имею-

щие тем самым: малые {U i } . .

Таким образом, ориентировав при помощи метода Лауэ кри

сталл одним из низкоиндицированных направлений вдоль оси вра

щения и найдя тем самым период идентичности [~, мы должны
-)о

повторить эту процедуру не менее трех раз, определив в итоге R 1,
-)о -)о -)о

R2 И R з . Если векторы {Ri } не лежат в одной плоскости, то можно
-)о -)OR

положить Ri == а,

Выбранная таким способом элементарная ячейка не обяза-
-)о

тельно будет ячейкой Браве. Переход от векторов {af} к «хоро-
-)о

шим» векторам {ai}' описывающим ячейку Браве, может быть

сделан аналитически и принципиальных трудностей не пред

ставляет [8].
Легко также можно установить, является ли найденная ячейка

Браве примитивной либо имеется центрировка. Так, например,

для проверки центрировки типа С достаточно определить [~~gпер.

Если в кристалле с ромбической сингонией окажется, что

[экспер .

110

то ячейка примитивная;

/экспер . 1 1 r -+- 2 -)О?
если 110 == """2 V I а 11 + I а21-

то имеет место центрировка по грани (001) и т. д.
-)о -+-

После того как 'векторы {ai} и, следовательно,' векторы {bi \

найдены, не составляет труда построить решеточный Фурье-образ.

Эта возможность построения решеточного Фурье-образа без пред

варительного определения индексов дифракции максимумов вы

годно отличает способ вращения (равно как и родственные ему
способы рентгеновских гониометров) от других способов исследо

вания (способ Лауэ, способ порошка).

Построив Фурье-образ, мы можем перейти к индицированию

рентгенограммы.

Из рис. 46 видно, что

S2 = 12 +(y~у - 2· 1V1 - ~~ сон =

= 2- ~~-2yl -~~ cos Т,
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Таким образом, непосредственно из рентгенограммы легко
~

определяются цилиндрические координаты вектора Н:

~ = (2 - ~; - 2V 1 - ~ сои)1/2·

сп = ( ~ + 1)-1/2

Непосредственноиз рис. 46 видно, что 6 и ~n меняются в пре-

делах

О ~ s~ 2;
-1 ~ ~n -<: 1.

Вычисление ~ и ~fl по найденным из рентгенограммы х и г

не представляет труда, однако, если эту работу предстоит делать

многократно, удобнее определять ~ и ~n при помощи сетки Вер

нала, представляющей собой семейство кривых

Х = Х (S, ~n) при ~ = сопв]:

Z = Z (;, ~п) при ~n = const,

и заданном радиусе камеры R.
Форму этих кривых легко отыскать, найдя пересечение поверх

ностей ~ = const и ~n = const со сферой Эвальда.

После того, как найдены цилиндрические координаты ~ и [~n'

можно перейти к отысканию координат узла {h~}.

Если мы смогли построить решетчатую Н-сетку, соответ

ствующую рассматриваемойслоевой линии, по которой определя

лись значения ;j, где j - номер пятна на слоевой линии, то пере

ход от цилиндрической координаты ~i к координатам узлов Н

сетки происходит при помощи процедуры, в точности воспроиз

водящей то, что происходит с Фурье-образом при вращении кри

сталла в пучке рентгеновских лучей.
~ ~

На рис. 44 изображен случай, когда Ьз параллелен вектору аз.
о

При этом все узлы типа ООhз находятся на оси вращения Фурье-

образа. Построив на Н-сетке окружность радиуса Si с центром

в узле OOhg, мы тем самым отыскиваем множество узлов, отобра
зившихся при вращении на дифракционное пятно на пленке.

Таким способом отыскиваются только две первые координаты

hO (k) hO (k)
1 И 2 •

Можно получить полезное соотношение, связывающее коор

динаты узла на Н-сетке n-ного этажа с координатами {U i } век-
~ ~

тора R в объекте, проектируя Н-вектор на ось вращения, совпада-
-+

ющую с вектором R:
(H(k), R) Ь

-+ = nd ·
IRI
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(106)

Учитывая формулу (93б) , получим, что

hO (k)U + hO (k) + hO (k)1 1 2 и2 3 uз = n

для всех узлов с координатами {h~ (k)}, принадлежащих сетке
n-ного этажа.

При вращении кристалла вокруг направления [001] соотно

шение (106) особенно упрощается:

hg (k) = п.

При вращении вокруг направления [111]

h~ (k) + hg (k) + h3 (k) = п

и т. д.
-. ~

При работе с «косым» Фурье-образом, когда Ьз образует с аз

некоторый угол, определяемый из соотношения (101), центр всех

окружностей с радиусами ~j уже не

будет находиться в узле OOhg (рис. 48).
Расстояние tJ. n от узла OOhg до оси вра
щения или, что то же, до общего центра

поисковых окружностей радиуса ~j

найти легко; при вращении кристалла

вокруг [001], как видно из рис. 48:
~ ~,.........~

I1n. = п IЬз Isin (аз, Ьз) ·

, Чтобы найти азимут <р, определяю- Рис. 48. Схема расчета смеще

щий направление смещения L\n. по от- ния ~n начального узла Н-сетки
-. n-ного этажа для «косого»

ношению к вектору Ь 1 , необходимо Фурье-образа. Отыскание сме-
~ щения ~n и азимута ер

спроектировать nЬз на плоскость, об--. ~

разованную векторами Ь 1 и Ь 2 , получая величину L\n, И на
~

вектор Ь 1 (рис. 48).
Из построения видно, что

~ ~

(nЬЗ ' Ь])
~ ~,.........~

ер = С08-1 --'~u = С08-1 ~~~J~~,_!~_
~n ~,.........-. •

sin (ЬЗ• аз)

Таким образом, центр вращения для Н-сетки n-ного этажа

(hg = n) находится простым построением (рис. 49). При желании
~

длина вектора Н может быть выражена через углы а и т:

-+ 2 2 2IН I = ~n + ~ = 2 -2 вше сов т,

и так как 2 sin 2 8 = 1 - cos 28, то

cos 28 == sin а cos т.
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Индицирование рентгенограммы можно ускорить, ИСПользуя,

кроме сеток ~ === const и ~n === const, также сетку постоянного

р == const, происхождение которой легко понять, рассмотрев

пересечение конуса р === const со сферой Эвальда.

Так как на поверхности конуса р == const выполняется условие

h~ == nh~l, где {h~l} - координаты первого узла, то максимумы

на рентгенограмме, индексы дифракции которых отличаются

только общим множителем (дифракция разных порядков h~h~h~,

Рис. 49. Смещение начального узла OOh~
по отношению к центру вращения при

графическом индицировании. Рисунок сде

лан для сетки третьего этажа, у которой

n = 3

203 21]

02]

121

223

I

D

Рис. 50. Устранение неопреде

ленности при индицировании в

методе колебаний образца

2h~2h~2h~ и т. д.), расположатся на одной кривой р == const.
Из того, что говорилось В п. 2 об особенностях Фурье-образа,

построенного в белом или неотфильтрованном излучении, ясно,

что при работе с таким излучением 'на кривых р == const будут

располагаться как пятна с одинаковыми индексами дифракции,

полученные в (Х- и ~-излучении, так и «белые хвосты», особенно

заметные вблизи центра рентгенограммы, полученные в результате

пересечения «белых» стержней, находящихся на поверхности

конуса р == const, со сферой Эвальда.

При желании уменьшить неопределенность в индицировании,

связанную с тем, что на окружности S == const может находиться

несколько узлов Н-сетки с различными координатами {h~},

можно вместо вращения кристалла применить erG колебание в ин

тервале -+- ~cp около оси камеры. Само собой разумеется, что пред

варительно должна быть построена нужная для индицирования

Н-сетка и кристалл должен быть ориентирован относительно век-
~

тора tO определенным образом.

На рис. 50 изображен случай, когда при полном вращении

кристалла одному пятну на рентгенограмме будут соответство

вать, по крайней мере, две комбинации индексов дифракции

hO (l)hO (l)hO (1) hO (2)hO (2)hO (2)
1 2 3 И 1 2 3·
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Ориентируя в ЭтОМ случае подходящим образом кристалл ОТ-
~

носительно вектора tO (1) и выбирая интервал колебания -+- drp
так, чтобы узел с координатами h~ (2) h~ (2) h~ (2) не пересекался
опорной окружностью сферы Эвальда, мы сможем проверить,

с каким из узлов, {h~ (1)} или {h~ (2)}, связано появление пятна
на пленке. Понятно, что при наличии на окружности ~ == const
не двух, а большего числа узлов с «криминальными» комбинациями

координат {h~} процедура проверки должна повторяться много
кратно с различными парами узлов.

Если вращение кристалла происходило вокруг 'направления

[001), то слоевые плоскости будут проходить только через узлы

001, 002 и т. д. Фурье-пространства, как это уже обсуждалось

в п. 2, и для индицирования любой слоевой линии достаточно

пользоваться одной и той же Н-плоскостью, образованной век-
~ ~

торами Ь 1 , Ь 2 • В том случае, когда вращение происходит вокруг

направления типа [U 1u 2u з ) , необходимо рассматривать располо

жение узлов Н-решетки отдельно в каждой из слоевых плос

костей.

4. Методы рентгенгониометров

Основной недостаток метода вращающегося кристалла в соче

тании с неподвижной пленкой состоит в том, что 'Н-сетка Фурье

образа отображается гомоморфно на множестве пятен слоевой

линии. Неопределенностъ в индицировании, возникающая при

этом, может быть частично устранена заменой полного вра

щения кристалла ..... на колебание его в некотором интервале

углов.

Существует возможность получить изоморфное, т. е. точное,

отображение множества узлов Н-сетки на множество максимумов

рентгенограммы; при этом, очевидно, индицирование будет осу

ществляться однозначно. Для осуществления этой возможности

необходимо одновременно с изменением ориентировки кристалла

перемещать рентгеновскую пленку так, чтобы в момент прохо

ждения нового узла Н-сетки через поверхность сферы Эвальда

на пути дифрагированного пучка оказывался новый участок

пленки. Реализация этой идеи проводится по-разному.

Наибольшее распространение получили схемы Вейсенберга,

Де-Ионга-Боумана и Бургера.

Не рассматривая метода Вейсенберга, подробное описание

которого содержится в работе [9], остановимся на методе Де-Ион

га-Боумана [9), особенностью которого является получение

на плоской пленке неискаженного изображения плоской Н-сетки.

На рис. 51 изображен один из возможных вариантов реализа

ции схемы Де-Ионга-э-Боумана, называемый методом постоянного

конуса.
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в том случае, когда tO образует угол J1 с экватором, а ось вра-

щения вертикальна, Н-сетка n-ного этажа, отстоящая от центра

Фурье-образа на ~n' будет пересекать сферу Эвальда, образуя

опорную окружность рве.

Для того чтобы исследовать только дифракционную картину,

обязанную пересечению узлов рассматриваемой Н-сетки с опорной

Рис. 51. Способ Де-Ионга-Боу

мана. Фотографирование Н-сет

ки n-ного этажа в способе Де-
Ионга-Боумана:

rof 1, rof 2, го! 3 - оси враще

ния образца, Фурье-образа и

пленки; Ш - ширма с кольце

вой щелью, пропускающая на

пленку только конус дифраги-

рованных лучей

,.

окружностью, в камере помещена ширма Щ с кольцевой щелыо,

выделяющая конус с углом при вершине 2 (900 - ").
Из конструктивных соображений угол v удобно оставлять

неизменным и равным 450 (метод постоянного конуса).

Если бы можно было положить сверху на Н-сетку рентгенов

скую пленку, то на ней бы попросту отпечатались все те узлы

Н-сетки, которые лежат внутри кольцевой области с центром

в точке А с наружным и внутренним радиусами, равными соот

ветственно

'тах = АС = COS J.t + COS ";

'mln = АF = cos ,.., - cos ",

так как при вращении Фурье-образа со скоростьюю именно ука

занная область будет заметаться на Н-сеткеопорнойокружностью.

Практически поместить пленку так близко от экватора не

удается, однако в этом нет необходимости. Расположив Ось вра

щения пленки на расстоянии ~ от оси вращения Фурье-образа и

на высоте D, считая от плоскости экватора, так, чтобы центр вра

щения пленки А' находился на прямой ОА, проведеинойиз центра

объекта О через центр вращения Н-сетки А, мы получим на вра

щающейся с той же угловой скоростью ю пленке увеличенную

и неискаженнуюкопию той части Н-сетки, которая располагается
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Рис.: 52. Рентгенограмма, полученная в ка

мере, работающей по способу Де-Ионга

Боумана (КФОР). Оёрааец NaCl, ориенти

рованный направлением LOO 1] вдоль оси
вращения ...Применяnось неотфиnьтрован-

ное КСu-изnучение

Для выделения нужной

Н-сетки с заданным ~n доста

точно при известном угле 'V

так подобрать угол f.t, чтобы

~n + sin JL = sin ",
как это видно непосредст

венно из рис. 51.
Обычно, хотя и не обязательно, высота пленки над эквато

ром D сохраняется постоянной; для настройки камеры необходимо

выбрать расстояние между осью вращения кристалла и пленки L\
так, чтобы

то в итоге мы получаем

нужное для проектирования

Н-сетки без искажений соот

ношение

v' А'В' ОВ'v = Аl{" == ОВ ·

внутри упомянутой кольцевой области с радиусами rmax И rппп
(рис. 52).

Для того чтобы окрестности точки В на Н-сетке проектиро

вались без искажения на пленку в окрестностях точки В', доста

точно, чтобы окружная скорость точки В', равная v' (рис. 51),
относилась к скорости v точки В как отрезки ОВ' ОВ.

Так как

v' = roА'В';

v = roАВ,

и из подобия треугольников

ОА'В' и ОАВ следует, что

А/В' ОВ'

-Ав-- - 08-'

А COSIl А DVl-(Siп,,-~n)2
D = 51п Il + ~n или L.1 = 5in " •

Если вращение кристалла происходит вокруг направления
-+ -+

[001 [, угол между векторами Ь 1 и Ь 2 определяется непосредственно
о о

на пленке, так же как и координаты hl и h2 (рис. 52).
-+ -+

Для отыскания длин IЬ 1 1 и IЬ 2 1 необходимо учесть коэффи-

циент увеличения при переходе от Н-сетки к пленке, равный

А'В/АВ.

Как видно из рис. 51, этот коэффициент определяется как

А'В' D
АВ - = 51п v •
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Таким образом, например, переход от длины I Ь 1 /ПJ" измерен-
~

ной на пленке, к истинной длине вектора 1Ь 1 I осуществляется
при помощи соотношения

~ ~ sin vIЬ1 I == IЬ1 Iпл l)

и т. д.

Рентгенограммы, полученные по методу Де-Ионга-Боумана,

особенно наглядно показывают, что обратная решетка не такая

страшная и непонятная вещь, как это кажется с первого взгляда.

5. Метод Лауэ

в способе Лауэ реализуется вариант (100а) - неподвижный

монокристалл освещается параллельным пучком рентгеновских

лучей, причем применяется полихроматическое (ебелое») излуче

ние. Как правило, регистрация осуществляется на плоскую
~

пленку, перпендикулярную вектору tO (рис. 53).
Рентгенограмма, полученная при съемке «вперед», т. е. в об

ласти углов дифракции е < 45
0,-называется

лауэграммой; рентге

нограмма, полученная при съемке «назад», т. е. в области е > 45°,
называется эпиграммой.

Как мы могли убедиться в п. 3, в способе вращения целесооб

разно ориентировать кристалл каким-либо важным направлением,

имеющим малые индексы {Ui}' вдоль оси вращения. В этом случае

дифракционные максимумы располагаются на рентгенограмме

вдоль слоевых линий, что облегчит ее расшифровку. Наиболее

просто индицирование рентгенограммы происходит в том случае,

когда вдоль оси вращения ориентировано направление [001].
Похожая ситуация наблюдается и в методе Лауэ. Если ориен

тировать кристалл каким-либо важным кристаллографическим
~

направлением вдоль вектора tO (а не перпендикулярно к нему,

как в методе вращения!), то дифракционные максимумы на рентге

нограмме будут располагаться вдоль кривых, называемых зональ-
~

ными; в том случае, когда вектор tO направлен вдоль оси [001]
кристалла, индицирование пятен происходит особенно просто.

Мы уже имели возможность убедиться в том, что при работе

с белым спектром области существования интерференционных

функций Фурье-образа изображаются стержнями, ориентирован

ными радиально из центра Фурье-образа (рис. 42).
Для каждого из направлений в дифракционном пространстве,

характеризуемого "индексами {h~}, начало стержня отстоит от

центра на величину

~ ( о о _1)1/2IН Imln == л'mlП hihjgi j (107)
~

а длина самого стержня примерно на порядок больше, чем Iн IШiП·
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Рис. 54. Нахождение гномониче

СКОЙ проекции Н-стержня А;н:
А - точка пересечения

Н-стержня со сферой Эвальда;

А' - пятно на лауэграмме;

А;н - гномоническая проекция
Н-стержня; G - плоскость гно-

монической проекции

На рис. 54 изображен случай, когда Н-стержень пересекает

сферу Эвальда в точке А, находящейся за вертикальной пло

скостью, совпадающей с плоскостью рисунка; при этом на пленке,
-+-

расположенной перпендикулярно вектору tO, возникает пятно

в точке А' -+-

Из рентгенограммы легко определяется модуль вектора 1Нл 1:

-+- ( о о _1)1/2
1Нл 1=== л hihjgij ===

~ 2 sin8, (107а)

Рл.

-+-

причем 8 == -21 tg-1Ы_ ,
Rл

(1076)

Рис. 53. Схема получения лауэграмм

где Rл - расстояние от кристалла до пленки;
-+-Ir л I - расстояние от центра рентгенограммы О' до пятна А'

В тех методах, где используется монохроматическое излучение
-+-

'А ~ const, можно из соотношения типа (107а), зная {Н} и {h~},
,-..... ,-..... ~

определить g-l И, В конечном итоге, g и {ai}' т. е. найти форму

и размеры элементарной ячейки.

В методе Лауэ может быть определена форма элементарной
-+-

ячейки, так как изменение ориентировки вектора lf отражается

на положении пятна на рентгенограмме, однако размеры ячейки

и тем самым размеры Фурье-образа на рентгенограмме не отра

жаются.

-+-
Действительно, одному и тому же модулю Ilf л 1, т. е. одному

и тому же пятну на рентгенограмме, будут соответствовать при

заданных {h~} различные компоненты спектра л == var и различ-
-1 б

ные gij, лишь Ы только выполнялось условие

11 (hO/ о -1) 1/2 t
1\, i 1j g i j cons .
Очень часто лауэвский метод применяется для построения

стереографической проекции точечного комплекса кристалла.
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Указанная нечувствительность геометрии дифракционной кар

тины к размерам элементарной ячейки кристалла облегчает по

строение этой проекции,

Рассмотрим на рис. 54 треугольники А '00' и А'АА ;н, в кото

рых точка А' является центром дифракционного максимума,

а точка А;н соответствует гномонической проекции вектора
~

-Н')..., т. е. точкой пересечения прямой АООО с плоскостью гномо-

нической проекции; для простоты плоскость пленки совмещена

с плоскостью гномонической проекции, что не влияет на общность

получаемых выводов.

Как видно из рисунка, дифракционный максимум, положение
~

которого описывается вектором Н')..., и гномоническая проекция

этого вектора лежат на одной прямой А'О/А;н, проходящей через

центр рентгенограммы О', а это обстоятельство позволяет указать

рецепт построения гномонической проекции Н-стержней, при

надлежащих Фурье-образу и образующих точечный Фурье

комплекс.

Для того чтобы найти гномоническую проекцию Н-стержня,

ответственного за появление пятна на рентгенограмме, достаточно

соединить это пятно прямой линией с центром рентгенограммы.

Гномоническая проекция Н-стержня будет находиться по другую

сторону от центра рентгенограммы (на продолжении указанной

прямой) и отстоять от центра на расстоянии

~

I 'гн 1= я.; tg f), (107в)

где Rгн - постоянная гномонической проекции (длина гномона

0000');

11 = 900 - 8.
-+

Формулы (107б) и (107в) позволяют 'отыскать I'ГН 1, а направ-
ление этого вектора определяется указанным построением; как

видно, совсем не обязательно всегда совмещать плоскость гномо

нической проекции и плоскость пленки. Обычно Rr H в формуле

(107в) выбирается таким, чтобы получить удобные размеры гно

монической проекции.

Разобравшись в том, как находится гномоническая проекция

Н-стержня, легко понять, как построить стереографическую

проекцию этого стержня (рис. 55).
Если совместить центр Фурье-комплекса с центром сферы

-+ -+
проекций радиуса RcT, то вектор 'ст, вектор 'гн И Е/-стержень

-+
будут лежать в одной плоскости, причем 'ст оказывается парад-

-+
лельным , ГН.

Таким образом, точка A~T' являющаяся стереографической
проекцией Н-стержня, находится точно так же, как и точка А;н,
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с той лишь разницей, что на продолжении прямой А 'О' надо от

кладывать величину

(108)

~

'У)= _1 tg-1bl
2 Rл

-+
и IrrHI=RrHtg'Y).

Б Ля

А'

Рис. 56. Построение гномонической проек

ции Н-стержня при работе в области углов

6 > 450:
А' - лауэвское пятно на пленке; А гн 
гномоническая проекцня Н-стержня

~-:-w-~~~r--ooo4--'" о'

i}"

Н-стержень

При работе в области углов дифракции е > 450 гномоническая

проекция Н-стержня, ответственного за появление пятна А'

на пленке, опять оказывается находящейся на прямой А'О' ,
соединяющей центр эпиграммы с рассматриваемым пятном

(рис. 56), причем точки А' и А;н будут расположены не с разных
сторон от центра рентгено

граммы О', как это имеет место

на лауэграмме, а по одну сто

рону,

Как видно из рис. 56:

s

G

Рис. 55. Нахождение стереографиче

ской проекции Н-стержня. Центр

проекции совмещен с центром Фурье-

образа:

S - плоскость стереографической про
екции; G - плоскость гномонической

проекцни; RrH- постоянная гномони-

ческой проекции (длина гномона);

R
CT

- постоянная стереографической

проекции. Все построение сделано для

плоскости, образованной векторами
~ -+ -+
НА' tO и t

Понятно, что для построения стереографической проекции Н

стержня надо снова пользоваться соотношением (108) и рис. 55.
На рис. 57 изображена лауэграмма, полученная на кристалле

-+
SiC, ориентированном направлением [001] вдоль вектора tO.

На лауэграмме ясно видно, что пятна располагаются на эллип

сах, имеющих общую точку в О'; кроме того, на рентгенограмме-
прослеживается симметрия 6, совпадающая с симметрией на-

правления [001], вдоль которого был направлен первичный

пучок рентгеновских лучей.

Для того чтобы понять происхождение эллипсов на рентге

нограмме, рассмотрим некоторое важное направление в кристалле

(ось зоны), имеющее малые индексы {Ui\ и образующее малый

8 Д. М. Васильев 113



•

Рис. 57. Ла уэграмма , пол ученн а я от кри

сталла SiC, ориентированного направлением

[001 J вдоль оси вращения

Рис. 58. Происхождение зональных эллип-

сов на лауэграмме:

-+
R - вектор зоны координатами {Ui};
А' - лауэвское пятно на пленке; А;н
гномоничеекая проекция H-стержнSl. пе

рееекающего сферу Эвальда в точке М;

G - плоскость гномоническоfi проекции

114

Рис. 59. Отображение множества

точек, принадлежащих зональному

эллипсу, на множество точек, при

надлежащих прямой, перпендику

л ярной оси симметрии эллипса

Рис. 60. Лауэграмма при в > 450.
Дифрагированные лучи располагаются по

поверхности конуса с вершиной в точке О;

в основании конуса лежит опорная окруж

ность 00, получнвшаяся от пересечения

Н-плоскости зоны со сферой Эвальда



угол с направлением первичного пучка (рис. 58). Как мы уже убе-
~

дились, в дифракционном пространстве такому вектору R == (и l'

и2' из) будет соответствовать Фурье-образ типа, изображенного

на рис. 41. Учитывая, что в данном случае используется белый

спектр, и рассматривая только Н-плоскость, проходящую через

центр Фурье-образа, мы получим, что в результате пересечения

сферы Эвальда с Н-стержнями, лежащими в рассматриваемой
~

Н-плоскости, все векторы t(j) расположатся на поверхности

конуса с вершиной в точке О, опирающегосяна окружность, полу

чившуюся от пересечения Н-плоскости, перпендикулярной век-
~

тору R (оси зоны), со сферой Эвальда.

В итоге на пленке, ориентированной перпендикулярно век-
~

тору tO, каждому направлению {иi} с малыми индексами будет

соответствовать множество дифракционных максимумов, распо

лагающихся на эллипсе, большая ось которого лежит в плоскости,
~ ~

образованной векторами tO и R (рис. 58). Если длину большой

оси эллипса r птах удается определить, то легко может быть найден
~ ~

угол 'Ф между R и tO:

'ф __1_t -1 'rnax
- 2 g Rл •

~

Если имеется множество векторов {R(j)}, лежащих в одной

плоскости, то на лауэграмме можно построить множество эллипсов

с совпадающим направлением длинных осей и общей точкой О'

Рассматривая рис. 58, можно видеть, что след Н-плоскости

зоны hh' оказывается перпендикулярным длинной оси эллипса

А'О'; так как проекции всех Н-стержней,лежащих в Н-плоскости,

также должны попасть на след hh', то в итоге множество пятен,

расположенных на зональном эллипсе при перестройке с исполь

зованием формулы (107n), даст множество точек, являющихся

гномоническими проекциями Н-стержней зоны, расположенное

на оси эллипса (рис. 59).
Легко также понять, как будет ориентировано множество точек

стереографических проекций Н-стержней по отношению к боль

шой оси эллипса. Так как Н-плоскость, проходящая через центр

Фурье-образа, даст на проекции дугу большого круга (меридиан

сетки Вульфа), то в итоге семейство эллипсов типа, изображенного

на рис. 59, даст множество дуг больших кругов.

При работе в области больших углов дифракции е > 450 мы

должны обращать внимание на важные направления, образующие
~

с t O углы, близкие к 900 (рис. 60). Легко видеть, что при съемке
~

на плоскую пленку, перпендикулярную tO, дифракционные макси-

мумы, обязанные своим появлением Н-плоскости зоны, ось кото-
~

рой совпадает с вектором R, расположатся на гиперболе с осью
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симметрии А 'О', лежащей в плоскости, образованной векторами
-+ -+
tO и R.

Как видно, след Н-плоскости перпендикулярен оси симме

трии гиперболы А 'О' и располагается в отличие от варианта

8 < 450 по ту же сторону от точки О', что и зональная гипербола.

Таким образом, гномоническая проекция Н-стержня (точка А;н)

расположится на прямой А'О' по ту же сторону от центра рентге

нограммы О', что и лауэвское пятно А'

При построении стереографической проекции множество зо

нальных гипербол отобразится на множество дуг больших кругов.

Перейдем теперь к индицированию рентгенограмм. Мы уже

выяснили, что для индицирования рентгенограмм вращения не

обходимо знать форму и размеры элементарной ячейки кристалла,

причем эти сведения могут быть получены опять же из рентге

нограммы вращения. Поскольку в методе Лауэ размеры элемен

тарной ячейки не влияют на дифракционную картину, для инди

цирования достаточно знать только форму элементарной ячейки,

однако эти сведения не могут быть получены из лауэграммы.

Так же как и в методе вращения, индицирование происходит
-+

наиболее просто, если вектор tO направлен вдоль [001 ] в кристалле.

В этом случае для построения точечного Фурье-комплекса

кристалла, состоящего из множества Н-стержней, достаточно

воспользоваться в качестве опорной только Н-сеткой, на которой

h~ = 1 (рис. 61). В этом случае на плоскости гномонической про
екции без искажений отобразится опорная Нгсехкг, координаты

узлов которой равны {h~hgl}.
Размеры элементарной ячейки опорной сетки на плоскости

гномонической проекции найти легко:

-+

I Ь-+ I = R I Ь1 'т!п
1 ГН гн -+ •

I Ьз Imin

Если в качестве примера взять кристалл, принадлежащий

к ортогональной сингонии, то

-+
I Ь1 Iшil1

-+
I Ьз /ш!п

так что в этом случае для построения на ПЛОСКОС1И гномонической

проекции опорной сетки, при помощи которой можно индициро

вать рентгенограмму, достаточно знать только отношение длин

векторов, образующих элементарную ячейку кристалла.

В итоге процедура индицирования рентгенограммы сводится

в наиболее благоприятном случае к построению гномонической

проекции множества Н-стержней с использованием формул (107б)

и (107в) И определению координат точек в терминах системы осей
-+ -+ о

blr H И Ь2ГН; третий индекс у всех точек оказывается равным hз = 1
116



в соответствии с его значением на опорной Н-сетке. Координаты

точки, помеченной значком Х на рис. 61, окажутся в этом случае
1

равными 021, что даст индексы дифракции типа 012, 024 и т. д.

Как видно из рис. 61, в соответствии с основной особенностью

способа Лауэ, индицирование происходит с точностью до цело

численного множителя.

К сожалению, такое удобное индицирование, какое имеет место

при «хорошей» И К тому же известной ориентировке кристалла,

Рис. 61. Отображение опорной

Н-сетки, на которой hg = 1, на

плоскость гномонической про-

екции.

На рисунке изображен Фурье-
~ ~

образ, для которого Ьа 11 a:J' В
случае екосогоь Фурье-образа,

~ ~

у которого Ьзi-аз, начальный

узел с координатами [001 ] будет
смещен по отношению к точ

ке Огн' Направление и величина

смещения ~ определяются спо

собом, изображенным на рис. 49

101,

встречается редко. Обычно способ Лауэ применяется для опреде

ления неизвестной ориентировки кристалла. Хотя и в этом случае

форма элементарной ячейки обычно известна, положение основных

направлений в кристалле, например направлений типа ([1001),
как раз и требуется определить.

Наиболее общим способом в этом случае является построение

при помощи рентгенограммы стереографической проекции и инди

цирование по этой стереографической проекции.

Помимо общего приема построения стереографической проек

ЦИИ, рассмотренного ранее, эта работа может быть облегчена при

менением специальных сеток, позволяющих сразу по рентгено

грамме отыскать полярный угол р и азимут ер стереографической

проекции Н-стержня.

Рассмотрим сетку, применяемую при обработке эпиграмм

(рис. 62), называемую сеткой Гронингера. На этой сетке изобра-
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жено множество зональных гипербол, на которых располагаются

дифракционные максимумы, соответствующие различным эонам

(см. рис. 60). Горизонтальные гиперболы принадлежат зонам,

оси которых располагаются в вертикальной плоскости; верти

кально ориентированные гиперболы соответствуют осям зон,

расположенных в горизонтальной плоскости.

Для того чтобы правильно пользоваться сеткой Гронингера,

нужно усвоить только одно обстоятельство: угол между пят

нами А' и В', расположенными на одной гиперболе, равный 2сх,

на сетке помечен как СХ, т. е. как угол между Н-стержнями, ле-

жащими в Н-плоскости, дающей гномо

ническую проекцию в виде прямой hh',
так что все угловые характеристики,

получаемые при помощи сетки, ОТНО-

r сятся не к пятнам рентгенограммы,

а к тем Н-стержням, которые ответ

ственны за появление этих пятен.

Так как угол между двумя пря

мыми измеряется в плоскости, прове

денной через эти прямые, для измере

ния угла СХ между двумя пятнами (а на

самом деле между двумя соответствую

щими Н-стержнями) эти пятна необхо

димо вывести на одну горизонтальную

гиперболу вращением пленки относи-
Рис. 62. Применеине сетки Гро-

н ингера ' тельно сетки, оставляя при этом центры

сетки и пленки совмещенными. Как
~

легко увидеть из рис. 60, ось зоны R при этом расположится в вер-

тикальной плоскости, и угол 'Ф может быть найден как

Ф == 900 - Рз'

где Рз находится непосредственно на сетке: Рз == 1'в.

Координаты (р, ер) Н-стержня, которые нужно знать для

построения стереографической проекции, находятся просто.

Нужно вывести пятно на вертикальную или горизонтальную пря

мую сетки (см. рис. 62) и найти расстояние до центра сетки, рав

ное р: азимут ер отсчитывается при этом непосредственно по гра

дусному лимбу сетки.

Если нас не интересуют координаты (р, ер), то можно еще

больше упростить процедуру переноса точки с рентгенограммы

на стереографическую проекцию, измеряя в градусах длину вер

тикального пути 1'в и горизонтального 1'г из центра рентгенограммы

к пятну (см. рис. 62) и повторяя этот путь соответствующим об

разом на сетке Вульфа. Так как гипербола сетки Гронингера

соответствует меридиану сетки Вульфа, эта упрощенная процедура

позволяет правильно перенести пятно рентгенограммы на стерео

графическую проекцию, но при этом надо помнить, что 1'в =1= р
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и Уг =1= <р, так что в случае необходимости координаты (р, ер)

все равно приходится определять на стереографической проекции

обычным способом.

На рентгенограмме, полученной в области больших (8 > 450)
углов дифракции, всегда можно обнаружить несколько пятен

с большой плотностью почернения (рис. 63); через эти пятна про

ходят хорошо выраженные гиперболы, и каждое из этих пятен

окружено «мертвой зоной», внутри которой пятна отсутствуют.

Каждому такому пятну соответствует Н-стержень, являющийся

общей линией пересечения

нескольких Н-плоскостей.

Изоморфизм, существую

щий между прямыми (пло

скостями) В объекте и пло

скостями (прямыми) В Фурье

образе, позволяет установить

следующее обстоятельство.

Как известно, в объекте

линия пересечения узловых

R-плоскостей с малыми ин

дексами (ось зоны) также бу

дет иметь малые индексы {Ui}.
Как мы уже отмечали, хо

рошо выраженным зональ

ным кривым (в случае эпи

граммы - гиперболам) соот

ветствуют Н-плоскости с ма-

лыми индексами; очевидно, Рис. 63. Рентгенограмма. полученная по спо
пересечение Н-плоскостей собу Лауэ от образца молибдена в области

«задних» углов е > 450
С малыми индексами проис-

ходит по Н-стержню (ось

зоны в Фурье-пространстве), имеющему малые индексы {h~}. Это

обстоятельство объясняет причину появления «мертвой зоны»,

окружающей низкоиндицированное пятно, так как вблизи на

правления с малыми индексами {h~} находятся Н-стержни с ин-
О О О

дексами hlh2hз , из которых хотя бы один индекс имеет большую

величину, так что начало' области существования интерференци

онной функции (т. е. начало Н-стержня) лежит в этом случае

за пределами сферы Эвальда и дифракционный максимум не воз

никает.

Таким образом, пятно, являющееся местом пересечения хорошо

выраженных гипербол, как правило, может быть проиндицировано

-как {100}, {110}, {111}, {210}, {211} и т. д. В случае кристалла

кубической сингонии на эпиграмме почти всегда получаются две

из трех возможных точек с индексами {1 00}, {11 О} и {111}, кото

рые могут быть использованы как опорные.

Измерив при помощи сетки Гронингера углы между опорной

точкой и несколькими сильными максимумами, можно попытаться
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проиндицировать рентгенограмму, не обращаясь к стереографиче

ской проекции, а прямо назначая индексы пятен в соответствии

с измеренными углами. При работе с кристаллами кубической

сингонии таблица углов может быть взята из справочника [10],
для остальных случаев такую таблицу приходится рассчитывать

заранее, сообразуясь с конкретными значениями компонент

тензора g для данного кристалла.

6. Метод расходящегося пучка

в этом методе условия дифракции удовлетворяются благодаря
~

вариации направления вектора tO, причем эксперимент ведется

в монохроматическом излучении, при неподвижном монокристал

лическом образце, т. е. реализуется вариант (100б).

Хотя первые работы, использующие эту схему, были проде

ланы на заре рентгеноструктурного анализа (см. библиографию

в работах [11, 12 J), применение метода до последнего времени

сильно тормозилось отсутствием удобных источников, дающих

первичный пучок с большой расходимостью.

Часто дифракционные максимумы, получаемые в расходя

щемся пучке, называют линиями Косселя. Обычно различают

истинно-косселевский метод и псевдо-косселевский метод полу

чения дифракционной картины.

В истинно-косселевском методе источник рентгеновских лу

чей S возбуждается в материале самого образца пучком ускорен

ных частиц (обычно электронов) или пучком жестких рентгенов

ских лучей, падающим на поверхность монокристаллического

образца. В этом случае источник S располагается внутри образца,

вблизи от его поверхности, и дифракционная картина получается

в характеристическом излучении самого образца.

В псевдо-косселевском методе источник S либо вынесен над

поверхностью образца, либо находится на самой поверхности,

но возбуждается в тонком слое материала - эмиттера (обычно

небольшой кусочек тонкой фольги).

С точки зрения геометрии дифракционной картины имеет смысл

различать только случаи источника, находящегося вблизи от

поверхности и вынесенного источника; если же рассматривать

тонкую структуру дифракционного профиля, то особняком стоит

истинно-косселевский метод, при реализации которого ярко про

является динамическое взаимодействие между первичной волной

и вторичными, рассеянными волнами, что приводит к появлению

у дифракционной линии светлой каймы, интенсивность которой

меньше интенсивности фона рентгенограммы.

В том случае, когда источник S находится внутри образца,

дифракционные максимумы, регистрируемые плоской пленкой,

являются кривыми второго порядка; если источник S вынесен,

то на плоской пленке в общем случае получаются кривые четвер-
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того порядка, и расшифровка рентгенограммы несколько услож

няется.

Во всех случаях, когда используется параллельный пучок
~

рентгеновских лучей tO = const и точка, в которой первичный

пучок пересекает рентгеновскую пленку, может быть найдена

на рентгенограмме (80 = О), расшифровка дифракционной кар

тины облегчается. На рентгенограмме, полученной в камере вра

щения, в точке 80 = О пересекаются кривые р = const, в случае

полного вращения и перпендикулярного падения первичного

пучка на ось вращения дифрак

ционная картина симметрична

относительно горизонтальной и

вертикальной прямых, прове

денных через точку 80 = о. На

лауэграмме точка 80 = О яв

ляется общей для всех зональ

ных эллипсов; в способе по-
~

ротка направление tO = const
является общей осью всех ди

фракционных конусов.

На косселеграмме никаких

«особых» точек, аналогичных

точке 80 = О в методах парал

лельного пучка, не имеется;

дифракционная картина жестко Рис. 64. Косселеграмма.полученная на МО

епривяаава» только К образцу, нокриеталnе аЛ~с~~:==кеПРИ вынесенном

И это обстоятельство в значи-

тельной степени затрудняет анализ геометрии косселевских ли

ний и расшифровку рентгенограммы (рис. 64).
При работе с вынесенным источником на рентгенограмме может

быть найдена точка выхода перпендикуляра, опущенного на

плоскость пленки из источника, и в некоторых случаях наличие

такой «особой» точки может облегчить обработку рентгенограммы.

Рассмотрим, что получается, когда внутри кристалла распо-...
лагается точечный источник s. в этом случае вектор tO варьируется

в пределах телесного угла 4'1....
В отличие от случая tO = const, когда центр Фурье-образа

(точка 000) имеет одно, вполне определенное положение (конец
~ ~

вектора tO), в случае tO = var положение центра Фурье-образа...
будет изменяться в соответствии с изменением вектора tO.

Пусть решетчатый Фурье-образ кристалла имеет вид, изобра

женный на рис. 65. Не составляет труда найти дифракционный

максимум, соответствующий каждому из векторов Фурье-образа.

Рассмотрим, как находится дифракционный максимум для...
вектора Н(2) (рис. 65). Центр объекта, как всегда, совмещен
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с центром сферы Эвальда О; источник S также совмещен с точ-
~

кой О. Вписав вектор Н('2) в сферу Эвальда (положение А), мы
~ -)о

сразу находим направление векторов tO и t, образующих вместе
-)о •

с вектором (Н(2»)А треугольник Эвальда

1-70 ~ (Н(2»)А.

~

Вектор tO может варьироваться в пределах телесного угла 4л,
-)о

однако вектор Н('2) должен при этом оставаться постоянным.

2Тl 111 110
- fllOJ
--f2DО)ОfI12)
-- 1220)

Рис. 66. Стереографическая проекция косселевских

конусов, полученных в излучении Ка Fe от кри-

сталла железа

Рис. 65. Происхождение коссс

левекой дифракционной кар

тины в случае источника, нахо-

дящегося внутри кристалла:

а - Н-сетка Фурье-образа; 6 
отыскание дифракционного ма

ксимума (конуса с углом при

вершине 21') 2)' соответствующего

множеству {Н( 2) }

000 о

Этому требованию можно удовлетворить, если множество век-
~

торов {tO} будет расположено по поверхности конуса с углом при

вершине 2112' где
~(2)

- 900 е - 900 _ . -1 I Н I112 -,- - 2 - SlП 2·

~

При этом множество векторов {Н(2)} будет расположено на по-
-)о

верхнасти цилиндра радиусом sin 112' а множество векторов {t}
будет располагаться по поверхности конуса с центром в точке О

и с углом при вершине 2112'
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Очевидно, конус дифрагированных лучей будет соосен век

тору R(2), т. е. нормали к R-плоскости объекта с индексами
~

(h12 )h~2) h~2»).

Аналогичное построение может быть сделано для любого из
~

Н-векторов Фурье-образа, который может быть вписан в сферу
~

Эвальда, т. е. модуль которого удовлетворяет соотношению Iн I ~
~ 2.

Таким образом, дифракционные максимумы, полученные- в рас

ходящемся пучке на монокристаллическом образце, образуют мно

жество конусов с углом при вершине 211j; каждый из конусов соо

сен нормали к системе узловых плоскостей кристалла, индексы

которых равны координатам первого узла на дифракционном век

торе.

На стереографической проекции множество дифракционных

конусов даст множество окружностей радиуса 11j с центрами в точ

ках выхода нормалей к соответствующим системам узловых пло

скостей на плоскость стереографической проекции (рис. 66).
Таким образом, если стереографическая проекция полярного

комплекса кристалла известна, то для построения стереографи

ческой проекции косселевекой дифракционной картины доста-

точно вокруг каждой точки проекции с координатами {·h~j)} по-
строить окружность радиуса "

_ -1 Л
l1j'- cos ~,

J

памятуя лишь о том, что вокруг точки 100можно провести окруж

ности с радиусами 11 100' 11 200' 11300 И т. д.

Если нам удастся построить ·по рентгенограмме стереографи-

ческую проекцию косселевских линий, то точки с координатами

{h~j)} на проекции могут быть отысканы как центры соответст
вующих окружностей.

На рис. 65 легко учитывается влияние ограничения области
~

вариации векторов 'О , т. е. ограничение расходимости первичного

пучка, и эффекты, связанные с вынесением источника во вне

образца или помещение его на самой поверхности; очевидно, по

следний вариант осуществляется тогда, когда метод реализуется

в сильно поглощающем образце независимо от того, чем вызвано

появление источника - наличием постороннего эмиттера на по

верхности либо действием первичного пучка электронов или рент

геновских лучей.

Так, для плоского образца с источником S, расположенным
~

на поверхности, от полного конуса ,О == var останется только
~

часть, на которой векторы 'О направлены внутрь образца (рис. 67).
~

В соответствии с этим от цилиндра Н = const будет отрезана

некоторая часть плоскостью, параллельной оси цилиндра, что

123



приведет к образованию части дифракционного максимума, как это

показано на рис. 67. Если образец имеет большую толщину, то
-+

часть дифракционного конуса, для которой векторы t<J> направ-

лены внутрь образца, не будет видна из-за потлощения. В итоге

на пленке, находящейся сверху от образца, появится только часть

максимума в виде двух дуг, ограниченных с одной стороны по

глощением в образце и с другой - тем, что источник находится

на самой поверхности образца.

Всю процедуру отыскания действительной формы и размеров

максимума очень удобно изобразить на стереографической про

екции (см. рис. 67). На этом рисунке стереографическая проекция

а

Рис. 67. Эффекты ограничения косселевских конусов:

а - исчезновение части конуса в результате потлощения в образце и нахождения

источника на поверхности образца; б - отыскание реально наблюдаемой части конуса

при помощи стереографической проекцин; т - меридиан сетки Вульфа

нормали к R-плоскостям кристалла с индексами (hI2)h~2)h~2»
изображена точкой п, Косселевская окружность радиуса fJ2
изображена дугами аеЬ (дуга, соответствующая верхней части ди

фракционного конуса) и afb (часть конуса, расположенная под

поверхностью образца).

Часть косселевекой окружности geh, которая отрезается из-за

того, что источник находится на поверхности образца, отыски

вается следующим образом. Из рис. 67 видно, что отрезанная

часть geh в точности равна части косселевской окружности afb,
расположенной ниже поверхности образца, причем geh и afb
симметрично расположены по отношению к центру окружности п,

так что расстояние точки с от п равно расстоянию точки d от n.
Найдя таким образом точку d на стереографической проекции,

мы легко отыскиваем точки g и h, ограничивающие действительно

наблюдаемые участки косселевекого конуса, при помощи дуги

большого круга (меридиана сетки Вульфа), проведеиной через d.
Таким образом, в случае тонкого образца получится часть кос

селевской окружности gbfah, а в случае толстого образца - только

две дуги gb и М.

В итоге при расположении источника S внутри образца или

на самой поверхности на плоской пленке получатся сечения кос-
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селевских конусов плоскостью, Т. е. кривые второго порядка,

форма и расположение которых при данной длине волны 'А и за

данном положении пленки зависят только от ориентировки об

разца и условий ПОГЛОIЦения.

Несколько более сложная геометрия дифракционной картины

имеет место при работе с вынесенным источником.

Рассмотрим, что получится, если на расстоянии Rs от об

разца помещен точечный источник 8, дающий расходящийся пу

чок рентгеновских лучей. Такой источник обычно выполняется

Рис. 68. Геометрия косселевекой дифракционной картины

в случае вынесенного источника

в виде длинной и тонкой трубки, на торце которой укреплена тон

кая фольга из подходящего материала (Си, Fe, Мо и т. д.), Расхо

димостъ первичного пучка 21' в таком случае близка к 21& И прак

тически ограничивается только конечными размерами образца.

Допустим, что нас интересует дифракционный максимум, соот-
~

ветствующий множеству векторов {Н}, один из которых изобра-

жен на рис. 68. В этом случае необходимо предварительно найти

способом, рассмотренным на рис. 65, угол при вершине конуса
~

еО = var, равный 2". Этот конус, пересекаясъ с поверхностью об-

разца, даст опорный эллипс 01020102' на котором располагаются
центры всех сфер Эвальда, описывающие дифракцию, характери-

->
зуемую множеством {Н}.

~ -
Вектор е, соответствующий точке 02' будет направлен по

- - ~

прямой 8202' вектор t+, соответствующий точке 02' - по пря-

мой S 202' Способ отыскания точек 02 и 02 понятен из рис. 68.
Опустив перпендикуляры 02а и 02Ь на прямую 80, мы получим
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точки а и Ь, после чего положение точек S 2 и S 2 находится из соот

ношений SS 2 == 28а и 88 == 28 Ь.
Таким образом, множество дифрагированных лучей образует

поверхность псевдоконуса. В отличие от обычного конуса с по

стоянной вершиной, из которой проводятся все образующие,

в случае псевдоконуса вершины расположены на отрезке S282.

Пересекаясь с плоской пленкой, параллельной поверхности

образца, псёвдоконус дает кривую четвертого порядка, которую
мы назовем псевдоэллипсом. Конечно, при соответствующейориен

тировке оси псевдоконуса по отношению к плоской пленке на ней

можно получить дифракционную кривую в виде псевдопараболы

и псевдогиперболы.

Не составляет труда написать выражение для радиуса-век-
~

тора " определяющего положение точки на дифракционной кри-

вой [12 ]1:

sin 21") V
~ (RK + 2Rs) 2 cosp 1- sin 2pcosep

I ' I == cos2 1") - sin 2 р cos2 ер

_ R tg р sin 2 1") cos ер

К cos2 11 - sin 2 р cos2 ер

Иногда бывает удобнее вести измерения не относительно точ

ки О', а относительно точки N', являющейся местом выхода на

пленку перпендикуляра, опущенного из источника на плоскость

пленки (см. рис. 68). В этом случае, как легко видно из рис. 68:

,+ == Rs [tg (1] + р) + tg (1]- р)] + RK tg (1] + р); }

,- == Rs [tg (1] + р) + tg (1]-Р)] + RK tg (11-Р)·
(109)

Точку N' на пленке можно найти, учитывая, что в ней пересе

каются все прямые, на которых располагаютсябольшие оси псев

доэллипсов.

Более точный способ отыскания точки N' связан с примене

нием специальнойреперной сетки, помещаемоймежду источником

и рентгеновской пленкой. Теневое изображение этой сетки в «от

раженных» лучах позволяет с достаточной точностью определить

координаты точки N'
При р == .о псевдоэллипс превращается в окружность радиуса г;

в этом случае соотношение (109) дает

r == (RK + 2Rs) tg 1].

При работе с вынесенным источником угол расходимости пер

вичного пучка определяется размерами образца и расстоянием

1 См. также: И в а н о в с. А. Дифракция в расходящемся пучке рентгенов

СКИХ лучей. Автореф. канд. дис. л., лпи, 1974.
126



от образца до анода рентгеновской трубки. Ограничение угла рас

ходимости' приводит к тому, что часть косселевских конусов может

вообще не появиться, а некоторые конусы будут неполными. Эф

фекты, вызванные ограничением угла расходимости, проще всего

проследить на стереографической проекции (рис. 69).
Из полного конуса tO === var реализуется только часть, изобра

жаемая на стереографическойпроекциидугой асЬ. Благодаряэтому

вместо полной косселевекойокружностиасЬа'Ь' будет наблюдаться

только ее часть а'с' Ь', полученная при помощи дуг больших

кругов т и т', отображающих точки а и Ь на точки а' и Ь' через

центр косселевекой окружности n 1 . Окружность с центром в точ

ке n 2 вообще не дает дифракционного максимума.

Схема, изображенная на рис. 65, строилась так же, как и для

всех прочих методов получения дифракционно~ картины: центр

р р'

Рис. 69. Влияние угла рас

ходимости первичного пуч

ка 2'\' на форму дифракцион-

ных максимумов

Рис. 70. Схема для отыскания КОС

селевских конусов. Приведен слу

чай, когда источник находится на

границе полупространства РР'

объекта находится в центре сферы Эвальда; на расстоянии, рав

ном единице, располагается центр Фурье-образа. Помимо этои

стандартной схемы, известны еще. некоторые приемы, придуман

ные только для способа расходящегося пучка.

Коссель [14] помещает центр точечного Фурье-образа в центр

сферы радиуса 2; если при этом провести плоскость, проходящую
~

через конец Н-вектора, перпендикулярно к нему, то конус с вер-

шиной в точке 000, опирающийся на окружность, по которой эта

плоскость пересекает сферу радиуса 2, будет иметь при вершине

нужный угол 2'1.
Как видно, в этом случае

~

ч = cos-1 Ч..L.

Такое построение облегчает нахождение пересечений косселевских
конусов.

l{ругой способ также предусматривает использование одного

общего центра Фурье-образа, помещаемого в центре сферы ради-
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уса 2; при этом центры сфер Эвальда приходится располагать ПО

поверхности сфер радиуса 1. На рис. 70 изображено плоское 'сече

ние схемы, соответствующей точечному источнику, расположен

ному на границе полупространства (источник на поверхности
~

сильно поглощающего кристалла). Для любого из Н-векторов, не

выходящего за пределы верхней полусферы радиуса 2 и нижней

половины тора радиуса 1, можно построить конус дифрагирован

ных лучей с углом при вершине, равным 211, расположенной в узле

с координатами {h?}. С помощью этой компактной схемы можно

решать различные задачи, связанные с геометрией дифракционной

картины [12, 13]. Следует только помнить, что в случае источника,

находящегося внутри образца, в действительности неподвижным

оказывается центр сферы Эвальда (точка О на рис. 65), а переме

щаются центры Фурье-образов (точки 000); в случае вынесенного

источника центры сфер Эвальда располагаются на окружности

радиусом '), как это изображено на рис. 68.
Так как вследствие свойства (16) параллельный перенос объ

екта не влияет на интенсивность и геометрию дифракционной кар

тины, схему, изображенную на рис. 70, можно получить из схемы,

приведенной на рис. 65, совмещая при помощи трансляции все

центры Фурье-образов, отвечающих различно ориентированным
~

векторам tO.
Рассмотрим, как строится стереографическая проекция коссе

левских линий (рис. 71). Из рисунка видно, что косселевекий эл

липс, полученный на плоской пленке в случае источника, находя

щегося внутри образца, есть не что иное, как гномоническая про

екция косселевекого конуса, вершина которого находится

в точке о.

Стереографическу ю проекцию точки М', находящейся на эл

липсе, т. е. точку т (1J', q», можно найти без труда, так как

азимут q> отыскивается прямо на пленке, а полярный угол

'Ф равен

так что расстояние точки т от центра стереографической проек

ции О равно

'1'
От = RCT tgT8

Построение стереографическойпроекции для случая вынесен

ного источника (см. рис. 68) несколько более кропотливо потому,

что в этом случае не только различные конусы не имеют общей вер

шины, но и в каждом из конусов вершина смещается в зависи

мости от азимута «р, так как построение, изображенное на рис. 68,
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необходимо .проделывать заново для каждого из различным об

разом ориентированных векторов R.
-+

Для того чтобы найти проекцию косселевекого конуса, т. е.

косселевекую окружность, достаточно найти проекцию двух обра-

зующих S 202 И S 202 (точкио; И O~). Эти две точки лежат на диа
метре косселевекой окружности, проходящем через точку N'
(см. рис. 65), на угловом расстоянии от нее, равном соответ

ственно 1) - р и fJ + р.

Если положение этих двух точек определено, косселевекая

окружность на стереографической проекции проводится через них

известным способом.

Наиболее просто углы f) - р и f) + р находятся способом пов

торной съемки на одну и ту же пленку (рис. 72). Как видно, для

Рис. 11. К анализу косселевекой дифрак

ционной картины.

Стереографическая проекция косселевекой

окружности К. Центр сферы проекций сов

мещен с центром образца О

Рис. 12. Способ повторной съемки. Два

последовательных снимка на одну и ту

же планку, помещаемую в положе

ния Пя! и Пл2, позволяют найти

углы р и 11;
рР' - поверхность кристалла

(110)

определения '1 - Р = Ь и '1 + р = а достаточно всего двух сним

ков, сделанных со смещением пленки на ~RK:

_ tg-1 Аг+
а- --о

ARK '

ь == tg-1 11,
ARK

ДЛЯ повышения точности применяется многократное смещение

пленки.

Из формул (110) могут быть раздельно определены радиус

косседевекой окружности 11 и полярный угол р нормали к R-пло

скости кристалла. Так как азимут точки n определяется прямо

из рентгенограммы, то каждый псевдоэллипс, .имеющийся на

пленке, дает возможность найти стереографическую проекцию

нормали к соответствующей узловой плоскости кристалла.
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(111 )

Так как t(i>

~ R
где п == IRI ·

~

-)-

Вектор р, соединяющий точки 1
и Г', может быть записан в виде
~

р == (Рl' Р2' Рз), где координата '-Рз
равна смещению пленки между пер

вым и вторым снимками, т. е. Рз =
== dRK , а компоненты Рl и Р2 опре

деляются прямо из рентгенограммы

(рис. 73).

л

6

a~f'
р, р,

1 Л

1

К сожалению, число полных псевдоэллипсов на косселеграм

мах обычно очень невелико. При работе с вынесенным источником
и съемке «на отражение» псевдоэллипсы, находящиеся целиком по

одну сторону от отверстия в пленке, через которое проходит анод

рентгеновской трубки, имеют обрыв на стороне, ближайшей к ис

точнику (см. рис. 64), что объясняется экранирующим действием

анодного патрубка.

В работах [15-17] описан достаточнообщий способ отыскания

углрв ~ и р по произвольному отрезку псевдоэллипса с исполь

зованием техники двух съемок на

одну пленку (рис. 73).
~

Для некоторого вектора t(1), даю-

щего точки} и l' на отрезке псевдо

эллипса, получаемом на пленке при

двух ~e положениях, можно запи

сать соотношение

р

Рис. 73. Применение техники пов

торной съемки на одну пленку ДЛЯ

работы с пронзвольным отрезком
псевдоэллипса:

а - 1, 11 - первое и второе поло

жения пленки; РР' - поверхность

образца; з» - мнимый источник

для луча, дифрагированного по на-

правлению 1(1); б - определение
~ ~

компонент Рl и Р2 непосредствен

ным измерением на пленке. Век-
~ ~

торы еl и е2 расположены в плоско

сти пленки

~

то компоненты вектора t(i> находятся как

(')
t(i) - Р/ .

I - V (Р1п)2 + Иi»2 + (р~Л)2

~ ~

Записывая n в виде п (n 1,.n 2 , nз) , получим из соотноше-

ния (111) систему уравнений

• 2 221J = 1, 2, 3 п; + n2 + Па == ,._
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,ИЗ которой легко отыскиваются неизвестные {ni } и с:

/(1) /( 1)
2 3

t(2) /(2)
2 3

t(3) t(3)
nl 2 3

С t(l) /(1 ) t(1 )
1 2 3

t(2) /(2) t(2)
1 2 3

/(3) /(3) /(3)
1 2 3

аналогично находятся n 2/с и nз/с;

:2 = ( n; у + ( ;2 У +( :3 )2
в итоге радиус косселевекой окружности оказывается равным

f) = cos-1c,

а координаты (р, <р) центра окружности~ равными

р = соs-1nз ;

<р = сов" [ 1 + ( ::У ]-1/2

Как видно, для решения задачи достаточно иметь три точки

на отрезке псевдоэллипса и правильно найти соответствующие

точки при повторной экспозиции со сдвигом пленки на ~RK.

При работе с вынесенным источником последняя процедура не

тривиальна, так как каждой точке на псевдоэллипсесоответствует

новое положениемнимого источникаSi' и поэтомуотысканиеэкви

валентных точек типа 1 и l' несколько осложняется. Как и при

нахождении центра рентгенограммы N', целесообразно отыски

вать эквивалентныеточки при помощи теневого изображения ре

перной сетки, помещаемой между источником и пленкой. Исполь

зование в качестве опорных точек различных пересечений коссе

левских дуг может привести к значительным ошибкам из-за ва

риации точек Si.
Понятно, что изложенный способ может применяться и при

источнике, находящемся внутри образца, однако в этом случае

трудно преодолимой преградой является очень малая контраст

ность рентгенограммы,затрудняющаяполучение повторных сним

ков на одной пленке.

Индицированиекосселеграммне представляетбольшого труда,

если предварительно построена стереографическая проекция, со

держащая достаточно большое число точек n j , т. е. проекций век

торов R(n
-+
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В случае кристалла кубической сингонии можно сравнить по

лученную стереографическую проекцию с различными стандарт

ными проекциями либо, как в методе Лауэ, подобрать правильные

индексы {h~j)}, исходя из углов между точками п j. Если размеры
и форма элементарной ячейки известны, целесообразно сравнить

экспериментально найденные значения ТJj с рассчитанными из

соотношения

jf(j)
'l'Jj = tvS-1 I 2 1.

в наиболее общем случае можно использовать тот же метод,

что и в способе вращения, проиндицировав рентгенограмму при
~ ~ ~

помощи трех некомпланарных векторов Н(1), Н(2), Н<8>, обозна-
~ ~ ~

ченных как Ь 1 , Ь 2 и Ьз , а затем перейти известным способом к одной

из ячеек Браве.

7. Метод порошка

в этом методе используется образец, составленный из боль

шого количества очень малых кристаллов. Такой образец можно

приготовить, измельчая кристалл вплоть до получения тонкого

порошка. В ряде случаев удается приготовить монолитный по

ликристаллический образец, в котором функция распределения

кристаллитов (зерен) по разориентировкам L\p оказывается по-

стоянной величиной 1 (L\p). Очевидно, по отношению к геометрии
дифракционной картины такой образец, может быть уподоблен

порошковому

Освещая порошковый образец монохроматическим пучком

рентгеновских лучей, мы реализуем вариант (100 В). Как было

показано в п. 2, Фурье-образ такого образца, или, точнее говоря,

область существования решеточного Фурье-образа, представляет
~

собой множество концентрических сфер с радиусами IНО> 1; пере-

секая этот образ сферой Эвальда, мы тотчас получаем множество

дифракционных максимумов в виде конусов с углом при вер

шине 48j , где

~(")

8. -- s'n-1 1н J I
J - 1 2'

~

соосных вектору fJ (рис. 74).
Для углов 8 > 450 конус «смотрит» назад, в сторону падаю

щего пучка, и имеет при вершине угол 4'1.
Как мы уже видели в п. б, метод расходящегося пучка также

дает множество дифракционных конусов, но конусы эти пол-
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ностью «привяааны» К R-решетке кристалла и имеют угол при

вершине 211j, где

-+<.)
fJj = С08-1 \ Н21 1,

и соосны нормали к R-ПЛОСКОСТЯ~f кристалла, т. е. СООСНЫ КОВ8

риантному вектору R.
-+

в методе порошка дифракционные конусы жестко епривяааны»
-+

к первичному пучку рентгеновских лучей, т. е. к вектору tO, и

поэтому информация об ориен-
-+

тировке векторов НО), соответ-

ствующих отдельным кристалли

там, в этом методе исчезает.

При укрупнении отдельных
-+

кристаллитов векторы / могут рас-

полагаться по поверхности ди

фракционного конуса дискретно,

и в этом случае снова можно

получить некоторую информацию
-+

об ориентировке векторов Нч),

если в процессе эксперимента не

вращать образец.

Регистрация дифракционной

картины может осуществляться

различными способами, приспо- Рис. 74. Пересечение сферы Эвальда
собленными для решения различ- с областью существования решетчатого

Фурье-образа ПОРОШКО80ГО образца:

ных задач. При использовании фо- К 1 , К!, Ка - дифракцион~ые конусы,

тографической регистрации чаще СООС8ые вектору tO

всего применяется цилиндриче- -+

ская пленка с осью, перпендикулярной вектору 'О (способ Дебай

Шерера) , либо плоская пленка, нормаль к которой совпадает
-+

с вектором /0 (рис. 75).
В первом случае целесообразно использовать цилиндрический

образец, во втором - образец в виде пластинки. В отличие от дру

гих способов, в которых прямое измерение угла дифракции либо

не может быть сделано с высокой точностью из-за особенностей

геометрии дифракционной карт-ины (способ Лауэ и расходяще

гося пучка), либо из-за неблагоприятной формы дифракционного

максимума (способ вращения и его модификации), в способе по

рошка определение угла дифракции сводится к измерению на

пленке расстояния 2г, которое может быть проведено с высокой

точностью.

Для цилиндрической пленки е = 2r/4R,

е 1 1 -1 2, 1 t -1 2,'
для плоской = 2·g 2R' и 11-== 2 g гк::

lЗЗ



к' R

Как можно было убедиться в п. 3 и 6, метод вращения и его

модификации, равно как и метод расходящегося пучка, позво

ляют' найти размеры элементарной ячейки и координаты дифрак

ционных максимумов {h~}, т. е. проиндицировать рентгенограмму

в случае кристалла любой сингонии.

Смысл этой операции сводится к тому, что в дифракционном про-
~

странстве вводятся базисные векторы {bi } , при помощи которых

и находятся координаты ди

фракционных максимумов {h~},

т. е. индексы дифракции.

Такой прямой путь не может

быть реализован при анализе

Рис. 75. Различные схемы получения рентгенограмм от порошкового образца:

а - схема Дебая- Шерера; 6 - съемка на плоскую пленку «вперед» И «назад». Ва

риант «назад» называется рентгенограммой по Заксу

дифракционной картины в методе порошка, так как здесь утеряна
~

информация об ориентировке векторов НО>, а сохранилась только
~

информация об их модулях Iнч. 1.
Это обстоятельство приводит к тому, что индицирование диф

ракционной картины в методе порошка приходится проводить

методом проб и ошибок, угадывая правильные комбинации ин

дексов дифракции; при переходе от кристаллов кубической син

гонии к кристаллам низших сингоний объем работы, затраченной

на индицирование, возрастает с одновременным уменьшением на

дежности индицирования.

Для кристаллов кубической, тетрагональной, гексагональной

и ромбической сингоний наиболее простым является графический

метод. Запишем для этих сингоний соотношения, связывающие
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~

модуль дифракционного вектора Iн I с индексами дифракции и
~

модулями векторов {ai } .

Кубическая сингония

~

I ~ I = sin6 = 2Ла [(h?)2 + (~)2 + (hg)2]I/2.

Тетрагональная сингония

зш 8 ==~ [(h?)2 + (h~)2 + (~)2 (h~)2]1/2
2аl аз

Гексагональная сингония

Ромбическая сингония

(112)

(112а)

(112б)

(112в)

~

причем во всех случаях обозначено Iа, I = а..

Из формулы (112а) получим, что

19 вш О = 19 2:1 + -}- 19 [ (h~)2 + (~)2 + ( ::У (hg)2J .

Построив заранее множество функций вида

-}- 19 [(h~)2 + (hg)2 + ( ::У (hg)2J = f ( :: )

при заданных значениях {h~\ и нанеся на горизонтальную ли

нейку значения 19 sin 8j , найденные из рентгенограммы, мы смо-

жем отыскать множество индексов {h~ (Л} , передвигая линейку
параллельно самой себе, пока не будет достигнуто совпадение ме-

ток на линейке с кривыми f (~) при {h~} = const. Горизон-
\ аз

тальное смещение линейки соответствует смещению нуля, и тем

самым учету неизвестного слагаемого 19 'А/2а, а вертикальное сме

щение - вариации величины а}/аз .

Как видно, для кристаллов кубической сингонии подвижная

линейка расположится на уровне а}/аз = 1; аналогичный график

может быть применен для кристаллов гексагональной сингонии,

равно как и для кристаллов ромбоэдрической сингонии, которые

в этом случае будут индицироваться в гексагональной установке.

Как показывает уравнение (112 в), индицирование кристаллов

ромбической сингонии требует множества графиков вида

+19 [(h?)2 + ( ::У (~)2 + (:: У (hg)2J = f ( ::)
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(113)

при {h~l = const и заданном значении а 1/а 2 • Варьируя эиачениь

а1/а 2 в разумных пределах, можно охватить широкий круг мате

риалов.

Помимо разобранных здесь кривых, называемых кривыми

Хелла, существуют и другие аналогичные графики (кривые

Банна, Бьерстрема, Бонда, Харрингтона), отличающиеся лишь

в деталях от кривых Хелла. При неизменной точности в опреде

лении значений sin е неопределенностьв индицированиикристал

лов одной и той же сингонии возрастает с увеличением размеров

элементарной ячейки кристалла, так как при большом числе

близко отстоящих друг от друга линий на рентгенограммеочень

трудно добиться однозначного индицирования.

Разумеется, рассмотренный здесь метод графического инди

цирования не может быть применен к кристаллам моноклинной

и трехклиннойсингоний, В этом случае наиболее общим является

метод Ито, подробное изложение которого можно найти в .ра

боте [8]. В методе Ито реализуется уже известная нам идея: вы

брать в дифракционном пространстве три некомпланарных век-
~ ~ ~

тора Ь 1 , Ь 2 и Ь з и с их помощьюнайти координатыдифракционных

максимумов.

Целесообразно выбрать в качестве длин базисных векторов
~

длины трех наименьших Н-векторов, т. е. положить

IЬ1 I == I jj<I) 1;

IЬ2 1 = Iн(2) 1;

IЬзl = 1 jj<з) 1,

и проиндицировать три первых линии на рентгенограмме ка к

100, 010, 001.
Для того чтобы полностью определить элементарную ячейку

в дифракционном пространстве, надо найти углы между векто ..
~

рами {bi }

Известно, что

I jj 12 = h~h~Plj = (h~)2 Pl1 + (hg)2 Р22 + (h~)2 Рзз +
+ 2h~hgРIЗ + 2hghgР2З + 2h~h~P12'

~ ~ 2 -1
где Pij == (b i , bj) == л gij •

Рассмотрим множество максимумов с индексами h~hgo. Для
такого множества

I jj (h~hgO)12 = (h~)21 ы1 2 2 + (h~)21 ь2 1 2 +
+ 2h~hg iЬ1 11 ь2 1 cos ~з,

~ ~

где Рз - угол между векторами Ь! и Ь 2 8
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Для максимумов с индексами h~h~O

/н (h7h~O) 12 = (h~)2 /ь, 12 -1- (h~)21 ь2 /2 

0°1-+ ,-+ /- 2h1h2 Ь 1 Ь2 cos ~3.

Вычитая соотношение (113ft) из (113),
определения Рз:

(113а)

получим уравнение для

(1136)~ = сов:' IН (h~'40) 12 -1Н (h~hgO) 12 •
3 4h~hg p~\" ь2 1

Непосредственно этим выражением воспользоваться нельзя,
-+ -+

так как в формуле (113б) известны только IЬ 1 1 и I Ь 2 1 .

Складывая соотношения (113) и (113а), получим

/
-+ ( ОhO ) /2 I-+ ( о-о ) 12
Н h\ 20 ~ Н h\h20 = (h~)21 ы122 + (hg)2 1 Ь212.

-+
Таким образом, если мы отыщем в списке значений {I ни> 12 }

такие два, чтобы их полусумма равнялась комбинации (h~)21 ь, 12 +
(

О)2 -+ 2 -+ -+ о О+ h2 IЬ2 1 , где Ibl I и IЬ2 ! известны, а h1 и h2- целые числа,
то тем самым убьем сразу двух зайцев - отыщем угол Рз из соот-

ношения (113б) и индексы дифракции h~ и hg для двух максимумов.
Понятно, что аналогичная процедура позволит найти углы Рl

-+
И Р2' т. е. полностью определить векторы {bi } , после чего инди-

цирование проводит~я без труда и сводится просто к сравнению
-+ -+

рассчитанных по заданным {Ьi} значений Iнч. I с найденными

экспериментально.

-+
Так как в качестве векторов {bi } были выбраны три минималь-

-+
ных значения ни>, то ячейка должна быть примитивной, И все

найденные экспериментально максимумы должны иметь целочис

ленные индексы дифракции. Ошибки будут возникать в том слу-
-+ -+

чае, если хотя бы один из векторов {bi } , например Ь 1 , будет про-
-+ -+

пущен и вместо модуля I Ь 1 1 будет взята величина Iн (200) I =
-+

= 21Ь 1 1 и Т. д.

Такие пропуски могут иметь место либо из-за малости значе

ний IF (100) /2, т. е. из-за особенностей структуры кристалла,

либо из-за присутствия винтовой оси, параллельной [1001, что

вызывает погасание максимума с индексами 100.
В случае удачного индицирования последним-этапом работы

является переход от использованной Р-ячейки в дифракционном

пространстве к Р-ячейке в пространстве объекта и к замене (в слу

чае необходимости) этой ячейки одной из центрированных ячеек

Браве.
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Учитывая большие трудности, с которыми приходится сталки

ваться при индицировании порошковых рентгенограмм, надо

пользоваться любой имеющейся возможностью для облегчения

этой работы. Так, если вещество оказывается известным, то зна-
~

чения {Iни> '} целесообразно рассчитать заранее по формуле

Iн I == л (h~h~gijl)I/2,

либо в более простых случаях поформулам (112), а затем сравнить

эти значения с найденными экспериментально, отыскивая тем

самым индексы дифракции.

В настоящее время имеются систематизированные данные

о рентгенограммах большого числа мелкокристаллических мате

риалов, содержащихся в картотеке американского общества испы

тания материалов (картотека ASTM). В качестве кодового при

знака, по которому опознается вещество, используются значения
~

d = л Iн 1-1 трех самых интенсивных линий рентгенограммы. Да-

леко не все рентгенограммы, содержащиеся в картотеке, проинди

цированы, однако всегда есть вероятность найти сведения об ин

дексах дифракции интересующего нас вещества в картотеке.

Прежде чем приступить к отысканию индексов по способу

Ито, нужно проверить, не относится ли вещество к кубической

сингонии. Такую проверку проделать очень просто, составляя
~ ~ ~ ~

отношение Iн» 12 : IН(2) /2 IН<З) 12 IН(4) 12 : и т. д. Легко

видеть из формулы (112), что для кристаллов кубической сингонии

это отношение будет выглядеть как 1: 2 : 3 4 5 6 8: 9 и

т. д. В случае Р-ячейкп; как 3 4 8 11 12 16 = 1 1, 33 :2,
66 : 3,67 4 и т. д. В случае F-ячейки и как 2 4 6: 8 10 12

14 : 16 = 1 2 3 4: 5 6 7 и т. д. В случае l-ячеЙки.

Разумеется, некоторые члены этих рядов могут исчезнуть

из-за особенностей структуры кристалла, однако эге обстоятель

ство п/о большей части не препятствует отнесению исследуемого

вещества к кубической сингонии. Аналогичные методы проверки,. ~

использующие поиск закономерностей среди величин IНО> 12,
могут быть применены для обнаружения кристаллов тетраго

нальной и гексагональной сингоний [18].

8. Определение удельной отражательной

способности в различных методах

получения дифракционной картины

в п. 8 гл. 11 мы получили формулу для удельной отражатель

ной способности Q в виде (98)

Q= ( mес2 2 )2/ F (Н) 12 л8n2 1 +cos
2

280
... 2 sin 280 '
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причем предполагалось, что кристалл вращается с некогорой угло

вой скоростью 00, а интегральная интенсивность измеряется при

помощи неподвижного счетчика с широкой щелью (метод <р- или

оз-сканирования) .
Необходимо рассмотреть, каким образом будет определяться Q

при других способах получения дифракционных максимумов,

рассмотренных в п. 3-7
Легко видеть, что в камере вращения с цилиндрической плен

кой условия получения дифракционных максимумов, располо

женных на нулевойслоевойлинии, в точностисоответствуютсхеме,

примененнойпри выводе соотношения(98), а интегральная интен

сивность, регистрируемая системой, может быть определена из

интегральной плотности почернения пятна на пленке, измеренной

при помощи денситометра.

При работе с первой, второй и т. д. слоевыми линиями, равно

как и в случае неперпендикулярного падения первичного пучка

на ось вращения кристалла, в выражение (98) необходимо внести

изменения.

~ 1
Обозначив ~2e = Е, (114)

SlП о

запишем соотношение (98) в виде

Q = ( ~;2 У IF (Н) 12»еи:

Фактор поляризации Р равен

р = 1+ cos2
~eo

2
(114а)

для неполяризованного первичного пучка; при работе с монохро

матором, расположенным на первичном пучке, происходит ча

стичная поляризация пучка на монохроматоре, и в этом случае

формула для Р получается более сложной, чем (114а), так как

здесь уже приходится учитывать не только углы дифракции для

монохроматора и исследуемого кристалла, но также и то, что пер

вичный пучок, дифрагированный на монохроматоре, и пучок,

дифрагированный на образце, могут не лежать в одной пло

скости [19 ].
При использовании неполяризованного монохроматического

излучения выражения для удельной мощности Q в различных

методах будут отличаться только различными значениями фак

тора Лоренца L.
Не составляет труда получить выражение для фактора Ло

ренца, годное в случае методов вращения, колебания методов Бай

сенберга, Де-Ионга-Боумана, а также для дифрактометров, по

зволяющих измерять интенсивность в плоскостях, отличных от

экваториальной.
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В этом случае L удобно рассматривать как «кинематический»

фактор, учитывающий время прохождения t области существо

вания интерференционной функции через сферу Эвальда, Т. е.

время, в течение которого интенсивность дифракционного макси

мума отлична от нуля.

При перпендикулярном падении первичного пучка на ось вра

щения и работе в экваториальной плоскости (рис. 76, а) L оказы

вается равным отношению угловой скорости вращения кристалла со

а

Рис. 76. Фактор Лоренца в способе вра
щения:

а - вычисление фактора Лоренца при ра

боте D экваториальной плоскости. Фурье
образ вращается вокруг оси, перлендикулярной плоскости чертежа; 6 - к расчету

фактора Лоренца при работе на п-ной слоевой линии

~

к составляющей скорости конца вектора Н, направленной к центру
~

сферы Эвальда, обозначенной на рис. 76, а через V:

L= ~. (115)

~

Действительно, тангенциальная скорость конца Н-вектора равна
~

Vt = ro Iн I = 002 sin 80' а скорость
~

V = ro Iн Icos80 = со зш 280'

откуда и следует соотношение (114).
Обозначив наибольший размер области существования интер-

-> ь

ференционной функции по направлению V через Lv , можно видеть,

что время t, равное

Lt Lbt = у-= vooL, (115а)

оказывается пропорциональным фактору Лоренца L. Естественно,

что соотношения (115) и (115а) справедливы и в общем случае,

а не только при работе в экваториальной плоскости.

При работе с ненулевой слоевой линией и наклонном падении

первичного пучка на ось вращения (рис. 76, б) для вычисления L
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(116)
cos V cos I-t sin т

L== ------

нужно снова найти компоненту скорости конца Н-вектора V,
направленную к центру сферы Эвальда.

На рис. 76, б видно, что искомая компонента скорости V равна

V = Vt COSХ COS",
-+

где окружная скорость конца Н-вектора (точка В) равна Vt =
-+ -+-

= ro I~.I, а S, как и в п. 3, - горизонтальная составляющая
-+ - -+- -+- -+

Н-вектора, равного H=s +~n.

Применяя к треугольнику !IrH BJ

АВОn теорему синусов (см.

рис. 76, б), получим /128
-+

sin 't I ~ I
sin (900- х) = АОn •

Так как АОn == cos t-t, то

-+
IsIcosх == COS f.t sin)',

откуда

V == ю cos v cos ~ sin Т. (115б)

Таким образом, фактор Ло

ренца оказывается равным

1

Как видно, для эквато- Рис. Фактор Лоренца 8 способе по-
риальной плоскости, где т == рошка.

28 и ер е Д о Форма дифракционнorо максимума 1 (а26)= О' П П н икулярн го для случая, когда область существова-
падения первичного пучка на ния ге является сферическим слоем тол-

ось вращения соотношение (116) щиной АВ

совпадает с (115).
Найдем, чему будет равна удельная мощность Q в случае поли

кристалла.

Для облегчения вычислений снова введем ромбический ба-
-+- -+

зис {rbi }, в котором гьз направлено вдоль рассматриваемого диф-

ракционного вектора; индекс r в дальнейшем можно опустить как

несушественный.
-+

Очевидно, что при подсчете Q мы вместо сферы радиусом 1Н I
-+-

должны взять сферический слой со средним радиусом 1Н 1, тол-

щина которого определяется областью существования функции

sin 21tNз Аhз
(п Аhз) 2

как это изображено на рис. 77.
Пересечение сферического слоя со сферой Эвальда приводит

к появлению дифракционного максимума в виде конуса, профиль
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Рис. 78. 1( расчету телесного

угла d L\p

интенсивности которого l' (~2e) изображен на рис. 77. Эту функ

цию l' (~28) можно получить, работая счетчиком с узкой щелью

в режиме 28-сканирования либо фотометрируя при помощи ден

ситометра с узкой щелью рентгеновскуюлинию на пленке. Хотя

при этом происходитизменениетолькоодной координаты~28, ока

зывается, что интеграл

J[' (А20) d А20

дает значение интегральной интенсивности, так как интегрирова

ние по двум координатам h 1 и h 2 происходит за счет свертки интер

ференционной функции 1 (h1h 2 , ~hз)

с функцией распределения по разориен

тировкам, равной

1
ер (~p) == 41t 1(~p).

Для того чтобы перейти от коорди

наты ~p к координатам h1 и h 2 , до

статочно принять во внимание, что

плоскость, в которой измеряются h1
и h2 , касательна к поверхности сферы

~

радиуса Iн I (рис. 78), так что

~ ~

d ~p == dS == 1b1 11 Ь2 1 dh1 dh2 •
~ ~

1 HI2 IHI2

Таким образом, распределение интенсивности в максимуме,

вычисленное как свертка функции интенсивности 1 (h 1 , h2 , ~hз)

с постоянной функцией 1/4л 1 (Ар), будет равно

[' (А20) = [ (h1, h2, Аhз) ffi 4~ 1(Ар) =

(11 7)

причем при вычислении свертки учтено свойство (13).
В выражение (117) введен фактор повторяемости р, смысл

которого рассматривался в п. 2. В итоге соотношении (117) дает

~ ~

I'(~28)== /~)2IF(H)12pP Iblllb2~NlN2 Sin2пNз~hз. (117a)
\ те 4л: Iн 12 (л: Jlh з)

Выражение (117а) показывает, что при 28-сканировании счет

чиком с узкой щелью либо при использовании неподвижной

142



пленки, расположенной так, как это показано на рис. 77, реги

стрируется распределение интенсивности, зависящее только от

координаты ~hз, измеряемой вдоль дифракционного вектора, т. е.

вдоль отрезка АВ. Зависимость от h1 и h 2 исчезла из-за выполнения

свертки (117).
Так как

М'А' = ~2e·l;

~

М'А == IЬз I~hз;
М'А' _ М'А

- cos 80 '

то связь между координатой на пленке ~2e и координатой вдоль

h-вектора ~hз задается в виде

(118)

Здесь получилось в точности то же соотношение между ~28

и ~hз, что и при 8+28-сканировании, однако при работе с поли

кристаллом поворот образца не обязателен, и если он и делается

совместно с поворотом счетчика, то лишь для получения более

контрастной дифракционной линии. При регистрации на пленку

обычно неподвижны и образец и пленка.

С учетом соотношения (118) мощность Р будет вычисляться как

(119)

~

и учтено, что Iн I = 2 sin 80.
Вводя, как и ранее, число ячеек в единице объема п и исполь

зуя соотношения

Vb == 'Л 3n , N = п ~V,

получим из формулы (119), что

Q = ( ~;2 У IF (Н) 12 Л3n2рLР. (119а)

1
где L == 8 •16n sin 280 cos о
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Интегральная МОЩНОСТЬ Р И удельная мощность Q, записанные
в форме (119) и (119а), соответствуют единице длины дифрак

ционной окружности, расположенной на поверхности сферы

Эвальда, т. е. на расстоянии единица от кристалла, в окрестно

стях точки М на рис. 77. При измерениях на пленке, отстоящей на

расстоянии R от кристалла, т. е. в окрестностях точки О', В фор

мулы (119) и (119а) для мощности, приходящейся на единицу длины

рентгеновской линии, нужно ВВОДИТЬ мно

житель Е, равный

L== 1
161tR sin 2 80 cos 80

Рассмотрим теперь, каким образом

будет вычисляться величина Q в случае

источника, находящегося внутри образца

(метод расходящегося пучка).

.... Как было показано в п. 6, в этом
~ ~

..-~--...--......-.. случае множество {Н} располагается по

поверхности цилиндра с радиусом 001 =
= вш 11 (рис. 65); очевидно, такое мно

Рис. 79. Вариация угла-6.х жество может быть получено при помощи
в способе Косселя

свертки функции 1 (h 1 , h 2 , ~hз) с функ-

цией распределения по углу ~'X, равной постоянной величине

(j) (~x) = ~л 1(~x)·

Так как

~ ~

d ~ = I Ь1 1 dh1 I Ь1 r dh1

х sin 110 cos 80 '

то свертка 1 (h1, h2, t1hз) Ef) q> (~'X) сводится к интегрированию по h1.:

/' (h2 , ~hз) = 1(h1, ~, ~hз) Ef) ({) (~x) =

sin 2 1tNз t1hз
(п t1hз) 2

(120)

-J'

Свертка (120) получается за счет вариации вектора tO, при которой

он движется по поверхности конуса с углом при вершине 2110 и

центром.В точке О (рис. 79). Для того чтобы обеспечить полную
-.»

вариацию ~ в телесном угле 4п, достаточно на втором этапе варьи-
~ ~ ~

ровать вектор tO в плоскости, образованной векторами Ь, и Ьз
~

(рис. 80). При такой вариации to центр Фурье ..образа будет дви-

гаться по дуге аа', являющейся частью окружности Эвальда,

а область существования функции интенсивности будет последо

вательно пересек аться дугой ЬЬ' окружности Эвальда. В итоге
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Рис. 81. Ориентировка базисных осей

~ {-.,} {~"}{ bl} t ь i и Ь i в Фурье-пространстве

для описания дифракции в расходя

щемся пучке

~

Рис. 80. Вариация tO в вертикальной

плоскости

вся область существования заметается окружностью Эвальда и

площадь функции 1 (~11), получаемой на пленке, будет равна инте

гральной интенсивности.

Получение дифракционного максимума на пленке, располо

женной так, как это изображено на рис. 80, обеспечивается вариа-
~

цией вектора tO в плоскости чертежа в пределах угла 2 ~11. Как

видно, при такой вариации все центры Фурье-образов будут рас-

/(lJТZj

~

полагаться на части окружности Эвальда аа', а конец вектора Н,

т. е. узел с координатами {h~}, будет двигаться по дуге СоСо, па

раллельной аа', При этом на пленке будет регистрироваться про

филь интенсивности 1 (~'l). В точке О, отвечающей максимуму

линии, т. е. значению ~fI = О, мы получим интенсивность в ре

зультате сканирования области ~ вдоль дуги СоСо, так как все

точки этой дуги при движении узла ООО по пути аа' последова

тельно пройдут через точку М на сфере Эвальда. Точно так же

любое значение 1 (Llf) будет- результатом сканирования области ::е

по соответствующей дуге се', парадлельной аа' (см. рис. 1_00).
Таким образом, регистрируемый на пленке дифракционный

максимум будет описываться как

l(~1l) = J J' (h2• ~hз) IЬ2 1 dh2.
по дугам сс'

(120а)
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где j' (h 2 , ~hз) равно (120), а расположение векторов {b i } , {bi},
~

{bil дано на рис. 81.
10 Д. М. Васильев



(121).

Фотометрируя при помощи денситометра функцию 1 (~ч)"

полученную на пленке, мы можем найти р как

Р = J/(Ll1]) d MJ.
~Т}

Вычисление функции (121) можно сильно облегчить, записав

/' (h 2 , ~hз) в виде (120)

/' (h ) /' (~h ) = sin 2 1tN2h2 sin 2 1tNз дhз
2 2 3 3 (1th2)2 (1tдhз) 2 8

В этом случае сканирование области Р сферой Эвальда, при ...
водящее_к соотношению (121), сведется к отображению функ ...

-+-
ЦИЙ 1; (h 2 ) И /; (~hз) на ось ь;, касательную к сфере Эвальда

в точке М, с соответствующим изменением масштаба только 110>
оси абсцисс, равным

,Ь: Ih2 С05 (110 - (0) 2 ,-+-ь '81-+- =. == cos 110 ==)(2 2'
ь; ,~h; вш 110

I ьз I дhз _ cos (110 - (0) _ 2 i _ I-+-b ,. ~ (121а)
-+- - - s n 110 -)(з а ь II~; Iм; cos 1]0

,ьз Iьь: == ~11·

-+-
После отображения на ось ьз получаемые функции надо сверты-

вать, так как они обе будут зависеть от одной и той же коорди

наты dl1:

1 (~11) == 12 (~11) (f) /3 (~11),

Учитывая свойство (11) и масштабные множители (121а), по

лучим

-+-

Р= J1 (Ll1]) d Ll1] = (~)2IF(H)12P ~bll.Nl х
l\t) те 1t 51П 110

= (~)21 F (Н) 12 Р NVb
mc2 8'1 С052 80 5in 80 '

-+- -+- -+-
где N=N1N2Nз ; vь=IЬ11IЬ21IЬзl.

Это выражение получено для единицы длины косселевекой ли

нии, находящейся на расстоянии единица от центра кристалла

(точка О).

В б ~ 3 -1 -1
водя, как о ычно, V a == "" Vb = п ,ПОЛУЧИМ, что на расстоя-

нии R от точки О удельная отражательная способность может быть
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подсчитана по формуле

Q = ( ;;2 У lF (Н) 12 »е:».

1
где L == 8 R 2 е . е ·

л COS О SlП О

Выведем, наконец, выражение для Q
в методе Лауэ.

Как мы могли убедиться в п. 2,
распределение интенсивности в этом

случае описывается функцией

[' (h1, h2) == [ (h1 , h2 , ~hз) (±) 1(~л),
~

А '\ '\ Аhз 'А Ah 'А IЬз I Ah
где il!\i == <к: ~-hU il 3 == 2 . 8 L1 3·

З 3 SlП О

Используя свойство (13), получим

~--_......._ .........~..ooo

Рис. 82. Пересечение обл-асти ~
со сферой Эвальда в способе

Лауэ

со

!' (h1, h2) = S! (h1 , h2 , д.hз) ; ~~3J
o

d ьн;
00

(122)

Как видно из рис. 82, интегральная мощность р запишется

в виде

р = J!' (h1 , h2) d дoQ, (122а)
ЛQ

где ~Q - телесный угол, в котором интенсивность отлична от

нуля.

s·' s
Так как ~Q = 12 = sl" 80 '

где S - поперечное сечение области существования ге функ

ции (122),
~ ~

а dS = IЬ1 11 Ь2 1 dh1 dh2~

то из формул (122) и (122а) получим, что

_ ( е2 ) 2 ~ 2 'Аиь
р - '-2 1F (Н) I РN 2 . 2 8

те SlП о

и

Q = (:::2 у IF (Н) 12 лЗn2LР, (123)

л
где L == 2 . 28

SlП О

Практическая ценность формулы (123) невелика, так как точ

ное значение длины волны Л, соответствующей наблюдаемому мак

симуму, обычно остается неизвестным.
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Г л а в а IV

ДИФРАКЦИЯ

НА РЕАЛЬНЫХ

КРИСТАЛЛАХ

1. Искажения структуры первого и второго рода

Трансляционная периодичность кристалла, описываемая про

странетвенной решеткой, является важнейшей его характеристи

кой, полностью определяющей расположение дифракционных

максимумов в пространстве.

Что происходит с дифракционной картиной, если трансля

ционная периодичность кристалла нарушается? для рассмотрения

этой проблемы целесообразно ввести некоторую классификацию

искажений, приводящих к нарушению идеальной трансляционной

периодичности кристалла. Искажения первого рода не нарушают

трансляционную периодичность кристалла «в среднем». Если для

простоты рассматривать кристалл, содержащий всего один атом

на ячейку, то в случае иск-ажений первого рода положение атомов

в различных ячейках одномерной решетки .может быть изобра

жено рис. 83.
Особ.енностью этого расположения является то, что малые сме

щения атома из «правильного» положения не зависят от того, на

каком расстоянии находится этот атом от начала координат

(точка О). Смещение атома из «правильного» положения, описывае-
-+

мого вектором ,(оп, может быть охарактеризовано вектором

-+ -+ -+
~г(п == r(j) - r(oi),

-+
где ги> - вектор, описывающий действительное положение атома.

-+
Множе.ство смещений t~г} всех первых соседей любого из ато-

мов кристалла может быть описано функцией распределе-
-+

ния ер! (~г); множество смещений всех вторых соседей - функ-
-+

цией ер2 (L\r) и Т. д. Очевидно, при наличии искажений первого
-+

рода все {Pi (~г) равны друг другу, и функция распределения, опи-

сывающая с.мещения всех соседей данного атома, может быть за

писана в виде

-+ -+ -+
Ф, (г) == ер (~г) ЕЕ> ш (г),

как это изображено на рис. 83.
Искажения l-ro рода возникают при тепловых колебаниях,

а также при образованиитвердых растворов замещения и внедре-
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ния. В первом случае вместо атома матрицы на его место поме

щается атом другого сорта с несколько отличающимися размерами,

во втором атом примеси внедряется в поры, образованные атомами

матрицы. В том и другом случае возникает локальное возмуще

ние, быстро затухающее по мере удаления от его центра, однако

распределение этих возмущений по объему кристалла приводит

к появлению искажений первого рода и сохранению дальнего

порядка.
-.

В случае искажений второго рода смещение I1r растет по мере.

удаления от точки О, так что область существования функции рас-

• • •
I I

• • •
I I

•

Рис. 83. Модель искажений первого ро

да и области существования функции

распределения для смещений

Рис. 84. Области существования функции

распределения для искажений второго

рода

~

пред~ления CPj (L\r) начиная с некоторого расстояния может пре-

высить постоянную решетки; очевидно, в структуре при этом со

храняется только ближний порядок.

Таким образом, функция распределения для смещений будет
записываться в ~иде

(124)

Ее область существования изображена на рис. 84.
~ ~

Конечно, при помощи функций Фl (г) и Ф2 (г) нельзя описать

все возможные типы нарушений структуры кристаллов. Отдельно

должны быть рассмотрены деформационные искажения для слу

чаев, когда в кристалле существует тензорное поле деформаций,

разориентировки малых областей кристалла и разбиение кри

сталла на малые области, каждая из которых обладает еправиль

ным» строением, но отделена от своих соседей «плохим» материа

лом. Все эти нарушения могут быть описаны в терминах дисло

кационных представлений,
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(125б)

2. Дифракция на кристалле с искажениями

первого рода

Сохранение «в среднем» размеров R-решетки кристалла при

наличии искажений первого рода сильно облегчает вычисление

амплитуды дифрагированного излучения в кристалле с искаже

ниями. В этом случае кристалл можно представить сложенным из

элементарных ячеек, каждая из которых находится на своем

месте, т. е. там, где она была бы в кристалле без искажений.

Размеры всех ячеек «в среднем» остаются также без изменений, но

расположение атомов от ячейки к ячейке изменяется в соответ-
~

ствии с функцией распределения Фl (г).
~

Каждая из ячеек, отстоящая на расстоянии Ru == и.а, от на-

чала отсчета, даст амплитуду

~

h ~

Аu (h) = ЕэFu (h) е - i21t (Т' Ru>, (125)

где через и обозначено множество {Ui} == и 1 , и 2 , Uз.
~

Структурная амплитуда рu (h) будет теперь изменяться от

ячейки к ячейке в соответствии с конкретным расположением ато

мов в ячейке с координатами {Ui}; кроме того, без специального
~

рассмотрения нет оснований заменять текущий вектор h его сред-
~

ним значением Н, как это мы делали ранее, при работе с неиска-

женным кристаллом.

Учитывая соотношение (125), мы сразу можем записать выра

жение для интенсивности, рассеянной кристаллом, содержащим

N == N1N2Nз ячеек; как обычно, для облегчения расчетов всю
~

работу будем вести в ромбическом базисе {rai } , отбрасывая в даль-
~ ~

нейшем индекс г, т. е. полагая {rai \ == {ai}:

1 (h) == ~ (3) ~ (3) Аu (h) A~, (h) ==
{и} {и' J

N-I N-l

1:(3) 1: (3) ~h ~ ~

= lэ Fu(h)F~. (h)e- i21t [Т ' (Ru-Ru·)]. (125a)
u=О u'=О

Легко проверить, что в случае неискаженного кристалла из

формулы (125а) получается стандартное выражение

~ ~ п sin2 1tN ·h ·
J (h) === Jэ 1F (Н) 12 . 2 J J ,

j=l, 2, 3 вш 1thj

где для сокращения положено

. П Xj == ХIХ2ХЗ.
/=1,2, 3
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Суммирование по координатам {Ui} и {иi} можно заменить

суммированием по разности

и, - ui = ni

и по координатам {иi}, переписав формулу (125а) в виде

где

1:1:
~

~ ~ ~ '2(h R )
/(h)=/э Fn+u'(h)F~'(h)е-tn Т' n,

n и'

и/и'

(12.5в)

~ ~ ~ ~ ~

Rn = п.а, = Ru - Ru ' = (Ui - ui) а..

Удобно ввести среднее значение квадрата
~

модуля структурной амплитуды ( IF (h) 12) и
~

обозначить (Рn+u' p~,) = (1 Fп (h) 12):
~

( IFn (h);2) =
1 ~ ~ ~

= N (n) ~ Рn+u' (h) р:. (h) = с- (n, h),
и'

(126)
где N (n) - число слагаемых в ~.

и'

В новых обозначениях соотношение (125в)

примет вид

l(h) = с»Lс- (n)Ct.(n, h)e-
i 2n (~ Rn

)

п

(126а)

где вместо N (n) введено

с- (n)= N ~n) •

10

9

8

7
t~

б '~n "
5 t~ t~

4

J

2 tQc:'"
"

~ '~
О

Рис. 85. К подсчету чис

ла N (11) В кристалле, со

стоящем из N = 10 ячеек.

N (6) = 4, так как име

ются четыре способа вы-
~ ~

бора вектора Rn = Re
при N = 10:: 6 =-= 10 - 4;
6 = 9 - З; 6 = 8 - 2

и6=7-1

Число слагаемых N (n) в сумме ~ Fn+u'p~, найти легко
и'

(рис. 85). Если кристалл содержит по направлению [001] всего N з

«средних» ячеек, то из может варьироваться от Изmiп = О до зна

чения UЗmах, определяемого из соотношения Inз I + ИЗmах = lVЗ,

так как сумма Inз I + UЗmах не может быть больше числа ячеек

в кристалле, чтобы при суммировании по n + и' не выйти за пре

делы кристалла.

Таким образом:

N (n) =-== U:nax-U~in = N -1 п 1. (127)

В формуле (127) надо брать абсолютное значение разности In 1;

для трехмерного случая при работе в ромбическом базисе

с- (n) = (1_1~:1 )(1-1;:' )(1- ';:1). (127а)
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Как ВИДНО, С': (n) непосредственно связана с числом ячеек

в кристалле и, в конечном итоге, с размерами кристалла, что и

-+
подчеркивается индексом L. 'Функция СА (n, h) отражает особен-

ности структуры кристалла и, в частности, влияние смещений

атомов из правильных положений.
-+ ~-+-

Для кристалла без смещений СА (n, h) = IF (Н) 12, lи мы ~CHOBa

получаем из формулы (126а) выражение (125б).

Для более детального анализа выражения (126а) введем сред

нее значение структурной амплитуды, определенное для кристалла,

содержащего N ячеек, как

-+ 1 ~ -+
(P(h» = N ~ Fu(h)s

-+
и разность ~pи (h) между текущим значением амплитуды в ячейке

с номером и и ее средним значением

-+ -+ -+
J1pu (h)=РU (h)- (Р (h». (1276)

-+
Вычисляя функцию СА (n, h), получим из формулы (126)

-+ -

СА (n, h) == «(Р) + ~Pn+u') «Р·) + ~P:,». (128)

Так как по определению (127б) (~pu) = О, то из соотношения (128)
получим

-+ -+ -+
СА (n, h) = I(Р (h» 12 +фА (n, h),

где

-+ -+-+
фА (n, h) = (~Pn+u' (h) ~p:, (h» .

Теперь можно переписать формулу (126а) в виде

00 -+

I(h) = н» L CL(n)I(F{h» 1 2 e-i2Л (+ , Rn) +
n=-со

(128а)

(1286)

(129)

Хотя в объекте конечных размеров п не может быть равно

бесконечности, выражение (129) записано как обычный ряд Фурье,

в котором п принимает значение (-00, 00).
Легко видеть, что такая форма записи может быть приня~а

потому, что начиная с некоторых п коэффициенты CL (n) стано

вятся равными нулю, если только кристалл имеет конечные раз

меры.
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~ ~

Так как в отсутствие искажений I(F (h» 12 == ! F (Н) 12, то

первый член в формуле (129) дает множество обычных брегговских

максимумов, описываемых выражением (125а). Второй член в фор

муле (129) зависит от нарушений идеальной структуры.

Для того чтобы облегчить анализ выражения

-+
00 (h -+)

~
-12п -, Rn

-+ -+'"/2(h) == IэN СL(n)фА(n, h) е
n=-оо

(129а)

-+
примем, что ФА (n, h) = фА (n).

Если рассматривать распределение интенсивности вблизи брег

говского максимума, т. е. вблизи точки с координатами {h~},
-+

то удобно ввести переменную dh; при работе в ромбическом базисе,
-+ -+

когда Ьз направлено вдоль h, вектор

-+ -+ -+
~/1,== h-и

о
будет иметь координаты dh 1 == hl , ~h2 == h2 И ~hз = hз - hз,

так как h~ == hg == О (рис. 32).
-+

Запишем 12 (dh) В виде интеграла Фурье:

00 -+

( Ah -+)

/2 (tlh) = 1эN Jс- (n) ф.6 (n) е -i2n Т' R
n dn1dn2dnз• (1296)

-00

рассматривая теперь {ni} не как целочисленные номера ячеек

в объекте, а как текущие координаты в пространстве объекта.

Переписывая интеграл (129б) в виде

-+........ ........ ........
12 (L\ h) == I эNij [CL (n) фА (n)] == 1эNrJ [CL (n)]~ ty[фА (n)]

и используя табл. 1, позучим отсюда

-+ П siп 2п,Nj ~hj ........
12 (~h) == 1Э. ('1: L\h .)2 (f) ~ [фА (n)].

1=1, 2, 3 J
(130)

-+
Как видно, функция интенсивности 1I (~h) является свергкой

профиля вида (л dh)-2 sin2n N ~h, описывающего влияние формы

и размеров кристалла, с функцией @фА (n), описывающей искаже
ния в кристалле. Не обращая пока внимания на размеры кри-

сталла, положим в формуле (130) CL (n) == 1(n), что соответ
ствует неограниченному кристаллу, для которого N -+ 00.

в этом .случае, согласно п. 2 гл. 1:

п
j=I. 2. 3
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и формула (130) дает возможность получить влияние искажений

в чистом виде:

(130а)

Теперь легко рассмотреть различные типы искажений, могу

щие встретиться в кристалле. Если корреляция между смещениями

атомов отсутствует, то ф~ (n) будет отлично от нуля только при

п = О, т. е. когда усреднение происходит только по данной ячейке.

Иначе говоря, при отсутствии корреляции функция ф~ (n)
должна быть дельта-функцией веса Ф!\ (О):

ф!\ (n) = ф!\ (О) cs (n),
-+

так что интенсивность 12 (~h) будет равна

(130б)

т. е. на рентгенограмме вдобавок к брегговским максимумам (125б)

появится постоянный фон (130б), величину которого можно легко

вычислить.

Учитывая соотношение (128а), получим

С!\ (О) = I(F) 12 + ф!\ (О),

а так как.по формуле (126)
с- (О) = ( IFo12),

то ф!\(О) = (1Fo I2)-I(F)12
•

Здесь ро - структурная амплитуда элементарной ячейки при
n = о.

При полной корреляции Ф!\(n) должна быть постоянной неза

висимо от того, на каком расстоянии находятся рассматриваемые

ячейки в кристалле. Кристалл в этом случае может рассматри

ваться как идеальный, в котором атомы заняли новые правильные

положения; очевидно, в этом случае § [ф!\ (n)] дает дельта-функ-
-+

цию и слагаемое 12 (~h) будет описывать обычный дельта-образ-

ный брегговский максимум типа (1256).
Очень важным для различных приложений представляется слу

чай, когда функцию ф!\ (n) можно представить в виде плоской

волны вида

~ ~

ф!\ (n) = Фосоs (k!\, Rn ) , (131)

характеризуемой амплитудой Ф, и волновым вектором

k~ = ~tL\
'А!\ '

~

где t!\ - единичный вектор, нормальный к фронту волны;

'Л!\ - длина «волны нарушения» в кристалле.
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~ ~

Так как t~ задан в базисе {bi } , то

(k~ R)= 2л~ п
'n л~

Л ~ ~

Обозначая ---х- t ~ = ~h~
л

и записывая формулу (131) в виде

ФА(n)=ФоСОS2n(d~А, Rn), (l3Ia)

~

мы можем найти 12 (~h) из формул (130а) и (24) в виде

~ ~~ ~ ~~

12 (Ah) = lэNФо 6 (dh -М >t6 (M +М >. (1316)

Таким образом, волна нарушения типа (131) приводит к по-
~

явлению по обе стороны от конца Н-вектора двух дельта-максиму-
~

мов, расположенных на расстоянии :±:I ~h~ 1. Если в кристалле
~

существует множество волн с векторами {k~ (п\, то каждая волна
~

дает вблизи конца Н-вектора два дельта-максимума, так что в итоге

каждый брегговский максимум оказывается окруженным мно-
~

жеством пиков 12j (~h), образующих «диффузный», т. е. сильно

размытый максимум, в котором длинноволновыекомпоненты рас-

полагаются ближе к узлу h~hgh~.
Во всех случаях, когда функцию корреляции фА (n) можно

представить в виде суперпозиции плоских волн, т. е. в виде ряда

Фурье, вокруг брегговского максимума появляется размытый

«диффузный» пик, периферийные области которого обусловлены

коротковолновыми, а центральные - длинноволновыми компо

нентами ряда Фурье.

3. Влияние тепловых колебаний на дифракцию

Одной из важнейших причин возникновения искажений пер

вого рода в кристалле являются тепловые колебания. Наибольшие

частоты в спектре тепловых колебаний твердого тела обычно на

шесть порядков меньше частоты электромагнитных колебаний

в рентгеновском диапазоне, и поэтому допплеровским эффектом

при взаимодействии электромагнитной волны с колеблющимся

атомом можно пренебречь.

Учет корреляций между колебаниями отдельных атомов позво

ляет обнаружить эффекты диффузного рассеяния, возникающие

при дифракции. Как известно, при любой температуре колебания

атомов кристалла можно описать при помощи упругих волн сме

щения.
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(132)

Если рассматривать кристалл, содержащий один атом на эле

ментарную ячейку, то понятия структуры и решетки совпадают,

и в этом случае вместо того, чтобы говорить о колебаниях атомов,

часто говорят о колебаниях решетки.

В простейшем случае кристалла, содержащего N ячеек и, сле

довательно, N атомов, спектр колебаний кристалла будет содер

жать 3N различных колебаний. В случае упруго-изотропной

среды N колебаний будут продольными и 2N - поперечными.

Для кристалла неограниченных размеров волны смещения будут

бегущими, для кристалла конечных размеров - стоячими, так

как на гранях кристалла смещения атомов должны быть равны

нулю.

Это обстоятельство сразу позволяет установить, что наиболь

шая длина стоячей волны должна быть равна 2L, где L - размер

кристалла по направлению единичного вектора рассматриваемой
~

волны tф• Равным образом, спектр колебаний со стороны наимень-
~

ших длин волн должен обрываться при значениях л,ф ппп = 21 а 1,
или, иначе говоря, полуволна коротковолновой компоненты не

может быть меньшей, чем расстояние между ближайшими атомами

в кристалле, колеблющимися в этом крайнем случаев противофазе.

Если ячейка содержит п атомов, то спектр колебаний будет

состоять из 3nN компонент, причем N атомов каждого сорта снова

дадут систему из N продольных и 2N поперечных колебаний.

В упруго-аНИ30ТРОПНЫХ кристаллах колебания будут не

сколько отличатьсяот чисто продольныхи чисто поперечныхи тем

сильнее, чем больше упругая анизотропия.

Рассматривая, как и ранее, кристалл с одним атомом в эле

ментарной ячейке, мы можем записать выражение для структур-
~

ной амплитуды ячейки, отстоящей на расстоянии Ru от начала

координат, в виде

~ ~ ... )
- i2n(~' ARu •

рu = 'е А
::'~

где ~Ru - смещение рассматриваемой ячейки из правильного

положения.

В этом выражении учтено только искажающее влияние откло-
~

нения от правильного положения ~Ru; то, что ячейка номера и
~

находится на расстоянии Ru от начала координат, уже учтено

в основной формуле (125) множителем

~

ехр - i2n (~ , Ru).
для вычисления (Р) необходимо задать функцию распределе

ния для смещений ~Ru. Так как изменение фазы в формуле (132)
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-+ -+
зависит только от проекции вектора ~Ru на вектор h, введем угол а

-+ ~

между ~Ru и h, так что

~ -.

(
h -.) Ihl ~
Т, ья, = -",-1 ья; Icos а.

~

Обозначив I~Ru I cosа == v, эапишем функцию распределения

для V в виде

_.2... v2
q> (v) = (2п (v2» 2 ехр - 2 (а2) •

после чего среднее значение структурной амплитуды может быть

найдено как

-00

2л;2 -.
где М ~- -ха (v2

) Ih12
•

Для нахождения функции фА (n) необходимо сначала вычис

лить по формуле (127б) ~Pn+u' и I1Рu,. Используя формулу (132),
получим

-+ ~

(
-i2nVu~ -2п2 (V2 > I h

2

12
)

I1Ри == f е А - е "'.

Сохраняя в этом выражении только члены, содержащие Vu
~

и ",-11 h I в нулевой и первой степени, мы можем записать его

в виде
~

Ар ./ -М2 Ih I
L1 и = -t е 1tVu-л,- .

Теперь фА (n) может быть вычислено как

фА (n) = (~Pn+и' ~p:,) =

(133)

где усреднение ведется по индексу и'

Формула (133) может быть применена к анализу любых про

цессов, связанных со смещением элементарных ячеек из правиль

ных положений, если только «средняя» R-решетка остается без

изменений.
-+

В случае тепловых колебаний множество смещений {~Rul

описывается волной смещений

( 133а)
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так что

Для отыскания среднего значения произведения косинусов

можно записать каждый из сомножителей в виде

-+ -+ 1 ~~ ~~

cos (k, R) == 2 [ехр - i (k, R) -t- ехр i (k, R)] (134а)

~ ~ ~

и учесть, что Rn+u' = Rn + Ru'.
Так как усреднение по и' и по n + и' должно давать нуль, то

в формуле (134) останется только член, не зависящий от и':

в итоге получим из формул (134) и (134а)

(135)

Как видно, в случае тепловых колебаний корреляционная функ ..
ция, описывающая волну нарушений, имеет вид

(135а)

в этом случае, как видно из соотношения (131б), вблизи точки

с координатами OOh~ появляются два сателлита, положение ко-
~ -+ ~ -+

торых определяется векторами :,Н :t: ~hЛ == Н :t: ~hф, причем
-+

вектор ~hф необходимо определить как

-+ л ~

~hф = Лф tф•

r IА 12
Так как L(v2

) = -2- cos2a, то М в формуле (135) может быть

записано в виде

Для оценки величины Ф, в формуле (135а) можно положить
~ ~

Ih I = Iн I == 2 sin 80' а также учесть, что в любой точке с коор-
динатами (h 1 , h2, ~hз) находятся концы трех компонент векто-

-+
ров ~hф: одной продольной компоненты ~hфз и двух поперечных

(или близких к поперечным) ~hфl и ~hф2' причем каждая из ком..
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-)

тrmHeHT относится к различным векторам ~hф, так что вместо
~

:.1 А 12 cos2а в формуле (135) должно стоять выражение

3

s = ~ Alcos2CXi; A=IAI.
i=l

'Грубую оценку амплитуды A i можно провести, приравняв пол

ную энергиюатома, совершающего гармонические колебания с час

'тотой Юi, тепловой энергии kT:

kT = +ffiiAlm,

тце т - масса атома.

В этом случае

2kT L cos2 (l,is==-- 2.
т 0).

i t

Вводя для трех колебаний, соответствующих точке (h1 , h2 ,

i~hз), общую длину волны

'мы можем переписать формулу (135а) в виде

~

Ф - t2 -2М~ l!I...- L cos2
(l,i

о-/е ~ 2 •
I i\hф 12 т i V i

Если в кристалле имеет место множество длин волн {ЛФ},
~

гто соответственно появится множество векторов {~hф}, причем
~

.каждой паре векторов ±~hфбудетсоответствоватькоэффициент ФО.
~

Рассматривая, как и ранее, распределение интенсивности 1 (~h)

вблиэи узла с координатами (О, О, ~hз), получим из формулы (129)
~ "" ""

/ (~h) === / эN J(F)12g; [CL (n)] + /эNfj к> (n) фd (n)].

Так как

"" 1 П sin 2 «н, ьн,
б[СL (n)] = N (n М;)2 J ,

~O первое слагаемое

11 (tih) = lэl(F)12 П Si~::~:)~i

-описывает обычный брегговский максимум, высота которого в точ

ке (о, о, hg) равна /э I(F) 1

2N2
•
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Второе слагаемое, равное

-+ П sin211N'~'l' 'Н,<)
12 (~h) = lэ I(F)la (м\а /~Х

11 J 16hф 12

kT ~ cos2a~ -+ -» -»-»
Х ---;n~ tf Ef) [6(~h- ~hф) +6 (~h+ ~hф)],

i L

описывает «диффузный» максимум.
. ~

Как видно, каждому вектору ±L\hф соответствует дельта-

образный пик, высота максимума которого в этой точке равна

1 I(F}12N2 ,Н/2 .п: ~cos2a~. (136)
э Ii\hф 12 т ~ (~)2

Множитель +. имевшийся в формуле (134~. сейчас исчез. так
как в действительности каждому вектору k~ и, следовательно,

-+

каждому вектору ~hф соответствует не бегущая, а стоячая волна,

получающаяся в результате суперпозиции двух волн с векто-
-+ -+

рами kA и _kA, что И приводит К удваиванию интенсивности по

сравнению со случаем одной бегущей волны.

Характерной особенностью рассмотренных искажений, опи

сываемых плоскими волнами, является появлениемножителяе-2М

как у брегговского, так и у диффузного пика, а также появление
-»

множителя Iн 12 У диффузного максимума (130). Совместное влия-
-+

ние множителей е-2М и Iн 12 приводит К тому, что диффузные эф-
-»

фекты оказываются равными нулю при Iн I = О, затем возрастают
-+ -+

с ростом Iн 1 и снова начинают убывать, когда при больших Iн I
-+

влияние множителя е-2М перекрывает влияние множителя 1н 12.
Выражение (136) позволяет исследовать анизотропию тепло

вых колебаний и скорость распространения упругих волн в кри

сталле по различным направлениям.

4. Влияние деформационных искажений

и поворотов" вызванных разориентировками,

на брегговские максимумы

В предыдущих параграфах рассматривалось влияние искаже

ний первого рода на диффузный фон. Экспериментальная про

цедура, связанная с анализом диффузного фона, весьма сложна,

так как требует отделения истинного фона от фона, вызванного

комптоновским рассеянием, излучением флюоресценции, немоно

хроматичностью падающего на образец излучения, рассеянием

в воздухе и Т. п,
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Обширную информацию об искажениях структуры можно по

ЛУчить, работая с брегговскими максимумами; из-за того, что

ИНтенсивность этих максимумов, по крайней мере, на два порядка

боJIьше, чем интенсивность фона, требования к эксперименталь
ной технике оказываются менее жесткими.

Рассмотрим прежде всего деформационные искажения, свя-
.......

занные с тем, что в кристалле задано некоторое тензорное поле е,

ПОд действием которого происходит смещение элементарных ячеек

83 правильныхположений. На этом этапе рассмотрениямы можем

не интересоваться тем, что происходит внутри элементарной

я\tейки, полагая, что эти эффекты могут быть в принципе учтены

СQособами, описанными в п. 2.
Пусть в исходном состоянии положение ячейки описывается

~

B~KTOPOM Ru, а в кристалле с искажениями - вектором

~ ~ ~

'и = Ru + I1Ru·

Если две ячейки разделены между собой вектором

~ ~ ~ ~

Rn =Ru-Ru' = R (n),
~ -+

то В искаженном состоянии их будет разделять вектор 'и' - 'и,

равный

~ ~ ~ ~

'и - г~, = Rn + I1Rn ,

-.. -+ -.. -+
где I1Rn= ~Ru -I1Ru' = ~R (n).

Для характеристики поля искажений достаточно установить
~ ~

Связь между ~R (n) и R (n); очевидно, в линейном приближении

Эта связь должна выглядеть как

~ ....... -..
~R (Il) = eR(n), (137)

.......

Где е - тензор второго ранга, так что компоненты вектора

4R (n) = (AR 1 ......AR'Z. ARs) могут быть найдены при помощи КОМ
QOHeHT тензора е:

I1Ri (n) = eijR j (n). (137а)

Любой тензор второго ранга может быть представлен в виде
....... .......

Суммы симметричного 8 и асимметричного ro тензоров второго ранга

....... ....... .......

е = е --1- (о,

1
где Ei j = 2 (eij + eji)

1
и (Oij = 2 (elj-ejl)'

11 д. М. Васильев

(1376)

(1378)

(137г)
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Схема, изображенная на рис. 86, позволяет, воспользовавшись

формулой (137), выяснить смысл компонент тензора е: диагональ

ные компоненты е., i описывают растяжение или сжатие вдоль

соответствующих осей 1, 2, 3, анедиагональные - повороты во

круг соответствующих осей. В правой системе координат компо

нента еЗ2 соответствует повороту вокруг оси 1 против часовой

стрелки на угол еЗ2 (рис. 86):

Рис. 86 иллюстрирует смысл введения тензоров 8 и 00: при
.........

чистом сдвиге все компоненты тензора 00 равны нулю, при чистом

Рис. 86. К анализу поля деформаций в сплошной среде

.........

повороте равны нулю все компоненты TeH30p~ 8. Таким образом,

собственно деформации соответствует тензор 8, в котором диаго

нальные компоненты описывают растяжения (сжатия), а недиа

гональные - сдвиги.

Как видно из определения (137в), тензор 8 является симметрич

ным, т. е. !ля него 8ij = 8ji •

.Тензор 00 описывает чистое вращение; как видно из соотно

шений (137r), диагональные компоненты этого тензора равны

нулю, а сам тензор является антисимметричным:

в соответствии с теорией, развитой в п. 2, для учета влияния

смещений элементарных ячеек на дифракционную картину не-
~

обходимо найти значение функции СА (n, h), равной

~

~~(n, h) = (Fn+u,F:,).
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Так как мы собираемся анализировать дифракционную кар-
-+

тину вблизи брегговского максимума, то достаточно положить h ==
-+

== Н, так что снова

-+
Ct1 (n, h) == C~ (n).

Для упрощения расчетов целесообразно работать в ромбиче-
~ -+

ском базисе {rai} и {rb i}, опуская в дальнейшем индекс г.
-+

В этом случае Н == (О, О, h~).

Для ячейки номера и, смещенной из своего правильного поло-
-+

жения на вектор ~Ru, получим

-+. (Н -+)
F - F -t2n~, ~Ru
и - ое

где РО == F - структурная амплитуда несмещенной ячейки.

Вычисляя C~ (n), будем иметь

/ . [Н -+ ]~
с- (n) == IF 12"е -t2n Л' ~R(n) /' (138)

-+ -+ -+

где ~R (n) == ~Rn+u' - ~Ru'.

-+
Выражение (138) можно упростить, пользуясь записью Н

-+

в ромбическом базисе; если ~R (n) == (~Rl' ~R2' ~Rз) в этом ба-
зисе, то

ел (n) = IF 12 (е-i2ЛhgЛR з). (138a)
-+

Проекцию вектора смещения на ось аз, совпадающую по на-
-+ -+

правлению с Ьз , и, следовательно, с Н, можно легко найти из

формулы (137а).
-+

Зададим единичный вектор ез, равный

-+ R-+
, (' ") -+ аз

ез = eI, ег, ез == ТRТ =~ ,
-+ I аз I

...
где {ei} - косинусы углов, образуемых вектором ез с осями

-+
ортонормированного базиса {е i }, В котором определены компо-

ненты тензора е.

Проекцию ~Rз (n) представим в виде комбинации компонен

ты ~R~, обязанной чистой деформации, и компоненты ~R'f, обя

занной чистому повороту.

В соответствии с формулами (137) и (137б)

~Rз (n) == ~Rз == ~R~ + ~R~,
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так что СЛ (n) может быть записан в виде

СЛ (n) = IF 12 Се (n) с- (n),

Се () / -i2nhgЛR~''
где п = "е /

СОО () / -i2ПllgЛR~''
И n = "е /.

В итоге общее выражение (126а) примет вид

/(h) = IэN IFli ~ CL(n) СВ (n) СШ(n) e-
i2n (f Rn)

n=-со

(139)

(139а)

(139б)

(140)

10 

9 -
8 -;----...-

1 _

0... QJ

Рис. 87. Неоднородвая

деформации столбика

с N = 1О ячейками. Для

случая, изображенного

на рисунке:

е (Па = 6) = ~L (6)/L (6)

Рассмотрим сн~чала влияние тензорного

поля деформации 8.

Компонента~R: равна деформации,опре-
~

деленной по направлению е;, умноженной

на компоненту Ra:

-+ -+
Так как Rn = niai, то компонента

Ra = Па'
-+

Деформация Е (ез), равная относитель-

ному растяжению или сжатию столбика, со ..
-+

стоящего из Па ячеек (рис. 87) длиной nаl aal,
при несднородной деформации будет зави

сеть от длины столбика, т. е. от базы, на

которой она определяется:

-+
8 (ез) = 8 (nз).

Таким образом, под действием генвора деформаций ~ в выра-
-+

жении (140) для 1 (h) появится множитель

СВ (nз) = <е-i2nhgв (nз) "а>. (141)

Для вычисления Св (nз) нужно знать функцию распределения

для деформаций 8 (Па)' При малых значениях е (Па) Па можно

обойтись без знания функции распределения, разложив соотно

шение (141) в ряд и ограничившись первыми тремя членами:

Св (nз) = 1- i2nhg (8 (nз» nз- 2n2(1ig)2 (82(nз» n~. (141а)

Если, как и ранее, считать, что «в среднем» пространственная

решетка не искажается, то {е (Па» = О и Св (Па) может быть

записано в виде

СВ (nз) = e- 2n2
hg

2
(в

2

(nз» n~. (1416)
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hz

Легко видеть, что при задании функции распределения

ер [е(nз) ] в виде «колокола» Гаусса

1 еl

q:> [8 (nз) ] = (2п (е2» - "2 е- 2 (8
1

)

мы при вычислении Се (nз) с помощью формулы (141) получим

в точности выражение (141а) с той лишь разницей, что при этом

не нужно будет накладывать ограничений на величину 8 (nз) nз·

Кстати говоря, разложение соотношения (14Iа) по малому пара

метру, позволяющее обойтись без знания функции распределения,

могло быть использовано и ранее, при рассмотрении тепловых

колебаний, где мы сразу задавали

функцию распределения для смеще- hl-t-__+-_~lL--_--li~
ний типа Гаусса.

Имея выражение для Се (nз) , мы

без труда можем разобраться в том,

что будет происходитьс брегговским

максимумом при наличии в струк- i
l

туре деформаций, влияние которых

учитывается фу~кцией Се (nз) , и от- 000 ь;

сутствии поля (О. Рис. 88. Области существования

Используя соотношение (140), функции lе (~h) для кристалла
получим с искажениями

1 (h)L. е = IgN IF 12 t с- (n) Се (nз) e-
i 21t(~ • Яn)

n=-со

Если интересоваться- распределением интенсивности около

узла с координатами (о, о, hg), то вместо этого нужно записать
~ .........

[(l1h)L, е = [эN IF 12 g; [CL (n) С8.(nз)].

Считая кристалл бесконечно большим, т. е. положив CL (n) = 1,
~

получим функцию /8 (L\h), в чистом виде отражающую влияние

деформационных искажений в кристалле:

~ .........

[e(~h) = [эNIFI2~[С8(nз)]. (142)

Так как в этом выражении справа стоит функция только от nз, то

~

[е (l1h) = [е (l1hз). (142а)

Таким образом, мы приходим к очень важному выводу о том,

что тензорное поле деформаций; обусловливает изменение ннтен
сивности только вдоль дифракционного вектора, так что область

-+-
существования функции Je (L1h) будет изображаться стержнем,

~

всегда направленным только вдоль вектора h (рис. 88) независимо
от вида функции распределения <р [8 (Па) J.
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(143а)

-+
в отличие от метода порошка, когда соотношение типа 1 (~h) =

= [(~hз) вызвано специфическими особенностями самого об

разца (наличием в нем кристаллитов со всевозможными ориенти

ровками), соотношение (142а) обязано особенностям тензорного

поля деформаций и будет поэтому справедливо как при работе

с моно-, так и при работе с поликристаллическими образцами

при том единственном условии, что используется монохроматиче

ское излучение л = const.
При работе с белым спектром вместо функции [8 (~hз) мы

получим функцию

/8 (~hз) ffi 1(~л) = /8 (~hз) ffi 1(~hз) = const,
-+

так что наличие в Фурье-образе Н-стержней (см. рис. 42) будет

'"
полностью маскировать эффекты, вызванные действием тензора г

(рис. 88), поэтому способом Лауэ деформационные искажения

изучать нельзя.

Рассмотрим подробнее, как измеряются деформации е (nз)
в кристалле (см. рис. 87). В случае, изображенном на рис. 87:

-+ -+ -+
Iья (n) I= ьи, Iаз I= ~nЗ lаз I= ы. (nз)
~ ~ ~

и IR (n) I~ я, Iаз I= NЗ Iаз I = L (nз),

так что

в (Па) = ~~ (n)) = L\nз • (143)
nз nз

В общем случае деформация е зависит от длины базы L (Па), на

которой она определяется, т. е.

е = f (nз) = е (nз) .

Часто записывают г (Па) В виде

Ad
8~cг;

как видно из соотношения (143), такая форма записи может быть

принята только при независимости деформации от Па:

де (nз) = О (1436)
дnз '

когда в качестве базы может быть взято любое L (Па) И В том числе
-+

L (1) • Iаз I = d, что соответствует форме записи (143а).
Функции С8 (nз) в форме (139а) соответствует в Фурье-про

странстве распределение интенсивности [8 (~hз). Легко найти

связь между е (nз) и ~hз. Действительно, базе L (Па) В объекте

соответствует база лL-l (Па) В Фурье-пространстве. Так как опе-

ратор ~ - линейный, то относительное изменение базы в про
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странстве объекта и в Фурье-пространстве должно быть одинако

вым (с точностью до знака).

Так как база лL-1 (nз) может быть записана в виде

то
~

в (Па) = ~L(nз) = Аnз =_(Аhзl!зl) =_ ~~з , (144)
L (nз) »« hgIЬз I hз

причем в знаменателе вместо hз стоит значение этой координаты

в узле, так как область с размерами ~hз сосредоточена вблизи

узла OOh~.
С учетом формулы (144) функция (139а) может быть записана

в виде

СВ (Па) = (е- i2П~hаnз), (145)

причем при условии (143б) ~hз пропорционально hg, а при усло
вии (143) зависит, кроме того, и от nЗ.

В том случае, когда справедливо разложение по малому па

раметру (141а), соотношение (145) может быть записано в виде

2« )2) 2СВ (Па) = е-2п 6hз nЗ• (145а)

Для описания деформации е (nз) нужно ввести множество

функций распределения {q> j [е (nз) ] } , где индекс j пробегает все

значения nЗ. В том случае, когда R-решетка « в среднем» не изме

няется, максимумы всех q>j должны лежать при 8 (nз) = о.

При условии (143 б) все q>j равны друг другу, т. е.

q>j [8 (nз» ) = q> (е), (145б)

отыскание этой единственной функции распределения не пред

ставляет труда, так как ~hз не зависит от Па:

00

/В (~hз) = § [СВ (n.,)] = ~ Je-i2пAh.n. q> (е) de =

00 00

J~ [е- i2я~h'n'l q> (е) de = Jб (~h+ ~hз) q> (е) de, (146)
-00

где ~h соответствует", а dhз - "о из соотношения (23), так что

здесь ~h нужно рассматривать как текущее значение &hз .

В соответствии с этим и учитывая соотношение (144), ,&h ока

зывается пропорциональным 8, поэтому интеграл (146) можно

переписать в виде

00

[В (~hз) = Jб (~h+ ~hз) q> (~h) d~h = q> (- ~hз).
-00

(146а)
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так что функция распределения для деформаций (1456) оказы

вается не чем иным, как инвертированным дифракционным про

филем /е (ilh з) .

В общем случае определение функций <Pj сопряжено со значи

тельными трудностями. Рассматривая некоторое значение NЗ,

можно заменить е (nз) на t!n з = nзе (nз) и записать соотношение

(139а) в виде
00

се (nз) 'N. = f j (hg) = JqJj (l\nз) e-i2Пh8Аnз d (l\nз),
_00

где для определения f (hg) необходимо найти значение С8 (nз)
при нескольких значениях hg, т. е. из нескольких максимумов,
принадлежащих одному направлению в Фурье-пространстве,

а затем построить плавную кривую f (hg), считая, что ",g теперь
текущая координата, принимающая любые, а не только целочис

ленные значения.

Практически процедура отыскания функции f (hg) не может
быть сделана сколько-нибудь надежно из-за отсутствия подхо

дящего количества нужных дифракционных максимумов.

В том случае, когда f (h~) определена, отыскание <р j (е (Па) ]
не составляет труда:

fPj 1е (nз)] = §-1 [/1 (h~)].

Выражение (145а), полученное в предположении малости

е (nз) NЗ, позволяет в случае справедливости условия (1436)
найти форму дифракционного максимума, обязанного только

деформационным искажениям:

'" '" [ 2п
2«- )2) n

2]

/е (~hз) = g; [Се (n~)] = g: е- а 3 =
1 (Ah,)2

= (2п «~hз)2»)-"2 е- 2 < (Ah,)! >.

Как видно, профиль интенсивности описывается в этом случае

функцией Гаусса. Используя соотношение (146а), получим для

функции распределения по деформациям

1 еа

fP (е) = (2п (82»-2 е- 2 (еl )

Т. е. тоже функцию Гаусса.

Рассмотрим теперь, как отражается на дифракционной кар

тине действие тензора вращения, роль которого учитывается

в формуле (140) функцией (139б)

СО> ( ) _ / -i2Л:h~!1R~-,n - ",е /,
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~

где dR~, - третья координата вектора dRU> (n), происхождеНI~

которого связано только с вращением, описываемым тензором (а)

(СМ. рис. 86).
....... ~

Положим для простоты, что тензор ю (е') задан сразу в осях
~

{ei}, совпадающих с осями ромбического базиса; в случае необ-
....... ~

ходимости всегда можно перейти к заданию тензора ю (е) в исход-
~

НОМ (физическом) базисе {ei } , использовав соотношение

~ ~

ffiij (е) = (J,ik(ХjlЮkl (е'),
~ ~

где а - матрица перехода от осей {ei} к осям {ei } .

Так как тензор ; задан в нормированном базисе, компоненту
~Rз нужно вычислять как

~ ~ ~

ьл, 1аз t= юз1R1 / all + ЮЗ2R2/ ~ 1, (147)
~ ~

где слагаемое юз 1R 11а 1 1 обусловлено поворотом вокруг оси е;,
~ ~

а слагаемое юз2R 21 а 2 1 - поворотом вокруг оси e~ (см. рис. 86),
~ ~ ~ ~ ~

причем e~ направлено по а 1 , а е; - по а 2 ; вектор аз ориентирован
~

так же, как и интересующий нас дифракционный вектор Н.

Если интересоваться только сечением дифракционной картины
~ ~ ~

плоскостью Ь 2 , Ь з , то поворот вокруг оси е; учитывать не нужно,

и в этом случае

(147а)

где сразу положено R2 = n 2 •

В итоге из формул (139в) И (147а) получим

(148)

Очевидно, как и при вычислении Св(n), мы опять можем разло ..
жить соотношение (148) в ряд и получить в предположении малых

поворотов и сохранения «В среднем» исходной R-решетки, что

(148а)

Если задать 'функцию распределения по разориентировкам
(поворотам) в виде «колокола» Гаусса

1 6)2

<р (О) = (2п (0)2»-"2 е- 2<6)2) ,
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то из соотношения (139а) получится в точности выражение (148а)

без каких бы то ни было предположений о величине поворота.

Вычисляя поворот (J)З2 при помощи ковариантных координат
(рис. 89), получим

~ ~

h2 I Ь2 I h2 I аз I
U)З2 = - ~ = --о~, (148б)

hgIЬз I hз Iа2 I

откуда (1~1)2 hg2«J)~2) = (h~),
\ Iазl

так что функция (148а) может быть записана в виде, аналогичном
формуле (145а):

2 ( 2) 2
СО) (n2) = е-

2л
h2 n2• (148в)

Как видно из формулы (148в), функция ...Сro (n), описы

вающая влияние разориентировок (поворотов) в объекте, при

о i;
Рис. 89. Вычисление пово

рота объекта при помощи

ковариантных координат

(h 2 , hз )

Рис. 90. Области существования функции JOO (~h)
для кристалла с искажениями

-+
поворотах только вокруг оси а 1 зависит от n 2 :

Сооо(n) = СО) (n2) ,

и поэтому функция, описывающая дифракционный профиль,

будет в этом случае зависеть только от h t :
-+....... .......

10) (~h) = g: [СО) (n)] = ff [СО) (n2) ] = 10) (h2) . (149)

Вследствие этого область существования функции (149) изо-
-+ -+

бразится отрезком, лежащим в плоскости Ь 2 , Ьз перпендикулярно
-+ -+

любому h-вектору [нелишне напомнить, что для каждого h-век-
-+

тора базис {bi } выбирается заново (рис. 90)].
Этот важный результат, равно как и соотношение (149), можно

получить без всяких вычислений, если учесть изоморфизм, суще-
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ствующий между ковариантным вектором объекта R и дифракцион-
~

~

ным вектором h: изменение вектора R под действием тензорного
~- ~

поля е вызывает точно такое же изменение вектора h.
~

В общем случае при работе на векторе .h необходимо учиты-
~

вать не только поворот вокруг оси аl' характеризуемый компо-
~

нентой ЮЗ2 , но и поворот вокруг оси а2' характеризуемый компо-

нентой ЮЗ1 , так что коэффициент СОО (n), в соответствии с форму

лой (147), оказывается равным

СОО (n) = СОО (n2) СОО (n1) ,

/
82 0 ' ;{11 )-~ 1thз~ (J)Зlnl

где СОО (nl) = ""е Ia.1 ,

или при малых ЮЗ1n 1

2 ( 2) 2
СОО (nl) = е-2n. h1 n1.

Как видно, действие тензора 00 можно изучать при работе

с белым спектром.

Все, что было сказано о функциях распределения {j)j (nз) ,

относится в равной мере к функциям распределения {j)j [00 (n)].
Так как в поликристаллическом(порошковом) образце, в объекте

и в Фурье-пространстве действует функция распределения по

разориентировкам вида 1 (Ар), то анализ тензорного поля ~
в этом случае невозможен: в самом способе изготовления объекта

уже заложены всевозможные повороты отдельных кристаллитов.

5. Сведения о размерах областей

когерентного рассеяния и о функции

распределения по размерам,

получаемые из коэффициентов C L (n)

Положив в формуле (140) Се (n) = СОО (n) = 1, что соответ

ствует отсутствию деформационных искажений и разориентировок
~

в кристалле, мы получим в чистом виде функцию /L (~h), отра-

жающую влияние размеров в кристалле:

Так как, в соответствии с формулой (127а):

С!.. (n) = CL(n1) с- (n2) CL (Па),
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(150)

(150а)

~

то функция [L (Ah) может быть записана в виде

~ "'"
[L (~h) = 13 N IF 12 g: [CL (n1) о (n2) с- (nз) ] =

= [~N IF 12 @[CL(n1) ] ®к> (n2) ] ~ [CL (nз» ) ,
~

так что [L (Ah) запишется в виде произведения трех функций

I j (Ah j ) :

~ .

[L (~h) = [эN \F 12 /} (h1) [~(h2) l} (~hз),

где N:= н.н,н;

В том случае, когда мы рассматриваем кристалл, размеры
~ ~

которого по j-той оси aj равныL j = Nj Iaj 1, и строение этого кри-

сталла оптически правильно, то

CL (n -) = 1_ Inj I
J N

j
,

откуда

"'" 11; (Ah.) 1 sin2 1tNj /111 j

g: [CL (nj)] = I~N I/12 = Nj (пLlh
j
)2

В реальных кристаллах с развитой дислокационной структу

рой в дифракции участвует множество доменов (областей когерент

ного рассеяния), отделенных друг от друга областями «плохого»

материала. В этом случае под размерами {Lj } нужно ПОНИ~1ать

размеры доменов.

Если на множестве {L j } действует функция распределения

(j) (N), то CL (nj ) нужно определять с учетом этой функции рас

пределения:

со

/ fnjl" S ( Ini l )CL(n-) = -, 1--/ = 1-- q>(N.)dN ..
/ "N· N· J /

J n .+1 J
J

Нижний предел интегрирования взят равным nj + 1, так как

при вычислении CL (nj) не нужно принимать во внимание области,

у которых н, < nj + 1.
Для кристалла, состоящего из одной ячейки, т. е. при Nj = 1,

число n j = О в соответствии с принятым способом подсчета (127),
поэтому условие нормировки функций (j) (N j ) имеет ВИД

00

Jер (N j ) ан, = 1.
1

При малых п, опуская здесь и в дальнейшем индекс j, раз
лагая функцию CL (n) в ряд и беря два первых члена, получим

из формулы (150)

CL (n) = 1-1 п I(N-l). (1506)
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Дифференцируя два раза ФУНКЦИЮ (150) по параметру п,

можно получить значение (N-l) и q> (N).
Правило дифференцированияинтеграла по параметру с выгля

дит следующим образом:

ь ь

д J Jд! (х, с) дЬ да
ас f (х, с) dx = де dx + f (Ь, с) ас - f (а, с) ас·

а а

Используя это правило и принимая в формуле (150) с = а = п,

получим

n

(151)

CL(nJ

о

(150в)

00

J iтq> (N) dN;
n+l

дсL (n)
дn

Как видно из формулы (150 в), вторая
производная от функции (150) позволяет Рис. 91. Схема получе

ния информации из функ-

найти функцию распределения по разме- ЦНИ cL (n)

рам q> (N).
Взяв значение первой производной при n == О и учтя соотно

шение (150а), получим

дс
L

(n) I = _ (N-l).
дп n==О

Метод определения (N-l) и q> (N) показан на рис. 91. Как

видно, касательная в нуле к кривой CL (n) отсекает на оси абс

цисс отрезок (N-1)-1 ~ (N); этот результат мог бы быть

получен сразу из формулы (150б), где

nIcL (n)=О = (N-l)-l~ (N).

В том случае, когда функция распределения ~ (N) является

дельта-функцией вида

ч' (N) = б (N - <N»,

Т. е. в кристалле имеются только области с одинаковым размером

(N), из формулы (150) получим

CL(n) = 1- (;) ,

(152)

и в этом случае функция распределения интенсивности в дифрак

ционном максимуме описывается стандартным выражением

/L (~h) 1 sin2п (N) 6.h
IэN IF p~ = (N) (11: 6.h)2
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Как только <р (N) перестает быть дельта-функцией и в кристалле

появляется множество областей с различными размерами, рас

пределение интенсивности приходится вычислять как

~ ~

= J®[(1- 1; I ) ] <р (N) dN = J-} Si~~:~2M <р (N) dN =
1 1

= /_1 sin
2

nN Ah '" (152а)
'" N ('1 Ah)2 / •

в трехмерном случае

/L (Ah> / 1 sin 2 1tNj Ahj '"
/эN IF 12 = П ""7г (п Mj)2 /"

j=l, 2, 3 J

(152б)

Конечно, выражения, (152а), (152) не равны и для вычисления

соотношения (152 а) необходимо знать <р (N). В принципе <р (N)
определяется из формулы (150в), однако, как видно из рис. 91,
для определения функции распределения необходимо использо

вать периферийную область функции CL (n), т. е. область, в кото

рой CL (n) определяется с большими экспериментальными ошиб

ками.

Как видно, область существования функции (152б) является

трехмерной, причем размеры этой области не зависят от коор-

динат узла (00 hg); этим эта функция кардинально отличается
~ -+

от функций [8 (~h) и /ro (~h). Область существования функции
-+

/е (~h) является одномерной и расположенной вдоль дифракцион-
~

ного вектора; у функции /ro (L1h) область существования двумер-

ная и расположена в плоскости, перпендикулярной дифракцион-
~

ному вектору h, как это изображено на рис. 88 и 90, в обоих

случаях размеры области существования линейно растут с увели-
~

чением длины вектора Н, как это следует из соотношений (144) и

(148 б). I

Так как надежное определение функции распределения <р (N)
практически невозможно, целесообразно ограничиться только

определением (N). ДЛЯ решения этой задачи нет необходимости

знать ер (N), а достаточно задать коэффициенты CL (n) в виде

-~InlCL(n) = е k = е- <N-l) I п 1,

2'1
где k =-()N-l
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(155)

При малых п функция (153) ведет себя так же, как функция

(150); как видно, процедура определения (N-1) дает в случае

использования функции (153) правильный результат:

aC
L

(n) I = - (N-l),
дп n=о

а функция q> (N), определенная с помощью соотношения (150в)

и равная

ер (n) In=N = (N-I)2 пе: (N-l) I n 'In=N,

имеет максимум при n = (N-1)-1 ~ (N) (см. рис. 91).
При задании Сl. (n) в виде соотношения (153) функция, опи

сывающая распределение интенсивности в дифракционном макси

муме (когда речь идет только о влиянии размеров доменов), ока

зывается равной с точностью до [эN IF 12.

/L(Ah) = ~ I +k~(M)2. (154)

Функция Коши (154) при больших I1h ведет себя точно так же,

как функция (152) и как функция (152 а), т. е. убывает с расстоя

нием как (~h)-2. Так как при определении (N-1) по формуле

(153) нас интересует только поведение функции

с- (n) = @[/L (~h)]

вблизи п = О, а это поведение целиком определяется поведением

функции [L (~h) при ~h~ 00, описание CL (n) и [L (f1h) функ

циями (153) и (154) оказывается очень удачным.

6. Совместное действие различных искажений

структуры на дифракционную картину

в ряде структур (г. ц. к., г. п. у., о. ц. к., графит и т. п.) мо

гут быть выделены плоскости, укладка атомов в которых более

плотная, чем в других плоскостях. В некоторых случаях внешние

воздействия на структуру могут приводить К нарушению правиль

ной укладки плоскостей относительно друг друга и появлению

дифракционных эффектов, связанных с ошибками укладки [20
23]. Функцию, описывающую ошибки укладки, можно записать

в виде Со. у (n 1 , n 2 , nз); конкретный вид этой функции может

быть определен для каждой из реальных структур.

Если концентрация ошибок укладки не очень велика, Со. у (n 1 ,

n 2 , nЗ) может быть описана как [20]

- (о. у -1) I n I
со. у (n) = е N

где о. у N - некоторая безразмерная величина, по смыслу

равная числу ячеек.
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Опуская несущественный в данном случае множитель 1эN IF f2,
можно записать функцию интенсивности в виде

са

1 (h) = ~ Се (Па) C~ (nl. n2)С; (nl ~. Па) Со. у (nl. n2 Па) Х
n=-оо

(
~ . )h' -.

-i2n Т' Rn
хе (156)

Все рассматриваемые искажения относятся к искажениям

первого рода, Т. е. оставляют «в среднем» размеры R-решетки

неизменными, откуда следует, что и Н-решетка также не

изменяет своих размеров, так что при отсутствии искаже

ний, т. е. когда все С, = 1, выражение (156) дает множество
-+ -+

брегговских дельта-максимумов, расположенных при h = Н, т.

е. в узлах Н-решетки.

Распределение интенсивности вблизи узла с координатами

{h~} может быть записано как

-. .-
[ (~h) == б [се (nз) Сro (n1, n2) с- (nI, n2 , nз) со. у (nI, n2 , nз) ] ==

== ®[Се «л (f) @к> (nl' n2)](f) g: [CL (nl' n2, nз)] (f) @Х

Х [Со. у (nI' n2, nз)] == [е (~hз) (f) [ro (h1, h2) (f) [L х

Х (h1, h2, !!hз) (f) [о. у (h1, ь; ~hз), (156а)

-+ -+
причем для описания 1 (L1h) выбран, ромбический базис {bi } ,

-+ -+
у которого Ьэ направлено вдоль h, а индекс г, как обычно, опущен.

Для того чтобы нагляднее представить область существова-
-+

ния функции 1 (L1h), рассмотрим еще раз, как выглядят области

существования ~e, [еro, ~L И [ео. у функций, порознь описываю

щих искажения.

Нелишне еще раз обратить внимание на то, что область су

ществования Фурье-образа кристалла с искажениями не образует

Н-решетки, и если начало координат в Фурье-пространстве выб

рано, то в узлах Н-решетки располагаются различные функции,

так что в итоге Фурье-образ кристалла перестает быть решет

чатым.

Как уже отмечалось в п. 4 и 5, область ~e, равно как гею ,
~ "'-

пропорциональна длине Н-вектора, т. е. в ромбическом базисе

пропорциональна hg, область [eL имеет одинаковые размеры во
всех узлах Н-решетки, а область [еО. у имеет различные размеры

и различную протяженность (но одинаковуюориентацию) в зави

симости от координат {h~l.
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000

Рис. 92. Области существования функций l<j} (~h)
~

и результирующейфункции 1 (~h) в моно- и поли-

кристаллических объектах

I (1\h) (f) 1(h1, h2) =

= I (~hз), (157)

Если задан кристалл с искажениями, т. е. заданы {R} и {С},
~

то множество дифракционных максимумов t[(~h)}, области суще-

ствования которых изображены на рис. 92, оказывается также

заданным однозначно при условии задания начального узла

с координатами (000). На рис. 92 не указаны координаты узлов

Н-решетки, так как при работе в ромбическом базисе любой из

интересующих нас узлов получит координаты OOh~, где h~ по
просту является номером узла на прямой, соединяющей этот

узел с нулевым, т. е. с уз

лом (000).
На рис. 92 показано,

как определяется область

существования функции

(156а), описывающей рас

пределение интенсивности

в максимуме у монокри

сталла и у поликристалла,

когда вследствие действия

функции 1 (h1 , h 2) полу
чающаяся функция ин

тенсивности, равная

оказывается зависящей

только от координаты,
~

отсчитываемой вдоль h-вектора, а ее область существования ока-

зывается сферическим слоем.

Из соотношений (156а) и (157) сразу видно, что при 'работе

·с монокристальным образцом метод 8+28-сканирования, при ко

тором ~hз = var, h 1 = h 2 = const, позволяет исследовать функ

ции [8 (~hз), а также функции [L (~hз) И [о. у (~hз), т. е. полу

чать сведения о деформационныхискажениях, о размерахдоменов
~

вдоль h-вектора и об ошибках укладки. При работе в режиме

ф-сканировання, при котором h1 = var (либо h 2 = var), ~hз =
~

= const, можно работать только поперек h-вектора, т. е. иссле-

довать функции

в поликристаллическом образце полезную информацию мо

жно получить только при работе в режиме 28-сканирования,

когда исследуются функции [L. (~hз), [8 (~h8)' [о. У ·(~h8).
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7. Отыскание параметров

тонкой структуры кристалла

по функциям С (n), заданным в объекте

Распределение интенсивности в дифракционном максимуме,

описываемое соотношением (156а), содержит информацию о па

раметрах тонкой структуры, т. е. о деформационных искажениях,
"'"

искажениях, вызванных действием тензора поворота оэ, о размерах

областей когерентного рассеяния (доменах) и о вероятностях

ошибок укладки.

Как уже мы отмечали в п. 5 гл. 1, соотношения типа (156а)

можно использовать различными способами.

Первый способ сводится к замене свертки умножением, для
~

чего нужно применить к функции / (f1h) обратное Фурье-преобра-

зование, после чего получим

~

Смысл этой операции очевиден - от функции / (f1h), экспе-

риментально получаемой в Фурье-пространстве, мы переходим

к функциям, заданным в пространстве объекта, и уже по этим

функциям отыскиваем параметры тонкой структуры.

Второй способ сводится к использованию соотношения (11),
также позволяющего заменить свертку умножением:

~ ~ ~

ГЗ) [(~h) d (~h) = J[е d (~h) J[1iJ d (~h) х
-~

ео 00

х JJL d (~h) J[о. у d (~h). (158а)

Как видно, в этом случае мы работаем только в Фурье-прост

ранстве, т. е. с дифракционным максимумом, и получаем инфор

мацию о параметрах тонкой структуры без перехода в пространство

объекта.

Часто первый способ называется способом гармонического ана

лиза формы рентгеновской линии (ГАФРЛ), а второй - способом

аппроксимации, так как при использовании соотношения (158а)
~

приходится аппроксимировать /<п (~h) аналитическими функ-

циями.

Эта терминология не отражает принципиальных отличий рас

сматриваемых способов, тем более, что при использовании соот

ношения (158) можно аппроксимировать с<п (n) аналитическими

функциями, а при использовании соотношения (158а) применить

гармонический анализ.
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(159в)

(1596)

(159а)

(159г)

(160а)
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Третий способ, при котором мы также работаем только в Фурье

пространстве, сводится к использованию соотношения (47а) ,
а также и аналогичных соотношений, получаемых для моментов

~

функций j(i> (~h) порядка выше второго.

Перейдем к рассмотрению первого способа.
~

Вообще говоря, функция 1 (~h) не обязательно должна быть

симметричной относительно оси ординат. В ряде случаев особен

ности поля искажений структуры приводят к асимметрии дифрак

ционного профиля, и в этом случае функция С (n) должна быть

комплексной:

с (n) = А (n) - iB (n),

где А (n) и В (n) - действительные функции.

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением только А (n),
имея в виду, что рассмотрение В (n) может быть проведено по

аналогии с А (n).
В случае монокристалла соотношение (158) дает при работе

в режиме 8+ 28-сканирования

Ае (nз) AL (nз) Ао. у (nз) == А (nз) , (159)

где Re @-l [1 (~hз)] = А (nз) .

В соответствии с формулами (1416), (153) и (155)

2 02 (2 ) 2
Ае (nз) == Се (nз) == е-2,", hз 8 (nз) nз

AL (Па) = с- (Па) = е- (Nз
1)

I Па 1;

(о . YN-l) 1n
АО.У(nз)==СО'У(nз)=е- з зl.

Удобно ввести фиктивный (кажущийся) размер домена

положив (*Nзl
) == (Nз

1
) + (о. уNз

I) ,

И переписать соотношение (159) в виде

А8 (nз) A*L (nз) == А (nз) . (160)

Основной прием, при помощи которого удобно анализировать

соотношения типа (160), состоит в том, чтобы использовать раз

личную зависимость функций А 8 И А *L от подходящего пара

метра.

Как видно из формул (159а), (159б) и (159в), Ае (nз) зависит

от координаты hg, а А *L (nз) не зависит.
Записывая соотношения (160) в виде

ln А (nз) == ln А*L (nз) ~ 21(2 ( в2 (nз» n~hg2

12*



lnА(лs)

O..------------~

ln А L(n ~2J) L.-- __=::_

и строя график InA (nз) = f (h~2), мы легко отыскиваем (рис. 93)
(82 (nз» и ln А ч. (nз) :

( 82 (n » = tg а, (Па) •
з 2п2n§'

ln A*L (nз) = ln А (nз) Ihg2= O.

Как видно, при реализации процедуры, изображенной на

рис. 93, необходимо иметь, по крайней мере, два порядка дифрак

ции, т. е. две точки на дифракционном векторе, либо работать

в предположении, что двум

направлениям в кристалле,

которым соответствуют два

используемых дифракци

онных вектора, отвечают

одни и те же значения

(82) и ч.;

В том случае, когда

в структуре имеются

ошибки укладки, нужно

принимать во внимание

Рис. 93. Схема определения < 81 (Па) > И In А·L(na) зависимостьразмера обла-
из зависимости In А (Па) = f [(hg)2r] : сти существования функ-

n~1) и n&2) - два значения переменной nз ции /0. у (~hз) от h~, рас-
смотренную в работе [22].

Получив из семейства зависимостей (160а) множество значе

ний {A*L (nз) } , мы сможем, используя процедуру (151), найти

значение (*N-1) , а по нему, используя формулу (159г) и соот

ношения, рассмотренные в работе [22], отыскать как истинный

размер домена Lз , так и вероятности ошибок укладки.

При работе в режиме (J)-сканирования получим, поворачивая
-+

кристалл вокруг a1 :

Аro (n2) A*L (n2) = А (n2) ,

где обозначено

Re ®-l [1 (h2) ] = А (n2)

и A*L (n2) = AL(n2) Ао. у (n2) .

Учитывая, что

_2л,2 ( I~ I )2 hg2(т~2) n~
Аro (n2) = е I аа I ;

AL (n
2

) = е- (N2"I) In21;

Ао. у (~)= е- (о. YN2"I) In21,
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(162)

(162а)
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можно полностью повторить процедуру (160а) и отыскать как

компоненту (<O~2)' равную

{(J)~2) = (g ~<nl
) 2 . ,

2п2 I ~21 ni
I азl

так и ln A·L(nz) = ln А (nz) Ihg2 = о'

а затем, строя зависимость A*L (n2) = f (n 2) и используя соотно

шение (151), можно отыскать (*N"21
) , откуда легко найти истин

ные размеры L 2 и вероятности ошибок укладки.

Как видно, и в этом случае необходимо иметь, по крайней

мере, два порядка дифракции по какому-либо направлению в Фу

рье-пространстве.

Хотя А8 (nз) и Аоо (n 2) описываются очень похожими выра-

жениями (159а) и (161), действие тензорного поля 8 существенно
.......

отличается от действия поля 00. При переходе от одного направ-

ления в Фурье-пространстве к другому функция А8 (nз) изме

няется в соответствии со значением (82 (nз» , отвечающим этому

направлению, так что при анализе сечения Фурье-пространства
~ ~

плоскостью, образованной векторами Ь 2 , ЬЗ (см. рис. 88), области

существования функций /8 (Aha) будут изменяться в соответствии
.......

со значениями тензора 8.

Иначе обстоит дело при действии тензора ~, так как при
наличии разориентировок в кристалле все дифракционные мак

симумы, лежащие в плоскости, перпендикулярной оси, вокруг

которой происходит поворот кристаллитов, также разворачива

ются на один и тот же угол.
~ ~

При работе в плоскости, образованной векторами Ь 2 , Ьз ,

этот угол равен

~p = (U)~2)1/2.

Используя особенности тензоров g и ~, можно получить све
дения о параметрах тонкой структуры, исследуя различные

направления в Фурье-пространстве (направления /-IV на рис. 94),
причем два порядка дифракции достаточно иметь только на одном

из направлений (направление / на рис. 94) [24]. Последователь

ность работы должна быть при этом следующей: 8+28-сканиро

ванне двух максимумов, расположенных по направлению Г,

дает

(82)1 н *L~;

ер-сканирование этих же максимумов дает

Ар и ·L~;



~-сканирование максимума 1/1 дает

111А (n2) = III.4oo (n2) 111A*L (n2) , (1626)

1

-+
причем n 2 соответствует здесь новой оси b~", ориентированной

-+ -+
перпендикулярно направлению //1, Т. е. b~1I = -b~ (см. рис. 94).

В формуле (162б) IIIA*L (n 2) отыскивается экспериментально

по функции /111 (h 2) , полученной при ф-сканировании функции

с областью существования 5eI I I :

Рис. 94. К анализу искажений по

дифракционной картине монокри

сталла

Функцию IIIАю (n 2) в формуле

(162 б) легко определить из соот

ношения (161), так как нужный для

этого определения параметр (ro~2)
найден в соотношении (162а).

Таким образом, из формулы

(162б) можно определить *L~II, т. е.

фиктивные размеры домена в направ

лении, перпендикулярном направле

нию 111. Та же процедура, прове

денная с максимумом, соответствую

щим направлению /1, позволит

определить *L~I, т. е. фиктивные

размеры домена в направлении,

перпендикулярном направлению 11.
Есл-и пренебречь влиянием оши

бок укладки, то можно принять,

что L~ ~ L~II, т. е. положить

(162в)

после чего, применяя 8+28-сканирование к максимуму 111,
можно записать, что

®-1 [/111 (Llhз) ) = IIIA (nз) = IIIAe (nз) 111AL (nз),
откуда легко находится IIIAe (Па), так как IIIAL (nз ) известно

из выражения (162в).

Равным образом, комбинируя максимумы / 1 и /V, можно

последовательно найти IVАг (nз)", А г (Па) И т. д.

Повернув кристалл и, следовательно, Фурье-образ вокруг

направления 1, можно исследовать другое сечение Фурье-образа,

~ри~ем для получения всей информации о компонентах тензоров

8, ro и о размерах доменов (областей когерентного рассеяния)

достаточно иметь на интересующих нас направлениях только по

одному максимуму.
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При работе с поликристаллическим (порошковым) образцом

использование ер-сканирования невозможно и работать имеет

смысл только в режиме 28-сканирования или в режиме 8+28
сканирования, что в данном случае одно и то же.

Таким образом, в случае поликристаллическогообразца может

быть использовано только соотношение (160), позволяющее опре

делить (в2 (nз » и фиктивные размеры домена *Lз в направле

нии дифракционного вектора.
""'-

Для отыскания всех компонент тензора 8, равно как и для раз-

дельного определенияистинных размеров доменови вероятностей
~

ошибок упаковки, нужно иметь множество векторов {h}, причем

на каждом из векторов должно быть, по крайней мере, два дифрак

ционных максимума.

К сожалению, возможности, которыми обладает исследователь

при работе с поликристаллическими веществами, имеющими

г. ц. к. И о. ц. к. структуры, весьма ограничены. У материалов

с г. ц. к. структурой могут быть использованы только максимумы

с индексами 111-222-444, 200-400-800. У первого вектора

пропадает максимум 333, так как радиус Н-сферы для максимума

333 равен радиусу Н-сферы для максимума 511; по этой же при

чине пропадает максимум 55"5 (перекрывается с 157). Во втором

случае пропадает максимум 600 (перекрывается с 244).
У материалов с о. ц. к. структурой имеют место ряды 110-220

40, 200-400-800, 211-422-644, 310-620.
Три максимума в пределах каждого ряда могут быть получены

только в коротковолновом(молибденовом) излучении; при работе

в излучении Ка Си (Со, Fe, Cr) обычно получаются в лучшем

случае два порядка дифракции для некоторых на указанных

направлений.

В связи с этим обстоятельством большое значение приобретают

методы, позволяющие получить (82) и *Lз из одного порядка

дифракции'.

Записывая АВ (nз ) и А ч. (nз) при малых n3 в виде соотношений

(159а), (159б) и (159в), получим, что

А (nз) == АВ (nз) A*L (nз) ~ 1-(*Nз
1
) nз- 2n2hg2

(е? (nз» n~, (163)
откуда

дА (nз) I == -- (*Nз1) (163а)
дnз nа=О

и

д
2

А (nз) I == - 4n2ho2 (в2 (n », (163б)
дn~ nз=о з 3

так что фиктивные размеры *Lз и деформация (82 (nз » могут

быть определены из значений первой и второй производной от

экспериментально определенной функции А. (nз ) , взятых в начале

координат.

К сожалению, практическая реализация соотношений (163а)

и (163б) наталкивается на непреодолимые трудности, связанные

183



100 200
•l,A

Рис. 96. Влияние различного обрыва

функций I h (~h) и Ig (~h) в первом и
втором порядках на зависимость

1

(81 (L» т = f (L):

1-(~)1 (-})2: 2-(~)1 ({)?!
а-({)1 Н-)2: 4-( ~O)1 (~)2:
5 - истинная зависимость.

В числителе - величина обрыва функ

ции /h (~h), в знаменателе - функ-

ции /' (Ah) [36]

AJ(lJr----------------..
1.0

0,5

100 200 100
l.}A

Рис. 95. Функции Аз (n), вычисленные

при различном обрыве «хвостов» ФУНК-

ций I h (~h) и Ig (~h):

1 - истинная функция А' (n); 2
функции Ih (~h) и Ig (~h) оборваны
там, где интенсивность составляла 6 %
от высоты максимума; 3 - Ih (~h) не
оборвана, Ig (~h) оборвана в точке, ин
тенсивность которой составляет 1О % от

высоты максимума [36 ]

с тем, что поведение функции А (nз) в нуле определяется не осо

бенностями структуры, а тем, как проведена линия фона, т. е.

подошва дифракционного максимума, и размером области 2~hз,

в пределах которой фиксируется функция [(Llhз ) . Как правило,

функция А (nз ) , определенная экспериментально, обнаруживает

в нуле недопустимый загиб, в пределах которого первая произ

водная положительна, что не имеет физического смысла (рис. 95).

<Е!и» '12'10 J

(164)

Мы отложим обсуждение причин появления «криминального»

участка (О, LC) дО обсуждения всех особенностей эксперимен

тальной процедуры, связанной с определением функций А (Па)

и дальнейшим их использованием.

Наиболее простым способом, позволяющим получить размеры

*Lз и деформацию (82) в случае соблюдения соотношения

(143б), является следующий.

Воспользуемся для функций А 8 (nз) и А ч. (nз) выражениями

(145а) и (153), т. е. примем, что [8 (~hз) И [*L (L\hз) описываются

соответственно функциями Гаусса и Коши:

1 (Ah.) 2

18(~hз) = (2",2 «~h3)2»-2 е- 2 «Ah.)I)

и j·L (дhз) = : 1 + kzl(Мз)2 •

В этом случае

ln А (nз) = - 2",2142 (82)n; - сNз
1
) Па,
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и для отыскания (82) и (*Nз
l
) нужно иметь, по крайней мере,

два значения функции А (nз ) .

Экспериментально определенная зависимость <u82 (nз » =
= f (nз ) обнаруживает, как правило, горизонтальныи участок

(рис. 96), в пределах которого и нужно выбирать значения nз
для экспериментального определения функции А (nз ) по формуле

(164). Поскольку точность определения А (Па) падает с ростом nз ,

необходимо использовать малые Па, но такие, при которых мы

заведомо не попадаем ни на «криминальный» участок (О, n~),

ни в область непостоянного значения (82 (nз » (рис. 96), на

котором нарушается условие (143б).

При работе с поликристаллами может быть использована только

формула (164); у монокристаллов, помимо <264), аналогичный

прием позволяет найти компоненту тензора ro и размер *L 2 :

1 А 2 ( I ~2' )2 h02
( 2 (*N-1

)n (n2) == -21& -~- 3 <032) n2- 2 n2. (164а)
I аз I

8. Влияние практической процедуры анапиаа

дифракционного профиля на значение параметров

тонкой структуры при работе

в пространстве объекта

Для того чтобы получить функции С (n), описывающие дейст

вие различных факторов на структуру объекта, необходимо выде-
~

лить из экспериментальнополученного профиля [h (&h) функцию
~

[, (L1h), которая в формуле (156а) обозначалась просто как
-+

1 (L1h).
В соответствии с соотношением (44), если ввести в рассмотрение

~

функцию [' (L1h), описывающую влияние регистрирующей системы

на дифракционный профиль, лолучим~ что

Обозначив- ~<jJ-Ijh(L1h) = Ch (n);- ~ij-1[, (L1h) = С' (n) = С (n);- ~jJ-I[i(L1h) = Ci(n),

получим из соотношения (165)

С (n) = c
h

(n) •
с' (n)

(165)

(165а)

(165б)
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Полагая в дополнение к обозначениям (165а)

Ch (n) = Ah (n)"- iBh (в);

Cg (n) = Ag (n) - iBg (n),

получим из соотношения (165б)

А ( ) = Ah (n) АК (n) +Bh (n) ВК (n) •
п [АК (n)]2 + [ВК (n)]2 '

В ( ) = АК (n) Bh (n) - Ah (n) ВК (n)
n [АК (n)]2 + [ВК (n)]2 •

~

Импульсный отклик системы Ig (~h) получается при дифракции

на образце, не содержащем искажений структуры. Выбор такого

эталонного образца в ряде случаев представляет нелегкую задачу.

Следующая проблема, с которой мы неизбежно сталкиваемся,

заключается в том, что экспериментально наблюдаемое распреде

ление интенсивности зависит от L\28 при 8-;.-28 или 8-сканирова

нии (рис. 34) или от ~cp при <р-сканировании (рис. 33), в то время

как все расчеты в п. 6 выполнены в терминах переменных {hi } .

Переход от угловых величин к координатам {hl } уже обсуж

дался в гл. 11 п. 7. Используя, как обычно, специально выбранный
~

ромбический базис, в котором {гьз } направлено вдоль дифрак-

ционного вектора, и опуская индекс г, получим при 8-;.-28-скани

ровании монокристалла счетчиком с достаточно высокой щелью

(формула 94а), что

-+ -+ ~

[h (~ 28) = /э I F (Н) )21 ыl 11 Ь2 1 N zN2[h (~hз),

где

N2=
-h~

а вместо множителя (пL\hз)- 2s iп2 1tNз~hз, учитывающего в соот

ношении (94а) влияние размеров кристалла, стоит функция

[h (Llhз ) , отражающая как влияние измерительней системы, так

и влияние структурных несовершенств кристалла, включая сюда

и влияние размеров.

Отбрасывая, как и ранее, несущественные в данном случае

постоянные множители, получим

[h (~ 28) = [h (~hз).

При переходе от экспериментально полученного профиля

[h (L\28) к профилю [h (~hз), записанному в терминах перемен-
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ной ~hз, нужно учесть изменения масштаба по оси абсцисс, имею

щие место при 8+28-ск~нировании, т е. воспользоваться соот

ношением

~hз= co~80 ~28., (166)
I Ьз I

Переход от ~28 к ~hз по соотношению (166) годится для узкой

линии; если линия широка, то нужно вместо дифференциальной

формулы (166) пользоваться выражением

~ ~

~hзlЬзl = (hз- hg) 1 Ьз l = 2sin8-2sin8o. (166а)

В случае <р-сканирования монокристалла получим из формулы

(94г), опуская постоянные множители: [h (Ll<p) = [h (h 2) , причем

переход от шкалы Ll<p к шкале h 2 сопряжен с изменением масштаба

h
2

= 2 S~ 80 Лер. (1666)
I Ь2 1

При работе с поликристаллическим образцом в режиме 8 -:- 28
сканирования получим из соотношения (117а), заменяя в этом

выражении (п~hз)-2 sin 2 nNз~hз на [h (Llhз) :

/h (Ll28) = /11 (Аhз)
sin 2 е '

причем при переходе от шкалы ~28 к шкале Llhз нужно по-преж

нему пользоваться соотношениями (166) или (166а).

Как видно, переход от угловых координат Фурье-пространства

L\28 или Llep к координатам {~hi} не представляет труда. Наиболь

шие неприятности при работе доставляет невозможность прово

дить Фурье-преобразование дифракционного профиля

~-1 [1 (Llh)] = С (n) (167)

в бесконечных пределах.

Так как распределение интенсивности в Фурье-пространстве

равно (с точностью до несущественных в данном случае множите

лей)

Ш (h) (±) 1 (~h),

где периодическая функция Ш (h) имеет период, равный единице,

то самое большее, что мы можем сделать, это проводить Фурье

преобраэование на ограниченной базе, равной (-1/2,1/2)' И вместо

точного соотношения (167) записать

С (n) = СУС (n') = §-;сI [1 (L\h)], (167а)
....... 1

где g:~ - символ усеченного Фурье-преобразования, рассмотрен-

ного в гл. 1 п. 4 и применяемого для анализа функций

с ограниченным спектром.
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(168)
со '2 ' AhL с.; (n') е-1 лn Н

n'=-со

1 (~h) =

В нашем случае спектр, т. е. функция 1 (~h), рассматривается

только на участке (-х/2, х/2), поэтому из формул (36) и (36а)

получим

х

с.; (n') = ~ j 1 (Ah) /21tn' ~hdAh,
х

-2

(168а)

так что усеченный Фурье-прообразфункции 1 (~h) отыскивается

как множество коэффициентов ряда Фурье (168). В идеальном

!(!JhJ случае, когда промежуток

между двумя соседними уз-
~

лами на h-векторе может

быть использован полностью,

х = 1.
В реальных условиях

1 (h) исследовать распределение

интенсивности на таком боль

шом интервале не удается,

_К О S !! iJ ап так как этому мешают -*«чу-

2 Z 2 жие» максимумы ../
Рвс. 97. Экспериментальная процедура обра- При работе с поликри-

ботки дифракционного профиля 1 (Ah) сталлическим алюминием на

Ка Си-излучении линия 111
получается при 80 ~ 190; линия 200 - при ео ~ 220; линия 220
при 80~ 330; линия 311 - при 80 ~ 390; линия 222 - при

80 ~ 410; линия 400 - при 80 ~ 490; линия 331 - при 80 ~ 560.
Угловой интервал в Фурье-пространстве ~2e (1), отвечающий

х = 1, может быть найден из соотношения

~

A28(1)=4 [510-1 ('Ь: , + 510(0)-80]'

В рассмотренномслучае с алюминиевым образцом для макси

мума 200 единичный интервал по шкале 28 равен ~2e (1) = 240,
а для максимума 400 360, откуда Х2ОО = 0,25, а Х400 = 0,39.

Введение конечного интервала х приводит не только к замене

полного обратного Фурье-преобразования @-l на усеченное ~ycl
И замене интеграла Фурье рядом (168), в котором номер коэффи

циента n' связан с истинным значением п, получаемым при выпол

нении полного Фурье-преобразования соотношением п = n' /х.
Экспериментальная процедура обработки дифракционного про

филя, как правило, связана с завышением уровня фона. Если бы

экспериментатор ограничивалея только усечением профиля, то
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он получил бы функцию I~c (~h), изображенную на рис. 97
и имеющую ступеньки при Iьн I = «п. В действительности экспе

риментатор всегда проводит «подошву» профиля так, чтобы полу

чить плавный переход «крыльев» кривой К нулю.

В итоге вместо I~c (/),h) вводится в рассмотрение функция
I~ (/),h), у которой отсчет ординат ведется от новой «подошвы»,
проведенной на уровне Iф (х), а значения интенсивности при

I /).h I > «п тождественно равны нулю.

Как видно из рис. 97:

IZ(~h)= [Ih(~h)-Iф(х)]П(~h), (168б)

1 при I~h I~ ~

где П (~h) =
О при I~h I> ~ ·

Таким образом, вместо Сус (n'), определяемой по формуле

(168а), в действительностинаходится функция

где

х

1 2" 02 ' Ah dAh
СЭ (n') = х J1: (Ah) / пn и L\ •

Х

-2

(168B)

1: (~h) =
со

~
n'=-со

(168г)

Для анализа поведения С; (n) можно снова перейти к полному

Фурье-преобразованию, так как функция 1э (~h) тождественно

равна нулю при Iьн I :>- 'Х/2:

Сэ(n) = W-l[IZ(~h)] == ~-l[lh(~h)]<±)@-l[П(~h)]-

-Iф(х)~-l[П(Аh)] = С (n)<±) Sinn~Xn -Iф Sin,;:xn • (169)

При известном 1ф (х) из соотношения (169) можно найти

неискаженную функцию С (n). Так как в действительности Iф (х)

остается неизвестным, соотношение (169) позволяет лишь каче

ственно обсудить, к чему приводит замена истинного профиля

[h (~h) профилем 1: (/),h).
Замена функции С (n) на функцию

sin пкn
СУС (n) = С (n) <±) пn

вызывает некоторое расширение Сус (n) по сравнению с функцией

С (n) (рис. 98), что, в конечном итоге, приводит к некоторому

189



Рис. 98. Влияние конечного ИН

тервала и завышения фона

на функцию С (n)

5 nз2о

уменьшению (82) И увеличению вычисленных значений *L по

сравнению с истинными их значениями.

Помимо расширения Сус (n) по сравнению с С (n), наблюдается

искажение поведения функции С (n) в окрестностях начала коор-

динат. В то время как значение -дд С (n) I определяется па-
п n=о

раметрами тонкой структуры, то

дan Сус (n) In=o == о (170)

всегда независимо от вида функции С (n).
Д u д
еиствительно, так как оператор an

линейный, то в согласии с форму

лой (14)

~ [с (n)(f) SiПп:Хn ] =

== С (n) (f)~ sin пхn+ дп пn

Из значения производной в нуле от функции (лn)-l sin лхn:

~. sin пхn I = о
дп пn n=о

и следует свойство (170).
Еще большие неприятности, и особенно при малых п, достав

ляет слагаемое - 1ф (nn)-l sin nхn = !lCyC (n). Наибольшее зна

чение это слагаемое имеет при п = О: !lCyc (О) = - 1ф (х) х,

что и приводит К загибу функции С, (n) вблизи начала координат,

т. е. появлению недопустимой из физических соображений поло-

жительной производной %n с, (n) > О (см. рис. 95).
В конечном итоге, функция С; (n) будет колебаться около

функции Сус (n) (см. рис. 98), причем при х = 1 значения С; (n)
и Сус (n) будут совпадать, если n - целое число; при х = 1/2
совпадение будет при п четном и т. д. Обычно колебания С; (n)
около Сус (n) практически незаметны, в то время как эффект

загиба при n -+ О проявляется очень сильно.

Описанный здесь анализ соотношения (168б) был проведен

г. Джилли и А. Бори [25].
Для количественнойоценки влияниязаменыфункции ]h (!lh) на

функцию 1: (!lh) авторы задались функцией распределения для
величины доменов <р (N), функцией распределения для деформа-

ций <р [8 (n)] в предположении ~: = о и синтезировали ~дифрак
ционные максимумы для двух порядков дифракции, задавши

инструментальную кривую /g (~h) в виде функции Коши. Ока

залось, что при разумных по величине усечениях дифракцион

ных профилей получаются значения размеров L, близкие к истин-
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ным, причем величина усечения мало влияет на определяемый

экспериментально размер L.
На рис. 96 показаны зависимости

(171)

полученные при различных усечениях. В данном случае при

синтезе дифракционных профилей было взято значение (82)1/2 ===
=== 3,0·10-3; как видно, это значение получается при L > 150 А,
а при L < 150 А характер зависимости (171) целиком определя
ется тем, как были обрезаны функции /g (Llh) и [h (Llh), причем ясно

прослеживается следующая тенденция:е сли сильнее обрезается

д (82)1/2
первый порядок дифракции, то в области малых n дn <о,

д (82)1/2
а при более сильном обрезании второго порядка дn > о.

Эти расчеты показывают, с какой осторожностью надо отно

ситься к экспериментально получаемым зависимостям (82)1/2 ===
=== f (n), на основании которых часто делаются далеко идущие

выводы о распределении дислокаций в кристалле.

Выражение (168б) может быть использовано также для анализа

возможностей метода определения параметров тонкой структуры,

основанного на использовании соотношения (164), когда вместо

«хорошей» функции Сус (n) применяется «испорченная» функция

'С; (n). При сравнении этих двух функций необходимо нормировать

их так, чтобы Сус (О) === С; (О) === 1.
Снабжая нормированную функцию индексом «н», получим

из соотношения (169)

СЭ (n) Сус (n) + I1Сус (n)
С:(n) === Сэ(О) ~ 1-8 ' (172)

где через S обозначена площадь S === [ф (х) х, «отрезанная» от ди

фракционного профиля завышенным уровнем фона и функцией

П (Llh).
Как мы уже отмечали, отсутствие заметных «волн» на функ

ции С; (n) показывает, что LlCyc (n) ~ О при n 4= О, поэтому,

учитывая, что S« 1, из формулы (172) получим

ln С: (n) === ln Сус (n) + S; п =1= о. (172а)

Таким образом, вместо соотношения (164) при практической

реализации метода определения параметров тонкой структуры по

одной дифракционной линии надо писать, заменяя С: (n) на

А э (nз ) :

ln Аэ (па) === - 21t2h~2 (82) n~ - (*N;I) Па + S; (172б)

теперь для определения (82) и (*Nз
1
) нужно иметь, по крайней

мере, три значения функции А э (nз ) .
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Выражение (172б) получено Б. Я. Пинесом "и А. Ф. Сиренко

[26]. Разумеется, при работе в режиме ф-сканирования моно

криста~лаlМОЖНО аналогичным способом получитьсредние раз-

меры ( N2") и разориентировку «~p)2).
По-видимому, использование соотношений типа (172б) явля

ется единственной сколько-нибудь приемлемой возможностью

получения сведений о параметрах тонкой структуры из одного

дифракционного максимума,

Рассмотрим, наконец, как влияет наличие Ка-дублета на

определение коэффициентов Фурье дифракционного максимума.

Если определять СЭ (n), рав-
1 ftJhs ) вые

Сз (n) = Аз (n) - iВз (n),

взяв в качестве начала коорди

нат точку О', отвечающую «ви

димому» максимуму профиля

Iэ (dh), то коэффициентые, (n)
при большой асимметрии

профиля будут соизмеримы

с Аз (n). Значительно умень-

О <!Jh> IJh1 шаются В, (n), если взять

в качестве начала координат
Рис. 99. Искажение дифракционного про- Ф (

филя из-за влияния Ка-дублета: центр тяжести про иля точка

J - компонента К аl; 2 - компонента Ка2 ; (~h» на рис. 99.
3 - суммарный профвль В ряде случаев выгоднее

сразу находить коэффициенты

Фурье для профиля, соответствующего только компоненте

длины волны 'ЛКаl , принимая во внимание, что профиль 12 (~hз),

отвечающий компоненте 'ЛКаJ' отличается только масштабом

по оси ординат от профиля 11 (~h), отвечающего компо

ненте 'ЛКаl = л'1.
Наиболее простой способ решения этой задачи указан Гангули

[27].
При наличии близко расположенных компонент Ка-дублета,

находящихся на расстоянии d по шкале L1hз :

А ~'Л hO
Ll=т 3,

где d'Л = 'Л2- 'Л1 •

Расстояние между компонентами по шкале ~2e равно

б = Л Ib,1 = 2 tJ.'Л t е.
cosео л g о

«Видимый» профиль Iэ (L1hз) = 11 + 12 может быть записан
как

Iз (~hз) = 11 (~hз) + rl1 (~hз- ~),
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где г - отношение интенсивности максимума, отвечающего ком

поненте л'2' к интенсивности максимума, отвечающего "'1'
Отыскивая СЭ (nз) как Сус (nз) , Т. е. применяя выражение

-(167а) и учитывая сдвиг ~, получим из соотношения (173)

СЭ (nз) = §~1 [/: (~hз)] = '@~1 [/~ (~hз)] +
• l!J. (l2 l!J. ),-.. 1 h t2лn, - h Лnа -+ rg;yC [11 (~hз)] е )( = Сэ1 (nз) 1+ ге х. (173а)

(1736)

Положив

CZ1 (nз) = AZ1 (nз) - iBZ1 (nз);

!1
р(nз) = 1+rcos 2пnз)(;

!1
q (nз) = r Siп.2пnз)( ,

получим из формул (173а) и (173б), опуская аргумент nз:

А: = AZ1P+ BZIQ;
h Ah е:Вэ = - эlq + эlР,

откуда

h Ahp_Bhq
Аз1 .= э Э.

р2 + q2 '

h Ah
h Вэр+ э q

ВЭ l = р2 + q2 •

Как видно, отыскание

коэффициентов Фурье, от

вечающих только одному

из компонент Ка-дублета,

требует лишь знания ве-

личины r вдобавок к экс- ~
периментально найден- Рис. 100. Образование профиля 1 (Аl1) в способе

ра сходящегося пучка

ным C~ (n).
В ся рассмотренная в этом параграфе методика анализа формы

дифракционного профиля годится при работе в параллельном
-+

пучке при to = const; незначительная расходимость первичного

пучка полностью учитывается инструментальной функцией
-+

Jg (~h).

При работе в расходящемся пучке функция I (L\1l) , наблю

даемая на пленке (рис. 100), получается в результате отображения

функции

1; (h2) = [ОО (h2) ffi J*L. (h2)

13 Д. М. Васильев 19~



(174)

(174а)

в виде

и функции

/; (~hз) == /е (~hз) ffi /·L, (~hз)

...
на ось Ьз (см. п. 8, гл. 111), причем, как уже было выяснено,

после отображения полученные функции надо свертывать:

I (~1]) = /6) (~1]) ffi /*LI (L\f) ffi /е (~f) (i) /·L. (L\fJ).

Зададим функции СЮ (n 2) , C*L. (n 2) , се (Па) и сч

ею (n
2

) == е-2n;2 (h~)ni;

с": (n
2

) = e-(*N2"I)1 n 2 1;

с8 (nз) = е-2n;2 (Ah§) n§ ;

C*L. ( ) __ -(*Nзl)1 nз I
n~ - е

Если в Фурье-пространстве связь между координатами dhз , h 2
и ~" задана в виде 8аhз == хзL\,,; h,. = )(2&11, где Х2 и хз определены
соотношением (121а), то в пространстве объекта соотношения

между соответствующими координатами будут иметь вид

п; == 1.'3/ '~3~
n2 == IlЗ/i<2.

В итоге из соотношений (174) и (174а) получим

С (nз) = §-l [/(~f)] =
n"2 " '''9 "

-2л2 (h2) _з_ (* -1) Па _2n;2 (Ah2) !!L (* -1) Ilз
2 2 - N 2 - 3 2 - Nз -

Х2 Х2 ХЗ Ха
= е е е е

откуда в предположении (*L"2 I
) = (·L:;-I) ~ (8L- 1

)

--ln с(п (~;) = 2п2 «B~ (n» tg·2e~j) + (Ю~2 (n») Х
. о(}) + аи)

"2 Л SlП () COS Uo "
Х nз + 4 (*L) sin е50 cos еЛJ) nЗ'

Как видно, для отыскания трех неизвестных параметров тон

кой структуры необходимо иметь, по крайней мере, 3 порядка

дифракции (j = 1, 2, 3 либо 2, 4, 6" и Т. д.).

При практическом проведении Фурье-анализа непосредственно

по функции 1 (~,,) необходимо, как и ранее, учитывать соотношение

между Па и реальным номером nзt коэффициента Фурье, получен

НЫМ на ограниченном промежутке ~:

" n3~
п« = -~-.
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При работе в режиме е - 28-сканирования в параллельном

пучке можно проводить Фурье-анализ непосредственно по функ

ции 1 (~28) на ограниченном промежутке Т, получая коэффициенты
~e

Фурье в зависимости от номера nЗ't.

Для перехода к истинному номеру nз необходимо учесть не

только интервал 'т, но и изменение масштаба kз , происходящее

при переходе от координаты ~hз к координате ~2e.

Так как при работе в Фурье-пространстве

~h.J == kз ~2e,

cos Во
где kз == -~- ,

IЬа '
то при переходе к пространству объекта с помощью

полного Фурье-преобразования соотношение между nз и коорди

натой n~8, соответствующей работе по шкале Ll28, будет иметь

вид

n~в
з

n

з
= __ е

kз

в итоге при проведении Фурье-анализа на ограниченном про

межутке 't' получим

пАв
3't

nз == -k-·
з"t

Очевидно, при проведении Фурье-анализа функции [(~q»,

полученной методом ~<р-сканирования на ограниченном проме

жутке '1', получим

~:
n2 == k2'Ф '

где ~ = 2 S:n 80

I Ь2 1

9. Отыскание параметров тонкой структуры

непосредственно по дифракционным максимумам~

без перехода в пространство объекта

Помимо использования аппарата Фурье-преобразования, основ

ное уравнение (156а), содержащее слева экспериментально оп-
~

ределнемую функцию [' (Llh), а справа - свертку неизвестных

функций, каждая из которых описывает влияние какого-либо

из параметров тонкой структуры, может быть проанализировано

при помощи соотношения (158а), не требующего перехода от

Фурье-пространства к пространству объекта.
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В отличие от способа с использованием соотношения (30),
при котором удобно нормировать функции типа [8, ]00 Й т. д.

так, чтобы всегда удовлетворялось условие

00 00

J/е (~hз) d ьь, = J/Ш (h1 h.~) dh1d~ =

00

J /L (hI • ~. ~hз) dh1 dh2 d~hз =

00

J/0. у ич. 'ч. ~hз) dh1 d~ d~hз = 1.
-00

Т. е. нормировать функции С (n) или А (n) так, чтобы все ко

эффициенты

С (О) = А (О) = 1,

при использовании соотношения (158а) удобно нормировать все

функции [8, [ОО И т. д. таким образом, чтобы

/е (О) == /Ш (О) = jL (О) == /0. у (О) = 1.

Определив интегральную ширину ~ дифракционного макси-
~

мума J (~h) как

00

J / (f!h) d f!h

J (О)

мы можем, используя соотношение (158а), переписать формулу
~ ~

(156а), полагая [(~h) = [! (L\h), в виде

р} _ ~e~(j)~L~o. у
tJ ~ (175)

J/е/Ш /L /0. Уdt:.h
-00

причем для сокращения записи в интеграле опущены аргументы

функций [е, [00 И т. д. Для того чтобы извлечь из соотношения

(175) информацию о параметрах тонкой структуры, нужно, во

первых, вычислить интеграл, стоящий в знаменателе выражения

(175), и, во-вторых, найти в явном виде связь между интегральными

ширинами ре, ~Ш И т. д. И параметрами тонкой структуры.

Проще всего решить первую задачу, аппроксимируя [8, [Ш

И т. д. подходящими аналитическимифункциями (почему этот

метод и называется методом аппроксимации). Наиболее простой

вид соотношение (175) принимает в том случае, когда [8, [00 И

т. д. - функции Гаусса, либо когда все они - функции Коши,
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так как в п. 4 гл. 1 было установлено, что при свертке любого

числа функций Гаусса снова получается функция Гаусса, а при

свертке функций Коши - функция Коши.

Работа~ для определенности в режиме 8 -28 -сканирования

и задавая соответствующие функции в виде

/В (~hз) = ехр - k~ (~hз)2;

/L (~hз) == ехр - k~ (~hз)2; (176)

/0. у (L\hз) == ехр - k~ (~hз)2,

2 1
где kj = 2 «(~hз)2) j ,

получим, что

~(п = ~~ = V2n«(Llhз)2) j (176а)
/

и (~~)2 == (~~)2 + (~~)2 + (~e' у)2

При работе в режиме ер-сканирования получим

(~~)2 = (~;)2 + (~~)2 + (~~. У)2,

если соответствующие функции также заданы в виде «колокола»

Гаусса.

Задавая функции типа [В, [ro И т. д. В виде

/(п (~hj) = [1 + k~ (L\hj)2]- \ (1766)
получим, что

~(п -~ (176в)- k j •

В случае е - 28-сканирования

~b=~~+~~+~e·y, (176г)

а в случае q>-сканирования

р} _ Rro..J RL + АО. У
t"Ф - t"Ф Г t"Ф t"Ф

Описание функций [В, [ro И т. д. другими «колоколообразными»

функциями не дает таких простых соотношений, как случаи

(176) и (176б).

Как отмечалось в п. 5, профили [L И [о. у достаточно хорошо

описываются функциями Коши; в этом случае можно обозначить

~L + ~o. у = ~.L

И рассматривать в соотношении (175) вместо двух величин ~L

и ро.у только ширину p*L.
Так как при работе рассматриваемым методом сведения о

функциях распределения по деформациям получены быть не мо

гут, целесообразно вести вычисления в рамках модели малых
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[ (
~*L )2 ]

~e ехр - -е n- I

~' === . р I

2 [+-erf (у ~ ~.&L)]'
(178)

~j а4 ~6 ~8 ~O
р'lР"

0,6

0,8

в'./ 11 л
1,0-~---------

0,2

деформаций и справедливости соотношения (143б), что соответ

ствует описанию функций 18 и [ro функциями Гаусса (176).
~

Учитывая также, что функции [L (~h) и [о. у (~h) не плохо

"оп-исываются выражениями типа (176а), целесообразно аппро--.
ксимироватъ функцию [1 (~h) сверткой

I'(~h) = ехр - ki I~h 12 ffi [1 + k~ I~h 12]-1, (177)

т. е. использовать ту же комбинацию аппроксимирующих функ

ций' которая позволяет получить сведения о параметрах тонкой

структуры по функциям СЭ (л), по

лучаемым из одного порядка дифрак

ции (172б).

Функция типа (177) называется

функцией Фойгта; задание этой функ

ции в виде таблиц можно найти

в работе [28].
Соотношение (175) в случае функ

ции Фойгта принимает вид

Рис. 101. График для выделения (!>, х х
2

из r. h н f-I либо для выделения ~в где erf х ==(2зt)-1/2Jе- -2- dx.
и ~L нз ~! в о втором случае по оси
а бсцисс нужно откладывать P,tlf~)t. о

по осн ординат p,L/f\f: Как показали Хальдер и Вагнер,

~ =~~~~~~~~:~~~~ ~~~c~=~~~~ «параболическое» приближение
3 - аппроксимация Гаусс-I(оши; ~:fL == 1_ ( ~&, )2
4 - спараболич:~~ое» приближе- t' t' (178а)

очень хорошо заменяет более сложное соотношение (178),
полученноев результате аппроксимации (177) типа Гаусс- Коши.

Степень этого приближения хорошо видна на рис. 101, где даны

зависимости p*L/pt- === f (peiP'), соответствующие различным ком

бинациям аппроксимирующих функций.

Аппроксимация (178а) близка к среднему арифметическому

между случаем Коши-Коши, для которого

p·L ре

-=1--
р' р' ,

и случаем Гаусс-Гаусс, для которого

(
p*L ) 2 ( ре \ 2

7=1-рт)
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При работе в режиме q>-сканирования «параболическое» при

ближение имеет вид

p*L _ (' ~(U)2--1- -
р! pf

Не составляет труда найти связь между интегральной шириной

дифракционного максимума и соответствующим параметром тон

кой структуры.

При аппроксимации функциями Гаусса (176) .выражение для

интегральной ширины имеет вид (176а). Наибольшую ценность

эта аппроксимация представляет при описании искажений, свя-
"'" "'"

занных с действием полей 8 и 00.

При 8 - 28-сканировании получим, учитывая соотношения

(144):

р8 (~/lз) == V2П (82)1/2hg. (179)

Аналогично, при работе в режиме ({)-сканирования с учетом

выражения (148б) получим

~

~Ы (~) = У2п 1:11 «(I}M'/2 hg. (179а)
I аl I

В обоих случаях интегральная ширина оказывается пропор

циональной номеру узла на дифракционном векторе. Обычно

вычисление интегральной ширины делается непосредственно по

дифракционному максимуму, записанному в зависимости от угла

~28 или ~((); очевидно, 'при этом нужно учесть изменение масштаба,

имеющее место при переходе от шкалы ~hз к шкале i\28 и от шкалы

h 2 к шкале .1q>.
Учитывая соотношения (166) и (166б), получим

Заменяя в соотношениях (179) и (179а) hg на 2 S:П 60 , можно
Ibal

записать, что

(180)

(180а)

Строго говоря, для дифракционных максимумов большой

ширины переход от шкалы ~hз к шкале i\28 должен был бы осуще

ствляться при помощи более точного соотношения (166а), однако
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обычно и для широких максимумов пользуются масштабным
-+

множителем IЬз Isec 80·
Часто вместо выражения (180) применяется соотношение

(181 )

которое можно получить без всяких «фокусов», попросту дифферен

цируя соотношение л == 2d sin 8

~d
и полагая (в2} 1 /2 === d (181а)

(182)

Соотношение (181а), как уже было показано в п. 4, справед-
де (n)

ливо только при an == О, когда функция распределения для

деформации является Гауссовой. В то же время соотношение

(182) имеет смысл только для функции распределения вида

q> (В) == q> (~28) == П (~28) ==

~8
при I ~2el ~2

~e

О при I~28 I > 2 ·

Хотя соотношение (181) и не имеет физического смысла, числен

ный коэффициент в соотношении (181) всего на 25% отличается

от коэффициента в точном выражении (180), так как V2Л/2== 1,25.
При аппроксимации функциями Коши (176б) интегральная

ширина записывается в виде соотношения (176в). Наибольшую

ценность эта аппроксимация приобретает при описании влияния

размеров доменов и ошибок укладки. Учитывая выражения (176в)

и (153а), получим при 8 - 28-сканировании
I

*L 1
~ (~hз) == 2 (*Nз > ' (183)

где (·Nз
1) ~ (·Nз)-l.

В отличие от интегральных ширин ~e (~hз) И ~~ (h2 ) , ширина

p*L (~hз) не зависит от координат дифракционного вектора;

этот вывод справедлив только в случае отсутствия в структуре

ошибок укладки либо тогда, когда рассматриваются максимумы.

у которых параметр (О уN-l) имеет одно и то же значение.

При работе в режиме ер-сканирования

(183а)
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Для- перехода к шкалам 1\28 и 1\<р нужно использовать те же,

что и ранее, масштабные множители:

Учитывая соотношения (183) и (183а) и обозначая

получим окончательно

*L л
~ (~26) == 2 (* Lз > cos 80

*L Л
И ~ (~cp) = 4 (*L

2
> sin 80 •

(184)

(184а)

Обычно связь между интегральной шириной, определяемой

по шкале 1\28, и размером области когерентного рассеяния D,
определяемой из ширины, записывается в виде

D Л
~ (~2e) == D е'cos о

(184б)

так что величина D оказывается связанной со ·средним «эффектив

ным» размером домена (*L) соотношением

D = 2: (*Lз) ,

которое необходимо принимать во внимание, если сравнивать

друг с другом размеры о. к. р., получаемые методом аппроксима

ции, когда D находится из выражения (184 б), и методом анализа

в пространстве объекта, когда отыскивается (*Lз) . Обычно

выражения (181) и (184б) применяются при 8-28-сканировании

во всех случаях независимо от того, какими функциями аппро

ксимируются дифракционные максимумы, в чистом виде описы-
........

вающие влияние тензорного поля 8 и размеров о. к. р. что,

СТРОГ9 говоря, является неправильным.

В частности, при аппроксимации [8 (dhз) функцией Коши

величина (82)1/2 определена быть не может. Вместо нее удобно

ввести ширину функции распределения на половине высоты 28 1 •

2
Легко провернгь- что в выражении (1 + k282)-1 постоянная

k равна

е ={г~ )-2,
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так что интегральная ширина функции /е (~2e) оказывается

равной

ре (L\28) = 2П8 1 tg 80. (184B)
2-

Так как наиболее физически оправданной является аппрокси

мация Гаусс-Коши, хорошо описываемая «параболическим»

приближением (178 а), то соотношения (180) и (84) должны при

меняться только вместе с этим приближением.

Учитывая, однако, что при использовании рассматриваемого

метода приходится оставаться в рамках простой модели дeд~n) = О

и принимать, что функция распределения по размерам о. К. р.

имеет также простой вид

q> (N) = б (N - <N»,

а также учитывая невысокую точность эксперимента, можно

принять, что применение выражений (180) и (184) или даже (181)
и (184б) для всех комбинаций аппроксимирующих функций явля

ется практически вполне допустимым.

Переписывая соотношение (178 а) в виде

(~e)2 + ~f~·L == (~f)2

и используя выражения (180) и (184), получим

831 tg2eu(82) +-} Л~h sec во <*Lз)-1 = (~h )2;

аналогично, при q>-сканировании

(185)

231 (OO~2) + -{- л~~ cosec во <*L2) -1 = (~~)2

Как видно, для отыскания двух неизвестных (8'1) и {*Lз)-l

В первом случае и (ro~) и (·L2)-1 во втором, необходимо
каждый раз иметь по два уравнения. В оптимальном случае

необходимо снова использовать два порядка дифракции со всеми

предосторожностями, связанными с возможным влиянием ошибок

укладки.

Обозначая коэффициенты при неизвестных в системе (185) как

Cll = 8п tg2 ео (1);

С12 = -} л~t (1) sec во (1);

С21 = 8п tg2 80 (2);

С22 =+л~t (2) sec во (2),
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где индексы 1 и 2 80 относятся к первому и второму порядкам

дифракции, получим

(185а)

1

Св - (~, (1»)21

{*Lз}-l = '21 - (~b (2»)2

I
Cll С12 I
С21 С22

2 * 1
Аналогично находятся (ooJ2) и (L2) -

ДЛЯ того чтобы обойти трудности, связанные с тем ,что имеется
~

очень мало векторов h, на которых можно использовать два

порядка дифракции, принимают, что величина

где Е - модуль упругости для направления в объекте, параллель-
~

ного вектору h, остается инвариантной при переходе от одного
~

вектора h к другому.

В этом случае соотношение (185) может быть переписано в виде

811 tg
2 80E- 2 {о2} +-4- Л~Ь sec 80 (L;JГ 1 = (~bY,

и решение системы уравнений можно снова искать в форме (185а),

где коэффициенты С 1 1 и С 2 1 равны

С21 = 8л tg2 80 (2)Е-2 (2),

причем индексы 1 и 2 теперь уже относятся к двум максимумам, не
~

расположенным на одном векторе h.
При таком подходе, кроме условия инвариантности (а), при

нимается, что инвариантной остается и величина (*Lз)-I .

Недавно В. и. Иверонова и Н. Н. Осипенко [29] показали, что

аналогичный прием может быть применен и при работе с коэффи

циентами Фурье СЭ (n).
Наиболее деликатной операцией, и особенно тогда, когда ши

рина «инструментальной» кривой ~g не сильно отличается от ши

рины экспериментально наблюдаемого дифракционного максимума
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ph, является операция выделения «физической» ширины р". Так

как и в этом случае справедливо очевидное соотношение

~h = 00 ~g~f

J Jf (~h) Jg (~h) d~h

00

~ с; (n)
00

~ с! (n)

~'=---

то все, что было сказано о процедуре выделения ре, р<о И pL из

«физической» ширины р', целиком относится и к рассматриваемой

процедуре.

Конечно, наиболее точным способом является отыскание по
~ ~

функциям Ih (dh) и 1; (dh) коэффициентов Фурье с: (n) и с: (n),
вычисление коэффициентов '

, с: (n)
СЭ (n) = -"-

c~ (n)

И нахождение интегральной ширины из очевидного соотношения

c~ (О)

n=-оо n=-оо

Однако, как правило, этот путь сторонниками метода аппроксима

ции игнорируется, так как он вступает в противоречие с основной

идеей метода - не пользоваться коэффициентами Фурье.

Практически при отыскании величины р' по найденным экспе

риментально ph и pg дело сводится к употреблению одной из рас

смотренных комбинаций аппроксимируемых функций, причем

для работы может быть использован р.ис. 101, на котором по оси

абсцисс в этом случае надо откладывать величину pg/Ph, а по оси

ординат - p'/ph.
«Параболическое» приближение (кривая 4) в этом случае вы

глядит как

(186)

1 К' (f) KR = l~ (К)
б I

11 к' = K8(f)KL

и рядом авторов рекомендуется как наиболее подходящее для оты

скания «физической» ширины pt.
Можно рассмотреть возможные схемы комбинаций аппроксими

рующих функций на этапе выделения р' из ~h (1 этап) и на втором

этапе - выделения ре (р<о) И pL из Р', обозначая: r - функция

Гаусса, К - функция Коши, Ф - функция Фойгта, К2 - функ

ция (1 + k 2x2)-2:

г' (f) rg = l~ (Г)
а 1

г' = r 8 (f) f L
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г' (±) Kg
=== IZ (Ф)

в 1
г' == re(±)rL

K'·ffiK2g == IZ
д 1

к' == к
е (±) KL

к
2

' (f) K
2g IZ

Ж ?
l' == к" (±) к"

фf (±) Kg
== IZ (Ф)

и 1
ф' == г' (±) KL

к' (±) r g == IZ (Ф)
г 1
11 К' === к

е (±) KL

к2Т (±) Kg
=== IZ

е ?
11 l' == к" (±) KL

г' (±) Kg
=== IZ (Ф)

з ?
11 l' (Ф) == г" (±) KL

11

Логическая. связь между комбинациями, применяемыми на

первом и втором этапах, соблюдается в вариантах «а»-«д», однако

во всех этих случаях комбинации функций, применяемых на втором

этапе, не являются оптимальными. Так как для функции Гаусса

д/дnС (n) 'n=о == О, то эта функция не может применяться для опи-
~

сания профиля [*L (dh), и вариант«в» не имеет права на существо-

вание. Более удачные комбинации показаны в вариантах «е»-«з»,

однако при этом функция [', применяемаяна втором этапе, не сов
падает с выделенной на первом этапе. Наиболее приемлемым ва

риантом оказывается последний «и», у которого на втором этапе

фигурирует наиболее удачная, из физических соображений, ком

бинация ге (±) KL, а на первом этапе применяется функция Кя,

обычно хорошо описывающая инструментальный дифракционный

максимум.

Так как свертка функции Фойгта с функцией Коши (или Гаусса)

снова дает функцию Фойгта, для выделения р! на первом этапе и

разделения ре И pL на втором может применяться параболическое

приближение в форме (186) и (178а).

Используя соотношение (168б), можно оценить ошибки, возни

кающие при замене истинной функции [ (dh) экспериментально

наблюдаемой функцией [э (dh) (см. рис. 97).
Как видно, систематическая ошибка dph, возникающая при

замене функции [ (dh) на функцию [э (dh),~ равна

~p ~ ~ s +Sl S + Sl== - э ==~~ Iэ (О) ,

где S + S 1 - площадь, отсеченная от истинной кривой.

Для того чтобы понять, как сказывается ошибка LlP на резуль

тате определения параметров тонкой структуры, достаточно рас

смотреть всю процедуру в рамках приближения Коши-Коши на

обоих этапах разделения.
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На первом этапе получим

так как для более узкой g-кривой ошибка Apg должна быть меньше,

чем для более размытой h-кривоЙ.

Используя на втором этапе соотношения (176г), (184а) и (184B),
получим

~' COS8J == i'w (2*Lз )-1 + 2л;е 1 sin 80. (187)
2"

в координатах Р' cos 80 = f (sin 80) соотношение (187) изобра

жается прямой, проведенной через 2 точки, полученные на двух

порядках дифракции.

Как правило, экспериментальные точки лежат ниже, чем это

было бы в отсутствие ошибок. Соотношение между эксперимен

тально определяемыми величинами (*Lзэ) , 81 И их истинными зна

2"
чениями (*Lз) и г 1 зависит от соотношения величин l\P' (1) х

2
Х cos 80(1) и АР' (2) cos 80(2).

Обычно при наличии в структуре не очень малых е 1 и не очень

2
больших (*Lз) ошибки, связанные с отсечением части дифракцион-

ного профиля и с неточным подбором аппроксимирующих функ

ций, сильнее сказываются на размерах областей когерентного рас

сеяния, чем на величине деформаций, в противоположность методу,

использующему коэффициенты Фурье, при котором ошибки, свя

занные с отсечением части профиля, сказываются в основном лишь

на виде функции (в2(nа» = f (Па) В области малых значений nЗ.

Второй способ, позволяющий определять параметры тонкой

структуры без перехода в пространство объекта непосредственно

по дифракционным максимумам, основан на соотношении (47а).

Обозначая нормированный второй центральный момент m 2 через

W и называя эту величину вариансом, получим из соотношения (47а)

W~ == W~ + W~, ( 187а)

где W,~ = W~ + W; дЛЯ 8 - 28-сканирования и W~ = w: +
+ W; дЛЯ ф-сканнрования.

Принимая, что Je (Аhз) описывается функцией Гаусса в форме

(176), получим

w:o (Аhз) == «~hз)2)

или, используя соотношение (144):

W:o (~hз) == (е2) h~2.
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(188}

Аналогично, для w: получим

Если работать не по шкале &hз • а по шкале ~28, то надо снова ис-
~

пользовать известный нам масштабный множитель I Ьзl sec 80"
взятый в квадрате, так "как при вычислении We используется абс

цисса, возведенная в квадрат:

w:o (i\28) = W~ (~hз) ( IЬЗе' ) 2 = 4 (f?) tg26o.
. cos о

Аналогично;

W~ (~ЧJ) = W~ (h2) ( 2 ~~ ~e ) 2 = (Ю~2).

Если аппроксимировать профиль [*L(&hз) функцией Коши (176б),.

то варианс W~l'(~hз) может быть вычислен только в конечных пре

делах на отрезке (-о, о):

(188а}

Согласно выражению (153а), k~2зt(*Nз), где (*N-l)-l~.

~ (*Nз) ·
Можно оценить величину k2(L1hз) 2 , задавшись разумной вели

чиной (*N з). Наиболее неблагоприятная оценка имеет место для

малых (*Nз). Взяв (*Nз) = 5· 10, что соответствует (*L) порядка

100 А, получим для ~hз = 10-2 оценку

k2(~hз)2 = 4л2 (*Nз)2 (~hз)2 ~ 10.

При ьь, > 10-2 и (*Nз) >5·10

k,2 (~hз)2 » 1,

поэтому уже на незначительном расстоянии от начала координат

вместо функции Коши [1 + k2(Llhз) 2 )-1 при вычислении варианса

может быть взята функция [k2(~hз)2 ]-1, т. е. вместо соотношения.

(188а) можно записать

Для перехода к шкале ~2e надо учесть, что в соотношении

(188а) от масштаба по оси абсцисс зависит и о. Обозначая пределы.

201



(188в)

(189)

-в которых происходит вычисление варианса через '1" 1 И Т 2 И прини

мая во внимание соотношение

~

"C===a~
cos80 '

nОЛУЧIiМ

л (*L-1)
W*L (~28) === 3 ('t1 + "с2) . (188б)

't 2зt2 COS 80

Если не задаваться конкретным видом функций [8 (~hз),
~

lL(~h) и т. д., можно отыскивать варианс, используя коэффи-

.циенты С (n):

W (~h) = J(~h)2 § [С (n)] d ьь.

При практической реализации этой возможности приходится
де (n)

-ограничиватъся условиями малых пе (n), an === о и рассматри-

вать поведение функции С (n) и ее производных вблизи начала

координат. В этом случае для вариансов W~ и W~L при разумных
предположениях О поведении функции С (n) и ее производных

вблизи начала координат [ЗО] снова получаются выражения (188)
и (188б), которые мы получили более простым способом, сразу за-

.давшись для описания профилей [8 (L1hз) и [*L (~hз) функциями

Гаусса и Коши.
*L

Принимая ошибку, возникающую от замены варианса W 00 ,

*L
вычисленного в бесконечных пределах, вариансом W't , пренебре-

жимо малой, мы можем снова воспользоваться соотношением (47а)

.И (156а) и записать, что

W' 8 ч.00 = w00 + W,; ,

откуда, используя соотношения (188) и (188б), получим, переходя

к шкале ~28:

, (2 2 Л (. -1W 00 = 4 е) tg 80 + 2зt2 Lз ) sec80 ('1"1 + "С2).

Из этого соотношения параметры тонкой C~PYKTYPЫ (г') и

<*L2
1
) легко могут быть определены по двум порядкам дифрак

ДИИ, аналогично (185а), причем

Cl1 == 4 tg28~1);

Л 8(1) I

C12 = 2зt2 sec ,J ('tl --1- '1"2)1;

С21 = 4 tg28~2);

л (2)
С22 = 2зt2 sec 80 ('tl + "С2)2.
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При желании можно воспользоваться максимумами, принадле-
~

жащими различным векторам h, принимая инвариантность вели-

чин (*L-I) и (e2)1/2E ; в этом случае

ClI === 4Е- 2 (1) tg20~l)

Е-
2 2 20(2)

И С2l === 4 ( ) tg о ,

о

где индексы 1 и 2 относятся к первому и второму максимумам.

Соотношение (189) позволяет определить (в") и (*L-l) по

одной дифракционнойкривой с помощью построения зависимости":

Wf === f (Т 1 + 11'2) (рис. 102).
Как видно, при достаточно больших т 1 )~/'

и т 2' т. е. там, где справедлива замена

функции Коши функцией fk2(Llhз)2 ]-1,
варианс W{ должен линейно зависеть

от Т 1 + Т 2 , что позволяет по углу на

клона прямолинейной части найти (*L-l), ..'"
а по отрезку, отсекаемому на оси орди- ~
нат, -(е'!). ....а....------ -.А

Само собой разумеется, что рассмот

ренные процедуры могут быть использо- Рис. 102. Определение <е 2 }.
и (*L) без перехода в про-

ваны и при работе в режиме ф-сканиро- странство объекта способом

вания. Для оценки возможностей метода варианса

варианса нужно в первую очередь иметь

в виду, что экспериментатор в действительности имеет дело
~ ~ ~ ~

не с функциями Ih (Llh) И II!. (дh), а с функциями I: (L1h) и 1; (Llh)
типа (1686).
Используя выражение (1686), получим

00

WЭ = J(~h)2 [1 (~h) - 1Ф)] п (~h) d~h=

х

"2

J (~h)2 1 (~h) d~h - 1Ф
х

-2

х

2

J (~h)2 d~h;
х

-2
00

прибавляяи вычитая И3 правойчасти интеграл2 J(~h)21 (~h) d ьь;
х

получим 2

Wэ = Wоо-Wф - Wxoo,

где W00 - вариане функции 1 (Llh), определенный на отрезке-

(-00, 00);
\f/Ф - варианс, отвечающий функции 1фП (~h);

w)(oo - варианс, соответствующий отброшенным «хвостам»

функции I-(~h).
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)G
70 незначительное изменение пределов обрыва ± 2 вызывает

.значительное изменение WФ и Wэ .

Эта чрезвычайно сильная зависимость WЭ от пределов обрыва

.говорит не в пользу метода варианса при сравнении его с методом,

использующим интегральную ширину.

При использовании метода одного дифракционного максимума

по схеме, изображенной на рис. 102, обычно оказывается, что

прямолинейный участок, который необходим для определения

.параметров тонкой структуры, сколь-нибудь однозначно локализо

вать не удается.

Хотя первоначально считалось, что преимуществом метода

:варианса перед методом, использующим интегральную ширину,

.является независимость получаемых результатов от формы дифрак

дионной линии (так как основное соотношение (187а) годится для

.любых финитных функций), на самом деле, используя для We И

W*L соотношения (188) и (188б), мы тем самым снова не выходим за

пределы возможностей, даваемых аппроксимацией Гаусса-Коши.

Как показал с. А. Иванов, при работе с расходящимся
-+-

'пучком fJ = var процедура анализа интегральной ширины ди-

-фракционного максимума значительно усложняется.

Рассмотрим подробнее, как формируется дифракционный про

(филь 1 (d1"J) в способе расходящегося пучка (см. рис. 100). Вариа-
-+-

.ция tO == var в плоскости рисунка приводит к тому, что центры

всех Фурье-образовдвигаются по дуге 00', и поэтому при соответ

-ствующем движении области существованияфункции интенсивно

ств Р все ее точки будут последовательно заметаться частью

окружности Эвальда ЬЬ' Интенсивность1 (d1"J), наблюдаемая под

некоторым углом 11, будет обязана прохождению через точку,

.лежащую на сфере Эвальда, всех точек области ~, лежащих на со

.ответствующей прямой типа се', параддельной касательной АА',

которой мы заменили дугу аа' Из рис. 100 видно, что максимум

интенсивности 1 (О) получится при пересечении сферы Эвальда

всеми точками области р, лежащими на отрицательной и положи-
-+-

тельной сторонах оси Ь2 • .
Как видно, по отношению к формированию профиля линии

способ расходящегося пучка является своеобрязным гибридом

е-28 сканирования и q>-сканирования, однако наибольший ВИДИ

мый угловой размер максимума будет обусловлен не размером
-+-

.Р-области вдоль h-вектора, как при8-2е-сканировании, и не наи-
~

большим размером этой области поперек h-вектора, как при ер-ска-

нировании, а наибольшим размером Р-области по направлению,
~

образующему угол 1"J с h-вектором, т. е. расстоянию между двумя

касательными к ::е-области cn~c:п, образующими с h-вектором угол 80·
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Рис. 103. К расчету интеграль

ной ширины профиля в способе

расходящегося пучка:

АВ и CD размеры обла

сти ~ вдоль н поперек диф
-+

ракционного вектора h

стс:п, про-

а ширина, измеряемая в режиме <р-ска

нирования по шкале L1q>, была бы равна

CD
~ф == 2 sin ео "

Как видно, pl и Ре неограниченно
возрастают при 80 --+ 900, а pk и p~
неограниченно возрастают при 80--+ 00,
если АВ и CD остаются конечными.

В том случае, когда область существо

вания функции интенсивности ;t' имеет

в плоскости рисунка форму эллипса

(рис. 100), угловая ширина будет опре-

деляться расстоянием EF между двумя касательными

ведеиными параллельно АА' к 2-0бласти.

Из рассмотрения рис. 10) видно, что в этом случае

Как и обычно, имеет смысл отдельно рассмотреть влияние на
-+

ширину линии размеров ;t'-области вдоль и поперек h-вектора.
-+

Из рис. ]03 видно, что размеру АВ вдоль h-вектора будет соот-

ветствовать угловая ширина, измеряемая по шкале L111, равная
11 АВ cos т) -+

~11 = Рк = 18 о l' а размеру CD поперек h-вектора - ши-cos 0-1')0
..L _ CD cos8 0

рина РК - 18 1"cos 0-1')0

Для сравнения можно вспомнить,

что при 8-28-сканировании ширина,

измеренная по шкале L128, была бы

равна

АВ

Ре == cos ео '

EF (190)
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Из рис. 103 легко также усмотреть, что при работе в области
-+

малых углов 00 прямая EF почти перпендикулярна вектору h,
~

а при работе в области больших 80 эта прямая почти параллельна h.
Иначе говоря, при 80 --+ 900мы в основном исследуем эффекты, свя-

занные с действием тензора ~ и размера *Lз , а при 80 --+ 00 - эф

фекты, связанные с действием тензора ~ и размера *L 2 •

Записывая рассмотренную в (120) функцию 1'(h 2 , dhз) в виде

l' (h2, ~hз) === /2 (h2) /з (~hз) =

= [/U>(h 2 ) (±) I*L 2 (h2) ] [/Е (~hз) 8 j·L з (~}lз)],

13*



-+-
получим после отображения функции I'(h 2 ~hз) на ось ь;

[' (h2 , ~hз)==) [ (~f) == j<O (~f) ffi [*L 2 (~fl) ffi /8 (~f) ffi /*L. (~11).

Записывая интегральную ширину, получим

f J[(81]) d81] ~(O) ~*L. ~E~*L.
~ - - (191)

- [ (О) - J[(О) (81]) [*L. (81]) [Е (81]) [*L. (81]) d 81] •

.Описывая, как и ранее, [<о (h 2) , /8 (~hз) функциями Гаусса (176),
а ,*L (h 2) и /*L. (~hз) - функциями Коши (176б), получим из

(178а) и (191)

(~f)2 == ~' (~*1'2 -+_ ~*Lз ) + (~8)2 + (~<O)2 (191 а)

Для перехода от интегральных ширин, найденных в терминах

переменных h 2 и ~hз:

~<O (h2) == V 2л (h~)1/2; ~8 (~hз) == V2л (~h5) 1/2;

P.,*L" 1. ч., 1
~ (h2) = 2 (*N

2
> ,~ (~hз) == 2 (*Nз > '

к ширинам ~, найденным по шкале df), необходимо воспользо

ваться масштабными множителями )С2 и )С3 из (121а):

~<O == ~<O (h2) Х2 == V 2л (~p2)1/2';

8 8 V- 2 1/2
~ == ~ (~hз) ХЗ == 2л (е ) tg 80;

P.,*L" P.,*L. л..
t-' == t-' (h2) Х2 == 4 (*L

2
) sin 80 '

*L a *L, Л.
~ == ~ (~hз) ХЗ == 4 (*Lз) cos 80 •

В итоге в уравнение войдут четыре неизвестных параметра:

(Llp2) 1/2 , (е2) 1 /2 , (*L 2 ) , (*Lз) , что требует использования, по

крайней мере, четырех порядков дифракции.

В предположении (*L 2) == (*L з ) == (*L) получим из соотно

шения (191 а)

сп (")
(

f)2 f Л. sin 801 + COS 801 2 2 (п 2
~j =~j 4 (*L) "(") (") +2л(е)tg 80 +2л(~р).

вш 801 cos801

Как видно; три неизвестных параметра тонкой структуры могут

быть отысканы по трем порядкам дифракции, которым соответ-

ствуют углы 8~п, o~2) И 8~З) и ширины максимумов ~{, ~~, p~.
в рамках той же аппроксимации не представляет труда исполь

зовать метод варианса. Учитывая, что при переходе от вариансов,
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найденных по шкалам h 2 и ~hз, к вариансам, найденным по шкале

L\Т), необходимо применять масштабные множители x~ и x~, сразу
получим

W~ == (в
2
) tg2

ео ; w: == (L\ p2);

W·L • == Л (61 +62) (·L -1). W·L , == Л (61+ 62) (·L -1)
; 4п2 sin ео ,; 4п2 cos 80 3,

где через Sl и 62 обозначены пределы интегрирования по шкале ~f)

при вычислении вариансов W;*L.
Положив (*L2"1) = (*L"31

) ~ (L-1), получим

'1 (t + t) sin е(п + cos е(п
W~ == (в2) tg2 e~п + (L\ p2) + А ы * b'l. О • ~. (191б)

J 4п2 < L) sin еЬ/) cos e~J)

Кроме обычного способа, использующего три порядка дифрак

ции, для решения системы (191б) можно воспользоваться способом

экстраполяции прямолинейного участка функции W' = f (61 +
+ S2) на S = о, что позволит отыскать (*L) и (82) tg2e~j) +
+ (~p2); как видно, такая процедура требует всего двух порядков

дифракции.

10. Деформационные искажения с функцией

распределения в виде дельта-функции

в п. 4 мы рассматривали деформационные искажения, описы

ваемые функцией распределения <р (в) в виде «колоколообразной»

кривой С максимумом в точке 8 = о. Под действием такой функции

распределения дифракционный максимум расширяется, однако его

вершина остается на прежнем месте.

Рассмотрим функцию распределения вида

<р (е) == б (е - 8(/»). (192)

Наличие такой функции распределения означает, что в объекте
~ ~

по направлению n(п действует деформация в (n(п) = в(п, причем

в пределах объема, участвующего в создании дифракционной кар

тины, она является однородной, так что дв/дг = о.

Вычисляя функцию Се (nз) , получим из формулы (141)

Се ( ) _ / - i21Ch~e (nз)nз" _
NЗ - "е /-

00

j - i21C!1.~ е (Па) n3~ ( (j») d -i21Сhgе(/)nз= ~ u е-Е ~ == е ,
-00

после чего нетрудно найти функцию интенсивности

[е (f!hз) = ~ [се (nз) ] = ®[e-i2Пhgе(j)nз] = б([\hз+в(j)hg).
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Если функцию интенсивности, соответствующую состоянию- ~-
е == О, обозначить как IO(~h), то состоянию е =f= О будет соответ-

~

ствовать множество дифракционных максимумов {[е (J1h)} , причем,

в соответствии с выражением (95):

"""
ТаКИ~1 образом, при наличии в объекте тензора в с функцией

распределения типа (192) дифракционныемаксимумы не изменяют

своей формы, но смещаются только вдоль координаты hз на вели

чину

дh;\j) == -8(j)h~ (п (192а)

Это обстоятельство чрезвычайно облегчает отыскание компонент-
тензора е, так как. при этом оказывается достаточным рассмотреть

только смещение дифракционных максимумов вдоль дифракцион

ных векторов, не обращая внимание на возможное изменение

формы максимумов, вызванное влиянием других причин.

В итоге процедура отыскания компонент тензора ~ оказывается
значительно более простой, чем различные процедуры нахождения

прочих параметров тонкой структуры, рассмотренные в п. 7: необ

ходимо определить множество смещений \~h~j)} для j = 1, 2, ... , 6,
после чего из соотношения (192а) отыскиваются все е(п При этом,

очевидно:

-. и(J)
n(п == ---

Iн(пl '

так что направления, по которым находятся деформации {в(п},

определяют непосредственно из дифракционной картины.-Шесть неизвестных компонент тензора е легко отыскиваются из

системы уравнений

i, k = 1, 2, 3; j = 1, 2, 6,

(193)

где 8 i k - шесть неизвестных компонент тензора 8;
е(п - экспериментально найденные деформации;

~

n~п, nkj) - компоненты вектора п'п , задающего направление,

по которому измеряется деформация.

При практической работе обычно используют не шкалу ~hз,

а шкалу L\28; для перехода в шкале ~2e надо, как и обычно, до-
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множить левую и правую части соотношения (192a) на масштабный
~

множитель IЬзl sec 80' после чего получим

L\20(.j) = 2 L\O(j) = - 2е(п tg 00' (1926)

где ~8<п = 8<п - 80;

е о - значение угла дифракции для состояния е = О.

Легко видеть, что выгодно измерять е<П на больших углах

дифракции 80' потому что ошибка в определении е(п равна

бв = ctg 80б ~8 = 2 ctg 80б8.

Так как ошибка в определении угла дифракции б8 обычно лишь

незначительно растет с ростом угла 00' то ошибка бв оказывается

весьма малой при работе в области углов 80 ~ 800
Используя (192б), удобно переписать систему уравнений (193)

в 'виде

- (8<п - 80) ctg е = n~j)nkj)Eik == (n1i»281l + (n~Л)2 822 +
+ (n~П)2 Взз + 2n~i>n~ОF2З + 2n.1i>n~j)813 + 2n1i)n~j)eI2 (193а)

j = 1, 2, б.

Так как обычно упругие деформации е(О невелики, то нужно

добиваться наибольшей точности при измерении углов 6(п и 80
для того, чтобы надежно найтв малую разность 8(п - 80; вместе

с тем при вычислении котангенса можно вместо 80 брать любое из

эначений 8(n, вследствие чего в соотношении (193а) индекс «ноль»

в аргументе котангенса ОПУlЦен.

Для того чтобы отыскать шесть неизвестных 8ik из системы

(193а), необходимо измерить 80 и шесть значений 8(n, выбирая
~ ~

n(п так, чтобы никакие три вектора n<n не лежали в одной пло-
~ -+ -+

скости, и никакие три вектора (например, n(l) , n(2) , n(3» не образо-

вывали множества, от которого можно было бы перейти к множе-
-+ ~ -+

СТВУ {n(4), n(5) , n(6)} при помощи двух поворотов.

При анализе системы (193а) может появиться идея избавиться

от определения 80' приписав к системе (193а) седьмое уравнение

- (8(7) - 80) ctg 8 = n~7)n~7)elk

и вычтя это уравнение из каждого из уравнений системы, напи

санного для j = 1, 2, б, получить систему, состоящую из

уравнений вида

- (8(n - 8(7» ctg е = (n~j)n~j) - n~7)n17» fik, (1936)

в которых отсутствует 80.
Легко проверить, что определитель

det '1 n~пn(п - n~7)n(7) I1
I &. k ,k'
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С2

~

РЛ

составленный из элементов матрицы (6 х 6), тождественно обра

щается в нуль, так как сумма первых трех его столбцов дает стол

бец, составленный из нулей:

(nfl»2+ (n~J})2 + (11~/»2- [(n17»2 + (n~7)2 + (n~7)2] = 1- 1= о,

при любом j == 1, 2, ... , 6.
Таким образом, решить систему (193а) без энанияВ, не удается.

Дальше мы увидим, что, переходя при помощи закона Гука от

деформаций к напряжениям, в некоторых случаях удается обой

тись без знания 80' используя граничные условия, при которых не

которые из компонент тензора напряжений обращаются в нуль.

В отличие от случаев,

разбиравшихся ранее, когда

пространственная решетка

«в среднем» не изменяла

своих размеров, действие

функции распределения типа

(192) приводит к изменению

размеров и формы элементар

ной ячейки, и поэтому при

работе с монокристальным об

- __~_+_-----_.a-----~---. .............OOO разцомдля отыскания угла 8(/)
необходимо изменять ориен

тировку кристалла, работая

Рис. 104. ПОИСК брегговского максимума в мо- В режиме 8-28-сканирова-
нонрисгалле с искажениями первого рода, ния (рис. 104).

описываемыми дельта-функцией Если в неискаженном со-

стоянии измерялся угол ди

фракции 80' что соответствовало пересечению узла А о со сферой

Эвальда, то при наличии деформации е(l) < О узел А о смещается

в положение А (1), причем

~H(I) -:- A~(l) == _ e(l) но

Как видно, для получения дифракционного максимума при
~

е (n) < О необходимо повернуть кристалл против часовой стрелки

вокруг оси, проходящей через точку О перпендикулярно плоско

сти рисунка, на угол L\8; при этом Фурье-образ повернется на

угол L\8, узел А (1) перейдет в положение В, и счетчик, повернутый
~

в положение tB , зафиксирует дифракционный максимум. Из-за

малости L\28 угол ОА оВ можно считать прямым, поэтому

LBAoA (1) = 80; так как LBA (1) А о = 90°, то сразу получаем

A(l) А
~28 == АоВ === е о == - 2e(.J) tg 80'cos о

т. е. формулу (192б).

Если при работе с монокристаллом для получения дифракцион

ного максимума, по которому измеряется угол е(п, нужно каж-

216



дый раз заново ориентировать кристалл так, чтобы соответствую-
~

щий Н-вектор удовлетворял условию дифракции, то при работе

с поликристаллическим образцом процедура существенно упро

щается, так как для деформированного образца область существо

вания Фурье-образа представляет собой трехосный эллипсоид
~ ~ ~

с главными осями Н1 , Нз И НЗ, длины которых равны

-+ ~ ~ -+
IHi\=\Ho +1~Нil=(I-едIНОI,

где {8i} = 81' 82' 8з - главные деформации тензора 8.
Как видно из рис. 105, пересечение указанного эллипсоида со

сферой Эвальда будет иметь место при любой ориентировке об-

РЛ

Рис. 105.~·Поиск брегтовскогомак
симума в-поликристаллическом об
рззце с искажениями, опнсывае-

МЫМ8 дельта-функцией

"р

"
"р
е,

Рис. 106. Сферические коорди

наты -('1', <р):

{-; ~} - главные оси тензора де
формаций

(194)
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разца, а не только при некоторых, специально выбранных ориен

тировках, как это наблюдается у монокристалла, когда со сферой

Эвальда пересекаются лишь некоторые узлы, принадлежащие
-+

множеству {H(j)}.
~ При работе с поликристаллическим образцом целесообразно

записать соотношение (193) несколько иначе, введя главные оси
-+

тензора деформаций {ef}, в которых тензор будет иметь вид

ef1 о о

;=Oe~O.

о о еgз

Обозначая в дальнейшем 8ft = 81' 8f2 = 82' 8fз = в, и введя
сферические координаты ('Ф, q» (рис. 106), при помощи которых

-+ -+
вектор n запишется как п = (n 1 , n 2 , Па) = (siп'Ф cos <р, siп'Ф Х

х sin <р, cos 'Ф), мы можем переписать выражение (193) в виде
~

8 (n) === Е'Ф. q> = niEl + n~e2 + nзез = 8з -f-- (Eq>- 8з) sln2 '1',
1167



где через 8(J) обозначена деформация, измеряемая по направлению
~ ~

(900, <р), лежащему в плоскости векторов ef, e~, и равная

8ф = 81 сов" <р + 82 s102
<р. (194а)

Как видно из соотношения (194), при работе в неизменном ази

муте <р деформация 8.ф, (J) оказывается пропорциональной siп2'Ф.

Конечно, соотношение (194) справедливо и для монокристальных

образцов, однако в этом случае от него мало пользы, так как изме

рить деформацию 8ф, q> при q> = const и нескольких значениях 'Ф

удается лишь для некоторых, специально подобранных ориентиро

вок кристалла.

В том случае, когда нас интересуют не только деформации, но

и напряжения, необходимо перейти от тензора деформаций к тен-
...........

зору напряжений т при помощи закона Гука:

т = СЕ • (194б)

...........

Здесь через С обозначен тензор четвертого ранга, описывающий

упругие свойства кристалла.

Закон Гука может быть записан в виде

Е = ST,
........... ...........

где s - тензор четвертого ранга, обратный С:

(194в)

...........

Вычисление компонент тензора 't' проводится при помощи соот-

ношения

't'lj = Cijkl 8kl·

Обычно компоненты тензоров С и э задаются в осях физи-
~

ческого базиса {e~}, ориентированных стандартным образом

относительнонаправлений(100) кристалла [31], и для того, чтобы
~

работать в системе осей {e'F} , согласованных с внешней формой

кристалла, необходимо преобразовать компоненты Cijkl и Sijkl
~

К новой системе осей {ет}.

Существенноеупрощение всех вычислений может быть достиг

нуто в том случае, если перейти от 3-пространства к 6-простран

ству, в котором ранг всех тензоров понизится вдвое. Тензоры

~ и ~ превратится в векторы, имеющие по 6 компонент:
~ ~

т = (Т1 , Т2 , ТЗ, Т4 ., T s, Та); Е = (Е1 , Е2 , е; Е4, е; Е6) ,

а тензоры четвертого ранга с и ;, имеющие каждый по 81 компо
ненте, превратятся в тензоры второго ранга, имеющие каждый по

36 компонент [32].
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(195)

Если индексы компонент в 3-пространстве обозначить i, j,
k, [, а индексы в б-пространстве т, п, то должно соблюдаться сле
дующее правило перехода:

3-пространство

i, j, k, l 11 22 33 23,32 13,31 12,21
б-пространство

т, n 2 3 4 5 б

Соотношение между компонентами соответствующих тензоров

имеет вид

't i j = тт' любые т;

Bi j === Еm, для т === 1, 2, 3;

2Bij = Еm, для т = 4, 5, б;

Oтjkl === Сmn' любые т и п;

Sijkl === Smn' т, п === 1, 2, 3;

2Si j kl = Smn' т или n = 4, 5, 6;

4Si j kl = Smn' т и n:.= 4, 5, 6.

В новых обозначениях закон Гука примет вид Тт = СmnЕn
и Еm = SmnTn.

Для того чтобы не вводить слишком много новых индексов, мы

в дальнейшем будем употреблять и в б-пространстве индексы

i, j, k, l, каждый раз указывая, какие значения пробегают эти ин

дексы, так что закон Гука может быть записан в форме

л: = CikEk ; }

г, = SikTk- (196)

i, k = 1, 2, ... , б.

Обозначая {nij»2 = N j 1; (n~Л)2 = N j2; n~On~O = N j4 и т. д.,
В соответствии со схемой (195), перепишем соотношение (193)
в виде

~

в (n(о) === в<п === Ej === NjkБk • (197)

Проще всего отыскивать компоненты матрицы N в физи
ческих осях {e~}; в этом случае координаты п, будут равны

/'.

~ ~

п, === COS (n, e~),

что в случае кристалла кубической сингопии дает

h~
t

п, =
t V (h~)2 + (h~)2 + (hg)2 ·

(197а)
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Работая в кристаллографическом базисе, получим из формул

(196) и (197) простое соотношение между измеренными деформа-

циями {Ei} и компонентамитензора напряженийТ в форме

Е; == NiJEj = NijSjk Т',

i, j, k = 1, 2, 6. (1976)

В ряде случаев удобнее задавать компоненты тензора Т в ма-
~

кроскопическом базисе {е'Г}, векторы которого согласованы с внеш-

ней формой кристалла. Так, например, при деформировании пло-
~

ского образца в виде пластинки ет целесообразно направить вдоль
..)-

длинной оси пластинки, а е'зn - перпендикулярно широкой грани

пластинки.
~ ~

Если известна матрица перехода а от {ei} к {ет}, то компоненты- ~
тензора Т в базисе {ет}, равные ТТ, могут быть найдены по компо-

нентам Т, при помощи соотношения

T~m) = AiJTJ, (198)

где матрица А составлена из компонент матрицы C'L [32]:

cxiI 2 2 2схI2сх1з 2СХ1зC'L1 1 2a11(X12а12 -ь

CX~l CX~2
2 2C'L22C'L2з 2С'Х2З(Х2 1

с)
C'L2з ,,·С'Х2 1а22

2 2 2 2С'Хз2C'Lзз 2C'LЗЗC'LЗ 1 2C'LЗ1(ХЗ2СХЗ1 (ХЗ2 (Хзз

l'L22C'Lзз + C'L2зCLЗ1 + (,t21С%З2 +
А= C'L21CLЗl ~2CLЗ2 ~ЗC'LЗЗ + С'Х2з(,tЗ2 + ~1(Х3З + (X22aal

(198а)

ctзlCXtl Cl.з2CL12 СХззСХIЗ
CL12СХзз + (ХIЗ(ХЗl + (tl1C'LЗ2 +
+ C'LIЗ(ХЗ2 + (ХI1C'Lзз + (Х12С'ХЗl

(Х12СХ23 + СХl:Р21 + (Хl1а22 +
C'LIICX21 (X12(X22 C'L1ЗС'Х2З + С'ХlЗСХ22 + C'LI1С'Х2З + ct12ct21~

Используя соотношение (198), перепишем выраженные (197а)

в виде

Е; = NijSjk г, = NijSjkAkilT1m) (199)

i, j, k, 1 = 1, 2, 6.

Это соотношение позволяет определить все 6 компонент тенэора

Т, если известны матрица N размером 6 х 6, определяющая ориен-
~

тировку множества векторов {n(j)}, по которым измеряютсядефор-

мации {Ei}, и матрица A-l, обратная А, также имеющая размер

6х 6. При определении компонент матрицы А -1 нет нужды поль-
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(199а)

(199б)

зоваться обычными приемами обращения матриц, так как матрица

A-l может быть построена по рецепту (198а), если вместо c/"ij брать

aijl По-прежнему, если все T~т) =f= О, то решение системы (199)
не может быть получено без знания 8 о.

Действительно, если добавить к шести уравнениям (199) седь

мое, положив i = 1, 2, ... , 7, и вычесть это седьмое уравнение

из первых шести, то получим систему

В* А-I (т)
~ i = ~NijSik kl T l ,

i, j, k, 1 = 1, 2, 6,

где ~Nlj = N i j - N7j •

Так как определитель системы (199а) равен

det (~NSA-l) = det ~N det S det A-l,

а определительразностной матрицы ~N, как мы уже видели ранее,

равен нулю, то и определитель (1996) оказывается равным нулю.

Если задать граничные условия, при которых некоторые из

Tj'n) = О, то в отдельных случаях удается решить систему (199а)

относительно {Т1
т

) } =1= О, т. е. определить компоненты тензора
напряжений без знания 80.

Конкретный вид граничных условий, при которых удается это

сделать, зависит от особенностей матрицы S для кристаллов рас

сматриваемой сингонии.

у кристаллов кубической сингонии решить разностную си

стему (199а) удается только при задании граничных условий в виде

T~m) = T~m) = T~т) = О, (200)
-+

где принято, что ~ перпендикулярна поверхности образца.

Так ~aK условие Т1т) = T~m) = О определяет главную ось

тензора Т, то условие (200) сводится к требованию, чтобы одна из
-+

главных осей тензора напряжений, т. е. eg, совпадала с нормалью
~

к поверхности, т. е. с er, и одновременно с этим соответствующее

нормальное напряжение было равно нулю.

Обычно измерение деформаций {B7i может проводиться только

в месте, свободном от внешних приложенных нагрузок, и поэтому

условие (200) кажется совершенно обязательным. В действитель

ности это не так, если вблизи поверхности существует большой

градиент напряжений (деформаций) по глубине и толщина слоя,

участвующего в создании дифракционной картины, достаточно

велика.

В этом случае может наблюдаться как отклонение главной оси
-+ -+

eg от ~, что приведет к появлению компонент Т1т ) =1= О и Т1m) =1=
=1= О, так И появление компоненты

т!m) =f= о.
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Экспериментально определяемые в этом случае деформации

{Е7} будут соответствовать напряжениям, усредненным по тол

щине слоя, участвующего в создании дифракционной картины.
~ ~

Рассмотрим в качестве примера случай eg = er, которому соот-

ветствуют граничные условия

T~m) = т!m) = О, (200а)

так что вектор напряжений оказывается равным

T~ - (Т(m) т(m) т(m) О О т(m»
- 1, 2, З, , ,6 •

~ ~

Принимая для простоты {er} = {e~}, что эквивалентно усло-

вию

А-l = А = 16'
где 16 - единичная матрица размером б х б, и рассматривая кри
сталл кубической сингонии, получим из системы (199а)

ьг, ьн; ~N12 «н; ~N14 ~N15 ~N16

ьг, ~N21 ~N22 ьн; ~N24 ~N25 ~N26
Х

ьг, ~NЗl ьн; «н; ~N34 ~NЗ6 ~NЗ6

ьг, ~N41 ~N42 ~N43 ~N44 ~N45 ~N46
t J t J

811 812 812 О О О тf

812 811 812 О О О тg

812 812 811 О О О тg
х (2006)

О О О 844 О О О

О О О О 844 О О
о

О О О О О 844 Т6 J

• • * ( (i) (5»Здесь ~Ei = Ei-E5 = - 8 -8 ctg 8.
Для i-ТОfО уравнения этой системы получим

~E; = (~Nil811 + ~Ni2812 + ~Niз812) тf+
+ (~N il812 +~N i2812 +~Niз812) T~+
+ (~N i1S12 + ~N i2S12 + t1N iЗSl1) тg +~N i68447i.

Если сложить первые три коэффициента при неизвестных т't, тg
и Tg, то получим для любого из уравнений

(I1N1i + I1Ni2 + t1Niз) (811 + 2812) = О,

так как l1N11 + dN l 2 + ~N18 = о. (200в)
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В итоге получаем, что определитель системы (200б) размером

4х 4 оказывается тождественно равным нулю, и отыскать компо-

ненты тензора ТО без знания 80 не удается.
При граничных условиях (200) удается решить систему (199а)

и для кристаллов кубической сингонии; при этом получим три

уравнения, в которых учтено свойство (200в):

~E; = ~N il (SIl - 512) T~ +~N i2 (SIl - 512) Tg +
+ L\Ni6S44T~, (201)

где L\E~ = Е'. - Е4* = - (8и) - 8(4» ctg 8. i = 1, 2, 3.
" "Легко проверить, что определитель этой системы, составленный

из коэффициентов при неизвестных Ti, 7i, T~, не обращается
в нуль, и поэтому компоненты т7, 7i и Tg могут быть определены
без знания 80.

От уравнений (200б) и (201), записанных для кристаллов куби

ческой сингонии, легко перейти к случаю поликристаллических

материалов, положив

844 = 2(811 - 812);
I

511 = у;

'v
512 =-у '

где Е - модуль Юнга;

а 'V - коэффициент Пуассо,а.

Так как для поликристаллических материалов, являющихся

изотропными, матрица поворота А всегда равна единичной, то

в уравнениях (199а) T~ = т1
m

) ; кроме того, компоненты вектора
~

п удобно определять в сферической системе координат ('1', q», как
это показано на рис. 107. ~

Если отсчитывать азимут q> от главной оси e~, то в уравнениях
~

(201) останутся только диагональные компоненты тензора Т, т. е.

главные компоненты T~ и Tg. Пользуясь особенностями Фурье

образа поликристаллического образца, можно не заботиться спе-
~

циально о выборе направлений n( j), а ограничитьсядля получения

двух деформаций, позволяющихнайти ~ET, двумя направлениями

(''1'2' q» и ('Фl' q», лежащими в одном азимуте (см. рис. 107), для
которых

8.Е; = Е; - E~ = е",•. ф - е"". ф = - (6",•. ф - 6"". Ф) ctg 6. (202)

Для L\Ni l и 8.N i 2 получим

L\Ni1 = (n12»)2 - (nр»)2 = (Sin2'1'2 - sin2'1'1) сов- ~; }
(202а)

L\Nп = (n~2»)2 - (n~1»)2 = (sin2'1'2 - sin2'1'1) sin2~.
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(204а)

Обозначая в уравнениях (201) Т? = Tf = 0'1; T~ == T~ = а2
И используя соотношения (202) и (202а) , получим

- (e1l'•. q>- е"", ср) ctg е = I -;;v О'ср (Sin2ф2 - sln2фI),

где через О'ср обозначено

О'ф = сов" ера! + sin2
ер0'2. (202б)

Как видно, О'ф есть не что иное, как нормальное напряжение,

действующее на площадку, перпендикулярную направлению

(900, <р) (см. рис. 106).
Зависимость угла 8('i'. Ф) от sin 2 'ф при О'ф = const изображается

прямой линией:

е",. q> = ео • q> - 1t V tg еО'ср sln2ф. (203)

тангенс угла наклона которой к оси абсцисс позволяет найти на

пряжение

Е L\8 Е

О'ф = - 1+" ctg8 L\ siп 2 'Ф == - 1+" ctg8 tga.

Выражение (203), особенно удобное при работе с поликристал

лическими материалами, может быть получено непосредственно

из соотношения (194), если использовать закон Гука для изотроп

ной среды:

1
Ei = Е [ai -\1 (O'j +O'k)], (204)

где i, j, k = 1, 2, 3 циклически;

O'i - главные напряжения.

При граничных условиях (2001) из соотношений (194), (194а),

(2026), (204) сразу получим

+ 1+" ( ) 2Е'Ф. Ф = Ез -в- О'ф - аз ып ф.

Так как

вч>. Ф = - (8'1>. ф - 80) ctg 8 }
и 8з = - (ео • q> - ео) ctg е, (2046)

то соотношение (204а) принимает вид

е"" q> = ео . q> - 1t V tg е (О'ср - аз) sin2ф. (204в)

Как видно, при О'з = О соотношение (204в) переходит в урав

нение (203). При ПФ - О'з = const из соотношения (204в) можно

получить выражение

. В L\8~tФ

О'q>-О'З = - 1+V ctge to.. sin 21jJ , (205)

позволяющее определить ПФ - О'з по наклону прямой (204в).
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(205а)

(206)

Работая в азимутах q> - 450 и q> +450, можно получить выра

жение для определения аз, пользуясь тем, что при граничных

условиях (200а)

+ аз Е
О'т_450 + 0'q>+45° = 0'1 0'2 === - - - вз..... v v

Записывая выражение (205) для азимутов q> -450 и q> +450 и

учитывая соотношения (204б) и (205а), получим

Е [ v (L\8'Ф . ср_450

аз === - 1-2v ctg8 80.ср-80 + 1+v ~ stn 2 ,p +
~еф. ф-f-450 )]

+ 8 siп 2 'Ф •

Аналогично, из соотношения (204в) можно получить

е1\), q>_45° + е1/>. 11'+450 - ( 2 - 1t v 8in2Ф )ео . 11' -

1+v е . 2 1- 2v 1+v t 8 2- -- о зш Ф == - -Е--- g аз зш ф.v v
(206а)

в полном соответствии с ранее полученными результатами,

формулы для определения о'ф и (1з при граничных условиях (200а)

содержат 80, т. е. значение угла дифракции для неискаженного

материала.

Используя экспериментально определенные О'ф, О'Ф_450 , О'ф+450 ,

можно получить из соотношения (202б) выражения для отыскания

главных напряжений 0'1, 0'2 И угла <р, определяющегоположение
~

главной оси e~:

1
0'1 = О'ф + 2 (аф_450 - О'ф+450) tg ер;

tg 2ср = _ О'ф_450
- О'ф+450

•

20'Ф - о'ф_450 - 0'(1)+450

Рассмотрим теперь подробнее случай граничных условий (200а)

применительно к поликристаллическому объекту, подвергнутому

упрочняющей поверхностной обработке (поверхностная закалка,

обкатка роликом, обдувка дробью и т. д.) [ЗЗ]. в этом случае

вблизи поверхности изделия возникает распределение напряжений

О'ср с большим градиентом (рис. 107). Одновременно с этим может

наблюдаться возрастание нормального напряжения от нуля на

самой поверхности до значительной величины на небольших рас

стояниях от поверхности.
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где J.L* - эффективный коэффи

циент ослабления, определяе

мый из условия

Рис. 107. Распределение напряжений (1ф

и (1з вблизи поверхности образца:

51 и 52 - пути, проходимые первичным и

дифрагированным на объеме dV рентге

новскими лучами

Так как

aOi =1= О,
az

в уравнения (204а) и (204б), связывающие измеряемые деформации

или углы дифракции с напряжениями, необходимо подсгавлять

некоторые средние величины

напряжений, причем усредне

ние должно проводиться с уче

том поглощения падающего и

дифрагированного пучков на

пути 51 + 52 (рис. 108).
Если ввести функцию рас

пределения вида [34]

<р (z) = J.L*e-J.t*z,

а ""'0 - табличный коэффициент ослабления, то все средние вели

чины легко отыскиваются как

00

(ад = Jа, (г) ер (г) dz.
о

(207)

Из рис. 108 видно, что

* cos ("1' - t1) + cos ("1' + t1) 2f.!o
f.1 = f.10 cos ("1' - t1) cos ('1' + t1) = cos"1'* ,

что при малых 1') дает

f.1*~~,
cos"1'

Представляя о, (z) в виде

аз = kз1z + kз2z
2 + kззz

З +
аф = афо + kq>lZ + kq>2Z2+ kq>зzЗ +

получим, используя соотношение (207):

( ) = cos"1'* k + cos
2 "1'* k +~. соs

З "1'* k +
аз 2f.!o Зl 2f.!6 З2 4 Il~ 33

COS"1'* . cos2 "1'. 3 соsЗ '1'*
(aq» = aq>o+ ~~l +~~2 + Т J1g ~3+'"
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(208)

и

Теперь уравнения (206а) и (204в) должны быть записаны в виде

* 1-2" 1+v 8 (Ll8 = - Е .-,,- tg аз) Siп
2
ф

(208а)

где через L18* обозначена величина, определяемая из эксперимента:

А8* 8 8 (2 1+v . 2)8 1+ v 8 . 2
Ll = '1', Ф_45 0 + '1', <1',1-450- - -v-· Sln Ф а, ф - -v- О Sln ф.

Выбирая достаточно большое число значений угла 11' в соотно-

шениях (208) и (208а), мы можем определить неизвестные kЗ i и

kф i • Как видно, этот способ позволяет исследовать распределение

напряжений в тонком поверхностном слое, толщина которого по
-1

порядку величины равна ""'0
Существенной особенностью соотношений (208) и (208а) яв

ляется то, что зависимости L1e* и 8'Ф, ер от siп 2'Ф уже не изобра

жаются прямыми линиями.

Криволинейный характер этих зависимостей указывает на то,

что в пределах эффективной глубины проникновения рентгенов

ских лучей в образец наблюдается заметное изменение действую

щих напряжений, и расчет этих напряжений должен проводиться

по формулам (208) и (208а).
~

В том случае, когда ось ~ уже не является главной, т. е. когда

(ТТ) =1= О и (Т1m » ) =1= О, расчеты еще более усложняются.
Как указали М. я. Фукс и л. и. Гладких [35], простым прие-

~

мом, позволяющимзаметить отклонениетретьей главной оси eg от
~

e~, является определение зависимости

В,!>, Ф = f (Siп
2 '1')

при азимутах q> и q> + 1800
~ ~

Очевидно, при несовпадении осей e~ и er
~, ер =1= В'1', ф+180 0 •

Авторы работы [35] рассматривали только случай плоского

напряженногосостояния, полагая справедливымиграничныеусло

вия (200).
В самом общем случае, когда можно предполагать отличными

от нуля все компоненты тензора Т, необходимо использовать си

стему уравнений

В• N «т)i = ijSjl T 1 ),
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записывая элементы матрицы N в сферических координатах (ф, <р)

и выражая т1
m

) в виде

T~m) == ТLO +kllz + kl2Z2 +
Аналогичный прием может быть применен и при работе с моно

кристаллами, однако в этом случае возникают значительные труд-

~

ности из-за того, что множество направлений {n(п}, по которым

может измеряться деформация, содержит не слишком много чле

нов.

При работе с поликристаллическими материалами в случае

граничных условий (200) и наличия градиента напряжений выра

жение для определения напряжения (JЧJ (z) примет вид

81\>.ер-80 , ер =_ 1!ОУ tg8(О'ер)Siп2 ф .

Как видно, в этом случаедля анализа напряженногосостояния

вблизи поверхности знания угла дифракции в ненапряженномсо

стоянии не требуется.

При переходе от тензора деформаций ~ к тензору напряжений
'"
~ фундаментальное значение приобретает проблема правильного

выбора упругих постоянных.

При работе с монокристальными образцами «рентгеновские»

'" '"
тензоры упругих постоянных сГ и Sr В точности равны обычным

'" '"
тензорам с и в, определенным на монокристальныхобразцах не-

рентгеновскимиметодами. Если в образце дислокационнаяструк

тура развита слабо, вызываемые внешними нагрузками деформа

ции будут однородными как в микро-, так и в макрообъемах, то
~

для определения е (n j ) не обязательно пользоваться множеством

максимумов, у которых индексы дифракции принадлежат одн~й

форме {h~h~h~} [36]; в этом случае «рентгеновские»деформации е'

'"
совпадают с «нерентгеновскими» деформациями е, измер-яемыми

при помощи обычных тензометров.

Если работать с поликристаллическим образцом, отдельные

кристаллиты которого достаточно велики для того, чтобы именно

'"
в них была определена деформация 8, то использование постоян-

'" '"
ных С дает возможность отыскать истинные напряжения 1:', дейст-

вующие на рассматриваемый кристаллит; по-видимому, это ло

кальное напряжение, усредненное лишь в пределах освещаемого

объема данного кристаллита, будет отличаться от макроскопиче-

ского напряжения tt(m), действующего на все множество кристал

литов образца.

При переходе к поликристаллическомуматериалу, размеры от

дельных кристаллитов которого настолько малы, что в пределах
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освещаемого объема в создании дифракционной картины прини

мает_участие достаточно большое их число, измеряемая деформа-

цИЯ ВГ является усредненной на множестве кристаллитов, у кото-
~

рых вектор nи) образует угол 'YI с первичным пучком рентгеновских

лучей, причем значение угла дифракции е(п будет инва

риантным по отношению к повороту любого из кристаллитов этого
-+

множества на произвольный угол вокруг вектора n(п

При переходе от измеренных деформаций ;г К напряжениям ~

приходится пользоваться соотношением ~ = (;~), в котором для

вычисления (~~) необходимо знать соответствующую функцию
распределения или, в конечном итоге, задаваться некогорой мо

делью распределения деформаций и напряжений в образце.

Среди большого числа предложенных моделей [37] наиболее

простыми являются модель Рейсса [38], в которой принимается-
равенство локальных напряжений т, действующих на отдельные

кристаллиты, и модель Фойгта [39], в которой принимается равен--
ство локальных деформаций В.

В модели Рейсса

;г = (;)R't = iR't(m),

где т(m) - макроскопическое напряжение, действующее на обра

зец.

В модели Фойгта удобнее пользоваться законом Гука, запи

санным в форме (1946), которая дает

~ = (~;) = (~)y ~ = ~V~r

(209)'\)R=

-
Здесь е: - тензор деформаций, компоненты которого определяются

экспериментально. В пересчете на упругие постоянные Е и v по

лучим

вя. = [Sll - (2S11 - 2S12 - - S44) г]-l;

812++(2811 - 2812 - 8(4) r
811 - (2811 - 2812 - 84'1) r

EV::-= (C11 + 2C12) (С11 - С12 +ЗС44 )
2C11 + 3С12 +С44

'\)V == С11 + 4C12 - 2С44
2 (2C11 + ЗС12 +С44) •

В соотношении (209)

Г == n~n~ + n~n~ + n~ni,
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~

где {ni} - координаты вектора n(п, в направлении которого изме-

рялась деформация 8 (7z,(j», записанная в том же базисе {;1}, в ко
тором заданы постоянные Sijkl и Cijkl.

Для кристаллов кубической сингонии {ni} легко отыскать по

индексам дифракции [формула (197а)], в других сингониях нужно
~

учитывать различие между кристаллографическим базисом {ai}'
~

описывающим сингонию, и физическим базисом {e~}, в котором

задаются упругие постоянные.

В большинстве случаев (Е, v)V > (Е, v)R, и экспериментально

найденные значения Е: и "г лежат между (Е, v)V и (Е, v)R. В каче

стве первого приближения часто принимают, что (Е, ")г являются

линейной комбинацией (Е, v)V и (Е, v)R:

ЕГ == kVEv + kRE R;

По-видимому, значения kV и kR зависят от конкретных особенно

стей рассматриваемой структуры и могут служить характеристи

кой распределения деформаций и напряжений между отдельными

кристаллитами деформированного образца.

Исследование поликристаллических материалов осложняется

их гетерогенностью. Даже в макроскопически однофазном мате

риале всегда присутствуют сильно искаженные области с повышен

ной плотностью дислокаций, не дающие вклада в брегговские диф

ракционные максимумы, по которым измеряется деформация, но

являющиеся местами концентрации напряжений и деформаций.

По-видимому, в этом случае для определения упругих постоянных

должна быть использована априорная информация, которая позво-

лит отыскать по измеренным деформациям вг истинное распределе

ние напряжений по объему образца. Очевидно, в гетерогенных ма

териалах нельзя ожидать совпадения определенных таким образом

напряжений с макроскопическими напряжениями, приложенными

к образцу.

Не представляет труда распространить процедуру, предусма

тривающую использование коэффициентов Фурье от функции, опи

сывающей интенсивность максимума (п. 4), на случай одновре

менного смещения и расширения максимума под действием дефор

мационных искажений [13].
Очевидно, действие функции распределения вида б (8 - (80»

приведет к смещению максимума на величину (dhg) =
= _(80 (n» hg, а действие колоколообразной функции <р (8) при
ведет к расширению смещенного максимума.
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Обозначая коэффициенты Фурье, вычисленные в предположе

нии, что начало координат находится в точке ~hз == О, через С' (n),
получим, учитывая (17):

С' (n)= @-l [1 (~hз)] = С (n) i 2n (Mg) п = С (n)гi2Пhg (е
О

(n» ".

где С (n) == CL(n) Се (n) - функции, рассмотренные в (п. 4) и

отражающие только влияние расширения дифрак

ционного максимума.

Записывая С' (n) в виде

С' (n) == А' (n) - iB' (n) == С (n) cos 2nhg (е
О (n» n-

-iС(n)SiП2Лhg(е
О(n)}n. (210)

В' (n) о (О )
получим А' (n) = tg 2лhз е (n) п.

Как видно, смещение центра тяжести максимума q> [8 (n)] равно

(
О ( ) 1 t -1 В' (n)

е п = 2пhgn g А' (n) ·

в общем случае се(n) == Ае(n) - iBB(n), однако в нашем случае

функции А е (n) и В» (n) вычисляются в предположении переноса

начала координат в центр тяжести максимума, т. е. в точку (L\h~).
Очевидно, при этом

00

вЕ (n) = (вгп 2л:hgе (n) n) = JqJ (е) sin (2л:hgе (n) n) d е ~

00

~ 2л:h~ JqJ (е) е (n) de = 2лhg п (еО (n» = о.

Так как вместе с этим всегда CL(n) = AL (n), то из (210) будем иметь

,с' (n) I= VА'2 (n) + н? (n) = AL (n) АЕ (n).

Таким образом, вычисляя коэффициенты ряда Фурье, описываю

щего форму и положение максимума:

"2 ' ~hз
1 (~hз) = ~ С' (n') е-1 пn х-

п'

х

] 2 "2 ' ьн,
где С' (n') = х J1 (~hз) / пn )( d~hз,

х

-2

мы можем отыскать не только размеры о. к. р. (L) и дисперсию

функций распределения (82 (n», но и смещение центра тяжести

функций распределения по деформациям (еО (n».
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11. Влияние ошибок укладки

в слоистых структурах

Специфическими, часто встречающимися дефектами строения

реальных кристаллов являются ошибки в расположении слоев

друг относительно друга. В ряде случаев силы связи между ато

мами плоского слоя значительно превышают силы связи, суще

ствующие между слоями. Так, например, в графите, который яв

ляется типично слоистым кристаллом, атомы в каждом слое

связаны между собой сильным ковалентным взаимодействием,

в то время как друг с другом слои связаны слабыми силами Ван

дер-Ваальса, что и объясняет легкое скольжение этих слоев отно

сительно друг друга.

Легко понять, что в такой структуре часто будут встречаться

нарушения, обусловленные неправильным расположением слоев

относительно друг друга.

Кристаллы типа меди, магния, железа не представляют собой

слоистых структур, однако и в них существуют плоскости с плот

нейшей укладкой атомов.

Ряд процессов (прохождение расщепленной дислокации, двой

никование, рост кристалла) также приводит к отклонениям от

правильной последовательности укладки рассматриваемых пло

скостей, что должно отражаться на дифракционной картине.

Как и во многих других случаях, связанных с влиянием нару

шений структуры на дифракционную картину, в настоящее время

не существует способа, позволяющего прямо перейти от дифрак

ционных эффектов к нарушениям структуры, и поэтому количе

ственная оценка параметров, характеризующих нарушения,

в сильной степени зависит от модели, принятой при расчете

дифракционных эффектов.

Ограничимся рассмотрением одного из простейших случаев

нарушений правильной укладки слоев в структуре, которая

может быть описана как множество плоскостей (слоев), индици-
-J-

руемых как (001) и отстоящих друг от друга на расстоянии Iаз 1·
в рассматриваемом случае структура в пределах каждого

из слоев остается неизменной, но слои могут смещаться друг

относительно друга в плоскостях (001), так что расстояния между
~

слоями не изменяются, а векторы смещений ~R,'l всегда лежат

в плоскостях (001). u

Можно легко представить, что получится на дифракционнои

картине, если корреляция между смещениями соседних плоско

стей будет полностью отсутствовать, а сами плоскости будут

бесконечно протяженными. ..
В этом случае область существования Фурье-образа отдельнои

плоскости будет иметь известный вид (см. рис. 18); для учета

сдвига отдельных плоскостей нужно ввести соответствующие

фазовые множители. При отсутствии корреляции в смещениях
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плоскостей этот учет ничего нового не дает, и в итоге мы от рас

сматриваемой структуры получим двумерную дифракцию, причем

брегговские максимумы будут б-образными.

Если плоскости (слои) имеют конечные размеры или, что то же,

«плохие» области на хороших плоскостях ограничены, то вместо

бесконечно тонких стержней, представленных на рис. 51, появятся
стержни, сечение которых определяется Фурье-образом функции

формы, описывающей область «плохого» материала в плоскости,

так что брегговские максимумы будут расширяться.

Если сдвиги плоскостей будут коррелированными, то интен

сивность вдоль стержней, в соответствии с общей теорией, развитой

в п. 2 гл. IV, будет модулирована.

В простейшем случае, когда в кристалле оказывается смещен

ной каждая тысячная плоскость, размеры области когерентного
-+

рассеяния по перпендикуляру к плоскостям равны L~ == Ю"] азl.
Тогда вместо бесконечно длинных стержней (см. рис. 18) появятся

~

стержни длиной L~ == л 10-З Iаз 1-1 , удаленные друг от друга
-+ -+

на расстояние I Ьз I = л 1аз 1-1. В результате получим множество

брегговских максимумов, расположенных так же, как и в случае

неискаженного кристалла, с той лишь разницей, что вместо б-об

разных пиков получатся расширенные максимумы, форма которых

будет определяться функцией с областью существования в виде

стержня конечной длины Lg и конечного поперечного сечения.

Для оценки эффектов, возникающих на дифракционной кар

тине, можно снова воспользоваться выражением (126а). Если

ранее мы не были связаны с какой-либо плоскостью или направле

нием в кристалле, что позволило каждый раз использовать спе-
~

циально выбранный ромбический базис {ral}' записывая любой
-+ ~

дифракционный вектор в форме Н == (О, о, h§) и полагая ~h ==
= (h1 , h2 , ~hз) для любого из максимумов, то в данном случае

такой способ описания непригоден, так как рассматриваются

дефектные слои и необходимо согласовать базисные векторы с рас

положением этих слоев.

-+
Удобно расположить вектор аз перпендикулярно рассматри-

-+
ваемым слоям, причем назначить Iаз I равным расстоянию между

~ -+
соседними слоями, а векторы аl и а2 расположить параллельно

слоям, в которых могут происходить сдвиги. В этом случае ба-
~

эис {ai} может быть ромбическим, тетра- и гексагональным или

даже моноклинным.

~

в этом случае как вектор Ru, описывающий положения ячейки,
~ -+

так и вектор h должны быть записаны в общем виде Ru ==
-+ ~ ~-+

== R1 (U t ) а 1 +R 2 (и 2 ) а 2 +Rз (Из) аз и h == hib i, где Ri (U i )

равно Ui.
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~ ~ ~

Независимо от угла между векторами а1 и а 2 , векторы аз
~

и Ьз всегда параллельны друг другу.

Используем для расчета общее соотношение (126а)

00 ~

1 (h) = 1эN ~ с': (n) C'\n)e- i2n (~ Rn )

n=-оо

где в соответствии с выражениями (127а) и (138) С': (n) =
~

= cf (nl) с} (n2) с} (nз) и С': (n) = IF 12 < e-i2n(~ • 6.R(n) }

Как видно, в том случае, когда плоскости смещаются без
~ ~

изменения расстояния между ними, ~Ru = ~Rl (из) а 1 +
~ ~ ~ ~+ ~R2 (из) а 2 для любой из плоскостей и ~R(n) = ~Ru' - ~Ru =
~ ~ ~

= ~R 1 (nз) а 1 +~R 2 (nз ) а 2 , причем как вектор смещения ~Ru,
~

так и вектор ~R(n), равный разности векторов смещений для двух

слоев, в конечном итоге, определяются соответственно координа

тами ИЗ и NЗ , т. е. номером слоя Из или числом слоев nз , разде

ляющих две рассматриваемые ячейки:

Cd (n) = Cd (nз) = СО, у (nз) IF 12, (211)

где через СО, у (nз ) обозначена величина

(211а)

~

а вектор 8.R (n) связан только с ошибками укладки.

Таким образом, с учетом выражений (126а) и (211) распределе

ние интенсивности должно быть записано в виде

00 h _~

1 (h) = Iэ N IF 12 ~ cf (nl) с} (n2) с} (nз) с-: (nз) гi2n(т ·Rn) ,
n=-оо

(211б)

а распределение интенсивности в отдельном максимуме - как

1(~h) = IэN IF 12 ®[Cf (nl) c~ (n2) с} (Па) с-: (Па)] =

= IэN 1F 12@[Cf(n1}J ®[C~ (n2)] ff [с} (Па)] (f) @[со. у (Па)]. (212)

Как и обычно:

®[с j (n j)] = 1 (t\h j ) ,

так что функция интенсивности, описывающая влияние ошибок

упаковки, зависит только от координаты 8.hз :

/0. у (8.hз) :=:: § [СО. у (nз) ] .
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Так как выражение (211 а) записано не в специально выбранном
~ ~

ромбическом базисе {'ai}' в котором {'аз} всегда направлено
~ ~ ~

по h-вектору, а в базисе {ai}' в котором аз направлено перпенди-
~

кулярно рассматриваемым слоям, то по отношению к вектору h
область существования функции (213), изображаемая отрез-

ком ~o. У, будет ориентирована по-разному в зависимости от угла
~ ~

между Ьз и h, оставаясь во всех случаях ориентированной перпен-

дикулярно рассматриваемым слоям.

Независимо от конкретного вида функции со. у (nз ) в том
~

случае, когда смещения ~Ru лежат только в рассматриваемых

плоскостях, размер области существования функции /0. у (~hз)
~ .

будет зависеть от того, какой вектор Н мы используем.

Для н(2), параллельного слоям, .2'~. у будет наибольшим

для Н(З), направленного перпендикулярно слоям, C~· у (nз ) равно,
в соответствии с (211 а), единице, так что

/g. у (~hз) = б (~hз)

и

p~. у = о.

~

Для произвольно направленного вектора Н область существо-
О у ~

вания ~. образует с Н-вектором угол

~ ~

ф = соя? ~H, ~) •
Iн 11 Ьз I

Если рассматривать бесконечно большой кристалл, т. е. пред

ставить все Сl (nj) = 1, то при работе в режиме 8 +28 сканиро-
~ ~

вания на любом дифракционном векторе / (~h) = б (~h), так что

наличие ошибок не скажется на дифракционной картине. При ра-
~

боте в режиме ер-сканирования на векторе Н(2) получим расширен-

ный дифракционный пик, протяженность которого определяется

областью p~. У, если только неподвижный счетчик будет ориенти-
~

рован на угол 28~2); незначительное отклонение вектора t от

28~2) приведет к исчезновению пика.

При работе в режиме <р-сканирования неподвижный счетчик
~

может быть ориентирован по любому из векторов t, лежащих
~ ~

в интервале t(l) +t(2) , И каждый раз, когда область 2°· у пере-

сечет сферу Эвальда, возникнет б-образный дифракционный
максимум,

При наличии в структуре разориентировокфункцию /0. у (~hз)
нужно свернуть с функцией распределения по разориентировкам
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или, что то же, ввести в (213) коэффициент еЮ (n). Если теперь
расчеты вести в терминах специального ромбического базиса

{r;i}, то функцию /0. у (L\hз ) нужно записать как /0. у сь, L\Гhз) ,
а функцию распределения - по разориентировкам как (f) (rh 2 ) .

В предельном случае при переходе к поликристаллическому

(или порошковому) образцу q> (rh 2 ) = 1 (rh 2) и в итоге после
свертки останется только функция, зависящая от координаты L\Гhз ,

-+
измеряемой вдоль h-вектора:

/0. у (rh2 t1Гhз) (f) 1(rh2) = I~· у (t1Гhз) ,

которая может быть исследована обычным методом 28-сканиро

вания, применяемым при работе с порошковыми образцами.
-+

Как видно, в этом случае работа на сферах с радиусами !Н(2) ,
-+

и 'Н(З) I не позволит выявить наличие дефектов укладки.

Легко получить соотношение между координатой L\hз , изме

ряемой вдоль перпендикулпра, к слоям, т. е. по направлению

[001] в Фурье-пространстве, описываемом при помощи базиса
-+ -+

{bi } , И координатой L\Гhз , измеряемой вдоль h-вектора, т. е.
, -+

по направлению [001], соответствующему базису {rb i } .
-+ -+ -+

Так как L\' h I = ~ГhЗ IГЬзl = L\hз , Ьзl cos ф,
то

-+

t1 rh = ~COS11' ьн:
3 IГЬзl 't' З

для отыскания функции со. у (nЗ ) в явном виде необходимо

задать конкретную модель искажений. Рассмотрим в качестве

примера одну из простейших моделей, описывающих влияние

ошибок упаковки в двухслойной структуретипа ...АВАВАВ... ,
т. е. в г. п. у-структуре. В этом случае возможно появление де

формационных ошибок типа ...АВАВСАСАС... и ошибок роста

вида ...АВАВСВСВС...
Для того чтобы воспользоваться выражением (213), дающим

распределение интенсивности, зависящее только от ошибок упа-

ковки, необходимо найти в явном виде значение со. у (nз) , равное

по определению

со. у (nЗ) = (PU'P;l+u')1 IР 12.
~ -+ -+

в рассматриваемой структуре векторы а1 и Iа2 ! = Iа 1 I -
-+

обычные векторы гексагонального базиса, а вектор аз равен поло-

вине обычного гексагонального вектора. Таким образом:

-+ 1,63-+
,азl = -2- 1а1 1·
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Если выражение А в структуре принять за исходное, то
1-+ 2-+

В слое В, смещенном по отношению к А на ~Ru = 3 йl + 3 а 2 ,

структурная амплитуда должна рассчитываться как

-+ -+
. [Н ( й. 2 -+ )]

F - F -L2п -;:- "3 + '3 й.
в - Ае ,

а в слое, см~щенном в положение С, - как

-+ -+
. [Н ( 2 -+ й,. )]

F - F -L2п Т' зЙ·+з
с- Ае

Введем вероятность Р (nз ) того, что два слоя, разделенные

промежутком. насчитывающим nз этажей, находятся в одинако

вых позициях (А, 8 или С). В этом случае вероятность того,

что эти два слоя находятся в разных позициях, будет равна

1 - Р (nз ) .

Если в простейшем случае не сделать различия между парами

различных типов, то комбинации А +А, А +8 и А +С, В которых

между слоями пары расположеноnз этажей, будут осуществляться
1 1

с вероятностями Р (nз) , 2' (1 - Р (Па», "2 (1 - Р (nз» ·

Для определения СО· у (nз) мы должны рассмотреть три ва
рианта расположения слоев начиная по очереди со слоя А, слоя В

С u 1
и слоя и приписать каждому варианту вес, равныи 3"·

Если первый слой А, то

1 • ]+ 2(I-Р(nз)Fс ;

для первого слоя В получим

1 • ]+ "2(I-Р(nз»)Fс

и если первый слой С, то

(ри,р:+и·)С = Рс [Р (nз) P~ + ~ (1 - Р (Па» P~ +

+ ~ (I-Р(nз»F~].
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В итоге получим

Так как в рассматриваемой модели ячейка содержит только

один атом с рассеивающей способностью f, то во всех выражениях

FА = f ~ IF 12 = f2.
Расчеты можно сократить, замечая, что

-i2n: h~+2h~ -i2n: hY+2hg-3h~ -i2:n: hY-h~
е 3 =е 3 =е 3

так что

·2 hY-hg .2 hY-h~
-tп---- tn:----

Fв = {е 3 и Fс = fe 3 = p~;

кроме того, FАРА = FвFiз = FеРе = f2.
Окончательно получим

со. у (nз) = Р (nз) + [1 - Р (nз)] cos 2n hY -;hg • (214)

Для упрощения анализа можно поступить так же, как и при

рассмотрении влияния нарушений идеальной структуры в п. 2
гл. IV, введя среднюю вероятность (Р (nз » и флюктуацию ве

роятности dP (nз ) :

Р (nз ) = (Р (n з» + dP (Па). (215)

При усреднении по достаточно большому объему (Р (nз» =
1
3. В этих же условиях при полном беспорядке Р (nз) =

(Р (Па» и, кроме того, Р (О) = 1 и Р (1) = О; последнее усло-
вие означает, что из рассмотрения исключается сегрегация или

случай одинакового расположения соседних слоев.

Воспользовавшись выражением (215), можно выделить

в со. у (nз ) постоянное слагаемое, не зависящее от Па:

со. у (nз) = с1 1 (Па) + С211Р (nз), (216)

где

hO-h~
С1=(Р)+(I-(Р»)соs2л 1 3

и

hO-hО
С2 = 2 sin2 л 1 2 •

3
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Используя (216), легко записать распределение интенсивности

в дифракционном максимуме, обусловленное только ошибками

укладки:

1°· у (~hз) == ~ [со. у (nз)] == IP (~hз) + I~· у (~hз) ==
.......

== С1б (~hз) + C2~ [~P (nз)] (217)

Как видно, структура этого выражения в точности повторяет

структуру выражения (129), описывающего влияние искажений

первого рода: первый член соответствует обычному брегговскому

максимуму (в нашем случае при с: (n) == 1 (n) он превратился
в б-функцию), а второй передает влияние отклонений структуры

от «среднего» состояния, характеризуемого вероятностью (Р (nз » .

Конкретный вид второго слагаемого в выражении (247) зависит

от вида функции dP (nз) , однако из формулы (217) ясно видно,

что при полном беспорядке, когда Р (nз ) == (Р (nз » , dP (nз )
отлично от нуля только при NЗ -:- О, т. е. является б-функцией.

В этом случае слагаемое

I~· у (~hз) == С2 ®[б (Па)] == с2 1 (~hз).

и область существования функции I~· у (Аhз) является прямой,

перпендикулярной рассматриваемым слоям, в полном соответ

ствии с качественным рассмотрением, проведенным в начале

этого параграфа.

Из выражения (217) также видно, что независимо от значения

АР (Па) член I~· у (dhз) обращается в нуль при

hY-h~ = Зх, (218)

где )( - целое число, так как при этом С 2 == О, С1 = 1.
Таким образом, влияние ошибок будет сказываться только на

максимумах с координатами hY и h~, удовлетворяющими соотно

шению

h2 - h~ == 3)( :±: 1, (219)

причем в этом случае С 2 == З/ 2 и С1 == О, так что брегговский б

максимум If исчезает.

В итоге точкам Фурье-пространства, координаты которых

удовлетворяют соотношению (218), будет соответствовать только

брегговский пик If, на котором не сказываютсяошибки укладки,

а точкам с координатами, удовлетворяющими условию (219),
или, что то же, условию hY - h~ = 3)( :;: 2, только максимумы

о у 3 -+
типа 12· (~ha) ="2g; [dP (Па)], вид которых будет опреде-

ляться ошибками укладки слоев.

Как видно, собственноструктура кристалла будет сказываться

на величине коэффициентов С1 И С 2; модель, принятая при опи

сании нарушений структуры, будет влиять на функцию ~P (nЗ)'
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Варианты Номер слоя

располо-

жения In.-2 In.-l Iслоев о Па

а А А В А

б А В с А

б А С В А

однако структура выражения (217) останется неизменной для

очень широкого класса различных моделей.

\ в частности, если, помимо сдвига слоев параллельно друг

другу, ввести еще малые смещения слоев в направлении нормали

к слою, то при условии сохранения «в среднем» исходного расстоя

ния между слоями влияние таких ошибок укладки по-прежнему

будет описываться выражением типа (217).
В качестве примера расчетов, которые приходится проводить

при рассмотрении моделей структур с ошибками, рассмотрим

г. п. у.-структуру, В которой появление ошибки, Т. е. позиции С,

следующей за парой АВ, характеризуется вероятностью а.

В этом случае мы рассматриваем только первых и вторых со

седей атома А, так что ошибки разных типов не рассматриваются.

Если в слое, от которого начинается отсчет nз при определении

р (nз) , содержится атом А, то величину Р (nз ) можно сравнить

с величинами Р (nз - 1) и Р (Па - 2),- которые характеризуют

позиции двух предшествующих рассматриваемому слоев (табл. 3).
Т б 3 Если имеет место вариант

а лица

«а», т. е. ошибки нет, то вклад

ХАРрАА~l~лИоС~~~~:~~~1:~ТОВ в р (nз ) будет равен (1 - а,) х
х Р (nз - 2), так как вероят

ность нахождения в позиции

nз-2 атома А равна Р (nз-2) ,

помноженному на вероятность

отсутствия ошибки, т. е. на

(1 - а).

В варианте «б», когда имеет

место ошибка, вклад будет равен

а [1 - Р (Па - 2) - Р (nз - 1)],
так как ни в позиции nз - 2, ни в позиции Па - 1 нет атома А.

Сумма вкладов «а» И «б» даст вероятность Р (nз) :

Р (nз ) = (1 - а) Р (nз - 2) + а, [1 - Р (nз - 2) 
- Р (nз - 1)].

1
Используя выражение (215) и принимая (Р) = 3' получим

(2а, - 1) ~p (Па - 2) + аАР (Па - 1) + АР (nз) = о. (220)
Решение этого уравнения следует искать в виде ~p (nз) =

= x1nal, что дает при подстановке в выражение (220)
х2 + ах - (1 - 2а) = о. (221а)

Отсюда, считая а « 1, получим

3 а,

Хl = 1 - 2" а; Х2= - 1 + 2"" •

Общее решение уравнения (220) будет линейной комбинацией

двух частных решений, соответствующих (221):

(
3 \ In зl ( а ) '1I а l

8Р (nз) = А1 1 - 2"а ) + А2 -1 + 2 '
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где k =

00

={ ~
n:=-оо

причем А 1 И А 2 легко находятся из начальных условий ~p (О) =
2 1="3 и ~p (1) = - з· в итоге

/1Р (nэ) = ~ (1 - ~ )'n
l

' + ~ (_I),n.1 (1 _ ~ )'n l l (222)

Теперь не представляет труда перейти к рассмотрению распре

деления интенсивности, вызванного нарушениями правильной

укладки слоев.

до сих пор во всех расчетах мы использовали координаты

{ni} и {hi }, отнесенные к «полугексагональной» ячейке, в которой
-+

вектор аз равен расстоянию между соседними слоями, т. е. поло-

-+ -+
вине «обычного» гексагонального вектора аз = с.

-+
Для того чтобы перейти к обычному вектору аз_ и обычной

-+
координате ha, "снабдим третьи координаты, отнесенные к «поло-

винной» ячейке, значком (*). Очевидно, соотношение между hз
и hз запишется в виде hз = 2hЗ .

Принимая во внимание, что

I ·1 . *(-1) n3 = еtnnз ;

(1 ) ln~ 1 _ In:lln (l-'V) _ - 2: In:'
-'V -е -е

2п
ln (1 _ у) , выражение (222) запишем в виде

1 - ~ In*1 1 l1tn* - ~ In*'
8Р (nз) = 6" е k l з + 2" е "е k 2 3,

где

2п 2п
k1 = - ---~-- k2 = - ·

In ( I - ~ а) In ( I - ~)

Интересуясь только той частью дифракционной картины,

которая связана с нарушениями правильной укладки слоев, мы

можем записать в соответствии с выражениями с (2116) и (216),
опуская множители 1эNI F p~ и учитывая, что коэффициент С 2

по-прежнему равен 3/2:

I~· у (hз) = С2 ~ /1Р (nз) e-i2nh
:

n
; =

2п *
- -k Inзl -i2nh*n· +

е 1 е 3 3

00 2п *
+ 3 ~ inn* - л: lnз l -i2пh*n*
4~езе I е 33.

n;=-оо

16 м. д. Васильев

(223)
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(224)

(224б)

Первая сумма описывает множество максимумов, положение

которых соответствует целочисленным значениям координаты hз
или четным значениям координаты hз , т. е. пикам, у которых

hз = hg - четное число.

Распределение интенсивности около узлов с четным hg полу

чим как

~ [ - ~7 In;1 ] _ !:l 1
~} е - я 1 + ki (L\h;)2 ,

или, переходя к координате ~hз, как

k1 1

n 1+ki ( ~:3 у ·
Найдем распределение интенсивности вблизи максимумов,

отвечающих второй сумме из выражения (223):

G: [ i1tn* - ~'" In;l] ~ [ Ё2"'~ n;] LL\~ [ - ~n In;l]
о- е »е 3 = о е ~ о" е 2 ==

= б (кы - ~) ffi ~ 1 +ki\M:)2 (224а)

Выражение б (L\h3 - ~) показывает, что б-функция рас
положена по шкале hз посредине между узлами h3*; по шкале

hзб-функции появятся только при нечетных значениях коорди

наты \hg.
Таким образом, при нечетном h~ появляются пики вида

3 k2 1

"4n 1 + k~ ( ~:3 )2 •

Интегральная ширина пиков, отвечающих выражениям типа
1t(224) и (224б), равная Т' оказывается при малых у пропорцио-

нальной у: n/k = -[ln (1 - у)/2] ~ у/2.

Таким образом, в терминах переменной hз «четные» пики будут

иметь ширину З/4а, а «нечетные» - а/4.

Легко также видеть, что при а = О пики типа (224), (2.24б)

и (218) будет давать множество б-функций, т. е. брегговских

максимумов, с весовыми множителями соответственно 1, 3 и 4,
как это и полагается идеальной г. п. у.-структуре.

Расчеты дифракционных эффектов в простейших структурах

содержатся в работах [20, 21]; более сложные модели разобраны

в [22, 23].
В общем случае, когда в структуре существуют ошибки раз

личных типов, имеет место не только симметричное размытие

максимумов, описываемое выражениями (224) и (224б), но также

их смещение по координате hз и асимметричное расширение.
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Не останавливаясь на этих расчетах, заметим только, что при

малых концентрациях ошибок представление функции, описыва-

ющей влияние ошибок, в виде ехр - 2; I»« I оказывается вполне
удовлетворительным. Можно принять, не учитывая предэкспо

ненциального множителя, что для максимумов, на которые влияют

ошибки укладки:

2п

СО . У ( ) _ -т Inal (225)
nз - е

Приняв 2/п = (О. УN-l) , можно записать выражение (225)
в удобном для дальнейшего использования виде

СО, У (nз) = е-О' У(N-1)lnз l ,

где о. УN - некоторая безразмерная величина, по смыслу равная

числу ячеек.

В дальнейшем снова перейдем от базисных векторов, епри

вязанных» к плоскостям, которые укладываются с ошибками,

к ромбическому базису , согласованному с рассматриваемым ди-
~ ~ ~

фракционным вектором п; так что гь = Ьз всегда направлено
~

вдоль h.
О У -Jo

В этом случае область существования функции Г" (~h)
~

б Ф ] 0 . У (Ah)по-прежнему удет описываться отрезком, но ункции L1

И со. У (n) будут зависеть от всех трех координат:

~

/0. Y(~h) = [о. У (h1 , h2, ~hз)

и

со. У (n) = СО, У (n1, (n2, nз),
~

причем на области существования /0. у (~h)

m1h1 + m2h 2 + тз ~hз = О,

где {mi} - постоянные.
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