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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

50—60 лет назад, в дни юности автора этих строк, кристалло­
графия была островком — маленькой фигуркой в середине мощ­
ного треугольника из физики, химии и минералогии, ближе к по­
следней вершине. Сейчас наша наука бурно выплескивается за все 
три стороны треугольника и за его вершины, но, конечно, не погло­
щает и не заливает их, но подстилает, становится их фундаментом. 
Основной треугольник превратился в кристаллографический шести­
угольник — дитригон. Между физикой и химией разместились ме­
талловедение, металлофизика («аморфный» металлический слиток 
оказался массой кристаллических индивидуумов). Между химией 
и минералогией, вообще говоря, каменными науками, — огромное 
здание экспериментальной минералогии и петрографии с такими 
важнейшими и в то же время каждодневными объектами человече­
ской культуры, как цемент, керамика и стекло. Между физикой 
и минералогией лежит область синтетических кристаллов, подбор 
их на основе богатого минералого-кристаллографического опыта. 
Без монокристальных деталей, часто тончайших, но монокристаль- 
ных пленок не может обойтись ни одна радиосхема, ни одно вы­
прямляющее устройство, ни множество контрольных аппаратов.

В чем же внутреннее существо некоторой мегаломании, тая­
щейся в сознании современного крйсталлографа-кристаллохимика?

Если основной характеристикой кристалла для такого авторите­
та, как В. И. Вернадский, была «векториальность», в связи с чем 
в отличие от прочих специальностей «естественного разряда» фи­
зико-математического факультета студентам-минералогам коротко 
преподносилась математика углов — сферическая тригонометрия, 
лежащая в основе тогдашнего инструмента геометрической кри­
сталлографии, то сейчас наше кристаллохимическое мышление опи­
рается на геометрию дисконтинуума — мира дискретных точечных 
частиц, но мира исключительно упорядоченного.

Если одним из достижений физики середины XIX в. была кине­
тическая теория пазов — законы поведения хаотических потоков
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дискретных частиц, то современный крнсталлограф-кристаллохимнк 
мыслит высокоорганизованными массами кристаллического дискон­
тинуума, которые управляются законами трансляционной симмет­
рии с многочисленными и разнообразными эффектами. Они давно- 
известны в плоских картинах пестрых обоев и тканей. Расширение 
их на трехмерный дисконтинуум н есть современная кристаллогра­
фия-кристаллохимия с ее «шеренгами-рядами», решетками Бравэ 
и элементарными параллелепипедами.

Векториальность — сферическая тригонометрия — расшири­
лась, развилась и образовала вершину стереометрической фигуры 
на базе основного треугольника — дитригона, т. е. вершину тетра­
эдра или дптригоналы-гой пирамиды. Эта математическая вершина 
кристаллохнмнческого полиэдра характеризуется большим числом 
особенностей, не сразу усваиваемых рядовым математиком: разные 
масштабы вдоль координатных осей, не одномерные, а трехмерные 
ряды Фурье, прямая и обратная решетки, использование четырех­
мерной геометрии в полной мере и в ограниченной (черно-белая 
симметрия). Разве могут по красоте и наглядности сравниться 
обычные группы подстановок с кристаллографическими иллюстра­
циями абстрактной теории групп. Немыслимая в условиях групп 
подстановок 48-члениая группа выглядит элементарно просто в 
виде соответствующей матрицы 48X48 — квадрата Кейли —■ или 
на 48-граннике с расписанными на всех гранях операциями сим­
метрии, теми единственными, которые переводят начальную грань 
в нами выбранную. Исключительно наглядной становится неком­
мутативность умножения на примере 3X2,v=t̂ 2.x-X3. Убедительно 
демонстрируется нелепость спора о преимущественном значении 
инверсионной оси 6-го порядка («новая» геометрическая кристал­
лография) по сравнению с зеркальной («старая»). Обе оси равно­
правны с групповой точки зрения и вместе с поворотной шестерной 
осью дружно, не мешая друг другу, строят, например, группу гек­
сагональной бипирамиды.

Качественно новые требования, предъявляемые самой жизнью 
к современной геометрической кристаллографии, заставляют пере­
сматривать и совершенствовать преподавание этой дисциплины не 
только будущим специалистам-кристаллографам,' но и более широ­
кому кругу лиц, чья деятельность связана с самыми различными 
направлениями геологических наук, а также физики, химии, био­
логии. Спокойная —• описательная — методика, преподавание «на 
уровне памяти» оказываются уже несостоятельными, и в поисках 
иных путей передачи знаний, воспитания творчески мыслящих на­
учных работников естественно обратиться прежде всего к такому 
хорошо проверенному в смежных науках и оправдавшему себя 
способу, как решение задач — задач, которые не только убеждают 
учащегося в практической значимости полученных сведений, помо­
гают закрепить пройденный материал, проверить глубину и проч­
ность знаний, но — и это не менее важно — развивают способность 
к логическому мышлению, учат ставить и разрешать проблемы,
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самостоятельно, творчески мыслить. Несколько сотен тщательно 
разработанных задач и упражнений — от самых простых, доступ­
ных тем, кто делает лишь первые шаги в изучении кристаллов, до 
таких, которые продиктованы самой жизнью и решение которых 
представляет научный и практический интерес — охватывают 
весьма широкий круг вопросов кристаллографии.

Предлагая эти задачи, авторы были вынуждены проделать боль­
шую работу по пересмотру и переработке теоретического материа­
ла, особенно тех его разделов, которые либо вовсе не затрагива­
ются в многочисленных учебниках по кристаллографии, либо изло­
жены недостаточно полно и четко. Так, вместо весьма расплывча­
тых «правил сложения элементов симметрии», в которых на 
равных правах выступают теоремы, следствия и частные случаи 
этих теорем, в настоящем учебнике дается фактически одна, выво­
дящаяся из теоретико-групповых представлений «осевая» теорема 
Эйлера, точнее ее частный случай, рассматривающий взаимодей­
ствие осей второго порядка — поворотных и инверсионных. В до­
ступной даже не слишком искушенному в вопросах высшей алгеб­
ры форме преподносится понятие о матричном представлении 
симметрических операций, своеобразен и четок вывод кристалло­
графических координатных систем — сингоний, алгоритм вывода 
классов, вывод простых форм. Очень важен для решения многих 
кристаллографических задач вопрос о преобразовании координат­
ных систем, который затрагивается лишь в руководствах по рент­
геноструктурному анализу, причем попытки механического приме­
нения правил, справедливых в микрокристаллографии, к решению 
вопросов, касающихся конечных фигур — кристаллических много­
гранников, часто приводят к грубым и досадным ошибкам. Интере­
сен и полезен параграф, в котором разбираются вопросы симмет­
рии и проектирования двойников.

Не следует, однако, думать, что новая геометрическая кристал­
лография исключительно усложнена. Наоборот, многие вопросы 
классической кристаллографии, недостаточно четкие либо услож­
ненные непродуманной греческой и латинской филологией, упрос­
тились и получили четкость в новой. Таково странное положение с 
пятерной осью, неожиданно выпадающей из единой группы стар­
ших осей, с пятнадцатью кубическими формами, выводящимися из 
простейших, а не наоборот, и в то же время готовыми отразить 
все нужные нюансы, которые вызываются происхождением их от 
разных простейших.

Все сказанное позволяет заключить, что предлагаемый учебник 
по геометрической кристаллографии, оригинальный по форме и по 
существу, весьма актуален; он отражает те изменения, которым 
подвергся традиционный способ преподавания кристаллографии на 
кафедре кристаллографии и кристаллохимии геологического фа­
культета МГУ. Это первый опыт в написании учебника такого 
рода, и, хотя отдельные его части, изданные ротапринтным спосо­
бом, уже проверены практикой в ряде учебных заведений Совет­

5



ского Союза, естественно, что он не может быть лишен изъянов, 
поэтому редактор и авторы будут весьма благодарны за все за­
мечания и исправления.

Авторы и редактор пользуются также возможностью поблаго­
дарить всех сотрудников кафедры, причастных к созданию этого 
учебника, особенно Ю. К. Егорова-Тисменко за прекрасное выпол­
нение некоторых оригинальных рисунков.

Академик Н. В. БЕЛОВ



ГЛАВА 1

СИММЕТРИЯ КРИСТАЛЛОВ

§ 1 . Элементы симметрии кристаллов. О перации симметрии

Кристаллическими называют твердые, однородные, анизотроп­
ные вещества, способные в подходящих условиях самоограняться, 
т. е. принимать формы многогранников, хотя сейчас можно считать 
общеизвестным, что основная характеристика кристаллического

9  .  9

9  ,  9

6

Рис. 1. Конгруэнтное (а) и зер­
кальное (б) ■ равенство фигур. 
Конгруэнтно равные фигуры 
совмещаются друг с Другом 
при повороте вокруг оси сим­

метрии на угол а  (в)

состояния заключается в трехмерной периодичности расположе­
ния материальных частиц (подробнее см. стр. 30).

Идеально развитый кристалл представляет собой многогранник, 
равные элементы которого (грани, ребра, вершины) могут быть 
совмещены друг с другом путем о п е р а ц и й  с и м м е т р и и  — 
поворотов или отражений. Геометрические образы (плоскости,
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прямые линии, точки), с помощью которых задаются и осуществ­
ляются симметрические операции, называются э л е м е н т а м и  
с п м м е т р  II л. Нетрудно видеть, что элементы симметрии суть 
геометрические места инвариантных точек.

В зависимости от характера операций различают элементы сим­
метрии 1-го и 2-го родов. Элементы симметрии 1-го р о д а  «свя­
зывают» друг с другом к о н г р у э н т н о  равные фигуры (или их 
части), т. е. фигуры, совмещающиеся при наложении (или «вло­
жении»), в то время как элементы симметрии 2-го р о д а  связы­
вают з е р к а л ь н о  равные — э н а.н т и о м о р фи ы е — фигуры 
(или их части), т. е. фигуры, относящиеся друг к другу как пред­
мет и его зеркальное отражение. Условно назвав фигуру (или ее 
часть) по какому-нибудь признаку «правой», очевидно, следует 
«правыми» называть все фигуры, конгруэнтно равные первой', а 
«левыми» — энантиоморфно равные ей. Таким образом, операции 
элементов симметрии 1-го рода связывают «правые» фигуры с 
«правыми», «левые» с «левыми» (рис. 1, а), а элементов симметрии 
2-го рода — «правые» с «левыми» (рис. 1, б).

Э Л ЕМ ЕН ТЫ  СИМ М ЕТРИИ 1-го РОДА .

Поворотные оси симметрии. Поворотной осью симметрии назы­
вают прямую, при повороте вокруг которой на некоторый угол 
фигура совмещается сама с собой, т. е. совмещаются ее равные

Рис. 2. Элементы симметрии 1-го (а) и 2-го (б) родов: 
а  — поворотная ось 2-го порядка; б — зеркальная плоскость 

симметрии'

части, и фигура занимает в пространстве положение, эквивалент­
ное исходному (рис. 1, в; 2, а).

Наименьший угол поворота а вокруг оси, который приводит фи­
гуру к самосовмещению, называют э л е м е н т а р н ы м  у г л о м  
п о в о р о т а  оси симметрии, его величина определяет п о р я д о к  
о с и п, т. е. число самосовмещений фигуры за время полного по-

Q/-AO ?  360° \ворота па Зои I п = -------). 1

1 «Отпечатав» на первой фигуре правую руку, увидим ее на всех конгру­
энтно связанных фигурах.



В геометрических фигурах возможны оси симметрии любых 
порядков, в кристаллических же многогранниках порядок оси огра­
ничен числом п =  1, 2, 3, 4 и 6, т. е. в к р и с т а л л  и чес  к и х м н о- 
г о г р а н н и к а X н е в о з  м о ж н ы ос и с и м м е т р  и и 5-г о и 
в ы ш е  6-го п о р я д к о в ;  этот о с н о в  и ой з а к о н с и м м е т р  и и 
кристаллов установлен эмпирически и доказан па основании ре­
шетчатого строения кристаллов (см. стр. 32).

Оси симметрии в символике Бравэ («учебной») обозначают 
буквой L с цифровым индексом п, указывающим порядок оси, — 
L,,. В «международных» символах (по Герману — Могену) пово­
ротные оси обозначают арабскими цифрами, соответствующими 
порядку оси (например L2= 2 , L3 =  3...). Графически оси разных
порядков изображаются многоугольниками: О — L6, □  — L4,

Л —L3 и сферическим двуугольником (фюзо) 0 — Ь2.
Для описания операций используют те же значки, что и для эле­

ментов симметрии, причем показатель степени означает в этом случае 
число повторенных элементарных поворотов, а минус при показателе 
степени — поворот в противоположном направлении. Так, если 
Le(61) — поворот на 60° по часовой стрелке, то L f 1 (6-1) =  Lб(65) — 
такой же поворот против часовой стрелки. Таким же образом

1 2в ( 6 2 ) - - =  ä ( 3 L ) ,

Lб(63) =  І а(2), Lt(V)  =  LT1 (З-1) и Le (6°) =  1

единицей обозначают операцию идентичности, или тождественности).

Э Л ЕМ ЕН ТЫ  СИ М М ЕТРИИ 2-го РОДА

Зеркальная плоскость симметрии — плоскость, «отражаясь» в 
которой как в «двустороннем зеркале», правая фигура (часть 
фигуры) совмещается с левой 
(рис. 2, б); таким образом, фигу­
ры, связанные плоскостью сим­
метрии, относятся друг к другу 
как предмет и его з е р к а л ь н о е  
отражение.

Зеркальная плоскость сим­
метрии обозначается буквой Р 
(по Бравэ) или т (по Герману—
Могену). Графически плоскость 
изображается жирной нлп двойной линией.

Центр инверсии (центр симметрии) можно представить как 
«зеркальную точку», отражаясь в которой, правая фигура (часть

Рис. 3. Фигуры связаны отра­
жением в центре инверсии
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фигуры) совмещается с левой, т. е. фигуры, связанные инверсией, 
относятся друг к другу как предмет и его ф о т о г р а ф и ч е с к о е  
изображение (рис. 3). Иными словами, любой точке фигуры, обла­
дающей центром инверсии, соответствует эквивалентная точка на

◄
Рис. 4. Многогранник, единственный элемент 

симметрии которого —  центр инверсии

Рис. 5. Фигуры связаны симметрическими опера­
циями зеркальной оси 4-го порядка. 

Считать фигуры справа от оси фл (на левом 
рис.) обращенными к читателю своей изнанкой

продолжении прямой, соединяющей первую точку с центром, при­
чем расстояния от центра до обеих точек равны между собой; 
поэтому каждой вершине центросимметричного многогранника со­
ответствует равноудаленная от центра эквивалентная вершина, 
каждому ребру — равноудаленное, равное, шар аллельное, но про­
тивоположно направленное ребро, а каждой грани — равноудален­
ная, равная, антипараллельная грань_(рие. 4). Центр инверсии 
обозначают буквой С (по Бравэ) и 1 (по Герману — Могену), 
графически отмечают точкой или также буквой С.

Фигура, имеющая центр инверсии, разделяется на две зеркаль­
но равные, но антипараллельные части л ю б о й  плоскостью, прохо-
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дящей через центр инверсии, тогда как фигура, обладающая плос­
костью симметрии, разделяется на две зеркально равные части 
только о д н о й  этой плоскостью. Любое сечение через двойную 
ось симметрии даст две конгруэнтно совпадающие половины.

Рис. 6. Многогранник, 
единственный элемент 
си м м етр ии кото р о -
го —  зеркальная ось 
симметрии 4-го по-о

рядка (4)

I

Рис. 7. Зависимость между зер­
кальным и инверсионным по­
воротами

№. 360 ~  £  360 )---- Л/с= -------
а 180— а

Сложные оси симметрии позволяют совмещать равные части 
фируры путем двойной операции — п о в о р о т а  на определенный 
угол, задаваемый порядком оси, и о т р а ж е н и я  либо в п л о с к о ­
сти , перпендикулярной к оси вращения, либо в т о ч к е  на этой 
оси. В первом случае ось называют з е р к а л ь н о й  (альтернирую­
щей), во втором — и н в е р с и о н н о й .  В общем случае каждое из 
совместных действий — поворот и отражение — мнимые (рис. 5, 6).

о о о о
Зеркальные оси обозначают ѣ.п_(или А,п) и п (1, 2, 3...), инверсион­
ные — £  „ или Lin) и п (1, 2, 3...). Специальные графические обо­
значения необходимы в кристаллах лишь для сложных осей 4-го 
порядка (0)-

Из рис. 7 можно увидеть, что операция каждой зеркальной оси 
с элементарным углом а может быть заменена операцией инверси­
онной оси с элементарным углом поворота а '= 1 8 0 —а:

4 -  360 =  £  1 360п=>----  п'=------->
а 180— а

поэтому при описании симметрии кристаллов пользуются каким- 
либо одним видом сложных осей: инверсионными или зеркальными.

I I



Для осей некристаллографических порядков в приведенную 
выше формулу вводится коэффициент q — наименьшее целое чис­
ло, приводящее к целочисленному значению п'\

4- Эво =  £  1 З6О17 .П=----  П'—---- ---
а ISO— а

Нетрудно убедиться (см. упражнения 13, 14), что преобразова­
ния большинства сложных осей могут быть заменены отдельными 
действительными операциями:

<М £2) =  Л
М £ і )  =  с,

^ 3(Ls) - L , P ( P ± L 3),

4-в (£3) =  LyC.

Оригинальной (незаменяемой) оказывается в кристаллах лишь 
ось 4-го порядка, причем 4-4 =  £Г* .■

Чтобы решить, какими простыми элементами симметрии можно 
заменить преобразования сложных осей любых (некристаллогра­
фических) порядков, можно прибегнуть к аналогии: так, для осей 
нечетных порядков (п =  2/е+1) справедливы закономерности, выве­
денные для оси 3-го порядка, т. е.

4-26+1 =  £ (2 6 + 1 )2  =  Z-26 +  1 - Р ;

сложные оси четных порядков {n—4k + 2 и n = 4 k  + 4) подчиняются 
закономерностям, полученным соответственно для осей 6-го и 4-го 
порядков (см. также задачу I) .

Из вышеизложенного ясно, что симметрия любого многогран­
ника, т. е. закономерная повторяемость одинаковых его частей, 
может быть описана только о с я м и  с и м м е т р и и  — простыми 
(поворотными) и сложными (зеркальными или инверсионными), 
однако на практике сложные оси 1-го и 2-го порядков обычно 
заменяют их эквивалентами — плоскостью симметрии и центром 
инверсии.

Комплекс элементов симметрии кристалла записывается (в обо­
значениях Бравэ) в виде формулы в такой последовательности: 
оси симметрии (начиная с более высоких порядков), плоскости 
симметрии, центр инверсии; коэффициент перед буквенным обозна­
чением показывает число соответствующих элементов симметрии. 
Целесообразно (см. о международных символах, стр. 26) разли­
чать неэквивалентные и эквивалентные одноименные элементы 
симметрии, понимая под последними элементы, связанные какими- 
либо операциями симметрии. Так, Ь^4Ь2ЪРС можно записать как

L4 2L2 2Z-2 2Р’ 2Р"Р"' С.

12



Любое симметрическое преобразование — поворот с отраже­
нием или без него — удобно представить с помощью координат 
исходной и преобразованной точек. Так, поворот вокруг вертикаль­
ной оси на 180° (2г) запишем как xyz-+xyz, поворот вокруг верти­
кальной оси 4-го порядка по часовой стрелке (4Z)— xyz-^-yxz^ 
отражение в горизонтальной плоскости симметрии (mz)—xyz-^xyz, 
инверсия (і)—xyz-^-xyz (см. также стр. 41).

Симметрическое преобразование можно представить и как пре­
образование некоторой координатной системы относительно непод­
вижного объекта и записать его с помощью матриц — таблиц 
коэффициентов, определяющих соотношение между исходной и 
преобразованной координатными системами. О матричном пред­
ставлении симметрических операций см. стр. 79.

Совокупность симметрических операций, характеризующих сим­
метрию кристалла, представляет собой эффектный пример замк­
нутой (конечной) математической группы, иными словами, сочета­
ния симметрических операций, а значит и элементов симметрии, не 
случайны, а подчиняются всем положениям теории абстрактных 
групп. В частности, для групп симметрии справедливо положение о 
том, что «произведение» двух любых членов группы должно при­
надлежать этой же группе, т. е. результат двух последовательно 
выполненных операций симметрии равносилен результату третьей 
операции, которую можно назвать произведением первых двух. 
Обычно, однако, говорят, что взаимодействие двух элементов сим­
метрии порождает третий элемент симметрии, принадлежащий дан­
ной группе, но способный в других группах играть самостоятель­
ную роль, т. е. существовать без породивших его операций.

(Математическая справка. Группой называется множество элементов (чисел, 
геометрических объектов, физических величин, симметрических операций и т. д .), 
которое подчиняется следующим условиям.

1. Определена алгебраическая операция — так называемое «групповое умно­
жение», позволяющее любой паре элементов а, b данного множества поставить 
в соответствие их произведение — третий элемент с, принадлежащий этому мно­
ж еству: а-Ь  =  с, причем в общем случае аЬ ф Ь а.

2. Групповое умножение ассоциативно: ( a b ) c = a { b c ) .
3. Группа содержит единичный элемент е, удовлетворяющий условию: 

ае  =  еа  =  а.
4. Для каждого элемента группы существует обратный элемент: ас г1 =  е.
Различают группы к о н е ч н ы е  ( з а м к н у т ы е )  и б е с к о н е ч н ы  е; число

элементов конечной группы определяет ее п о р я д о к .
Часть группы, которая сама по себе представляет группу, называется п о д ­

г р у п п о й  данной группы.
Группу называют ц и к л и ч е с к о й, если все ее элементы суть степени 

одного элемента.
В г р у п п а х  с и м м е т р и и  групповым умножением, как было сказано, 

считают взаимодействие элементов симметрии. Обратная операция — поворот 
в противоположную сторону. Единичный элемент группы —  операция идентич­
ности, которой соответствует ось 1-го порядка.

Зная основные правила взаимодействия элементов симметрии ( о с н о в н ы е  
т е о р е м ы  у м н о ж е н и я  с и м м е т р и ч е с к и х  о п е р а ц и й ) ,  нетрудно вы­
вести все возможные в кристаллографии сочетания элементов симметрии — так 
называемые в и д ы ,  или к л а с с ы ,  с и м м е т р и и (точечные группы).
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Рис, 8. К методу стереографического проектирования: 
а, б  —  построение стереографической проекции направления; в, г — то же 
для плоскостей; б —  стереографические проекции вертикального, горизон­

тального и наклонного направлений; е  —  то ж е для плоскостей

§ 2. Стереографические проекции. Сетка Вульфа

Для графического изображения элементов симметрии, а также 
граней и ребер кристалла наиболее удобна с т е р е о г р а ф и ч е ­
с к а я  п р о е к ц и я ,  главное достоинство которой заключается в 
том, что угловые величины — основная морфологическая характе­
ристика кристалла (см. «Закон постоянства углов», стр. 32) — вы­
ступают на стереограмме в неискаженном виде.

При построении стереографической проекции кристалл поме­
щают в центр воображаемой сферы (сферы проекций), которую 
любое направление, идущее из центра кристалла, пересечет в точ­
ке, называемой сферическим полюсом направления (точки А и В 
на рис. 8, а), а плоскость — по окружности (дуга АВСВ', рис. 8, в). 
Полученная с ф е р и ч е с к а я  п р о е к ц и я  позволяет зафиксиро­
вать координатами ср и р положение направления и плоскости, если 
последнюю задать ее нормалью. Для этого надо, приняв некоторую 
точку сферы за полюс, нанести градусную сеть и один из ее мери­
дианов посчитать нулевым. Из рис. 8, а, в очевидно, что ср отвечает 
географической долготе, а р  — полярному расстоянию, причем 
О^ф^'ЗбО0 и 0< р< 180°.

С т е р е о г р а ф и ч е с к и м и  п р о е к ц и я м и  н а п р а в л е н и й  
ОА и OB (рис. 8, а, б) будут точки а и Ь, в которых лучи зрения 
S/1 и NB (SN  — ось проектирования) пересекут экваториальную
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плоскость—плоскость проекций. Подчеркнем, что точку зрения для 
направлений с р^90° следует выбирать в южном полюсе (5) сфе­
ры, а для направлений с р^90° — в северном (N). Нетрудно убе­
диться, что вертикальные направления спроектируются в центре 
экваториального круга (основного круга проекций), горизонталь­
ные — на окружности этого круга, а наклонные — внутри его 
(рис. 8, (3).

Можно показать (рис. 8, в, г) , что с т е р е о г р а ф и ч е с к о й  
п р о е к ц и е й  п л о с к о с т и  (АВСВ ' ), проходящей через центр 
сферы проекций, будет д у г а  б о л ь ш о г о  к р у г а  (AbCb'), т. е. 
дуга, опирающаяся на диаметр. Стереографическая проекция гори­
зонтальной плоскости совпадает с окружностью основного круга 
проекций; при выведении из горизонтального положения получим 
на стереограмме две симметричные дуги («видимую» и «невиди­
мую» части плоскости), причем по мере увеличения угла наклона 
плоскости кривизна дуг будет уменьшаться и в пределе, в случае 
вертикальной плоскости, эти дуги сольются с диаметром (рис. 8, е).

Легко доказывается, что плоскость, не проходящая через центр 
сферы проекций, спроектируется в виде д у г и  м а л о г о  к р у г а .

Грани кристалла при стереографическом проектировании обыч­
но заменяют нормалями, опущенными на них из центра тяжести 
кристалла, а ребра — перпендикулярными к ним плоскостями. 
Такне проекции называются г н о м о с т е р е о г р а ф и ч е с к и м и .  
Грани верхней и нижней полусфер (р^90° и р^90°) принято отме­
чать на стереограмме разными значками, например кружками п 
крестиками соответственно.

На стереограмме координату ср отсчитывают по окружности 
основного круга проекций от точки пересечения ее с нулевым мери­
дианом (отсчет ведется по часовой стрелке), а координату р — 
по радиусу от центра круга проекций.

Для точного проектирования пользуются специальным транспа­
рантом — с е т к о й  В у л ь ф а  (см. приложение I), представляющей 
собой стереограмму градусной сети сферы проекций на ее меридио­
нальную плоскость при точке зрения на экваторе сферы. При ра­
боте с сеткой Вульфа надо иметь в виду, что меридианы п парал­
лели сетки играют лишь вспомогательную роль как дуги больших 
и малых кругов; истинный полюс сферы проекций (N) совпадает 
с центром сетки Вульфа, из меридианов сферы оставлены лишь 
два — это вертикальный и горизонтальный диаметры сетки, причем 
последний соответствует нулевому меридиану, экватор сферы сов­
падает с окружностью сетки. Таким образом, углы ср отсчитывают 
по окружности сетки Вульфа, а р  — от ее центра по горизонталь­
ному или вертикальному диаметру.

Сетка Вульфа позволяет графически, без дополнительных расче­
тов, решать многие задачи геометрической кристаллографии, свя­
занные с угловыми характеристиками кристалла; все построения 
проводятся на прозрачной бумаге с фиксированным центром — по­
люсом N.
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Для измерения на стереограмме углового расстояния между 
двумя точками надо, вращая восковку относительно сетки Вульфа,, 
привести эти точки либо на о д и н  м е р и д и а н  сетки, если точки 
принадлежат о д н о й  полусфере, либо на д в а  м е р и д и а н а ,  
с и м м е т р II ч II ы X относительно вертикального диаметра сетки, 
если точки находятся в р а з н ы х  полусферах (р<90° п р > 9 0 3). 
Отсчет углового расстояния между точками ведется по отрезку ме­
ридиана сетки Вульфа, заключенному между ними, причем во вто­
ром случае — через полюс сетки. Если точки представляют собой 
стереографические проекции направлений, то дуга большого круга, 
проходящая через них, будет стереографической проекцией плос­
кости, проходящей через эти направления. Если же точки служат 
гномостереографическими проекциями плоскостей, то такая дуга 
будет гномостереографической проекцией ребер, по которым пересе­
каются эти плоскости. Переход от гномостереографической проекции 
какого-либо элемента к его стереографической проекции несложен, 
так как сводится к нахождению либо дуги (экватора) к заданному 
полюсу, либо полюса к заданной дуге. Для этого, поставив точку, 
принятую за полюс, на горизонтальный диаметр сетки Вульфа и 
отсчитав по нему в обе стороны по 90°, находим два симметричных 
меридиана — видимую и невидимую части искомой дуги. Для ре­
шения обратной задачи совмещаем заданную дугу с соответствую­
щим меридианом сетки и находим на угловом расстоянии в 90° ее 
полюс.

Для измерения утла между двумя дугами надо построить вспо­
могательную дугу, полюсом которой служит точка пересечения за­
данных дуг; искомый угол просчитывается по отрезку вспомога­
тельной дуги, заключенному между заданными дугами.

Геометрическое место точек, равноудаленных от заданной, мож­
но найти, построив на' стереограмме малую окружность, стереогра­
фический центр которой совпадает с заданной точкой. Для этого, 
вращая сетку Вульфа, совмещаем эту точку то с одной, то с другой 
параллелью сетки, отсчитывая каждый раз по меридиану в обе 
стороны нужные угловые расстояния. Полученные точки принад­
лежат одной окружности, вычертить которую можно либо найдя 
геометрический центр круга, либо воспользовавшись одной из па­
раллелей сетки Вульфа как лекалом.

§ 3. Основные теоремы умножения симметрических операций

Теорема 1. Взаимодействие двух осей симметрии 2-го порядка, 
пересекающихся под углом X, порождает поворотную ось симмет­
рии с элементарным углом а=2Х.

Модельное доказательство. Асимметрическая фигурка /  
(рис. 9, а) переводится в положение 2 поворотом вокруг горизон­
тальной оси 2-го порядка (АД Если фигурку 1 условно назвать 
«левой», то «левой» следует назвать и фигурку 2, которая после 
поворота покажет наблюдателю свою изнанку. Поворот фигурки 2



вокруг оси L"2 переведет ее в положение 3, оставив по-прежнему 
«левой» (к наблюдателю снова обращена «лицевая» сторона фи­
гурки) .

Две «левые» фигурки — 1 и 3 — равны конгруэнтно и распо­
ложены таким образом, что могут быть совмещены друг с другом 
поворотом вокруг вертикальной оси Ln на угол а=2Х.  Ось Ln пер­
пендикулярна к плоскости осей 2-го порядка.

Рис. 9. К теоремам взаимодействия элементов симметрии

Теорема 2. Взаимодействие двух ялоскостей симметрии, пересе­
кающихся под углом X, порождает поворотную ось симметрии с 
элементарным углом поворота а=2Х—2Х' {%' — угол между осо­
быми направлениями — нормалями к плоскостям симметрии).

Модельное доказательство. «Левая» фигурка 1 (рис. 9, б) пе­
реводится отражением в зеркальной плоскости Р' в «правую» фи- 
гурку 2. Фигурка 3, полученная зеркальным отражением фигурки 2 
в плоскости Р", снова «левая». Две «левые» фигурки 1 и 3 равны 
конгруэнтно и могут быть совмещены друг с другом поворотом на 
угол а=2Х  вокруг оси Ln, перпендикулярной плоскости чертежа. 
Поскольку нормаль к плоскости совпадает с £ 2, можно сказать,
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что L з60 — результат взаимодействия двух инверсионных
П=~2Х

осей 2-го порядка, образующих угол Х'( = Х).
Теорема 3 («промежуточная»). Взаимодействие оси 2-го поряд­

ка и плоскости симметрии, пересекающихся под углом X, порож­
дает зеркальную ось симметрия с углом а=2А, или эквивалентную 
ей инверсионную ось симметрии с углом а', равным удвоенному 
углу между особыми направлениями (2А.') — осями 2-го порядка, 
поворотной и инверсионной.

Модельное доказательство. «Левая» фигурка 1 (рис. 9, в) пе­
реводится горизонтальной осью Ь2 в положение 2, поворачиваясь к 
наблюдателю своей «изнанкой», но оставаясь при этом «левой». 
Фигурка 2 переводится в положение 3 отражением в плоскости сим­
метрии, т. е. фигурка 3, зеркально равная фигурке 2, становится 
«правой». «Левая» и «правая» фигурки — / и 3 — могут быть сов­
мещены друг с другом лишь действием сложных осей симметрии, 
либо зеркальной с элементарным углом поворота а=2Х,  либо 
инверсионной с элементарным углом поворота а' =  180—а —2Х'.

Во всех трех случаях порожденная ось проходит через точку 
пересечения исходных особых направлений перпендикулярно плос­
кости последних. Для каждой теоремы справедливы перестановки, 
т. е. из трех операций за порождающие можно принять две любые 
операции, например для теоремы 3:

L2-P = &n,
Р-Ѣп =  L2,

Ь Л  = Р-

Нетрудно увидеть, что три разобранные теоремы фактически 
составляют одну: в з а и м о д е й с т в и е  д в у х  о с е й  с и м м е т ­
рии 2-го п о р я д к а ,  п о в о р о т н ы х  и л и  и н в е р с и о н н ы х ,  
п р и в о д и т  к в о з н и к н о в е н и ю  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  т о ч ­
ку  их п е р е с е ч е н и я  т р е т ь е й  оси с и м м е т р и и  с э л е ­
м е н т а р н ы м  у г л о м  п о в о р о т а ,  в д в о е  п р е в ы ш а ю щ и м  
у г о л  м е ж д у  и с х о д н ы м и  о с я м и ;  результирующая ось ока­
жется поворотной, если исходными будут две одинаковые оси (обе 
поворотные или обе инверсионные), и инверсионной, если оси будут 
разными. Большинство остальных правил взаимодействия элемен­
тов симметрии оказывается естественными следствиями или частны­
ми случаями этой фундаментальной теоремы, представляющей в 
свою очередь частный случай теоремы Эйлера о взаимодействии 
двух осей любых порядков. Так, р о ж д е н и е  ц е н т р а  и нв е р -  
с и и при взаимодействии четной оси симметрии и перпендикуляр­
ной к ней плоскости симметрии — частный случай теоремы 3:

Lj-PjL =  ^2  — Lx =  центр инверсии.
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Эти правила позволяют вывести все точечные группы — классы 
■симметрии, за исключением классов с несколькими осями высшего

Рис. 10. К осевой теореме Эйлера:
L®, L b, L° — стереографические 
проекции осей симметрии (верши­
ны сферического треугольника): о,
Ь, с — углы между осями (сто­
роны сферического треугольника); 
а , ß, у — элементарные углы по­
ворота осей L a, L b, L c соответ­

ственно

порядка. В последнем случае можно воспользоваться общей теоре­
мой Эйлера2 (см. также стр. 22).

При выводе классов симметрии удобны обозначения Шенфлиса, 
позволяющие одним символом (одной буквой с соответствующим 
индексом) охарактеризовать не только весь набор элементов сим­
метрии конкретного класса, но обозначить целое семейство род­
ственных классов. Для «раскрытия» символов Шенфлиса необхо­
димо знание правил взаимодействия элементов симметрии.

§ 4. Обозначение классов симметрии по Ш енфлису

Классы с е д и н с т в е н н о й  осью симметрии (циклические клас­
сы) обозначают буквой С с цифровым индексом, показывающим 
порядок оси3 (C3 = L3). Буква і в индексе указывает на инверси­
онную ось, S обозначает класс с единственной зеркальной осью; 
так, вместо C« можно записать 5 4, вместо С3г- и С*—S e и S2 соот­
ветственно.

Классы с побочными осями (осями 2-го порядка, перпендику­
лярными главной оси) обозначают'буквой D с цифровым индексом,

2 По Эйлеру (рис. 10), две оси L® и L b (элементарные углы поворота а  
и ß ), пересекающиеся под углом с, рождают ось симметрии L° с углом поворо­
та у. Зависимость между элементарными углами поворота осей (а , ß, у) и угла­
ми пересечения осей (а, Ь, с ) определяется из следующей формулы сферической 
тригонометрии:

cos у 12 -}- cos а/2 cos ß/2 

C0S С =  sin а/2 sig ß/2 ’

аналогично записываются формулы для вычисления углов a.{LbL c) и b ( L aLc).
Заметим, что ось L c поворотная, если L “ и L b одинаковы (обе поворотные 

или обе инверсионные), в противном случае ось L c инверсионная.
3 Обычная ошибка считать С обозначением не класса, а осп.
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показывающим порядок главной поворотной оси и число побоч­
ных осей (,D3 =  L33L2).

Для обозначения зеркальных плоскостей используют дополни­
тельные буквенные индексы: ѵ ■— в классах С для плоскостей ме­
ридиональных, т. е. параллельных единственной поворотной оси; 
Іі — для плоскости экваториальной, т. е. перпендикулярной единст­
венной, или главной, оси; d — для плоскостей, делящих пополам 
угол между побочными осями (плоскость — «делитель»), и 5 — 
для плоскостей «безразличной» ориентации (C3l)= L 33.P, C2/i =  L2PC, 
Dih = L^L?,bPC, i?2d= ^i2L^2P и Cs— P).

Классы с несколькими осями высшего порядка обозначаются 
буквами О (осевой комплекс — 3L44A36L2) и Т (осевой комплекс— 
3L24L3). Индексы h и d указывают на координатные и диагональ­
ные плоскости соответственно. Если имеются оба типа плоскостей, 
в символ вписывают лишь координатные.

ф 5. Схематический вывод групп (кла ссов) симметрии

Все сочетания элементов симметрии можно разделить на два 
типа: А — с одним или несколькими единичными направлениями 
(Е ), т. е. направлениями, не повторяющимися какими-либо опера­
циями симметрии; Б — без единичных направлений.

А. КЛАССЫ  С ЕДИНИЧНЫ М И Н А П РА ВЛЕН И ЯМ И

С единственным, или главным, особым направлением совме­
щаем поворотные оси, а также зеркальные (или инверсионные) 
оси ч е т н ы х  порядков (операции сложных осей нечетных поряд­
ков представляют собой комбинации действительных операций: 
<E3 =  L3P, £ 3 =  L3C) (см. задачу I).

Не нарушая «единичности» заданного направления, к нему 
можно добавить:

а) плоскость симметрии, проходящую через Е,
б) плоскость симметрии, перпендикулярную к Е,
в) ось второго порядка, перпендикулярную к Е,
г) любуку комбинацию названных элементов.

Добавление центра инверсии к Е приведет к одному из указан­
ных вариантов.

Рассмотрев все сочетания элементов симметрии, получим семь 
типов классов (групп) симметрии:

c n-*cnh
/  \  I

Е>п Env-^Dnh

Подставив в символы все кристаллографические значения по­
рядков осей симметрии и откинув повторения, получим 27 классов 
(групп) симметрии с единичным направлением.
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Б. КЛА ССЫ  Б Е З  ЕД И Н И Ч Н Ы Х ЕІАПРАВЛ ЕН И Н — КЛАССЫ  С 
Н ЕСКО ЛЬКИ М И  ОСЯМИ СИ М М ЕТРИИ ВЫ СШ И Х П О РЯ Д К О В

Не прибегая к доказательству общего случая теоремы Эйлера 
(см. стр. 19), воспользуемся известными из математики возможны­
ми сочетаниями поворотных осей высших порядков. Эти сочетания 
могут быть только такими, которые характеризуют правильные 
многогранники: 3L.iAL3QL2 для куба и октаэдра, 3L2AL3 для тетра-

Рис. 11. Кристаллографические сочетания осей высшего порядка

эдра 4 и 6Z.5IOL3I5L2 для правильного додекаэдра (12 граней в ви­
де правильных пятиугольников) и икосаэдра (20 треугольных гра­
ней); последний набор осей некристаллографичен, так как включает 
оси 5-го порядка; по Шенфлису обозначается I.

В обоих кристаллографических сочетаниях осей (рис. 11, а и б) 
три взаимно перпендикулярные поворотные оси симметрии (3L4

4 Фактически координатные оси в тетраэдре представлены тремя зеркаль­
ными (инверсионными) осями 4-го порядка, но каж дая из них кроме мнимого 
поворота на 90° предполагает реальный поворот на 180°, т. е. включает ось L 2, 
хотя п н е  м о ж е т  быть ею заменена:

а 6

&4= £4  =  ^ 2. НО ѣ 4 =
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или 3L2) удобно принять за координатные. Четверка равнонаклон­
ных к ним осей 3-го порядка «обеспечивает» эквивалентность 
координатных осей. Шесть осей 2-го порядка в кубе (и октаэдре) 
проходят по биссектрисам углов между координатными осями.

Взяв за основу простейший набор п о в о р о т н ы х  осей симмет­
рии 7 =  3^2413 (рис. И, б) и добавляя элементы симметрии, не 
размножающие исходный комплекс (центр симметрии, координат­
ные плоскости симметрии, диагональные плоскости симметрии, диа­
гональные оси 2-го порядка, а также любую комбинацию этих 
элементов), получим пять классов: Г, 7+ 7+ О, Oh 5.

Полученные таким образом 32 (27+5) класса симметрии
(32 точечные группы) исчерпывают все возможные случаи сочета­
ния операций (элементов симметрии) в кристаллических много­
гранниках.

§ 6. Координатные системы в кристаллографии

Необходимость фиксировать то или иное направление, ту или 
иную плоскость (например взаимное расположение граней) за­
ставляет вводить в кристаллах координатную систему. Однако 
пользоваться во всех случаях какой-то единой системой, например 
принятой в аналитической геометрии декартовой, в кристаллогра­
фии неудобно, так как прямоугольная система с одинаковыми мас­
штабами по осям не позволит достаточно полно и наглядно отра­
зить основные особенности кристаллов — симметрию и анизотро­
пию. Чтобы увязать координатные системы с симметрией кристал­
ла, координатные оси совмещают с его о с о б ы м и  н а п р а в л е ­
н и я м и 6 и лишь при отсутствии или недостаточном их числе — с 
действительными или возможными ребрами кристалла (если есть 
одно особое направление, то ребра должны лежать в плоскости, 
перпендикулярной этому направлению).

Таким образом, координатные системы кристаллов будут раз­
личаться как своими осевыми углами а=У  Z, ß = X  Z, у = Х  Y, 
так и различной степенью эквивалентности координатных направ­
лений. Последнее может быть условно отражено соотношением 
масштабных единиц а, Ъ, с вдоль осей X , У, Z соответственно.

Три возможности — а ф Ь ф с , а = Ь ф с  и а=Ь =  с — позволяют 
распределить кристаллографические координатные системы по трем 
категориям — низшей, средней и высшей; рассмотрение угловых 
соотношений в каждой из этих категорий позволит вывести все 
кристаллографические реперы. Классы с единым координатным 
репером объединяют в одно семейство — сингонию.

6 T h = T i  и Он =  0( =  Оа.
6 Особыми направлениями кристалла считают оси симметрии и нормали к 

плоскостям симметрии, иными словами, поворотные и сложные оси симметрии.
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Из условия неэквивалентности координатных осей следует, что 
к низшей категории должны относиться лишь классы, не и м е ю ­
щи е  о с е й  с и м м е т р и и  в ы с ш е г о  п о р я д к а .  Число особых 
направлений, как следует из теорем взаимодействия элементов- 
симметрии, может быть равно лишь 3, 1 и 0.

1. Особых направлений — три. Так как особыми направлениями 
в низшей категории оказываются поворотные или инверсионные 
оси в т о р о г о  порядка, здесь, как очевидно из тех же теорем, 
неизбежны прямые утлы между координатными осями. Сннгонию 
с таким координатным репером •— а ф Ь ф с  и a= 'ß = y = 9 0 ° — на­
зывают р о м б и ч е с к о й 7.

2. Особое направление — одно. С этим особым направлением — 
осью 2-го порядка, поворотной или инверсионной, —■ совмещают 
о д н у  координатную ось, д в е  другие приходится выбирать более 
или менее произвольно — параллельно ребрам, которые должны 
лежать в перпендикулярной особому направлению плоскости.

Таким образом, приходим к координатному реперу с двумя 
прямыми углами (угол между координатными осями, выбранными 
параллельно, ребрам, косой).

С особым направлением совмещают либо ось Y (классическая 
установка), либо ось Z (новая установка):

1) классическая установка: а ф Ь ф с ,  а=у = 90°, ß#90°;
2) новая установка: а ф Ь ф с ,  a =  ß =  90°, у=/=90°.
Классы с такой координатной системой образуют м о н о к л и н ­

ную с н н г о н и ю  (греч. моно — один, клинос — косой).
3. Особые направления отсутствуют. Координатные оси прихо­

дится выбирать параллельно действительным или возможным реб­
рам кристалла, что приводит к координатному реперу самого обще­
го вида:

I. НИЗШАЯ КАТЕГОРИЯ ( а ф Ь ф с )

а ф Ь ф с , а  ф  ß ф у  ф  90°.
Сингония, к которой относятся классы с такой координатной, систе­
мой, называется т р и к л и н н о й.

II. С Р Е Д Н Я Я  К А ТЕГО РИ Я ( а = Ь ф с )

Из условия эквивалентности двух координатных осей следует, 
что к средней категории относятся лишь классы с е д и н с т в е н ­
ной о с ь ю  в ы с ш е г о  п о р я д к а  — главной осью класса. 
С главной осью совмещают вертикальную координатную ось Z, 
оси X я Y выбирают в плоскости, перпендикулярной к главному 
направлению по осям 2-го порядка, поворотным или инверсионным, 
если же их нет — параллельно ребрам кристалла. Угол у между

7 Ось Z принято во всех классах этой сннгонии совмещать с п о в о р о т н о й
осью.
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горизонтальными осями определяется порядком главной оси: 
у  = 90° д л я  о с и  4-го порядка и 7 = 120° для осей 3-го и б-го поряд­
ков. Таким образом, в средней категории выделяются две коорди­
натные системы, которым соответствуют две сингонии:

1. Т ет р а г о и а л ь и а я с и иг о и и я: а = Ьфс,  a = ß = y  — 90°;
2. Г е к с а г о н а л ь н а я  с и н г о и и я 8: а = Ьфс,  a = ß  =  90°, 

у =  120°.
П р и м е ч а н и я ,  а) по традиции для координатных горизонталь­

ных осей в тетрагональной сингонии предпо­
читают Ь2, в гексагональной — £г (нормали к 
плоскостям симметрии);

б) гексагональную сингонию можно подразде­
лить на две подсингонии — тригональную с 
главной осью L3 и £з и гексагональную с 
главной осью А6 и £ .6.

III . ВЫ СШ А Я К А ТЕГО РИ Я (а = Ь = с )

Эквивалентность координатных осей предполагает существова­
ние хотя бы одной оси 3-го порядка, равнонаклонной к координат­
ным осям, а следовательно, и равенство осевых углов а, ß и у. 
Рассмотрим две возможности:

1. а  =  ß =  у ф  90°

В этом случае ось Ьъ будет единственной осью высшего поряд­
ка, поэтому эквивалентные направления, вдоль которых выбраны 
координатные оси, не могут быть особыми направлениями, если 
только они не образуют с £з угол, равный 90°. Выбрав координат­
ные оси, как было принято, по особым направлениям, придем к 
только что рассмотренному в средней категории случаю — к гек­
сагональной сингонии.

2. а =  ß =  у  =  90°

В прямоугольной системе с эквивалентными координатными 
осями через каждую пару противоположных октантов пройдут оси 
3-го порядка (4L3), равнонаклонные к координатным осям, совпа­
дающим либо с 3L.|, либо с 3 £ 4, либо с 3Ь2.

Таким образом, в высшей категории оказывается лишь одна ко­
ординатная система и одна сингония — к у б и ч е с к а я :  а=Ъ =  с, 
a = 'ß = y  =  90°.

Итак, если классы распределять по сингониям в соответствии с 
координатными системами, естественно выделять ш е с т ь  с и н г о -  
н и й:

8 Особенность гексагональной сингонии — три эквивалентных направления 
в горизонтальной плоскости — позволяет в случае надобности вводить третью 
горизонтальную координатную ось —  U (установка Бравэ).
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I. Низшая категория (а ф Ъ ф с )
1. Триклинная сингония — а =7̂ = ^  у ̂ 9 0 °  (=/=120°).
2. Моноклинная сингония — а =  у =  90°, |3=т̂ 90° (=^120°) или

a = ß  =  90“, y^ 9 0 °  (^120°).
3. Ромбическая сингония — a = ß  =  Y = 90 °.

II. Средняя категория (а— Ь ф с )
4. Тетрагональная сингония —  a = ß = Y = 9 0 ° .
5. Гексагональная сингония — a =  ß =  90°, у=120°.

III. Высшая категория (a— b =  c)
6. Кубическая сингония — a = ß = Y  =  90°.

§ 7. М еждународные обозначения классов симметрии 
( символы Герм ана—М огена)

Очень простая и наглядная символика Бравэ, с которой мы 
имели дело до сих пор, не является, однако, общепринятой, так как, 
несмотря на громоздкость, формулы Бравэ все же не отражают 
всех операций данного класса (см. стр. 27), а кроме того, их нель­
зя использовать для описания симметрии кристаллических струк­
тур.

Кроме символов Шенфлиса, рассмотренных выше, в настоящее 
время широко используют так называемые международные обозна­
чения (символы Германа — Могена). Их преимущество — крат­
кость и точная привязка к координатным системам.

На позициях международного символа (их может быть 3, 2 
или I) записывают обозначения н е э к в и в а л е н т н ы х  особых на­
правлений. Если особое направление совпадает одновременно и с 
нормалью к плоскости симметрии и с осью симметрии, то в сим­
вол вписывается лишь обозначение плоскости симметрии. Исклю­
чение составляет главная ось в классах средней категории и ось, 
которую нельзя считать порожденной двумя плоскостями. В та­
ких случаях символ имеет форму дроби, числитель которой отно­
сится к оси, а знаменатель — к плоскости симметрии. Под буквой 
т ,  которая обозначает плоскость симметрии, в символе всегда под­
разумевают особое направление этой плоскости, т. е. ее нормаль.

В р о м б и ч е с к о й  сингонии три позиции символа связаны со­
ответственно с особыми направлениями вдоль координатных осей 
X, Y и Z (L22P =  mm2— m2m=2mm)  9.

Символ класса м о н о к л и н н о й  сингонии имеет лишь одну по­
зицию, не отражая, с какой из координатных осей, Y или Z, свя­
зано единственное особое направление; чтобы показать это, можно

9 Очевидно, что символы m2m  и 2тт  отвечают нестандартным для ром­
бической сингонии установкам: в первом случае поворотная ось идет вдоль оси 
У, во втором —  вдоль оси X.
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на позиции, не занятые особыми направлениями, поставить едини-
/  2 9 2 4цы — оси 1-го порядка ( L„PC =  —  =  1 —  1 или 11 —  ).
V т т т J

В т р и к л и н н о й  сингонии особых направлений нет; в символ 
вписывают ось 1-го порядка, поворотную или инверсионную
0 -1= 1, £ 1=ъ а = с = 1 ) .

В сингониях с р е д н е й  категории на 1-й позиции стоит особое 
направление, совмещенное с осью Z, — главное координатное на­
правление, на 2-й — особое направление, совмещенное с осью 
X{ — Y=U),  — побочное координатное направление, на 3-й — 
особое направление, образующее с побочным координатным угол

—  (О

а/2. Для осей 4 и 4 ( =  4) «/2 =  45°, и эти направления называют
__  (О

диагональными, для осей 6 и 6 ( =  3) а/2=30° — апофемальными
(L44L2=422, L $ P = 6 m m ) .  Для осей 3 и 3 ( =  6) а/2=60°, а так 
как все направления, образующие между собой углы в 60°, в дан­
ном случае эквивалентны, 3-я позиция в символе пустует 
(.ЦЗР =  Зт).

В к у б и ч е с к о й  сингонии четверка осей L3, обозначаемая циф­
рой 3, занимает 2-ю позицию, на 1-й стоят координатные 
( X = Y = Z )  особые направления (4, 4, 2), на 3-й — диагональные, 
т. е. проходящие по биссектрисе углов между координатными ося­
ми (3Z-4 4L3 61,2 =  432).

Таким образом, в международных символах записывают в ос­
новном п о р о ж д а ю щ и е  элементы симметрии, предпочитая счи­
тать таковыми п л о с к о с т и  симметрии. Из сложных осей здесь 
используют лишь инверсионные оси, причем, если инверсионная ось 
не «перекрывается» поворотной того же порядка, ее обязательно 
надо фиксировать (не 3/т, а 6).

КВА Д РА ТЫ  КЕЙ ЛИ

Нетрудно увидеть, что даже самая подробная форма обозна­
чения классов симметрии (система Бравэ), вполне достаточная для 
характеристики симметрии кристалла, не отражает полностью все 
симметрические операции соответствующего класса. Так, не учиты­
ваются правые и левые повороты вокруг осей симметрии, не запи­
сываются оси симметрии, операции которых «перекрываются» опе­
рациями осей более высоких порядков.

Общее число симметрических операций точечной группы 
(класса) определяет ее порядок; он соответствует числу граней 
общего положения, связанных операциями симметрии этой группы. 
Так, на рис. 12 изображена проекция класса 4//га и фигурка, раз­
множенная операциями этого класса. Фигурка повторяется 8 раз, 
следовательно, число симметрических операций этого класса — его 
порядок — равно 8. Перечислим эти операции:
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1. а-+б— 41 (совмещение фигурки а с фигуркой б=поворот на 
90° по часовой стрелке).

2. а -^ в = 4 2 =  2 (поворот на 180°).
3. а-»-г =  43 =  4-1 (поворот на 270° по часовой стрелке пли на 

90° против часовой стрелки).

Рис. 12. Стереограыма класса 
4/т  (черная точка в центре 
кружка означает, что под фи­
гурой находится такая ж е, но 
обращенная к читателю своей 

изнанкой) 4 5

г Таблица

1 41 2 4-1 т 4 1 4

41 2 4-1 1
о
4 Г 4 т

2 4-1 1 4 Г 4 т
о
4

4-1 1 4 2 4 пг
о
4 I

т
о
4 т . 4 1 4 2 4-1

о
4 I 4 т 4 2 4-1 1

Г 4 гп
о
4 2 4-1 1 4

4 т
о
4 1 4-1 1 4 2

4. а-+д = т (отражение в горизонтальной плоскости /п2).
О __

5. а-*-е=4 '= 4 _1 (зеркальный поворот на 90° по часовой стрел­
ке или инверсионный на 90° в противоположном направлении).
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6. а-^-ж — і ( =  1) (инверсия в точке).
__  О

7. а-^з =  4' =  4_1 (инверсионный поворот по часовой стрелке на 
90° или зеркальный на 90° в противоположном направлении).

8. а-ѵа= 1 (операция тождественности или идентичности).
Чтобы узнать строй группы симметрии, т. е. найти произведения

всех пар симметрических операций данной группы, удобно восполь­
зоваться квадратной таблицей умножения — построить так назы­
ваемый к в а д р а т  К е й л и  (см. таблицу). Операции симметрии 
записываются в верхней горизонтальной строке и в первом верти­
кальном столбце квадрата. Произведение операций находится на 
пересечении вертикального столбца с соответствующей горизон­
тальной строкой.



ГЛАВА II

СИМВОЛЫ ГРАНЕЙ И РЕБЕР КРИСТАЛЛОВ. ОСНОВНЫЕ 
ЗАКОНЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ КРИСТАЛЛОГРАФИИ

§ 1. Пространственная решетка кристалла. 
Закон постоянства углов и закон симметрии

Основная особенность кристаллического состояния заключается 
в трехмерной периодичности расположения материальных частиц. 
Простейшей симметрической операцией, которая совмещает друг с 
другом эквивалентные точки кристаллического пространства (мыс­
лимого бесконечным), т. е. приводит всю кристаллическую струк­
туру в самосовмещение, служит перенос, поступание — трансля-

Рис. 13. Структуры куприта Си20  
(а),  пирита F e S 2 (б ), их простран­

ственная решетка (в)

ция, шаг симметрии. Геометрическим образом — э л е м е н т о м  
с и м м е т р и и ,  — задающим и осуществляющим такую трансляци­
онную повторяемость в трех некомпланарных направлениях, будет 
параллелепипедальная сетка — п р о с т р а н с т в е н н а я  р е ш е т ­
к а  (рис. 13). К понятию решетчатого строения кристалла (по 
В. И. Вернадскому и Н. В. Белову) достаточно непринужденно при­
водит анализ одного из основных свойств кристалла — его одно-
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родности в современном ее понимании, т. е. с учетом дискретности 
материи. Однородным нужно считать такое тело, в котором вокруг 
любой его точки на к о н е ч н ы х  расстояниях найдутся точки, экви­
валентные первой не только в физическом отношении, но и в г е о ­
м е т р и ч е с к о м ,  т. е. находящиеся в таком же окружении, как и 
первая точка. Пусть наше внимание привлекла некоторая исход­
ная, «нулевая» точка кристаллического пространства (рис. 14, а).

О а > • -  >~о- 3-в-----

5

Рис. 14. Узловой ряд (а ) ; узло­
вая сетка (б ); пространствен­
ная решетка и ее элементарная 
ячейка ( в ) ; к закону симмет­

рии (г)

На кратчайшем расстоянии а = а шш от этой точки находим точку 1г 
эквивалентную выбранной, т. е. такую, на расстоянии а от которой
в направлении вектора а должна находиться аналогичная точка 2. 
Продолжая рассуждение (0->-1 ->-2->-3-к..), получим прямолиней­
ный ряд (шеренгу) эквивалентных точек («узлов») с одинаковыми 
расстояниями между ними, причем между членами этого ряда не­
возможны дополнительные аналогичные точки. В некотором другом
направлении (&, рис. 14, б), не параллельном вектору а, эквива­
лентные точки также выстроятся в другую шеренгу с межузловым 
расстоянием Ь ^ а ,  и эти два непараллельных узловых ряда опреде­
лят собой бесконечную плоскую сетку — узловую сетку. Легат 
доказывается, что внутри петли сетки невозможна еще одна ана­
логичная точка. Приняв во внимание и третье направление — век-
тор с ^ Ь ^ а ,  получим трехмерную сетку также с пустыми ячейка­
ми — «пространственную решетку» (рис. 14, в). Таким образом, 
кристаллическим, т. е. математически чистым, однородным веще­
ством следует считать такое, в котором материальные частицы 
(или другие особые точки, например середины векторов менаду 
двумя частицами) расположены по закону пространственной ре­
шетки. Все остальные характеристики кристалла, входящие в его 
классическое определение — твердость, анизотропность, способ­
ность самоограняться,—легко выводятся, оказываются следствием 
его «решетчатого» строения.
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Пространственная решетка позволяет достаточно просто объяс­
нить такие давно признанные принципы кристаллографии, как з а- 
к о II п о с т о я н с т в а  у г л о в  (закон Стенопа — Ломоносова — 
Ромэ-Делиля) и з а к о н  с и м м е т р  и и.

Действительно, поскольку размещением материальных ча­
стиц в кристаллическом пространстве «управляет» пространствен­
ная решетка, можно считать, что грань кристалла — это материа­
лизованная узловая сетка, а ребро — материализованный узловой 
ряд. Взаимное расположение граней и ребер кристалла, таким 
■образом, соответствует взаимному расположению узловых сеток 
п рядов пространственной решетки, а значит, п о с т о я н н о  для 
данного вещества, не зависит от случайных изменений условий 
кристаллизации (неравномерного питания, температуры и др.).

Отсутствие в кристаллах осей симметрии 5-го п выше б-го по­
рядков (з а к о и с II м м е т р  и и) также хорошо объясняется «решет­
чатым» строением кристалла, «вмешательством» пространственной 
решетки. Не повторяя общеизвестных доказательств этого положе­
ния, приводим здесь предложенное Н. В. Беловым, выгодно отли­
чающееся от других своей общностью п тем, что оно выявляет и 
подчеркивает некоторые интересные особенности кристаллической 
пространственной решетки.

Доказательство разбиваем на два этапа.
1. Установим минимальный угол между эквивалентными узло­

выми рядами и максимальный порядок оси симметрии.
Пусть два пересекающихся в точке А узловых ряда (рис. 14, г) 

определяются одним и тем же межузловым расстоянием, м и н и ­
м а л ь н ы м  для данной пространственной решетки ( а = а т ш).  Тог­
да в треугольнике А А ХА2 сторона А ХА2 должна быть либо равна, 
либо больше а (АхА2̂ а ) ,  а следовательно, Z а^6 0 °. Значит, если 
мы узел А берем на оси Ln, которая перпендикулярна к узловой 
сетке, построенной на рядах А А Х... и АА2..., то порядок оси не мо­
жет превышать шести 6).

2. Установим допустимые порядки кристаллографических осей 
симметрии.

Любая узловая сетка всякой пространственной решетки пред­
ставляет собой параллелограмматическую сетку, а следовательно, 
как в этом нетрудно убедиться по рис. 14, б, в, г, обладает осевой 
симметрией 2-го порядка. Если в- кристалле есть ось нечетного по­
рядка (Ln= 2м-і), то узловая сетка такого кристалла, перпендику­
лярная к этой оси, будет иметь симметрию четного (вдвое боль­
шего) порядка как результат взаимодействия оси Ln=2л+і с парал­
лельной ей осью 2-го порядка, присущей каждой сетке:

Ln=2k+\'L2 = L2n=ik+2-
Следовательно, если предположить, что в кристалле имеется ось 
симметрии 5-го порядка (п-<6 !), то окажется, что плоская сетка, 
перпендикулярная этой оси, должна иметь симметрию 10-го поряд­
ка, что противоречит только что доказанному ( п ^  6).
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Таким образом, пространственная решетка кристалла допускает 
оси симметрии лишь следующих порядков: п = \ ,  2, 3, 4, 6.

§ 2. Символы узловых сеток (граней) кристалла

Для математической интерпретации взаимного расположения 
граней и ребер кристалла можно воспользоваться их схемами — 
узловыми сетками и узловыми рядами пространственной решетки. 
Положение каждой узловой сетки (грани) может быть зафиксиро-

Р ііс. 15. Определение символов узло­
вых сеток (граней) кристалла: 

а —1, 2, 3—линии пересечения граней 
кристалла (узловых сеток) с плоско­
стью XY структуры; 6  —  то ж е с 
плоскостью XY пространственной 

решетки

вано отрезками (параметрами), отсекаемыми данной сеткой на 
трех рядах решетки, принятых за оси координат X, Y и Z. Ряды ре­
шетки, выбираемые за координатные оси, должны, если это воз­
можно, совпадать с особыми направлениями кристалла — осями 
симметрии или нормалями к плоскостям симметрии. За единицы 
измерения удобно выбирать отрезки а, Ь, с — промежутки ряда 
или периоды повторяемости (идентичности) по координатным
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осям І0. Нетрудно показать, что вдоль особых направлений перио­
ды идентичности короткие, хотя и не обязательно кратчайшие.

Так, положение плоской сетки 1, параллельной оси Z  (рис. 15), 
определяется параметрами За (по оси X) и 2b (по оси У); плоской 
сетки 2 — параметрами а и Ь. «Закон решетки» требует, чтобы 
сетки, параллельные данной, — сетки одного семейства — прохо­
дили через каждый узел решетки. Из рис. 15 очевидно, что все эти 
сетки пересекают координатные оси в одинаковом отношении. Дей­
ствительно, сетки 1, V, 1", V" отсекают на осях X, Y и Z следующие 
отрезки в долях а, Ь, с:

сетка X Y Z
1 3 единицы 2 единицы со

1 2
1' 2 -  » 1- » оо

2 3

1" 2 »
1

1- » 
3

оо

2
1"' 1 » » со

3

Положение всего семейства параллельных сеток, а следователь­
но, и определяемой им грани кристалла, однозначно выражается 
отношением их параметров, измеренных соответствующими проме­
жутками рядов:

о о 5 5 4

2 3 3

1 2=  1 : — : о° =  p:q:r ,

где р, q, г — целые взаимно простые числа (параметры Вейса). 
В аналитической геометрии ради удобства (ноль вместо беско­
нечности) предпочитают пользоваться отношением обратных (так­
же целочисленных) величин — /г, k, I — индексов Миллера. Три 
индекса, записанные без знаков отношений в круглых скобках, 
представляют с и м в о л  г р а н  и (hkl).

Из рис. 15 следует, что символ семейства узловых сеток 1 (гра­
ни 1) определится как (230), так как

—  : —  : —  =  2 : 3 : 0 .
3 2  оо

Легко видеть, что символы граней 2 — (ПО), 3 — (210) и 4 — 
(І40).

10 Параллелепипед, построенный на векторах а, Ь, с, называют элементар­
ной ячейкой пространственной решетки, а величины а, Ь, с  и углы между коорди­

натными осями (осевые углы) а (У 2 ) ,  ß (X Z ) и у (ХУ) — константами (парамет­
рами) решетки, ее репером (см. рис. 14).
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Все сказанное нетрудно перевести на язык аналитической гео­
метрии. Действительно, плоскость (грань, узловая сетка) опреде­
ляется уравнением вида

АХ + BY  -f CZ = D. (1)

Заменив грань кристалла узловой сеткой, проходящей через 
начало координат параллельно грани, можем воспользоваться 
уравнением вида

АХ  +  BY  +  CZ = 0. (2)

Кроме начала координат такая сетка проходит и через другие узлы 
пространственной решетки. Выбрав два из них — (X\YiZ\) и 
{X2 ,Y2Zo), не лежащих на одной прямой с началом координат, мо­
жем записать

AXj. +  BY1 +  CZ1 =  0 ,  I

л х 2 +  b y 2 +  c z 2 =  о, (
где

*1 ~  =  УФ> =  ПС
Х 2 =  х2а, У, = уф, Z2 =  z2c,

(3)

причем х\, у и Z\, Х2 , у% г2 — целые числа, а а, b и с — масштабные 
единицы (периоды повторяемости) по соответствующим координат­
ным осям.

Подставив значения координат двух узлов в систему (3), полу­
чим

Аах1 +  Bby1 +  Ccz1 =  0, |
Аах2 -j- Bby2 +  Ccz2 =  0. J

Совместное решение уравнений (4), выраженное через опреде­
лители, позволяет найти отношение их коэффициентов:

Аа : ВЪ : Сс = Uizi Zixi хіУі
У2 Ч z2x2 -̂ ѵУі

Так как определители, составленные из целых чисел, суть целые 
числа, можно записать

Аа = hm; Bb =  km; Сс =  Іт,

где /г, к, I — целые взаимно простые числа; т — общий множи­
тель.

Таким образом, уравнение плоскости AX + BY+CZ = 0 в его кри­
сталлографическом выражении (для узловой сетки) имеет вид

hx -[- ky -j- lz 0.

2*

(5)
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Узловые сетки, параллельные сетке, проходящей через начало 
координат, имеют уравнение вида

hx kij +  lz — р,
где р — целое число. Наименьшему р — единице — отвечает сетка, 
которая, как нетрудно увидеть, будет ближайшей к началу коор­
динат:

hx -}-- ky “j“ lz =  1.
Записав это уравнение иначе:

* I У I 2 =  1
l / h  1 I k  1Ц

получим уравнение плоскости (в данном случае — узловой сетки) 
в отрезках. Следовательно, 1//г, l/k и 1/1 — это отрезки, отсекае­
мые на осях координат ближайшей к началу узловой сеткой, из­
меренные периодами повторяемости a, b и с. Нетрудно показать, 
что вторая, третья и т. д. сетки отсекут на осях отрезки, равные 
соответственно

2а 2 Ь 2с 3 а  3 b 3 с
. > , > ; 1 ; 1 , > : ^ Д'h k  I к k I

Таким образом, 1) коэффициенты уравнения hx+ky + lz = 0 — 
не что иное, как мнллеровские индексы сетки (грани); 2) семейство 
узловых сеток, параллельных грани с символом {hkl), делит реб­
ра а, Ь, с примитивной элементарной ячейки соответственно на h, к 
и I частей (см. рис. 15).

§ 3. Символы узловых рядов (ребер) кристалла
В кристалле, где все параллельные направления идентичны 

друг другу, узловой ряд, проходящий через начало координат,

Рис. 16. Определение символов узловых ря­
дов (ребер) кристалла

характеризует все данное семейство рядов. Следовательно, для 
определения положения узлового ряда (или ребра кристалла) до­
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статочно координаты х, у  и г одной его точки (узла) измерить пе­
риодами повторяемости а, Ь, с по соответствующим осям У х у  г \
( ~ >  — )  и взять отношение полученных величин. Это от­
ношение, приведенное к отношению целых взаимно простых чисел 
г, s, t, записывают в квадратных скобках и называют символом 
ребра М ] 11 (рис. 16),

§ 4. Закон Гаю и. О пределение символов граней и ребер  
кристаллических многогранников

Все изложенное выше составляет сущность известного з а к о н а  
р а ц и о н а л ь н о с т и  д в о й н ы х  о т н о ш е н и й  п а р а н е т -

Рнс. 17. К закону рациональ­
ности двойных отношений па­

раметров (закону Гаюи)

р о в  — закона рациональности индексов, сформулированного Гаюи 
в 1783 г. на основании изучения лишь в н е ш н е й  формы кристал­
лов; д в о й н ы е  о т н о ш е н и я  п а р а м е т р о в  д в у х  л ю б ы х  
г р а н е й  к р и с т а л л а  р а в н ы  о т н о ш е н и ю  ц е л ы х  
н е б о л ь ш и х  в з а и м н о  п р о с т ы х  ч и с е л .

Так, если грань А\, J3U Сі (рис. 17) отсекает на координатных 
осях кристалла параметры О А і, ОВи ОСи а грань А 2В2С2—ОА2, 
ОВ2, ОС2, то

0Л Х . ОВ1 
ОАг ' ОВ2

ОС!  

ОС2
= т :п :  р,

где т, п, р — целые и для реальных кристаллов сравнительно не­
большие числа. Одну из граней, пересекающую три координатные 
оси (например, Л0В0Со), можно принять за исходную (параметри­
ческую) и ее параметры считать единицами измерения по соответ- 11

11 Часто предпочитают говорить не о символе отдельного ребра, а о сим­
воле оси зоны (или просто о символе зоны). З о н о й ,  или поясом, кристалла на­
зывают совокупность граней, пересекающихся по параллельным ребрам. Грани 
одной зоны можно называть т а у т о з о н а л ь н ы м и.
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ствующпм осям для всех остальных граней н ребер данного кри­
сталла 12.

Для нахождения с и м в о л а  некоторой г р а н  п отрезки, отсе­
каемые ею на координатных осях, измеряют отрезками параметри­
ческой грани по соответствующим осям. Взяв отношения о б р а т ­
н ы х  величин и избавившись от дробей, получим символ данной 
грани. Так, символ грани Лі£>іС| (рис. 17) определится следующим 
образом:

0Аг . QB± . 0CL 
ОА0 ' OS0 ' ОС0

p:q:r ,

или сразу

_і_ . _і_ 

Р ’ <7
— — h \ k : l

ОА0 . OBq ' P P q 

0Аг ' 0В± ' ОСх
( Ш ) .

Достаточно очевидно, что символ п а р а м е т р и ч е с к о й  гра­
ни — ( 111) 13, отсюда другое ее название — «е д и н и ч н а я».

Для определения символа некоторого р е б р а  надо координаты 
любой его точки измерить соответствующими параметрами единич­
ной грани и взять отношение полученных величин:

— —  : — : — —  =  г  : s  : t - +  [ r s t ] .
0Аа ОВ0 ОС0 1

Итак, закон Гаюи, устанавливая зависимость во взаимном рас­
положении граней (и ребер) кристалла, позволяет, выбрав коор­
динатные оси и параметрическую грань, получать возможные гра­
ни и ребра кристалла заданием плоскостей и направлений с рацио­
нальными индексами.

§ 5. Единичная грань в кристаллах разных сингоний

Запись (111) в общем случае отнюдь не означает р а в е н с т в а  
п а р а м е т р о в  единичной грани: единицы в символе указывают 
лишь, что параметры именно этой грани выбраны за относитель­
ные единицы измерения параметров всех остальных граней (и ре­
бер) данного кристалла.

Если параметрическую грань удалось выбрать так, что ее параметры 
а, Ъ, с оказались пропорциональными параметрам элементарной ячейки, то отно­
шение а :  Ь : с может служить характеристикой кристалла. Обычно одну из ве­
личин этого отношения (b ) приравнивают к единице н пять констант

/ а с \
—  ( “  ■' I •' —  1 =  яо : 1 : со и а , р , у — называют г е о м е т р и ч е с к и м  и

к о н с т а н т а м и ,  и л и  э л е м е н т а  м и (параметрами), к р и с т а л л  а.
13 О единичной грани в гексагональной сингонни см. стр. 41.
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В к у б и ч е с к о й  сингонии координатные оси связаны равнона- 
клонной к ним осью 3-го порядка, поэтому они равномасштабны и 
три единицы измерения одинаковы: a =  ö =  c, т. е. единичная грань 
отсекает р а в н ы е  отрезки по всем трем координатным осям. На 
стереограмме проекция такой грани занимает строго определенную 
позицию — на выходе оси 3-го порядка.

В с р е д н е й  категории поворотом вокруг главной оси симмет­
рии связаны лишь горизонтальные координатные оси, поэтому 
а = Ьфс  и запись (111) говорит о равенстве лишь д в у х  п е р в ы х  
параметров. На стереограмме единичная грань располагается на 
биссектрисе угла между горизонтальными координатными осями.

В сингониях н и з ш е й  категории координатные оси не эквива­
лентны друг другу, поэтому параметры единичной грани по в с е м  
т р е м  о с я м  различны (а ф Ь ф с ) и за единичную грань здесь 
можно принять любую грань, пересекающую все три оси.

§ 6. «Четвертый» индекс в гексагональной сингонии

В гексагональной системе, как уже упоминалось, в горизон­
тальной плоскости располагаются тр и  эквивалентных направле­
ния, и, хотя для однозначного определения положения грани или 
ребра кристалла достаточно лишь осей X, Y, Z, иногда бывает по­
лезна и четвертая (горизонтальная) ось U (координатная система 
Бравэ) 14; так, тройка горизонтальных осей (X, У, U) упрощает 
операции размножения граней и ребер (точек) главной осью 3-го 
или 6-го порядков и позволяет подчеркнуть единство любых эле­
ментов огранения кристалла, связанных главной осью. Однако до­
полнительный — четвертый —■ индекс в символе неудобен при ма­
тематических расчетах, и его обычно удаляют по п р а в и л а м ,  
р а з л и ч н ы м  д л я  г р а н е й  и р е б е р  ( точек) .

Рис. 18, показывает, что в символе любой г р а н и  сумма индек­
сов по трем эквивалентным осям равна нулю, т, е. h-\-k—i, и по­
этому переход от четырехзначного символа грани к трехзначному 
и обратно особенно прост. В первом случае индекс і вычеркивают, 
во втором — вводят как сумму первых двух индексов с обратным 
знаком:

(hk.il) -> (hkl); (hkl) ->■ (h k h +  k l).

Соответствующие переходы для символов ребер несколько 
сложнее. Очевидно, что вычеркнуть о д и н  индекс из четырехзнач­
ного символа ребра, т. е. просто приравнять о д н у  из координат 
точки на ребре нулю, нельзя, так как это изменит его направление.

14 Трехосная система Миллера, в которой три эквивалентные координатные 
оси направлены под углом 0 =^9 0 “=?̂  120° друг к другу, здесь не рассматривается. 
Взаимные переходы между этими системами разобраны в задаче X.
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Из рис. 19 видно, что изъять лишний индекс можно, если величину, 
обращающую его в нуль, добавить ко в с е м  т р е м  первым 
индексам символа:

[rstiy/] = [г — w s — w w — w tf] =  [г — w s — w 0 t\ =
=  [г — w s — ш /] =  [гѴ /'].

Обратный переход:

[r's 'f '] =  [r's'Of'] =  [/■'+/ s'-j-/ /  t'],

где f — любое число, поэтому одному и тому же трехзначному 
символу [r's 'f] будет отвечать бесчисленное множество четырех-

Рис. 18. К теореме h + k = i .  
AB  — линия пересечения грани 
(hkil) с плоскостью осей XYU. 

По построению BL\\OU,  
A A B L ~  AANO,  отсюда

Р +  <7 _  Ч Р '+ Ч  _  Ч 
Р ~  п * pq nq ’

_1_ J ______ 1_

Ч Р ~  п. ’ 
или

1
_ L1

1 = 1

р ч п

-> 1 -»
Р Ч 

тогда h -f- k =  i
Рис. 19. Взаимные переходы между трех­
значным и четырехзначным символами 

ребра

значнмх, и, чтобы сделать такой символ определенным, прихо­
дится вводить какое-либо дополнительное условие. Так, если по 
аналогии с гранями в символе [r'+f s '+ f  f t'] сумму первых трех
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индексов приравнять к нулю 15 
рически и не оправдано), тогда

(хотя в данном случае это геомет-
f  =

r' +  s'

- ( r '  +  s'). Н  =

=  [2/-' — s' 2s' — г' — (r' +  s') 3 t ' \ ^ [rswt \ .
Следует отметить, что после отбрасывания знаменателя индексы 

ребра перестают быть координатами избранной точки (М на 
рис. 19), так как она сместится вдоль ребра, однако само ребро 
не изменит своего направления.

Примеры использования третьей горизонтальной оси в гексаго­
нальной сингонии приведены на рис. 20, а и б.

Рис. 20. Поворот вокруг оси 3 . 
а)_ ребра J точки): 1; [2301]—̂ 2. [0231]-»-3. [3021] =  [23-1]— 
[З М М 1 2 - 1 ] ;  б) грани: 1. (3 2 5 І)-> 2 ._ (5 3 2 1)^-3. (2531) =  

=  (3 2 -1 )-ь (5 3 -1 )- ѵ (2 5 -1 )

Чтобы не путать четырехосную установку Бравэ с трехосной 
Миллера, в трехзначные_ символы Бравэ можно вставлять точку.
При этом (hk-l) =  (lik h + k l), a[rs ■ i\ ={rs0t].

Введение дополнительной горизонтальной оси позволяет выби­
рать единичную грань в гексагональной сингонии двумя способами: 
она должна отсекать равные отрезки либо на осях XY, либо на 
осяx_XU. Символ грани в первом случае (1121), во втором — 
( Ю Н )  16.

15 На практике удобнее приравнивать дополнительный индекс к нулю.
16 Определяя символы граней кристаллов гексагональной сингонии, рекомен­

дуется сначала не обращать внимания на «лишнюю» ось U, не забывая, однако, 
вставлять индекс по этой оси (пли точку) в окончательный ответ: 
(Ш) =  (hkh'-\-k I) или (hk-l).
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§ 7. И ндицирование кристаллов, не имею щ их грани, 
способной служить единичной

В кубической сингонии единичная грань отсекает одинаковые 
отрезки по всем трем координатным осям, поэтому величины пара­
метров единичной грани не «входят» в значения символов осталь­
ных граней. Таким образом, для определения символа грани куби­
ческого кристалла надо лишь в любых единицах измерить отрезки, 
отсекаемые этой гранью на координатных осях, и взять отношение 
обратных величин:

fl • fe • I   OAq ѣ OBq ш О С , _________ 1 .  1 ,  1
~ ~  ОА OB ОС ~~ ОА ' OB ‘  ОС "

В с р е д н е й  к а т е г о р и и  таким образом можно поступать 
только для граней, параллельных оси Z. Для определения симво-

Рис. 21. Средняя категория. Определение 
символов граней кристаллов, не имеющих 

единичной грани:
а) определение символа масштабной грани 
(hk 1): /г: k =  OB : ОА = 3  : 2. Символ мас­

штабной грани АВС— (321); б) определение 
единичных отрезков: ОА0( =  ОВ0) =
OA-li(—OB-k)  = 2 X 3 (  =  3 X 2 )  = 6 ,  ОСо— ОС

лов остальных граней нужно одну из них, пересекающую верти­
кальную ось и хотя бы одну из горизонтальных, принять за м а с- 
ш т а б н у ю .

Если масштабная грань пересекает лишь одну из горизонталь­
ных осей, то, поскольку ОАафОСо, ей. присваивают символ (101). 
Такая грань сразу даст относительные единицы измерения по гори­
зонтальным (ОВ0— ОА0) и вертикальной (ОС0) осям.

Если масштабная грань пересекает обе горизонтальные оси 
(рис. 21), то ей придают максимально простой символ {hk 1), 
где

и . £  _  ОАо . =  O B ' ОА
ОА ' OB ОА ‘ OB

Такая грань непосредственно даст единицу измерения лишь по оси 
Z(OC = OCo), тогда как OAq{ =  OBo) =OA-h=OB-k.
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Действительно,
Іі: k: 1 =  -uA0 _ ОА0 . ОСо

ОА ОБ ОСо ’
следовательно,

эо

II - : 1 И k : 1

о■я;о
II

ОА OB
откуда

ОА0 (=  ОВ0) = OA-h --= OB-k.
Нелишне отметить, что в подобных случаях индекс 1=1 следует 

вписывать в символ лишь после того, как отношение h : к будет све­
дено к отношению целых чисел, иначе символ исходной — мас­
штабной — грани окажется неоправданно усложненным, тогда 
на рис. 21 получим 1 :2/3: 1->(323).

Рлс. 22. Низшая категория. Вывод возможной единичной грани по
двум двуединичным:

СМі =  8 см, OB і =  4 см, ОВ2— 2 см и ОС2= 2 ,5  см; а  — ОА0 =  ОАи 
OB0 =  OBt, О С о= О С 2-т,  где m — OB\jOB2, следовательно, ОС0= 5  см,

ОАо : ОВо : ОС0 =  8 : 4 : 5; б — ОВ0= О В 2, ОС0 =  ОС2, ОАа= О А г п, где 
п — ОВв/ОВI, следовательно, ОЛ0= 4 см, ОА0 : ОВ0 : ОС0 =  4 : 2 : 2,5; 
е — ОЛ0=  0/1 ОС0 =  ОС2-т', где п^ ОВ о/О В, .  и т ' =  ОВ0[ОВо;

ОА0 : ОВ0 ■ ОСо =  2 : 1 : 1,25 (на рис. — 6 : 3 :  3,75)

В сингониях н и з ш е й  категории масштабными могут быть 
лишь грани, пересекающие по две координатные оси, — грани типа 
(hko), (hol), (okl) 17; каждая из них дает относительные единицы 
измерения лишь по двум соответствующим осям, поэтому, чтобы 
получить относительные единицы измерения по всем трем осям 
(возможную единичную грань), две любые грани такого типа при­
нимают за двуединичные {(ПО) и (011); (ПО) и (101) или (101) 
и (011)}. Мы имеем право так поступать, поскольку в сингониях 
низшей категории ОА0ф О В 0фОСо. Пусть за двуединичные при­
няты грани (ПО) и (011), тогда первая пересекает в таком же от­

17 Грани, параллельные двум координатным осям — (100), (010) и (001) — 
не могут служить масштабными.
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ношении, как возможная единичная, оси X и У, а вторая — оси 
ОАх ОА0 0В2 ОВ(і---------------- ТІ----------- -- Сведя эти два заданных отно-У и Z: ■
ОВх ОВа ОС, ОС„

шения в одно (ОАо: ОВ0: ОС0), получим относительные масштабы 
по всем трем осям 18. Эту операцию удобно проследить на рис. 22. 
Действительно, параллельный перенос граней, не меняя их симво­
лов, позволяет уравнять отрезки по той оси, которую пересекают 
обе грани, и получить таким образом относительные единицы изме­
рения по всем трем осям. Естественно, что для определения сим­
волов граней, параллельных тем же осям, что и двуединичные, нет 
необходимости получать возможную е д и н и ч н у ю  грань.

§ 8. Графическое определение символов и элементов 
кристалла. Закон Вейса

А. ЗАКОН ЗОН (ЗАКОН ВЕЙ СА)
М ЕТО Д РА ЗВИ ТИ Я ЗОН

Символ грани и символ ребра, лежащего в ней (или, что то же 
самое — символ зоны и символ грани этой зоны), связаны сле­
дующей зависимостью: hr + ks + l t= 0. Ребро [rs ]̂ принадлежит 
грани (hkl), поэтому координаты любой его точки, измеренные 
параметрами единичной грани (г, s, t), должны удовлетворять 
уравнению, определяющему эту грань: hx+ky + l z = 0.

Решая совместно два уравнения
К г +  kxs -j- l^t =  0, I j.
А./ 4- k2s 4- l2t =  0, J

можно определить символ ребра пересечения двух граней 
(h\k\l\) и (Л2А2/2). Такие системы решают способом перекрестного 

умножения:

К k\ l\ A]! k-y к
X X X

к А2 к  ^2 2̂ к
г : s : t — (^3/2 â̂ x) ■ (^2̂ 1 ^1̂ 2) • (^1^2 ^2̂ 1) •

(2)

Таким же образом можно вычислить символ грани {hkl), парал­
лельной двум ребрам и [r2s2fe|.

Итак, две грани определяют ребро (зону), два ребра — грань. 
Отсюда ясно, что возможные грани и ребра кристалла можно полу- 
чать по четырем граням, не пересекающимся по параллельным

„  ОА0 ОАх ОВ„ ОВ0 ОВ2 ОВх
is ----------  = ---------- . -------- —; ---------- = ---------- . ----------- , откуда

ОВ0 ОВх ОВ2 ОС0 ОСп ОВх

ОА0: ОВ0: ОС0 =  (0At ■ OB J  : (ОВх • 0 B è  : (OCs ■ ОВх).
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ребрам, или по четырем ребрам, три из к о т о р ы х  не пересекаются 
в одной точке. Это положение известно как закон Вейса (1804), или 
законной ДгГбясов). Полезно отметить, что два геометрических за­
кона кристаллографии — закон рациональности индексов Гаюи и 
закон зон Вейса — выражают по существу одно и то же: любой 
тетраэдр предопределяет возможные грани и ребра кристалла, при­
чем три грани этого тетраэдра диктуют координатные оси, четвер­
тая — параметрическую грань. Возможные грани и ребра кристал­
ла по Гаюи получают, задавая плоскости и направления с рацио­
нальными индексами (арифметический способ), по Вейсу — зада­
вая плоскости, параллельные двум пересекающимся ребрам, и на­
правления, параллельные двум пересекающимся граням (геомет­
рический способ).

На практике возможные грани и ребра по Вейсу удобно полу­
чать, пользуясь стереограммой. Действительно, дуга большого кру­
га (меридиан сетки Вульфа), проходящая через две точки — гн о ­
м о с т е р е о г р а ф и ч е с к и е  п р о е к ц и и  г р а н е й ,  представляет 
собой г н о м о с т е р е о г р а ф и ч е с к у ю  п р о е к ц и ю  р е б р а  
пересечения этих граней (иными словами — проекцию зоны этих 
граней). Обратно, две пересекающиеся дуги (два ребра, две зоны) 
определяют точку (грань) 1Э.

Если необходимо определить символ какой-либо грани данного 
кристалла, нужно, нанеся четыре заданные и искомую грани на 
стереограмму, проводить зоны через грани с известными симво­
лами до тех пор, пока искомая грань не окажется на пересечении 
двух зон. Однако нет нужды каждый раз прибегать к промежу­
точному определению символов зон: можно пользоваться неко­
торыми полезными следствиями из соотношения hr+ks + lt=0.

1. В символе любой грани, параллельной координатной оси, 
индекс, соответствующий этой оси, равен 0. Например, в символах 
граней, параллельных оси X , /г = 0. Действительно, символ оси 
X—[100], следовательно, /г-1 + £ -0  +  /-0 = 0, т. е. /і—0.

Обратно, в символах зон, содержащих какую-либо координатную 
грань: (100), (010) или (001), нулю будут равны соответственно 
первый, второй или третий индексы. Так, для любой зоны', вклю­
чающей грань (010), 0 -г+ 1 -s +  0 T = 0, следовательно, s = 0 .

2. Если грань (h3k3[3) принадлежит той же зоне, что и грани 
(h\kili) и (h2k2l2), то определитель

^ 3  h  /д

hx kx lx 
Ла k2 /2 19

=  о

19 Если точки —  с т е р е о г р а ф и ч е с к и е  п р о е к ц и и  н а п р а в л е ­
ний,  то дуга, проходящая через них, —  с т е р е о г р а ф и ч е с к а я  п р о е к ­
ц и я  п л о с к о с т и ,  параллельной этим направлениям; тогда точка пересечения 
двух дуг —  стереографическая проекция ребра (зоны).
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( у с л о в и е  т а у т о з о и а л ь и о с т и). Действительно, если грани 
(h\k\l ) и {h2k2l2) лежат в зоне f/s/], то из соотношения 2 (стр. 44) 
следует: r = p(k\U—k2l{), s = —p{h{l2—h2l\) и t= p(h \k2—h2k\)\ 
если (/13/23/3) —грань той же зоны, то /г3(&і/2—k2lx)—/г3(/і1/2—Д2Л) -f- 
+  /3(/г 1*2—/22/21) = 0, что и выражено в условии таутозоналы-юсти.

По аналогии с предыдущим

л а н а р н о с т и  трех ребер.
3. Очевидно, что

К к к

С-1 k2 к
mh^ -+- nh.2 mkx -f nk.2 /н/1 л/2

rs s3 /3  

r1 sx 0—у с л о в и e КОМП-

=  0 при любых значениях in и nt

следовательно, грань, индексы которой могут быть представлены 
как тііі + пііг, mk\+nk2 и тіі + пк, лежит в одной зоне с гранями 
(hikili) и (h2k2l2) — п р а в и л о  с л о ж е н и я .

Отсюда ясно, что грань, символ которой получен п р о с т ы м  
п о ч л е н н ы м  с л о ж е н и е м  индексов двух других граней (т. е. 
т =  п=  1), принадлежит их зоне20. Конкретное положение этой 
грани в зоне укажут две такие грани из другой зоны, сложение 
символов которых даст тот же результат.

Таким же образом, ребра [г ^ /Д  и [r3s3/3] лежат в одной
плоскости, если [r3s3/3] =  m [г ^ /^  + л [r2s2t2].

4. Для всех граней зон, проходящих через грань (001), кроме 
самой грани (001), постоянно отношение ІіИг; для зон, проходя­
щих через грань (010), — /г//; через грань (100) — /г//. Действи­
тельно, при

при

и при

0 0 1

К К /.
h k 1

0 1 0

К К к
h k 1

1 0 0

К К к
h k 1

Л-і: kx — /г: /г;

h1:l1 = h : l

20 Если две исходные грани принадлежат о д н о  й простой форме, то полу­
ченная при т — п =  1 таутозональная грань называется п р и т у п л я ю щ е й :  
будучи параллельной ребру пересечения этих граней, она равнонаклонна к ним.
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Получая грани развитием зон из основного тетраэдра21, т. е. 
такого, который определяет координатные и единичную грани, сле­
дует во избежание ошибок каждую новую зону проводить через 
две грани с минимальной суммой индексов (рис. 23).
Рис. 23. Получение возможных граней 

кристалла развитием зон (п оясов).
Зоны рекомендуется проводить в сле­

дующей последовательности: 1) через ко­
ординатные грани —  получим зоны коор­
динатных осей; 2) через единичную и 
координатные грани— получим двуеди­
ничные грани (011), (101), (ПО) (сокра­
щенно 0  (011), где Q — знак круговой 
перестановки); 3) через двуединичные гра­
н и —  грани (112), (121), (211) (или 0
(112); 4) через грани 0  (112) и коорди­
натные—  грани 0 ( 0 1 2 )  и 0 ( 0 2 1 ) ,  0  
(212), 0  (312) и 0  (321) и 0  (412), и 0  
(421); 5) через двуединичные грани и 0  

(120), 0  (210) и. т. д.

Обратная задача — определение положения грани (hkl) на 
стереограмме по четырем исходным граням — может быть решена, 
если соотношение, связывающее таутозональные грани (правило 
сложения), применять в «противоположном» направлении ( пра ­
в и л о  р а с щ е п л е н и я ) .

Действительно, (hkl) можно представить как сумму различных 
пар — (hikji) и (h2k2l2) и (h2 li2l2), (A3A3/3) и (Аз Аз/з) и
т. д. Расщепив символ грани (hkl) двумя способами, найдем две 
такие зоны — [(AjAi/i) и (h\ А}/()] и {(А2А2/2) и (Аг Аг /г)], на пересе­
чении которых лежит искомая грань. Такую операцию повторяют 
до тех пор, пока не приходят к граням с символами, составленными 
лишь из ±1 и 0 (задача III).

При решении задач методом зон удобно пользоваться готовой 
стереограммой (см. приложение II), так как зональные соотноше­
ния не зависят от координатной системы (сингонии).

Б. М ЕТО Д  КОСИНУСОВ ВУЛ ЬФ А

На рис. 24, а Ло-ßoCo— единичная грань, ONoA.A0B0Co’, Хо, р,0, 
ѵо — углы, образованные нормалью ON0 с координатными осями 
X, У, Z (полярные углы). Из AON0A0, AON0B0 и ACW0C0. 
следует:

ОА0: ОВ0: ОС0 = ON о 
cos X о

ONq . ON0 
COS Po cos v0

1 1 1
COS X0 cos'po cos v0

21 Если исходный тетраэдр не является основным, иногда приходится при­
бегать к изменению координатной системы (см. задачу X I).
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О ч е в и д н о ,  ч т о  д л я  д р у г о й  г р а н и  АХВХСХ т о г о  ж е  к р и с т а л л а

0АХ : 0ВХ : 0СХ 1 . 1 . 1
COS Хх COS р* cos ѵ х

где ах, р,ѵ, ѵх — ее полярные углы. Тогда для грани АХВХСХ сим­
вол (hxkxlx) определится следующим образом (см. задачу IV):

h  ' k  ' I — ‘ — cos ■ cos I1-1' • cos V.v■V X ' X ‘ Qß̂  ■ QCx cos ̂  cos ^  cos V()

Рис. 24. К методу косинусов Вульфа

Если за исходную взята не единичная, а некоторая другая грань 
(/г/г/), то

/ г,: k x : l x =  h - ^ -  : k  - c° s E? ■: / - С̂ Л
cos X cos p cos V

где X, p, V — полярные углы грани (hkl). 23

23 Д ля грани (kkl):

откуда

h:k:l = ОАр . 
ОА

cos Х0 =  t
cos X 

h

OB о . О С о
OB ’ ос

, cos р0 =  Z

COS X ѣ COS p

cos Xa cos p 0 

cos p
— - — , cos v0 =  t

COS V

cos v0

COS V

где t —  коэффициент пропорциональности.
Подставляя значения косинусов полярных углов единичной грани в урав­

нение для грани (hxk Х1Х),  получим
 ̂ h cos Хх . k  cos рЛ- _ / cos vx 

x х ' x I cosX t cos p t cos V
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Полярные углы определяют, пользуясь сеткой Вульфа 
(см. приложение I), измеряя на стереограмме (рис. 24,6) дуги 
между полюсами граней и выходами координатных осей. Способ 
определения выходов координатных осей в кристалле с непрямо­
угольной системой координат разобран в задаче IV.

В. ГРА Ф И ЧЕСКО Е О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Э Л ЕМ ЕН ТО В КРИ СТА ЛЛА

Метод косинусов Вульфа позволяет графически определить 
э л е м е н т ы  к р и с т а л л а  (см. сноску 12):

a , b :  1 • c/ f j  =  ° л о . 1 . °Со =  cos fa  . 2 . cos ц0 
ОВ0 ОВ0 cos %0 cos ѵ 0

Если за исходную взять грань (hkl), то

а і Ь Л : с / Ь = ± -E21L
k  cos %

2 ' I cos [X

k  COS V ’

a, ß, у измеряют по стереограмме (см. задачу V).
Обратная задача — п о л у ч е н и е  по э л е м е н т а м  к р и ­

с т а л л а  к о о р д и н а т н ы х  и е д и н и ч н о й  г р а н е й ,  а 
т а к ж е  г р а н и  (hkl) — разбирается в задаче VI.

§ 9. Симметрия и проектирование двойников

Двойником называется закономерный сросток двух кристал­
лов, в котором индивиды либо повернуты относительно друг 
друга на 180°, либо связаны друг с другом отражением в плоско­
сти или в точке. Эти элементы симметрии называют д в о й н и ­
к о в ы м и  или д в о й н и к у ю щ и м и.

— о
Взаимодействие двойникующих элементов (2', 2', 2') с эле­

ментами группы симметрии кристалла порождает новую группу 
симметрии ( д в о й н и к о в у ю) ,  соответствующую данному зако­
ну двойникования. В двойниковую группу могут переходить лишь 
те элементы симметрии индивида (они образуют так называе­
мую с о х р а н и в ш у ю с я  п о д г р у п п у ) ,  которые по своему 
типу и расположению кристаллографически совместимы с двой- 
гшкуюшим элементом симметрии, при этом нужно иметь в виду, 
что п о р я д о к  (см. стр. 13 и 27) с о х р а н и в ш е й с я  п о д ­
г р у п п ы  д о л ж е н  б ы т ь  в 2 р а з а  н и ж е  п о р я д к а  в о з ­
н и к а ю щ е й  д в о й н и к о в о й  г р у п п ы.

Пусть, например, в индивиде класса 422 двойникующая ось 2.' 
занимает позицию с ср =  90° и р =  45°. Тогда сохранившаяся под­
группа— 222 — 2х2ѵ2х. Взаимодействие элементов сохранившейся 
подгруппы с двойниковой осью 2' приведет к следующему: 
2*-2 '=  2г- 2 '=  4^,т. е. двойниковая группа — 4'22'= 4^2j~,2'. 
Ее порядок в 2 раза превышает порядок сохранившейся под­
группы.
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Если по аналогии предположить, что в классе 4 при таком 
же положении двойникующей оси сохранится 2г, то возникнет 
двойниковая группа 4'22'= 4^22'(4^= 2г-2'), порядок которой 
' ( 8) окажется в 4 р а з а  в ы ш е  порядка сохранившейся под­
группы (2). Следовательно, в этом случае ось 2г не переходит в 
двойниковую группу, т. е. сохранившаяся подгруппа — 1, двойни­
ковая— 2' (см. также задачу VII).

Рис. 25. Получение двойникового аналога _Р некоторой
грани Р:

а  —  двойникование по оси А; б — двойникование по плос­
кости Q

При двойниковании индивиды могут проникать один в дру­
гой (двойники прорастания) либо только соприкасаться друг с 
другом (двойники срастания). В последнем случае двойникую- 
щий элемент симметрии не проходит через центр кристалла, 
поэтому в сохранившуюся подгруппу не перейдет центр инвер­
сии; отсюда очевидно, что порядок подгруппы в данном случае 
может оказаться в 2 раза ниже порядка подгруппы двойника 
прорастания. Двойниковая группа двойника прорастания назы­
вается поэтому полной.

Исследуя в каждой группе все различные по симметрии 
позиции двойиикующих элементов, можно вывести все законы
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двойниковашія. При этом целесообразно пользоваться стерео­
графической проекцией.

Некоторые особенно характерные или распространенные за­
коны двойниковашія получили собственные имена: «шпинеле­
вый»— двойникование кубических кристаллов по ( 111) или [111],, 
«бразильский» и «дофинейский» — срастание двух энаитиоморф- 
ных или однотипных кристаллов кварца соответственно, в первом 
случае двойникующий элемент— ( 1120), во втором — [0001]; «ба- 
венский» — двойникование триклинных кристаллов по нормали 
к (021).

При проектировании двойников следует иметь в виду, что нор­
мали к исходной грани и ее двойниковому аналогу должны ока­
заться в одной плоскости с двойникующей осью, а двойникующая 
плоскость должна быть перпендикулярна к плоскости, проведенной 
через нормали к обеим граням — грани заданной и ее двойнико­
вому аналогу (рис. 25, а и б, а также см. задачу VIII).



ГЛАВА III

ПРОСТЫЕ ФОРМЫ КРИСТАЛЛОВ

П р о с т о й  ф о р м о й  кристалла называется семейство гра­
ней, взаимосвязанных симметрическими операциями.

Легко видеть, что число граней простой формы и ее облик 
определяются расположением исходной грани относительно эле­
ментов симметрии класса. Различают ч а с т н о е  и о б щ е е  
положение грани: грань частного положения либо перпендику­
лярна какому-нибудь особому направлению, либо параллельна 
единичному особому направлению, либо образует равные углы 
с эквивалентными особыми направлениями; все остальные поло­
жения граней общие. Простые формы, образованные гранями 
первого типа, называют частными, второго — общими. Число гра­
ней общей формы всегда соответствует порядку группы симмет­
рии — числу операций, составляющих данную группу, тогда как 
число граней частной формы может быть и меньше порядка 
группы, так как элементы симметрии, перпендикулярные к грани, 
не размножают ее. Так, грань, перпендикулярная к даст 
форму, число граней которой вдвое меньше порядка группы; 
грань, перпендикулярная к L3, — втрое меньше и т. п. Грань, 
перпендикулярная к нескольким элементам симметрии, порож­
дает простую форму, число граней которой уменьшено в соответ­
ствии с порядком группы, составленной операциями этих элемен­
тов симметрии. Так, если грань перпендикулярна к двум плоско­
стям симметрии и плоскостная симметрия23 грани описывает­
ся группой 4-го порядка mm2, то число граней данной частной 
формы будет в 4 раза меньше по сравнению с числом граней 
общей простой формы.

Заметим, что группа, описывающая плоскостную симметрию 
грани, должна быть подгруппой группы симметрии кристалла; 
порядок этой подгруппы принято называть величиной симметрии 
грани. Очевидно, что в каждом классе произведение числа гра­
ней простой формы на величину симметрии ее грани постоянно

23 Плоскостной симметрии граней кристалла подчиняется геометрия их 
структуры — штриховок, бугорков роста, фигур травления и т. п.
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и равно порядку группы, а количество граней двух форм любого 
класса обратно пропорционально величинам симметрии граней 
этих форм.

В огранке кристалла могут участвовать грани либо одной 
простой формы, либо нескольких (комбинационные многогран­
ники). Несмотря на бесконечное разнообразие форм комбинаци­
онных огранений, число простых форм конечно. Действительно, 
конечно как число групп симметрии, так и число различных 
положений граней в каждой группе. Очевидно, что в одном 
классе может быть несколько частных положений и только одно 
общее, поэтому общая простая форма способна служить харак­
теристикой данного класса, в частности давать ему свое назва­
ние. На простых формах отражаются особенности не только 
отдельных классов, но и целых семейств родственных классов; 
так, в классах с единичным полярным24 особым направлением 
все формы открытые, с единичным биполярным направлением — 
как открытые, так и закрытые25, в классах без единичных на­
правлений— только закрытые.

Вывод простых форм удобно разбить на две части.

А. П РО С ТЫ Е ФОРМ Ы  В  КЛАССАХ С ЕДИ Н И ЧН Ы М  Н А П РА ВЛ ЕН И ЕМ  
(НИ ЗШ АЯ И С Р Е Д Н Я Я  К А ТЕГО РИ И )

Распределим эти классы по двум семействам:
1) есть только одно особое направление — Сп, Cnh, S2n',
2) есть особые направления (2 или 2), перпендикулярные к 

главному единичному направлению, — СПѵ, Dn, Dnh, Dnij.
В классах первого семейства грань может занимать три раз­

личные позиции, порождая три типа простых форм: .{001}, 
{hkO} и {/г/г/}.

В классах второго семейства боковые особые направления, 
пересекающиеся под углом а/2, могут быть либо эквивалентными 
(порядок главной оси нечетный), либо неэквивалентными (поря­
док-четный). В первом случае (п нечетное)— грань может зани­
мать семь разных позиций, которым соответствуют семь раз­
личных типов простых форм: {001}, {100}, {ПО}, {Ш)}, {Ш},  
{hhl} и {hkl} (рис. 26, а). При четном порядке главной оси число 
различных позиций, а следовательно, и число разных простых

24 Полярным называется направление, «концы» которого кристаллографи­
чески неэквивалентны, т. е. не могут быть совмещены друг с другом симметри­
ческими операциями класса (например ось 3 в классе 3т),  «концы» биполярного

25 Грани закрытой простой формы полностью замыкают заключенное между 
ними пространство, а открытой — не замыкают, например куб — закрытая фор­
ма, пирамида —  открытая. Чтобы отличить символ отдельной грани от символа 
простой формы, последний заключают в фигурные скобки: {hkl}  —  простая 
форма, состоящая из граней типа (Ш ) .

направления эквивалентны ( например ось 4 в классе
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форм сократится до пяти, так как (100) =  (110) и (Ш ) =  (Ш ) 
(рис. 26,6).

Рис. 26. Различные позиции граней: 
а — в классе _ D3 =  L33L2: 1) (0 0 -1) =  (0001), 2) _ (10-0) =  (Ю Т О ) ,
3) (11 -0) =  (1120), 4) ( h k - 0 l = ( h m ) ,  5) (Ii0-l) =  (Л0Л/), 6) {hh-l)  =

=  (h!i2hl), 7) (hk-l)  =  (hkil)\
б  — в классе D4 =  L 44L ; : 1) (001), 2) (100) и 2 ') (П О ), 3) ( Ш ) ,

4) (Ш ) и 4 ') ( Ш ) ,  5) (Ш )

I. Простые формы в классах С„

Формы {001}. Грань, перпендикулярная единственной пово­
ротной оси Ьп, не размножается этой осью, и такие одногранные 
формы независимо от порядка оси называют моноэдрами (педпо- 
нами). В моноэдрическом (педиальном) классе С[ каждая 
грань — независимый моноэдр.

Формы {hkOj. Грань, параллельная оси Ln, размножаясь 
этой осью, создает простую форму, грани которой, пересекаются 
по параллельным ребрам, — призму с правильным п-угольником 
в сечении, перпендикулярном главной оси, — и-гональную призму 
(рис. 27). Кристаллографические /г-гональные призмы могут быть 
гекса-, тетра-, три- и дигональными. У дигональной призмы 
сечение незамкнутое — две параллельные прямые; такую «вы­
рожденную» призму принято называть пинакоидом (рис. 27,6).

Формы {hkl}. Грань, расположенная под косым утлом к оси 
Ln, размножаясь ею, образует форму, все грани которой пересе­
кают ось в одной точке, — пирамиду (рис. 28). Так же как и 
призмы, пирамиды различаются своими сечениями, перпендику­
лярными главной оси (пирамида тригональная, гексагональная 
и т. п.). Если Ln =  L2, пирамида «вырождается» в форму из двух 
пересекающихся граней; такую дигональную пирамиду (косую
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крышу) обычно называют диэдром осевым (сфеноидом) 
(рис. 29, а) .

Очевидно, что в этом семействе классов формы {001} и 
{hkOj — частные, а {hkl} — общие, поэтому классы С„ называют

Рис. 27. Примеры я-гоиальных призм: 
а  —  тригональная призма: б  —  дигональиая 

призма — пинакоид

Рис. 28. Пример п-то­
нальной пирамиды — 
тригональная пирами­

да

л-гонально-пирамидальными (например Сз — тригонально-пира- 
мидальный, С2 — сфеноидальный, или диэдрический осевой 
класс).

II. Простые формы в классах Спѵ

Часть позиций приведет к формам, выведенным в предыдущих 
классах, так, {001} — моноэдр, {100} и {110} — л-гональные 
призмы, {Ш} и {hhl} — л-гональные пирамиды, которые в дан­
ном случае будут не общими, а частными. Новыми окажутся 
лишь формы {likO} и {hkl}.

Формы {hk0}. Грани, параллельные главной оси, но не пер­
пендикулярные к плоскостям симметрии, образуют «преломлен­
ные» призмы — призмы с «удвоенными» сечениями — так назы­
ваемые ди-л-гональные призмы (рис. 30,а).

Формы {hkl}. Грани общего положения образуют ди-л-гональ- 
ные пирамиды (рис. 30,6).
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В ди-я-гональных сечениях в отличие от я-гональных углы 
равны через один (рис. 31, а).

Рис. 29. Диэдры: 
а — осевой (сфеноид); б 

плоскостной (дома)

Рис. 30. Пример ди-н-гональ- 
ных форм:

а  —  дитрнгоналыіая призма; 
б — дитрнгоналыіая пирамида

«Удвоенное» сечение, перпендикулярное к оси Li,—дидигональ- 
ное сечение — имеет форму ромба (рис. 32), и соответствующие 
простые формы называются ромбическими: ромбическая призма, 
ромбическая пирамида.

Рис. 31. Шестиугольные сечения: 
а  — дитригональное сечение (ди- 
тригон); б —  гексагональное сече­

ние (гексагон)

Рис. 32. «Дидиго- 
нальное» ( =  ром­
бическое) сечение

В классе Cs грани размножаются лишь отражением в единст­
венной плоскости симметрии. Здесь форма, кажущаяся новой, 
получается только из грани общего положения {hkl}; она со­
стоит из двух пересекающихся граней, образующих прямую
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крышу — так называемый диэдр плоскостной (или дома) 
(рис. 29,6). Однако собственная симметрия26 такого диэдра 
(mm2) не отличается от собственной симметрии диэдра осевого 
(сфеноида), поэтому эти две формы чаще считают одной, при­
давая ей-«нейтральное» название — диэдр.

Классы Спѵ называют ди-л-гонально-пирамидальными.

Неизменными останутся в этих классах лишь призматические 
формы — л-гональные и ди-л-гональные призмы. Моноэдры из

классов Сп и Спѵ превратятся в пинакоиды; пирамиды, удваи­
ваясь горизонтальной плоскостью, создадут новые, уже закры­
тые, формы —- бипирамиды (л-гональные и ди-л-гональные соот­
ветственно) (рис. 33).

Бипирамиды {hkl} дадут названия классам: Спн — л-гонально- 
бипирамидальные, Dnh — ди-л-гонально-бипирамидальные (С3/, — 
тригонально-бипирамидальный класс, D3h — дитригонально-бипи- 
рамидальный класс) 27.

Дигональная бипирамида представляет собой форму, со­
стоящую из четырех попарно параллельных граней, пересекаю­
щихся по параллельным ребрам, т. е. п р и з м у  с ромбическим 
сечением — ромбическую призму, геометрически подобную выве­
денной ранее дидигональной призме.

26 Под собственной симметрией понимают симметрию отдельно взятой про­
стой формы, т. е. такой, грани которой не «искажены» гранями соседних форм.

27 В рентгеноанализе в этих' формах видна инверсионная ось 6-го порядка, 
что хорошо подчеркивается международными обозначениями: С3л = 6 ,  D3h— 6m2.

III. Простые формы в классах С„д и Dnh.

Рис. 33. Примеры бипирамид: 
а  — тригональная; б — дитригональнаяа Ö
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Без изменения в эти классы переходят формы {001}, {100}, 
{ПО}, {lik0} и {/г/г/}. Грани {/г/г/} дают серию новых простых 
форм, называемых трапецоэдрами (трапеца — четырехугольник, 
составленный из двух треугольников—-полярного равнобедрен­
ного и экваториального разностороннего). В трапецоэдрах верх­
няя и нижняя пирамиды («головки кристаллов»), связанные

IV. П р о с т ы е  ф о р м ы  в  к л а с с а х  D n

Рис. 34. Примеры трапецо­
эдров:

а  —  тригональный трапецо­
эдр; б  —  дигональный трапе­
цоэдр ='ро.чбический тетраэдр

Рис. 35. Общие формы классов 
Son ■

а  — ромбоэдр; б  — тетрагональ­
ный тетраэдр

поворотом вокруг горизонтальной побочной оси 2-го порядка, 
повернуты относительно друг друга на угол, не фиксированный 
симметрическими операциями,—признак, облегчающий распозна­
вание трапецоэдрических форм в комбинационных кристаллах 
(рис. 34) 28. Дигональный трапецоэдр принято называть ромбиче­
ским тетраэдром.

Классы Dn называют трапецоэдрическими.
В классах Dn при нечетном порядке главной оси новые формы 

создает и грань (h0-l), т. е. грань, наклонная к главной оси и 
равнонаклонная к эквивалентным побочным осям, составляющим

28 Трапецоэдры могут быть правыми и левыми (в первом случае верхняя 
головка многогранника повернута относительно нижней по часовой стрелке, во 
втором —  в противоположном направлении). Такие формы —  э н а н т п о м о р ф -  
н ы е — встречаются лишь в классах, не содержащих операций симметрии 2-го 
рода.
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друг с другом угол а/2. В отличие от бипирамид и трапецоэдров 
в формах данного типа верхняя и нижняя головки повернуты 
относительно друг друга на определенный угол, равный половине 
элементарного угла поворота главной оси симметрии (т. е. верх­
няя грань расположена симметрично относительно двух нижних).

Стоит отметить, что во всех таких фигурах верхняя пирамид­
ка повернута относительно нижней на 180°.

Кристаллографическую форму такого типа можно получить 
лишь в классе £>3 — это ромбоэдр {höhl}, его грани имеют форму 
ромба (рис. 35, а) .

V. Простые формы в классах S2n

Нетрудно убедиться, что интересной в этом случае будет 
лишь позиция (hkl). Зеркальный — альтернирующий — поворот 
располагает верхние грани симметрично относительно нижних, 
образуя «симметризованный трапецоэдр» — верхняя я-гональная 
пирамида расположена симметрично относительно такой же ниж­
ней пирамиды.

Кристаллографическими классами S 2n оказываются лишь 
S 2, S 4, S6. В классе S e этот «трапецоэдр» {hkil} представляет не 
что иное, как ромбоэдр, выведенный уже в классе П3. В классе 
S4 я-гональная пирамида вырождается в «двускатную крышу» 
и шестигранный ромбоэдр превращается в четырехгранную 
фигуру — тетрагональный тетраэдр; его грани — равнобедренные 
треугольники (рис. 35,6). В классе S 2 «пирамида» становится 
моногранной (моноэдр!), а сама форма — две параллельные гра­
ни — пинакоидом.

Очевидно, что класс Se должен называться ромбоэдрическим, 
S4 — тетрагонально-тетраэдрическим, а S2 — пинакоидальным.

VI. Простые формы в классах Dvc*

Новые формы-—скаленоэдры — образуются лишь из граней 
общего положения. В скаленоэдрах верхняя и нижняя ди-я-го- 
нальные пирамиды повернуты относительно друг друга на угол, 
равный половине элементарного угла поворота главной оси 
(пара верхних граней расположена симметрично относительно 
двух пар нижних граней).

В кристаллах возможны лишь две скаленоэдрические формы 
(рис. 36): тригональный скаленоэдр (преломленный ромбоэдр)

__  О

{hkil} с главной осью 3 =  6 (в классе D3d) и тетрагональный ска-
__ О*

леноэдр (преломленный тетраэдр) {hkl} с главной осью 4 =  4 
(в классе Du).  Классы Dna называют скаленоэдрическими.

В итоге мы получили 32 простые формы низшей и средней 
категорий.
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Б. П РО С ТЫ Е ФОРМ Ы  В КЛАССАХ Б Е З  ЕД И Н И Ч Н Ы Х Н А П РА ВЛЕН И И  
(ВЫ С Ш А Я К А ТЕГО РИ Я — КУБИ ЧЕСКАЯ СИ НГОНИЯ)

Простые формы кубической сингонии можно вывести размно­
жением «первой» грани, занимающей различные положения отно­
сительно элементов симметрии соответствующих классов. Однако 
здесь из-за большого числа симметрических операций такой путь 
очень громоздок; более изящен и прост способ, предложенный 
Н. В. Беловым (индуктивный способ): простые формы кубиче-

Рис. 36. Общие формы классов Рис. 37. Различные позиции граней в куби- 
Dni'. ческой сингонии.

а  — тригональный скаленоэдр; Основные формы: I — {100} и 2 —  {111}; 
б  — тетрагональный скалено- производные формы: I — {Ой/}, ІГ — 

эдр {Ml}, 3 —  {П О }, I I I  —  {/г/г/}, IV  —
{ Ш } ,  где / г< й < /

ской сингонии выводятся как производные из основных форм 
(рис. 37) путем «наращивания» на их гранях «пирамидок» — 
двух-, трех- и четырехскатных «крыш», допускаемых плоскостной 
симметрией граней29.

Основные формы кубической сингонии — это простейшие кри­
сталлографические фигуры с несколькими осями симметрии выс­
шего порядка — правильные многогранники, не имеющие осей 
5-го порядка: куб (гексаэдр), октаэдр и тетраэдр (рис. 38). 
Грани основных форм занимают строго фиксированное положе­
ние, как бы подчеркивая основные направления кубической син­
гонии — три координатные оси симметрии и четыре оси 3-го по­
рядка. Перпендикулярно координатным осям располагаются

29 Этому процессу придается «естественнонаучный» смысл: «самоочищение» 
кристалла от примесей материальных и нематериальных — нарушений и дисло­
каций.
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грани куба {001}, перпендикулярно биполярным осям 3-го по­
рядка— грани октаэдра {111}, полярным тройным осям — грани 
тетраэдров {111} и {1і!}.

Рис. 38. Основные формы кубической стшгонпи: 
а  — куб; б  — октаэдр; в —  тетраэдр

I. Простые формы {0kl) — производные куба (гексаэдра)

Если грань перевести из положения (001) в положение (Okl) г 
то ее симметрия понизится либо в 4 раза (в классах тЗт, 432 
и 43т), либо в 2 раза (в классах m3, 23) и соответственно уве­
личится число граней формы, т. е. «пирамида», заменившая грани 
куба, окажется либо четырехгранной, либо вырожденной — дву­
гранной, а сами формы двадцатичетырех- и двенадцатигранными. 
Двадцатичетырехгранная форма {0 kl} называется тетрагекса­
эдром, или тригон-тетрагексаэдром (учетверенный гексаэдр с тре­
угольными гранями). Очень выразительно и классическое его 
название — пирамидальный куб (рис. 39, а, б).

Двенадцатигранная форма может быть названа соответствен­
но пентагон-дигексаэдром — грани имеют форму неправильных 
пятиугольников (рис. 39, б, г), но обычно ее называют пентагон- 
додекаэдром.

Четырех- и двускатные «крыши» (пирамиды), «выросшие» на 
грани куба, будут менять свою крутизну в зависимости от соот­
ношения индексов k и I: при например. ( 0 k l )  =  (019), пира­
миды будут очень пологими, и облик всей формы окажется куби­
ческим; при сближении значений k  и I — (019)->-(039)-э-(059)->- 
-э-(089)— пирамиды будут становиться круче и при (0Ы) =  (011) 
возникнет новая форма — предельно крутой «тетрагексаэдр» или 
соответственно предельно крутой «пентагон-додекаэдр». В первом 
случае две грани соседних пирамидок сольются в одну ромбовид­
ную грань: (089) ̂ -(011) -t— (098) (рис. 40, а) во втором — пяти­
угольники превратятся в ромбы (рис. 40,6), но число граней 
сохранится. В полученном двенадцатиграннике — его называют 
ромбододекаэдром — четко выражены четыре зоны, причем ось 
каждой зоны параллельна одной из осей 3-го порядка (отсюда 
его второе название — зоноэдр); как видно из символа {011%
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грани ромбододекаэдра равнонаклониы к двум координатным 
осям и параллельны третьей осп, т. е. занимают строго фиксиро-

Рпс. 39. Простые формы {0/г/} — производные куба: 
а  — тетрагексаэдр п его генезис (б ); в — пентагон-додекаэдр и его гене­

зис (г)

Рпс. 40. Генезис ромбододекаэдра:
а  — от куба через тетрагексаэдр; б — от куба через пентагон-додекаэдр

ванное положение. Таким образом, ромбододекаэдр оказался чет­
вертой постоянной30 формой кубической сингонии.

II. Простые формы {hll} (h < l ) — производные октаэдра
(тетраэдра)

Смещение грани (111) в положение (hll) увеличит число гра­
ней в 3 раза. В классах тЗт, 432 и m3 вместо грани октаэдра 
возникнет трехгранная пирамидка — трехскатная «крыша» — 
и форма будет называться либо тригон-триоктаэдром, либо пира­
мидальным октаэдром (рис. 41, а). Вместо грани тетраэдра

30 У этой постоянной фигуры и постоянный острый угол, равный 
.arc со5|/з =  70°29'.



(классы 43m и 23) образуется пирамидка из четырехугольных 
граней, отсюда обычное название формы — тетрагон-тритетраэдр,

Рис. 41. Простые формы {hl!},  где к < 1 :  
а  — производная октаэдра — тригон-трн- 
октаэдр; б  —  производная тетраэдра — 

тетрагон-тритетраэдр

но ее называют также двенадцатигранным дельтоэдром, так как. 
грань ее как бы состоит из двух «дельт» (рис. 41,6).

Рис. 42. Генезис ромбододекаэдра от форм 
{hl!},  где h e i .

а  — от октаэдра через тригон-триоктаэдр; 
б —  от тетраэдра через тетрагон-тритетраэдр

Предельное увеличение крутизны «пирамидок» этих производ­
ных форм 0, (Ы/)->-(Oil)) приведет к знакомому нам ром­
бододекаэдру (рис. 42).

III. Простые формы {hhl} (h<l)  — производные как 
октаэдра (тетраэдра), так и куба

Переводя грань (111) в положение (hhl), где h<l,  получим 
вместо грани октаэдра трехгранную пирамидку из четырехуголь-
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ных граней (рис. 43,о). Соответственно форма называется тет- 
рагон-триоктаэдром, или 24-гранным дельтоэдром (рис. 43,6).

В случае тетраэдра придем к тригон-тритетраэдру, называе­
мому также пирамидальным тетраэдром (рис. АЪ,г,д).

Рис. 43. Простые формы {Mil), где h d :  
б —тетрагон-триоктаэдр и его генезис от октаэдра (а)  и куба 
(в) ;  д  — тригон-тритетраэдр и его генезис от тетраэдра (г ) 

и куба (е)

Рис. 44. Простые формы {001} — {Mil} — {111}: 
а —  {111} =  октаэдр; б — {111}= тетр аэдр

Те же формы можно получить и как производные куба {001}. 
В классах тЗт, 432 m3 вместо грани куба возникнет четырех­
скатная крыша (рис. 43, в). Образовавшийся 24-гранный дельто- 
эдр в этом случае естественно называть тетрагон-тетрагексаэд­
ром, особенно если в символе { h h l }  отношение Іг/1-+0,  например.
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{/г/г/} равно {118}, {1191,... Точно так же 24-гранный дельтоэдр 
с /г//-э-1, например {/г/г/} =  {889}, логичнее называть тетрагон- 
триоктаэдром._

В классах 43/?г и 23 вместо грани куба образуется двускатная 
крыша (рис. 43,с), и возникшую в этом случае форму можно 
было бы называть тригон-дигексаэдром, особенно если в ее сим­
воле /г//-»-0. Ее наиболее распространенное название — тригон- 
тритетраэдр — по существу оправдывается лишь в том случае, 
когда в {lihl} h/l-̂ >-\. Постепенный переход от куба к октаэдру 
(тетраэдру) можно проследить на рис. 44.

IV. Общие простые формы кубической сингонии

Класс тЗт. Смещение грани октаэдра (111) в общее положе­
ние понизит ее плоскостную симметрию (3/?г->1), что уменьшит

Рис. 45. Общая форма класса тЗт:  
а  — «пирамидка» на грани октаэдра; б — сорокавосьмигран- 

нпк; в — «пирамидка» на грани куба

Рис. 46. Общая форма класса 4 3 т :  
а — «пирамидка» на грани тетраэдра; б  —  гексатетраэдр; 

в — «пирамидка» на грани куба

в 6 раз величину симметрии грани, поэтому полученная форма 
окажется 48-гранной (рис. 45, а, б). К сорокавосьмиграннику 
можно прийти и от грани куба (4mm->4) (рис. 45, в).

Встречающийся в кристаллах сорокавосьмигранник имеет, как 
правило, октаэдрический габитус, поэтому общепринятое назва-

3 Геометрпческая кристаллографа: 65



ние этой формы — гексаоктаэдр, хотя при {Ш}, где (/і~/е)<С^, 
предпочтительнее было бы называть эту форму октагексаэдром. 
Голоэдрический (старший) класс тЗт называют классом сорока- 
восьмигранника, или гексаоктаэдрическим.

Класс 43т. Грань тетраэдра (111), переведенная в общее 
положение, ушестерится, отсюда наиболее распространенное

Рис. 47. Общая форма класса m3: 
а — дидодекаэдр и его генезис (б)

Рис. 48. Общие формы осевых классов: 
а  —  пентагон-триоктаэдр=24-гранный осевик; б — пента- 
гон-тритетраэдр =  12-гранный осевик; в —  генезис 24-гран­
ного осевика от октаэдра; г — то ж е от куба; д  — гене­

зис 12-гранного осевика от тетраэдра и куба

название общей формы этого класса—гексатетраэдр (рис. 46, а, б), 
хотя ту же форму можно считать производной куба (рис. 46, в) 
и называть тригон-тетрагексаэдром (особенно при (h^k )  <^1 ). 

Класс 43т называют гексатетраэдрическим.
Класс m3. Общую форму этого класса можно рассматривать 

как «вторичную» производную куба. Грань дигексаэдра {0/г/} —
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пентагон-додекаэдр а — удвоится координатной плоскостью и по­
лучится 24-граниик, дидигексаэдр, который обычно называют 
дидодекаэдром, или преломленным пентагон-додекаэдром 
(рис. 47,а,б).  Эту же форму можно считать производной окта­
эдра.

Класс m3 называют дидодекаэдрическим.
Классы 432 и 23. Общие формы этих классов можно называть 

осевиками, или гироэдрами, 24-гранным и 12-гранным соответст­
венно (рис. 48,а,б).  В их обычных названиях — пентагон-триок- 
таэдр и пентагон-тритетраэдр — отражено их «происхождение» от 
октаэдра или тетраэдра (рис. 48, вид) .  Как производные куба 
(Іг~Іг) < ^ . 1  их можно было бы называть пентагон-тетрагексаэдром 
(рис. 48, г) и несимметричным пентагон-дигексаэдром (рис. 48,5).

Классы 432 и 23 называют пентагон-триоктаэдрическим и пен- 
тагон-тритетраэдрическим соответственно.

Таким, образом, оказались выведенными все 15 форм кубиче­
ской сингонии.

3*



ГЛАВА IV

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТНЫХ СИСТЕМ 
КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ МНОГОГРАННИКОВ

Решение многих кристаллографических вопросов нередко свя­
зано с переходом от одной установки кристаллического много­
гранника к другой, однако способы преобразования координат­
ных систем, используемые в рентгеновской кристаллографии, как 
будет показано, не могут быть безоговорочно использованы при 
работе с кристаллическими многогранниками.

При переходе от одной координатной системы к другой удобен 
аппарат матричной алгебры, и в настоящем учебнике даются 
некоторые практические советы по работе с матрицами.

§ 1. Зависимость м еж ду старой ( X Y Z )  и новой ( X ' Y '  Z ' )  
координатными системами, а также меж ду старыми 

{(h k l), [/'S*]} и новыми { ( H K L ) ,  [ÄST]} символами граней
и ребер

П РЕО БРА ЗО ВА Н И Е КО О РД И Н АТН Ы Х ОСЕЙ

Заменим грани кристалла узловыми сетками, а ребра (и коор­
динатные оси) —- узловыми рядами (см. стр. 30). Если а: b : с —

П А ^

Рис. 49. Преобразование коор­
динатных осей

отношение параметров старой единичной грани, а А : В : С—новой, 
то а, Ь, с и А, В, С — периоды идентичности (элементарные еди­
ницы) вдоль соответствующих координатных осей. Очевидно,
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одни элементарные единицы можно вычислить как векторные 
суммы других. Для конкретного двумерного случая (рис. 49)

А = 2 а +  Ь, В — 2 а А- 36 
и -> Q -> 1 -+ -+ 1 1

а = А -----—5, Ь =  — —  А + —  В.
4 4 2 2

В общем виде для трехмерного случая

Л  =  и  А а +  vA b +  wA с 

В =  «в а +  ѵв b +  wB с
а = иаА + ѵаВ +  waC 

(1) и b = ubA + übB +  wbC
С = ис а А-vcb +  wc с с = исА -f- ѵсВ +  wcC

( 2 )

Поскольку характер каждого частного преобразования опре­
деляется лишь коэффициентами при а, Ь, с и А, В, С, системы 
этих уравнений можно записать сокращенно в виде матриц пре­
образования осей:

и

( “А Ѵл wA\
I « В Ѵв WB

W Ѵс w j

üa Wa

= і  «л Vb ™b
\ и с Ѵс Щ.

Матрица (М) используется для прямого преобразования осей 
(от старых к новым), обратная матрица (М-1) — для обратного 
(от новых к старым). Такой тип преобразования носит название 
к о в а р и а н т н о г о .

Чтобы вычислить соотношение осевых единиц в данной систе­
ме координат, нужно матрицу соответствующего преобразования 
умножить31 на матрицу, составленную из осевых единиц другой 
системы:

uA vA
UB Vb wB
A c Vc W cJ

/ 4 » va к
ub Vb wb

V c Vc Wc.

\ —► —*
а \ иА а +  ѵА Ь +  с 

*-»
b ~  ив а +  ѵв Ь + ®вс 
-» / -» —> 
с /  ис аА- vcb A~wcc

А \  иаА +  vaB -pwa С 

В I иьА А- ѵьВ А~ wbC 
С )  исАА- v ß  -f  wcC

А

В
->
С

= А: В : С,

= а:Ь: с.

31 См. сноску 33.
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Абсолютные значения векторов A', B ' , С' (А' — рА, В' =  рВ,
С' =  рС) найдем скалярным умножением каждого вектора на самого 
себя с последующим извлечением корня:

А'-А' = (А')2 =  р (иА~а +  vAb +  wA~c)-р {иАа +  vA b +  wAc) 
или

А' =  р2  (иАа2  +  ѵА b2 +  аУл с2 +  ^л cos у +

2ас«л оу 4 cos ß +  26сул wA cos а) ’,
где а , ß, у — осевые углы в старой системе координат.

Вычислив таким же образом В' и С', получим

Л : В : С  =  А ':В ':С ' =  —  : 1 : — .
ß ' В'

Для вычисления новых осевых углов

(а ' =  В С, ß' =  Л С, у' =  А В)
следует воспользоваться следующей зависимостью:

_   ->—» /V J3* 1 ~ ->
cos у' =  cos (Л В) =  -̂ TgT- =  -jrgT- (ua a +  vAb +  wA c) (uB a +  vBb +

-\-wBc )=  - - ---  (uAuß а2 +  -f- WAWBc2  +  uAvBa b +  uAwBа c +А D

+  vAuB b а +  алЩд 6 с -г Юл«в с а +  wAvB c b) =

=  — Гил ыв o2 +  vA vB b2 +  юл юв с2 +  (uAvB +  vAuB) ab cos у +  AB
+  (uAwB wAuB) ac cos ß +  (vAwB +  wAvB) bc cos а].

Таким же образом гопределяем а' =  В С и ß' =  Л С (см задачу XIII).
Матрица (М-1) может быть получена и неграфически — ре­

шением системы уравнений прямого преобразования (1) относи-
тельно а, Ь, с.

Приводим последовательную запись этого решения в матричной форме.
1. Записать определитель Д матрицы прямого преобразования и вычислить

его:

“л ѴА ®л
Uß ѵв шв
ис °с ®с

( V B W B

1 “л VC  w c

U ß  V ß
w A  .

u c  Vc

°л-
uBwB 
“с wc
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2. Заменить в определителе Д каждый минор 1-го порядка (каждый член 
определителя) его алгебраическим дополнением32, деленным на величину опре­
делителя:

vB wB 
vc wc

uBwB
uc wc

VA WA UA WA UA °A
vc wc uc wc uc vc

А А А

UA ША 'M ША UA .VA 
ив ѵв

A A A
3. Транспонировать полученную матрицу, т. е. строки поменять местами со 

столбцами (повернуть матрицу вокруг ее главной диагонали):

и В Wß
ѵс wc

ѵл w.
ѵв WB

А

UB WB 11А «>A UA WA
UC wc uc wc UB WB

А

ив V 

Ur

[А
в и ,  V ,

=  (М-i).

I, Д Д А )

4. Проверить найденную обратную матрицу:

( '  0 Л(М ).(М -!)=  О 1 О =  (1 )33.

\0 О \

32 Алгебраическим дополнением минора 1-го порядка служит дополнитель­
ный минор (определитель матрицы, оставшейся после вычеркивания строки и 
столбца, пересекающихся на данном миноре), взятый со знаком (— 1 )<+і, где 
і  — номер .строки, / —  номер столбца.

33 Правило умножения матриц:
(Щх а 12 аіз\ /Ац  ^із\

öo< 2̂1

f a n bn  - j-  avlbn  -
азз/ÖJL i)J ö« ' ul 06 00 -

G1 3 ^3 1  ß 11^12 T "  a jL2&22 +  a i3 ^ 3 2  a U & 13 +  a l2& 23 +

=  j 021̂ 11 “Ь a2ib2i -f- (̂ 23̂ 31 a21&12 H“ а22̂ 22 4“ °23̂ 32 ^ А з  g -)- Я23̂ 33

\ a 3 j A l  +  ö 32&21 +  !a 3 3 ^3 1  a 31^12 +  a 32^22  +  а зФ з2  a 3 lb l3  ~ b  a 32^23  "1" ö 3 3 ^ 3 3 /
Следует отметить, что в общем случае {Ма) - (Мь)ф (Мь)-Ща) •
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Нетрудно показать, что если (Ма) — матрица преобразования 
осей от установки I к II, а (Мь) — то же от установки II к III, 
то (Мь) • (Ма) =  (Мс) — матрица преобразования от I к III.

П РЕО БРА ЗО ВА Н И Е И Н Д ЕКСО В ГРА Н ЕЙ  КРИ СТА Л Л А  — У ЗЛ О ВЫ Х  
СЕТО К

Пусть /г, k , I — индексы некоторой узловой сетки в старой 
установке; Н, К, L — индексы в новой установке. Так как семей­
ство параллельных узловых сеток (hkl) разбивает элементарные 
единицы (ребра примитивной ячейки) а, b, с соответственно на 
h, k и I частей (стр. 36), то для вычисления новых индексов 
Н , К, L нужно определить лишь, на сколько частей разбивают 
те же сетки новые элементарные единицы А, В, С.

г—>

Из рис. 50 для двумерного случая, где і і=2, k = 3 и А = 2а + Ь, 
jß =  2a +  3ö, очевидно, что H=2h + k = 7 и /С=2/г +  Зй= 13. Таким

Рис. 50. Преобразование индек­
сов граней кристалла

Рис. 51. Преобразование ин­
дексов ребер

образом, каждый из векторов (Л, В) разбит на столько же ча­
стей, на сколько разбита ломаная, соединяющая его концы.

Для трехмерного случая A = uAa + vAb + wAc, значит Н=  
= uAh + vAk + wAl. По аналогии

К  =  uBh +  vBk -f wBl,
L =  uch +  vck +  wc l.

Таким образом, м а т р и ц ы  п р е о б р а з о в а н и я  и н д е к ­
с о в  у з л о в ы х  с е т о к  ( г р а н е й )  к р и с т а л л а  с о в п а ­
д а ю т  с м а т р и ц а м и  п р е о б р а з о в а н и я  ос ей ,  т. е.
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преобразование символов граней тоже идет по к о в а р и а н т н о -  
му закону:

Я \

I ,

(М)]. и
h
k
I

=  (M-Ч

П РЕО БРА ЗО ВА Н И Е И Н Д ЕКСО В Р Е Б Е Р  КРИ СТА ЛЛА (У ЗЛ О В Ы Х  
Р Я Д О В )

Пусть [rs/] — старый символ некоторого ребра, a ;[i?S7] —-> —*• —>
новый (рис. 51). Заменим ребро узловым рядом, тогда ar, bs, ct —>
и AR, BS, СТ—координаты некоторой точки ребра (узла ряда). 
Очевидно, что

AR -f- BS -(- СТ — ог -)- bs -J- ct.
Из системы

a = uaA + vaB +  waC, 

b = ubA + vbB +  wbC, 

с =  ис А -f ѵс В +  wc С

следует, что

AR +  BS +  СТ =  г (иа А -}- ѵа В +  xsig С) +  s (ub А -f- vbB -{- wbC) +  

+  t (и Д  +  v ß  +  wcC) =  А (и /  +  ubs +  uct) +  B(var +  vbs +  vjt) +

Таким образом,
+  C (a y  +  wbs +  wct).

R = uar +  ubs +  uct, 
S = var +  vbs + vct, 

T = war +  wbs +  wct,

T . e. матрица преобразования индексов ребер «а иь “с
ѵь Ѵс

А Wb Wc.
Следовательно, индексы ребер преобразуются с помощью 

о б р а т н о й  т р а н с п о н и р о в а н н о й  матрицы (М~1)'  — 
к о н т р а в а р и а н т н ы й  закон.
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Очевидно, что для о б р а т н о г о  преобразования индексов 
ребер (от новых к старым) нужно пользоваться т р а н с п о и и- 
р о в а н н о й  прямой матрицей (М)':

Разумеется, что то же справедливо и для координат точек.
Преобразуя индексы граней и ребер гексагональных кристал­

лов в установке Бравэ, целесообразнее всего переходить к трех­
членным символам, записывая вместо (hkil)-^-(hk-l) и вместо 
[rsii>£]-»-[r—w s—w-t]. Это даст возможность поступать при 
преобразованиях обычным путем. К сожалению, в литературе 
для гексагональных кристаллов чаще приводятся матрицы преоб­
разования осей вида aia2a 3a 4/ßiß2ß3ß4/YiY2Y3Y4/6i62Ö364. В подоб­
ных случаях рекомендуется перейти к матрице обычного типа 
(см. также задачи IX, X, XI):

“ l «2 ct3 «4
ßl ß2 ß3 ß4
Yi У-2 Ys y4
А А Ö3 Ö4.

«1 — “з “ 2 — “ з > Л  
ßl Рз ß2 ß3 ßâ )■
к — s3 s2— 8з б4;

§ 2. Вычисление матриц преобразования осей при различных 
заданиях координатных систем

I. Координатные оси X, У, Z в новой установке направлены 
по ребрам [rjSi ĵ], [r2s2£2], (EFG) — новый символ грани
Ш ) ;  е, f,g¥= о.

Допустим, что матрица преобразования осей

( М )

UA VA WA
Uß Vß Wß
Mc Vc Wc.

Нетрудно заметить (рис. 52), что числа, записанные в 1-й строке 
матрицы (М), — координаты первого от начала узла (N^  на 
оси X', измеренные элементарными единицами вдоль координат­
ных осей X, У, Z  старой системы, числа 2-й строки соответствуют 
подобным координатам первого узла (Л ) на оси У', 3-й строки — 
то же для оси Z'. Взяв отношения этих чисел и исключив общий 
множитель, получим старые с и м в о л ы  н о в ы х  к о о р д и н а т ­
ных  о с е й  X', Y', Z':

и а :vA :wA = п1 т1: nls1: n1 t1  = rx: sx: t± -*•

Uß ■ Qß • Wß =  ^2̂ 2 • =  2̂ ’ 2̂ ■ 2̂ [̂ 2̂ 2̂ 2] >
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uc:vc :wc =  n3r3: n3s3 : n3t3 =  r3:s3:t3^  [r3s3̂ ].

Тройки чисел riSiti, r2s2£2, r3 Sst3  — координаты некоторых то­
чек на осях X', Y', Z'; в общем случае, если п ф  1, эти точки не 
совпадают с узлами, ближайшими к началу координат

Рис. 52. Члены 1-й строки матри­
цы пропорциональны индексам 

ребра, принятого за  ось X'

(N1, Р 1, ...). Следовательно, чтобы по старым символам новых 
координатных осей составить матрицу преобразования, нужно 
индексы этих символов записать в соответствующие строки 
матрицы (1-я строка — индексы символа оси X', 2-я — оси Y', 
3-я — Z') и ввести для каждой строки поправки — множители:

(М) =
Ѵ і «1S1 п ф \ fu A ѴА WA '

«2 Г3 ^2^2 п4г 1 Ѵв Wß
Л / 3 n3Ss n3t j W Ѵс Wc,

Поправки могут быть найдены из соотношения старого и но­
вого символов некоторой грани.

Действительно,

Ер = еиА +  füA +  gwA =  en1 r1  -f f n ^

Отсюда

По аналогии

=  пх {erx +  fsx +  gtx).

ni
Ер

eri + / si +  Ŝ i

gnxtx =

п „  — ---------- ----------  И По = ----------- --------- ,
gti er3~YfSS~Yëh

где p — некоторый коэффициент пропорциональности, которым 
следует пренебречь, так как матрица (М) служит в дальнейшем 
для определения символов (т. е. отношений индексов) граней и 
ребер кристаллического многогранника.
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Если направления координатных осей в новой установке со­
храняются, а выбирается лишь другая единичная грань, матрица

«і =

( п1 0 0
(М )=  о «2 0

\0 0 «3.
Е F

9 Я-2 — "е f
и

Тогда

G
8

H : K : L  = h —  : k —  l i ­
e f  g

В этом частном случае весьма несложным должно быть и 
традиционно кристаллографическое решение. Пусть параметры 
старой единичной грани — ае, Ье, се, новой — Ае, Ве, Се. Пара­
метры грани- (efg), или (EFG), — а, Ь, с; грани (hkl), или 
(HK.L), — ах, Ьх, сх.

Из определения понятия «символ грани» следует

и

, Ье . E :F :G — ■ J k . • ^e
Ь Сл a b C

bg t Cg
• > H \ K' .L  — J e . . Ce

Ьх cx ax bx cx
Откуда

Я : К  : L  =  h — :  k —  : / — .
e f g

2. Новые координатные оси заданы новыми символами четы­
рех граней, причем три из них в старой системе — координатные 
грани: (H\K\L\ ) — новый символ грани (100), (H2 K 2 L 2 ) — грани 
(010), (Н3 К 3 В3 ) — грани (001), (EFG) — грани (efg); е, f, ц ф 0. 

Допустим, что матрица преобразования осей

(М)

/  иА ѵА т

ив ѵв WB

V Uc üc WC

тогда новый символ грани (100) можно получить умножением 
матриц с последующим исключением общего множителя:

/  и а ѵА Ш \  /  1 \  /  иА\

ив ѵв WB 0 иВ ,

Uc Vc Wc о Uc/
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Аналогично, для грани (010)

= ̂ 2 ^ 2  ' ̂ 2 ^ 2  ' ̂ 2 ^ 2  ̂  ̂ 2  * - ^ 2  * ̂ 2  (^г^ а̂ з)*
и для грани (001)

®л • • We =  л3Яз ■ л3/(з . л3А3 =  Я 3. Аз • Ел —> (Я3 К3 Е3).

Таким образом, чтобы составить матрицу преобразования ин­
дексов, нужно новые символы старых координатных граней запи­
сать в соответствующие с т о л б ц ы  матрицы, умножив при этом 
члены каждого столбца на поправки — множители щ, п2, п3, кото­
рые можно получить, решив систему уравнений, выведенную из 
соотношения между старым (efg) и новым (EFG) символами 
некоторой четвертой грани.

Действительно,

uA :uB : lie =  n1H 1: л 1/(1: n1L1 =  Я х : : L x ->

рЕ =  иАе +  vAf  +  wAg, 
pF =  аве +  vBf  +  wBg, 
pG = uce +  vcf +  weg,

где p — коэффициент пропорциональности, которым в дальней­
шем пренебрегаем (см. стр. 75).

Поэтому
Е =  nji^e  +  n2H J  -f n f l ag,
F =  пгКге +  n2K J  +  n3 Kag,
G =  пхЬуе +  n2L J  +  nbL.£

(см. также задачу XII).
3. Новые координатные оси заданы символами четырех гра­

ней кристалла, три из которых не лежат в одной зоне: (Я іАіА ), 
(Н2 К 2 Е2 ), (H2 K3 L3) и (Я4А Д 4) — новые символы граней {h\k\l\), 
\h2 k 2 h), (Я3А3/3) , (hJiiU).

Элементы искомой матрицы можно вычислить по формулам34, 
представляющим собой сокращенную запись решения системы 
из 12 уравнений (см. также задачу XIV):

и л = Р1Н 1 + * 3  к
к

Pßi+ К  к 
&2 к

P ß 3,

ив = k2 к 
К  к PlKl +

k3 l3
К  к

P ß 2 + К  к
fo-2 ^ 2

Р3Кг,

34 «Acta Crystallographica», 1949, vol. 2, р. 322.
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где

Р1

« с  =
hg к

P 1P 1 +
k 3 lg

P 2^2 “ b
k i  к

hg Ig К  к k 2 l 2

ѴА =
13 h 2

P1H 1 +
к  hg

P g H , +
к  К

13 hg к  К к  hg

/, h 2 /о hn L h
ѵв  = P yK i +

*3 3 PgKg + Li u i
la h 3 к к  К

Ѵс =
1-2 К P ,L  1 +

к  hg
P  2-^2 +

к  h x

І3 hg к  h i к  h 2

h 2 k 2 ho ko /z, ki
WA = P1H 1 Р М 2 +

h a kg k>2

/Z., kn ho ko 1u
WB = P 1K 1 + 3 '^3

Р гК 2 + 'Ч.

hg kg h x k± К  h i

/z„ k 2 ho ko h л k ,
w c = P i ^ i

»t-g
P 2^2 “ Ь

1 ,vi

h-j kg К  К /z2

PjLs,

P 3H S,

Р  3К 31

P 3L Зі

PM-3U 3>

P  зКз,  

P3 P3 ’

H2 K 2 Lg
H3 K 3 L3 

Я 4 K i  Li
• D

Hi K M
H g K 3La
Hi K M

. D

H i K i L i
HgKg  l 2
Hi  K i  Li

/іо /о

h6 k0 13
h± ^ 4  ^4

1

to 1 1

/z1  k1 к  
hg kg к  
h i  ki к

1

« 1 1

h x kx l r
ho
h^ l  x

Этими общими формулами можно пользоваться и при реше­
нии частных случаев.

Обращаем внимание на то, что при решении лш/срокристалло- 
графических задач исходными данными всегда служат четыре 
грани (тетраэдр Вейса или Гаюи); три из них определяют коор­
динатные оси, а четвертая-—относительные единицы измерения 
по этим осям. В лшкрокристаллографии надобность в четвертой 
грани отпадает, так как единицы измерения «заложены» в самих 
осях.

Отсюда ясно, что если для преобразования узловых сеток и 
рядов достаточно задать тр и  соотношения индексов граней 
(или ребер) в старой и новой системах координат, то в случае 
кристаллических многогранников нужны ч е т ы р е  таких соот­
ношения.

При переходе от отдельной узловой сетки к грани (а во всех 
рассуждениях мы сначала заменяли грань — с и с т е м у  узловых 
сеток — узловой сеткой) теряется тот общий множитель, кото-
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рый и отличает грань от узловой сетки. «Лишняя», четвертая 
грань (контрольная) позволяет вновь ввести эти множители.

Необходимо подчеркнуть, что попытки механически применить 
правила, выведенные для сеток пространственной решетки, к гра­
ням ведут к досадным недоразумениям. Их, в частности, не избе­
жал М. Д. Бургер в «Рентгеновской кристаллографии» (1948).

§ 3. Матричное представление симметрических 
операций кристаллического многогранника

Симметрическое преобразование (вращение с отражением или 
без него) можно представить как преобразование координатной 
системы.

Рпс. 53. Повороты координатного репера: 
а  —  на 90° против часовой стрелки; 
б — на 120° против часовой стрелки

Для прямого преобразования

для обратного

{М) =

(М->)

(  иА ѴА Wa

Uß Ѵв Wb

\  ис Ѵс Wc

Г
* ѵ а w а

\

b Vb w b

\ и c Vc Wc
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Так, поворот фигуры вокруг вертикальной оси на 90° по часовой 
стрелке (4*1) может быть представлен поворотом координатного 
репера в. противоположную сторону. Из рис. 53, а

А = Ь,
—>
В = — а,

С — с.
откуда

следовательно,

(М)
0 1 о

1 Г о

0 О 1

/Г I  о\

и (М~1) = 1 0  0 •

\0  о 1 /

При операциях симметрии кристаллографический координатный 
репер преобразуется сам в себя, поэтому все матрицы симметриче­
ских преобразований, полученные таким способом, всегда будут 
иметь своими членами ‘только 0 и ±  1 («ноль, один»-матрицы).

Матрицы симметрических операций позволяют вычислять сим­
волы преобразованных граней и ребер (координаты точек), при­
чем, как было показано (стр. 72, 73), в первом случае использует­
ся прямая матрица (М), во втором — обратная транспонирован­
ная (М-1) ' 35. Очевидно и обратное, по символам исходной и 
преобразованной грани можно получить (М), а по подобным 
символам ребра (координатам точек) — (М~1)/.

Следует отметить, что при ортогональной координатной систе­
ме символы граней и ребер размножаются по одному и тому лее

35 Так, при повороте вокруг вертикальной оси на 120° по часовой стрелке 
(З’ ) грань (hkl)  преобразуется в грань ( kh - \ -k l ) ,  а ребро [rst] (= точ ка хуг ) —в 
ребро (s—г rt) (= точку  у —х xz)  — сравни стр. 41.
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закону. Действительно, прямая матрица равна в этом случае 
обратной транспонированной: (М ) — (УкН)'.

То же имеем и в случае иеортогональных систем для опера­
ций 2-го порядка (т, 2, 1), прямая матрица которых эквивалент­
на как обратной транспонированной, так и обратной матрице: 
(УИ) =  (М -І) , =  (М-1).

Составляя матрицу симметрического преобразования по сим­
волам грани (или (М-1) ' — по символам ребра), мы фактически 
совершенно отвлекаемся от конкретного геометрического смысла 
ее членов, однако надо иметь в виду, что при ортогональной 
координатной системе члены матрицы (М) = представляют
собой косинусы углов между новым и старым координатными 
реперами, т. е.

Представление кристаллографических операций такими табли­
цами направляющих косинусов36 во всех сингониях, как это де­
лается, например, в кристаллофизической практике, неудобно, 
так как искусственное введение ортогонального координатного 
репера не только усложнит матрицы37, но, что значительно суще­
ственнее, не позволит их использовать непосредственно для рас­
чета символов граней и ребер, записанных в обычной кристалло­
графической системе.

Итак, каждому симметрическому преобразованию кристалли­
ческого многогранника можно поставить в соответствие свою 
«ноль, один»-матрицу, сохраняя во всех случаях кристаллографи­
ческую систему координат, причем матрицы с Д=1 представляют 
операции первого рода, а с Д= —1 — второго.

Матрицы, соответствующие преобразованиям одной точечной 
группы, также составляют математическую замкнутую группу со 
всеми ее свойствами, в частности произведение двух матриц даст 
третью, представляющую симметрическое преобразование этой 
же группы. При некоммутирующих операциях (уИі) • (М2) ф  
ф  (М2) ■ (Mi) ( с м . также задачу XV).

36 В пекристаллографичесішх классах симметрии отсутствует тройка направ­
лений, преобразующаяся в себя при всех операциях группы, и, следовательно, 
естественная координатная система не даст каких-либо преимуществ, поэтому 
в таких случаях удобнее вводить прямоугольную систему и пользоваться табли­
цами косинусов.

37 В этом случае, например, матрица поворота вокруг вертикальной оси на

(
иА ѵА WA

uB vb w b

Uc vc wc (

120° (3^) примет вид

4 Геометрическая кристаллограф»: 81



ГЛАВА V

РАЗБОР НЕКОТОРЫХ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ

З А Д А Ч А  I

Показать, не прибегая к методу аналогии (см. стр. 12), какими 
действительными операциями можно заменить преобразования 
сложных осей 7, 8 и 10-го порядков.

РЕШЕНИЕ

Преобразование сложной оси слагается из двух мнимых и по 
существу противоречивых^ операций: одна — 1-го рода («), дру­
гая— 2-го рода (т или 1). Первая операция приводит к иден­
тичности при полном обороте [пп = пкп = 1), вторая — при каж­
дом четном преобразовании (ni2 = m2h= 1 и 12= 1 2й=1), следова­
тельно, показатель степени преобразования (число повторенных 
преобразований), при котором обе операции одновременно обра­
тятся в идентичность, должен быть четным. Отсюда следует, что 
порядок циклической группы 2-го рода38 (число ее членов) дол­
жен быть четным, а п о р я д о к  г р у п п ы  р а в е н  п о р я д к у  
ч е т н о й  с л о ж н о й  о с и  и в д в о е  п р е в ы ш а е т  п о р я д о к  
н е ч е т н о й 39.

Каждое четное преобразование сложной оси «конгруэнтно», 
поэтому простой поворот является обязательным элементом цик­
лической группы 2-го рода, причем порядок оси, задающей этот

38 Циклическими группами 2-го рода можно называть такие группы, эле­
ментами которых служ ат операции как 1-го, так и 2-го родов.Q _ Ö1 О' © _

39 Так, для групп 6 и 6 имеем соответственно: 61, 62 =  З1, 63=  1, 
64 = 3 - ',  65 =  6 ~ \ 6е =  1 и 6 \  62 =  3 \  68 =  т, 64 =  3 - \  65 =  6 - ‘, 
66 =  1, а для групп 3 и 3: З1, 32=  3—1, З3 =  т, З4 =  З1, 3Б =  З-1, 
3°8 =  1 и 3 \  З2 =  3~!, З3 =  Г, З4 =  3 \  З5 =  З -1, 3е =  1.
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поворот, вдвое ниже порядка циклической группы, т. е. равен 
порядку нечетной оси и вдвое меньше порядка четной.

Иными словами, у четной сложной оси обе составляющие 
мнимые, а у нечетной реальность одной из составляющих («пово­
ротной») определяет реальность и другой («отражающей»), т. е. 
сложные оси нечетных порядков можно заменить комбинациями
простых элементов симметрии: янеч =  я-яі и nRt4 — n-\.

Сложные оси четных порядков естественно подразделить на 
два типа:

а) я — четное, но п/2 — нечетное, т. е. я =  4/е +  2 и б) я — чет­
ное и я /2— четное, т. е. п =  4/г +  4.

В первом случае я/2-e преобразование оказывается энантио- 
морфным, во втором — конгруэнтным, причем угол я/2-го пово­
рота для зеркальных осей равен я, а для инверсионных — 
я +  я/2я.

Иными словами, при нечетном я/2 зеркальный поворот (я) 
содержит в качестве простой операции отражение в центре инвер­
сии, а инверсионный (я + я /2 - я = 2ш7) — отражение в горизон-

о  —  —

талы-юй плоскости, т. е. я =  я/2-1, а я =  я/2-ягх .
При четном я/2 отсутствие отражения как в плоскости, так и 

в центре инверсии предопределяет оригинальность (незамени­
мость) этого типа сложных осей, причем общий результат зер­
кального и инверсионного преобразований для данного порядка 
совпадает.

Таким образом, на действительные операции можно разло­
жить преобразования сложных осей 7-го и 10-го порядков
(7=7-ягх  =  І4, 7 =  7-1=14, 10 =  5-1=5 и пГ=5-ягх =  5), а 8 = 8 — 
оригинальный элемент симметрии.

З А Д А Ч А  I I

Определить, какой класс симметрии изображен на стерео­
грамме (рис. 54,а), и записать его обозначения по Бравэ, Гер­
ману— Могену и Шенфлису. Построить квадрат Кейли этого 
класса. Охарактеризовать простые формы, отвечающие изобра­
женным граням.

Какой класс получим, добавив к операциям этого класса отра­
жение в центре инверсии? Как изменятся в этом случае простые 
формы? Выписать подклассы полученного класса и записать 
координаты точек, связанных операциями симметрии с точкой xyz.

РЕШЕНИЕ

1. Определение класса симметрии, его обозначения. Взаимо­
действие плоскости симметрии и оси 2-го порядка, лежащей в 
этой плоскости, порождает плоскость, образующую с исходной
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Рис. 54. К задаче II : 
а  —  условие задачи; б  —  поворот 
стереограммы вокруг оси У на 90°. 
После поворота грани 1', 2 ', 3\ 4' и 
5 ' займут соответственно положение 
I, 2, 3, 4 и 5. Ось 2 х-»-2г; в —  квад­

рат Кейли класса mm2: а - + б = т у, 
a-> -e= 2z, а- -̂г — піх, о—> о =  1; г—про­
стые формы класса mm2 (2, 3, 4, 5 );

6 — общая форма класса ттт



угол 90°. (Действительно, по теореме 2 (см. стр. 18) P'-P" = L2, 
если Р' / \Р " = 90°, следовательно, Р'-Ь2 — Р", где Р' Д Р" =  90°).

Полученный класс — класс «подковы» — обозначится по Бравэ 
Ь22Р, п о  Герману—Могену в данной установке — 2тт (вдоль X 
направлена поворотная ось 2-го порядка — 2, вдоль У и Z — нор­
мали к плоскостям симметрии — 2). В стандартной для ромби­
ческой сингонии установке ось Z всегда совмещают с поворотной 
осью 2-го порядка, поэтому стереограмму следует повернуть 
(рис. 54, б) вокруг горизонтальной оси, параллельной наблюда­
телю (вокруг оси У) на 90°. Тогда символ 2тт запишется как 
mm2. Символ по Шенфлису (С2ѵ), как и символ по Бравэ, уста­
новку не отражает.

2. Построение квадрата Кейли. Чтобы вычертить квадрат 
Кейли, необходимо получить все операции этого класса, что не­
трудно сделать, размножив фигурку общего положения 
(рис. 54, в).

Группа mm2 интересна тем, что произведение двух любых 
операций, не равных 1, равно третьей операции. Такая же осо­
бенность отличает еще две группы 4-го порядка — 2Im и 222 40 
(сравни группы 4 и 4).

3. Характеристика простых форм класса mm2. Грань К не 
размножаясь элементами симметрии, образует одногранную 
форму.

Грани 2 и 3 создают двугранные, следовательно, также 
открытые формы; в первом случае грани пересекаются 
(рис. 54, г—3), во втором—параллельны друг другу (рис. 54, а—2).

Грани четырехгранной формы 4 попарно параллельны, поэто­
му форма открытая, ее собственная симметрия — nimm 
(рис. 54,г—4). Все грани общей41 четырехгранной формы 5 пере­
секаются в одной точке, т. е. форма открытая (рис. 54, г—5).

4. Получение центросимметричного класса. Добавив к опера­
циям класса mm2 отражение в точке, получим

"V  Т =  2.,.,

Щу Л =  2 у,

2г-Г = тг.

Приходим, таким образом, к полносимметричному классу ромби­
ческой сингонии — ромбической голоэдрии:

mm2 • 1 =  тхт, 2г ■ 1 =  =  ттт.
тх ту тг

40 Эти т'ри группы называют группами Клейна.
41 Определение общей формы см. на стр. 52.
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Обозначения осей в символе опускаем, так как каждая из них — 
результат взаимодействия двух плоскостей (2х= т ѵ-тг, 2Ѵ = 
— mxmz и 2z — mxm,j). По Бравэ — ЗЬ2ЗРС, по Шенфлису— D2h.

5. Формы класса ттт. Простые формы, грани которых пер­
пендикулярны к «новой» плоскости симметрии (mz) , останутся 
неизмененными, форма 1 станет двугранной (рис. 54, г—2), 
а форма 2 — четырехгранной (рис. 54, а—4). Пирамида 5 класса 
mm2 поворотом вокруг 2* или 2и либо отражением в плоско­

сти т-_ или в точке удвоится — превратится в восьмигранную 
бппирамиду (рис. 54, а—6) — форму закрытую.

6. Подклассы класса ттт: а) mm2 и 222 (ромбическая син- 
гония), б) 2/т, 2 и т (моноклинная сингония) и в) 1 и. 1 (три­
клинная сингония).

7. Размножение точки xyz операциями класса nimm (рис. 55). 
Простые повороты дадут «конгруэнтные» точки (2, 3, 4):

«Энантиоморфные» точки (5, 6, 7, 8) даст инверсия (1) или лю­
бая другая операция 2-го рода (пгх, mv, mz)\

Рис. 55. Размножение точки 
xyz  операциями симметрии 

класса ттт

xyz-2x = xyz (2), 

xyz-2y =  xyz(3), 

xyz-2Z =  xyz (4).

(1 )xyz , xyz{5),
(2) xyz I _ _  xyz (6),
(3) xyz I xyz (7),
(4) xyz 1 xyz (8).
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З А Д А Ч А  III

Определить сферические координаты грани (738) в ромбиче­
ском кристалле, если ср<і 11) =  62°, Р(ш) =  49°.

РЕШЕНИЕ

Кристалл ромбический, поэтому положение координатных гра­
нен определено и их вместе с единичной следует принять за 
исходные.

Рис. 56. Определение положения гра­
ни (hkl) методом расщепления сим­

волов

По правилу сложения (см. стр. 46) можем записать:

(738) ( (212) и (ПО) при т  =  4 и л =  — 1; 4 (212)+ 1  (ПО) =  (738), 
1 (213) и (Т01) при /п =  3 и п = — 1; 3 (213)+ І( І0 1 )  =  (738),

(2 і з ) |  (П1) и (011) ш =  2 и п = 1 ,
1 (001) и (212) т = п = \ ,

( (111) и (101)
(212)| т =п=  1,

I (211) и (001) .
[ (100) и (111)

(211) т —п—1.
I (101) и (ПО)

Нанеся на стереограмму исходные грани, найдем двуединич­
ные грани и затем, развивая зоны, последовательно получим 
грани (211), (212), (213) и, наконец, (738) (рис. 56). По стерео- 
грамме находим координаты этой грани: ф(738) =  77°, Р(7зз) =  42,5°.
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З А Д А Ч А  IV

Определить символы граней р (ср= 126°59/, р =  90°00/) и 
q (ф =  ЗГ36', р =  68°35/) кристалла халькантита по сферическим 
координатам его основных гранен:

а (100)
в (010) 
с (001) 
е (111)

Ф
100°54'

0° 00'

76°05'
71° 15'

Р
90°00'
90°00'
17°55'
54°40'

РЕШЕНИЕ

Построив стереограмму кристалла, прежде всего определяют 
выходы координатных осей — в кристалле с непрямоугольной

Рис. 57. Определение выходов 
координатных осей:

1 —  стереографические проекции 
координатных граней; 2 — гномо- 
стереографические проекции коор­

динатных осей

Рис. 58. Определение символов 
гранен методом косинусов Вульфа. 
Измерение полярных углов Яо, Цо,

Ѵ0 И Хх, [X*, Ѵх

системой координат они в общем случае не совпадают с полюса­
ми координатных граней.

Координатные оси представляют собой линии пересечения 
координатных граней: X — (010) и (001), У— (100) и (001), 
Z  — (010)и (100). Поэтому стереографическими проекциями этих 
осей будут точки пересечения стереографических проекций коор­
динатных граней, т. е. д у г  («экваторов»), полюсами которых 
служат гномостереографические проекции координатных граней 
(рис. 57). Из этого же рисунка очевиден и другой путь нахожде­
ния выходов осей. Дуга, проходящая через гномостереографиче-
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скііе проекции граней (100) и (010), есть гномостереографическая 
проекция ребра пересечения этих граней, и полюс такой дуги — 
стереографическая проекция оси Z. Таким же образом У — полюс 
дуги [(100) и (001)], а X — [(001) и (010)].

Промерив по стереограмме (рис. 58) полярные углы ho, цо, ѵо 
и hx, Pa-, ѵя, решаем уравнение

Для грани р:

hp • kp . Iр

Для грани q:

cos %х cos \ix COS vx
cos Я0 COS (X0 cos v 0

cos 40° cos 116,5° cos 90°

cos 56° cos 71 ,5 ° cos 5 4 ,5 °

,37:1,35 0 1 o
'

Tо

cos 69° rco s3 5 ,5 °  . cos 6 8 ,5 °

cos 56° cos 71 ,5 ° cos 5 4 ,5 °

hq : k q : l q =  0,641 : 2,50 : 0,631 - ^ 1 : 4 :  1^(141).

З А Д А Ч А  V

Определить элементы (геометрические константы) кристалла 
халькантита по его основным граням (см. задачу IV).

РЕШЕНИ Е

Осевые углы измеряют по стереограмме (рис. 59), причем 
между одноименными выходами осей (YZ или YZ и т. д.) полу­
чают углы a, ß, у, между разноименными— (180°—а), (180°—ß), 
(180°—у).

Углы а, ß, у можно получить и по гномостереографическим 
проекциям осей как углы менаду двумя дугами.

Отношение осевых отрезков определяет уравнение
а  j  с   cos р.0 . j  . cos [А0

b b cos Я0 cos Ѵ о

Другой графический способ определения и позво­
ляющий решать и обратную задачу (задача VI), — м е т о д  т р е ­
у г о л ь н и к о в .  При пересечении единичной ' и координатных 
граней (рис. 60) образуются треугольники АОВ, АОС и ВОС, из 
которых

а
Ь

sin уд 

s in y t

с   sin a  с
b sin аь

и
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Углы уа и уь, <хс и аь, ßa и ßc измеряют по стереограмме 
(рис. 61) как углы между дугами — гномостереографическими 
проекциями координатных осей и линий пересечения единичной 
и координатных граней.

Рис. 59. Измерение осевых углов

В данном случае уа =  32 — , уь =  70 —  и ас =  27 —- , а ь =
4 2 4

=  54 —  . Откуда —  =  0,568; — =0,561.
4 3 Ь ' Ъ

З А Д А Ч А  V I  ( О Б Р А Т Н А Я  К З А Д А Ч Е  V)

Даны элементы кристалла халькантита:

—  : 1 : —  =  0,5715:1:0,5575,ь ь
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а  =  97°44', ß =  107°26', -у =  77° 20'.
Построить стереограмму основных граней (100), (010), (001) и
(1П).

РЕШЕНИЕ

Построение проекций координатных граней

1. Определение выходов координатных осей. Ось Z распола­
гаем вертикально, тогда плоскости осей ZX и ZY  будут также 
вертикальными (рис. 62).

Рис. 62. Определение выходов ко­
ординатных осей по осевым углам

Ось X направляем на наблюдателя, причем ее положительный 
выход окажется под плоскостью проекций, так как угол ß>90°. 
Невидимый выход оси X можно найти, отсчитав от выхода 
оси Z — центра круга проекций — угол ß =  107°26/. Видимый вы­
ход отрицательного направления оси X  определится углом 180°— 
—ß =  18 £ — 107°26/ =  72°34'.

Ось У образует угол 180° — а=180°—9744' =  82° 16' с осью Z 
и у =  77°20'—с осью X, поэтому выход оси У есть точка пересече­
ния двух дуг: все точки первой находятся на угловом расстоя­
нии 180° — а от оси Z, точки второй — на расстоянии у от X.

2. Определение положения граней (100), (010) и (001). Гно­
мостереографические проекции координатных граней (100), (010) 
и (001) находятся как полюсы дуг YZ, XZ и XY, т. е. дуг, прохо­
дящих через выходы координатных осей (рис. 62).

Определение положения единичной грани

Чтобы найти положение единичной грани, надо по элементам 
кристалла построить вспомогательные треугольники ВО С и АОС
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(задача V), из которых определить аъ и ßa (рис. 63, а). Затем на 
стереограмме (рис. 63,6) из точек (100) и (010) провести дуги, 
образующие с окружностью основного круга (проекцией оси Z)

углы аь и ßa соответственно. Точка пересечения этих дуг (е) 
и есть проекция единичной грани.

З А Д А Ч А  V I I

Определить симметрию (двойниковую группу) двойника про­
растания кристалла класса m3 при двойниковании по 2j-j-j2-j. То же 
для двойника срастания.

РЕШ ЕНИ Е

Построив стереограмму группы m3, отмечаем выход двойни- 
кующей оси 2^12]. В общем случае для этого надо, пользуясь 
соотношением hr + ks + lt—0, подобрать две грани с простейшими 
символами, параллельные этой оси. Дуга, проходящая через 
гномостереографические проекции этих граней, даст гномостерео­
графическую проекцию искомой оси, поэтому полюс этой дуги — 
стереографическая проекция заданной оси; положение граней 
легко получить «методом расщепления» (см. стр. 47). В данной 
задаче решение упрощается, так как в кубическом кристалле
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направление [rsf] перпендикулярно к плоскости (rst), позицию 
которой также можно получить «расщеплением».

Из стереограммы очевидно, что единственным элементом сим­
метрии, который может перейти в двойниковую группу, оказы­
вается в данном случае ось 3y_L2 ^ . j42. Тогда предполагаемая 
сохранившаяся подгруппа — 3 (рис. 64).

Рис. 64. К задаче V II:
1 —  элементы симметрии мо­
нокристалла; 2 — двойникую- 
щая ось; 3  — элементы сим­
метрии сохранившейся под­
группы; 4 —  порожденные 
двойниковые элементы симмет­

рии

Взаимодействие элементов этой подгруппы с осью 2' приведет
к полной двойниковой группе 3т' =  3 — . Ее порядок (12) вдвоет’
превышает порядок сохранившейся подгруппы, что и подтверж­
дает правильность нашего предположения.

В двойнике срастания в сохранившуюся подгруппу перейдет 
лишь ось 3 =  3У, поэтому симметрия двойника срастания — 32'.

З А Д А Ч А  V III

Определить в тетрагональном кристалле положение двойни­
кового аналога грани Р(211), если р<ш)=480, а двойникующая 
ось А совпадает с нормалью к грани А (ТІ2). То же при двой- 
никовании по плоскости Q (011).

РЕШ ЕНИ Е

Двойникующий элемент — ось [112]
Полюсы граней Р и А находим на пересечениях следующих 

зон (рис. 65);

42 Если З у (= [1 1 1 ])±  [112], то в кубическом кристалле (111) должна быть 
параллельна [112], что подтверждается соотношением h r + k s + l t = 0.
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(211) =  [(101).(ПО)] и [(100)-(111)],

(112) =  [(ПО)] -(001)] и [(ОТі).(ТОІ)].
Поставив полюсы обеих граней на один меридиан сетки Вуль­

фа (рис. 66,а), отсчитываем по этому меридиану от полюса (Гі2) 
в сторону, противоположную грани (211), угол, равный углу

Рис. 65. Определение полюсов гранен

между этими полюсами (АР=АР).  Искомая грань Р (211) зани­
мает положение Р (ф=242,5°, р =  117°).

Следует обратить внимание на то, что на стереограмме неви­
димым продолжением данного меридиана служит меридиан сим­
метричный.

Двойникующий элемент — плоскость (011)

Параллели сетки Вульфа перпендикулярны ее меридианам, 
поэтому, построив стереографическую проекцию двойникующей 
плоскости (рис. 65), откладываем по параллели угловое расстоя­
ние, равное угловому расстоянию от полюса грани Р до мери­
диана— стереографической проекции двойникующей плоскости 
( v / ,m = w /)m) (рис. 66,6). Таким образом, ф(211) =  116°, 
р(211) =  119,5°.

Следует помнить, что невидимое продолжение параллели 
совпадает с ее видимым следом.

Определяя положение двойникового аналога грани Р, можно 
для наглядности поставить двойникующую ось (соответственно 
двойникующую плоскость) вертикально, для чего следует повер­
нуть стереограмму вокруг горизонтальной оси. Эта горизонталь­
ная ось совпадет с вертикальным диаметром сетки Вульфа, если 
стереографическую проекцию двойникующей оси поставить на
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экватор этой сетки (соответственно проекцию двойникующей 
плоскости — на ее меридиан). При повороте вокруг этой горизон­
тальной оси все точки стереограммы будут перемещаться по 
параллелям сетки Вульфа.

ЗАДАЧА IX

Новая, структурная, установка для хиолита ^класс —  mrnj
отличается от морфологической поворотом координатной системы 
вокруг оси Z. Определить: I) новые символы граней (012), (111), 
(011) и (010); 2) старый символ новой единичной грани; 3) но­
вый символ меридионального ребра бипирамиды, обозначенной 
в старой установке {021}.

РЕ ШЕ НИЕ

1. Для тетрагонального кристалла с боковыми особыми на­
правлениями оси X и Y можно выбрать двояко, причем соответ­
ствующие реперы будут повернуты относительно друг друга 
на 45° вокруг оси Z.

Рис. 67. К задаче IX

Очевидно, что структурное исследование позволит совместить 
оси X и У с теми особыми направлениями, элементарные едини­
цы А, В, С (периоды идентичности) вдоль которых кратчайшие. 

Из рис. 67:

2
і Ь_

2 ’
—*
5  = (1)

С =с. )
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Следовательно, матрица преобразования осей (и индексов гра­
ней)

( т )

1 1
0

2 2

Г 1
0

2 2

0 0 1

— — 0/ —  —  0/001.
2 2 2 2

Новый символ (HKL) грани (012) найдем, перемножив матрицы

1 V  

1 

2

г 1 ч

V
1 1 1

0  1
2 2

к : - I 1
0

2 2
L

1 J L 0 0 1 1 1
( 1_

2 •0 1 + 0 - 2

—  -0 +  —  - 1 
2 2

V

0 ■ 2

0 • 0 +  0-1 +  1-2

2

_1_

2
V 2 )

(114).

Таким же образом находим, что грани (111), (011) и (010) полу­
чат соответственно символы (101), (112) и (ПО).

2. Для определения старого символа (hkl) новой единичной 
грани следует вывести обратную матрицу, что можно сделать 
либо непосредственно по чертежу, либо решая систему уравне-
ний (1) относительно а и Ь:

а = А — В

b = А + В  > 
—>

с = С

следовательно, (.М-1)
1 1 0 \  

1 1 0 -  
0 0 1/

Для проверки:

(Л4)-(Л4-5)

( 1 1 0 1 с

2 2

I 1 0 •

2 2

1 о 0 1 J

Г о ' ' 1 0 0 1

1 0 — 0 1 0

0 1 0 0 1
J
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Таким образом:

(ІН:::Кі (021).

3. Вычислив символ меридионального ребра бипирамиды 
{021}, преобразуем этот символ к новой установке, для чего 
используем транспонированную обратную матрицу (уИ- 1)': 
{/'sd —[(021) • (201)]=[il"2] (см. стр. 44),

(■)— üHi-HlHi)-«
З а д а ч а  X

Определить для кальцита (класс 3т) символы ромбоэдра 
{10І1} и скаленоэдра {1231} в трехосной системе координат 
Миллера.

РЕШЕНИ Е

В системе Бравэ (см. стр. 39) ось Z направлена вдоль глав­
ной оси, оси X, Y (U) совпадают с боковыми особыми направле­
ниями (у=120°, a= iß  =  90°). Единичные отрезки (А '— В 'Ф С ' , 
рис. 68, а) определяет грань ромбоэдра.

В системе Миллера (см. стр. 39) координатные оси X, У, Z 
выбирают параллельно ребрам ромбоэдра; единичные отрезки — 
ребра ромбоэдра — равны друг другу (а =  6 =  с), осевые углы 
равны между собой (а =  р=у=7^90о=й=120°, а  — угол ромбоэдра).

Чтобы найти матрицы преобразования осей, прежде всего 
совмещаем начальные точки двух координатных систем, для чего 
переносим начало системы Бравэ из центра ромбоэдра в его вер­
шину. (Такой перенос не изменит символов граней, так как 
Л =2/4', С = 2С', т. е. Л : С=А ' : С'.)

Таким образом, координатными осями в системе Бравэ можно 
считать ребра гексагональной призмы, равной по высоте ромбо­
эдру; горизонтальные ребра такой призмы равны Л =  а ' ] /  3, где 
а' — проекция ребра а ромбоэдра на горизонтальное сечение 
призмы.

Из рис. 68, б очевидно, что

и =  — Л 4-----В —------С,
3 3 3

-> 1 1 1  -> 1 О 1
й =  — — Л +  —  В +  —  С, с = -----—Л ---- —В 4—— С.

з з з  з з з
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Отсюда матрица преобразования осей от гексагональной си­
стемы к ромбоэдрической:

(М) =■

Г 2___1_ _1_
3 3 3
Т  1 1

3 3 3
M l  
3 3 3 J

Если (pgr) — символ грани в системе Миллера, а (hk.il) 
(hk-l) — в системе Бравэ, то

(pqr)->\ 0 j  =  (M )Y  k )•

Вычеркнув в символах ромбоэдра и скаленоэдра лишний 
индекс по оси U, получим (10-1) и (12-1) соответственно.
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Тогда

(PQf)ромбоэдра'
< 2 1 _П

3 3 3
I I 1
3 3 3
Т 2 1

1 з 3 3 .

(100).

Точно так же (pqr) скаленоэдра равно (524).
П р и м е ч а н и е .  По рис. 68 нетрудно найти и обратную 

матрицу (М- 1) — от ромбоэдрической системы к гексагональной:

/ !  Т ° \  _ _
(^ 7 1) =  ( 0 1 Т І =  110/011/111.

Иногда в такую матрицу вводят дополнительную строку, соот­
ветствую щую_ индексу і = —h—k.

Из 110/011/111 /z=p—q, k = q—r, следовательно, i = q—р + 
Т г—q = —р + г, и матрица будет записана как 110/011/101/111.

Соответственно (М) — —— -— —/—— -— —/—— -— — приходится 
ѵ / З З З  З З З  З З З 1̂

2 1 п 1 , Т і Г. 1 , 1 2 Г1 1записывать к а к ------- 0 — /--------- 0 — / -------- 0 — .
3 3  3 3 3  3 3 3  3

Задача XI

Для кристаллов ковеллина приводимая в справочниках матри­
ца преобразования осей к новой, структурной, установке записы­
вается как

(М*) =  —  0 —  0/— —  00/0 — —  0/0002.
3 3 3 3 3 2 .

Получить матрицу преобразования осей к старой системе 
координат.

РЕШЕНИЕ

Перейдем к обычной трехстрочной матрице, для чего из соот­
ношения между (hkil) и (HKIL) получим соотношение между 
(hk-l) и (HK-L ):
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(НКЩ

■Следовательно,

— 0 — 0 1

/ я \
3 3
I 1  ̂ „ / /г \

«  = — —  0 0 3 3 А

и О I 10 --------о3 3
Л Г\ Л О

і
V  /

^0 0 0 2)

H : K : I : L  = (h — i):(k — h):(i — k): 6/.
Так как і =  — Л — А, то Н : К : I : L — (2h +  А): (— А): (—h—2k): 61 
и Н : К ■ L =  (2h -j- А): (— Л +  А): 6/.

■Откуда

/2 1 ° \
(Л4) = 1 1 0 и (УИ-1) 

\0  0 6 /

1 1 1

3 3

1 2

3 3

0 0

Чтобы записать обратную матрицу в форме, принятой в лите­
ратуре, определим (hkl) по (HKL):

(hkl) ->

■Следовательно,

h:k-. l  = (2H — 2K):(2H +  AK) : L.

Введя «лишнюю» ось, получим
h : k : i : l  = (2H — 2K):(2H + AK):(— AH — 2K):L

■или
h : k : i : t  = (2Н — 2/С): (2/С — 21): (— 2H — 2I):L.
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Откуда

'2 2 0 0 ^

(АР-1) 0 2 2 0 
2 0 2 0 
,0 0 0 1,

Для проверки возьмем в старой системе грань (1231) =  (12-1). 
1. Используем обычную форму матриц — (М) и (AI—1):

Я
К
L

I  1 о Ѵ ^ 2  W  1 Ѵ (4 1 6 )  =  (4156)

и обратно

'_1_ I
3 3
1 2
3 3

0 0 —  

6 )

4
1
6

1
2
1

-»-(121) =  (1231).

2. Используем усложненную форму матриц — (ЛР) и (AI*-1):

и обратно

о

-1ОЧ 1 Г 1 1
1 43 з- ^ - — 0  0 2 13 з • =

0 —  —  0 3 53 3[ 0  0  0  2
. L 1 J і б  .

(4156)

(
2200 
022Ö 
2020 

0001

^  —> (1231).

З А Д А Ч А  ХИ

По сферическим координатам граней (201), (021), (131) я 
(041) определить положение на стереограмме основных граней 
этого кристалла— (100), (010), (001) и (111).
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РЕШЕНИЕ

Преобразуем координатную систему таким образом, чтобы 
исходные грани оказались основными:

іККк)  =  (201)^(100) =  (Я Д А ),

(М Л ) =  (02І)-*(010) =  (HZK2L2),

(М Л ) =  (Тзі)-*-(ооі) =  (В Д Д Л
(e/fir) =  (041)^(111) =  (£FG).

Зависимость между старыми и новыми символами четырех 
граней позволит составить матрицу преобразования одних осей 
в другие, что даст возможность решить, какие символы получат 
в новой системе искомые грани. Положение грани с заданным 
символом нетрудно определить по стереограмме, если положение 
четырех основных граней будет известно (см., например, за­
дачу III).

Поскольку известны с т а р ы е  символы новых координатных 
граней, проще сначала ‘составить матрицу обратного преобразо­
вания (М_І). Действительно, члены столбцов такой матрицы про­
порциональны старым индексам координатных граней:

т. е. hx :kx \lx = иа : иь : ис и т. д. (сравни стр. 76). 
Поэтому

'nxhx 2 пА \ 1 ( Ua
üa <

nxkx n3k3 | - ( u6 Vb Wb
V i /гЛ n . jJ \ u c Vc U>c.

(М-i) .

В нашем случае

пх-2 п2-0 П3 - і \  
(М~І) =  | « 1-0 п2-2 п3-3

•1 п3А  )уПх-1

Множители Пи п2, п3 можно найти из зависимости между (efg) 
и (EFG), так как e \ f \ g = { n \ h \E + n 2h2F+ n3h3G)\{n\k\E-\- 
+n2k2F + n3k3G) : (щііЕ + n2l2F + n3l3G).

Опустив коэффициент пропорциональности, получим

0 пх ■ 2 -1 +  п2 • 0 ■ 1 -f п3 ■ 1 • 1,
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Откуда

4 —  fi^ *0*1 -f- ■ 2■  1 —I— /Zg-3-1,

1 =  1 • 1 +  n2-T-1 +  «3-1 -1.

Таким образом,
«1 =  - у ’ "2==

1
2 ’ п3=  1

/  1 0 1 \о
 —II7 1

3 .т
1\  2 2

Обратная матрица (М-1) позволит вычислить прямую матри­
цу (М ), которая и даст возможность рассчитать, какие символы 
получат в новой системе старые основные грани (см. стр. 70):

(

(М) =

5
6 

\_ 
2

V 6

1 1
6 3
1 I
2
1 1
6~ т

Отсюда новый символ грани (100): 
I _5_ J _

6

_1_

2
-і- -L  1

\_
К 6

1

'І ■ 1
'l ' _5_ 1

6

0
1—
2

0 Г
) 1 J 1 6 J

■(531).

Таким же образом для граней (010), (001) и (111) вычисляем 
соответственно символы (131), (131) и (401).

Определив позицию этих граней на стереограмме, дадим окон­
чательный ответ.

З А Д А Ч А  ХШ

Для кристаллов реальгара матрица преобразования коорди­
натных осей от старой _ установки Гольдшмидта к структурной 
установке Бюргера — ГоГ/010/001.

Определить геометрические константы для второй установ­
ки, если для первой а0 =  0,7203; с0 =  0,4858; ßr =  113°55'.

5* ЮЗ



РЕШЕНИЕ

1. Вычисление А : В : С (см. стр. 69):

А: В :С —

1 0. 1 \ Га

0 т 0 г !
о 0 1 / V с

Откуда

0

0 Г 0

0 0 1

А' — р~А = р (— 0,7203*— 0,4858), 

В' =  pß =  p ( - T ) ,

0,7203

0,4858.

С' — рС =  р (0,4858).
Получим

(Af ■ А') =  (Л')а =  р (— 0,7203 — 0,4858) • р(— 0,7203 — 0,4858) =
=  р2(0,72032 0,48582 +  2-0,7203-0,4858-cos 113°55') =  р2-0,4711;

А' — р -0,6864; В ' - р ;  С  =  р-0,4858.

Следовательно,

А : В : С  = А' :В' :С' = — : 1 : —  =  0,6864 :1 :0,4858.
S' В'

2. Вычисление ß B=  А С  (см. стр. 70):

„ - / і Г Т п  А - С  А ' - С '  (— 0,7203 — 0,4858)-0,4858
COS ( С 1 ' —  ~~ ~ " "

’  А - С  А ' - С  0,6864-0,4858

_  (— 0 , 7203 • 0 ,4858 • cos 113°55') —  0 ,48583 _

_  0,6864-0,4858

_  0,2920 — 0,4858 _  0,1938
~  0,6864 ~  0,6864 *

Откуда ßB =  — 73°36', или ßB =  180° — 73°36' =  106°24\

З А Д А Ч А  XIV

Определить для кристаллов гипса матрицу преобразования 
осей от установки Гольдшмидта к установке Терпстра, если гра­
ням (010), (011) и (111) в первой установке_ отвечают (010), 
(122) и (011) во второй, а ребру [121] — ребро [111].

104



Чтобы получить матрицу преобразования координатных осей, 
надо исходить из четырех о д н о р о д н ы х  элементов огранения 
кристалла: либо из четырех граней, три из которых не лежат в 
одном поясе, либо из четырех ребер, два из которых не парал­
лельны друг другу. Для этого, отметив на стереограмме (в про­
извольном положении) 3 грани L, М, N и ребро К (рис. 69), по­
лучим возможные ребра LM, LN, MN  и возможные грани Р, 
Q и R.

РЕШЕНИЕ

Рис. 69. К задаче X IV

Пусть_ грани (010) отвечает грань L, (011)— М, (111) — N 
и ребру [121] — ребро К-

I с по с об .  Исходными элементами служат 4 грани, напри­
мер заданные L (010), М (011) и возможные R и Р (рис. 69).

Определим старые и новые символы граней R и Р (см. стр. 44). 
Грань R параллельна заданному ребру К  и ребру LN, Р — реб­
рам К и MN, поэтому символ грани R:

(Ш ) =  ([121].[(010) -(ІИ)]) =  ([121].[101]) =(111),

{НКЦ =  ([111]-[(ОТО)-(ОГі)]) =  ([іП ] - [ТОО]) =  (Oll)43,
43 При перекрестном умножении необходимо для (HKL)  соблюдать ту же 

последовательность, что и для (Ш ) .  То ж е для [RST] и [rsf].
Так, если

А і h  к  К  К к Г г Sг  к  г г  h кXXX

и X X X
h 2̂ ^2 ^2 І2 Гг Sг к r2 s2 к

то обязательно Нг Кг L 1 Н,  Кл Ц R1 S i Тг ^ S i

X X X и X  X X
ц Кг Ц  Н 2 Кг Ц R 2 S 2 Т  г R2 S 2

а не Я 2 К 2 Ц  Нг Кг и Рг 5 г Тг Р ‘2 2XXX

и X X X
Ц Кг Ц  Н, Кг ц Рг к  Тг Рг  S 1

иначе вместо {Н КЦ  и [RST]  получим (Н К  L )  и [й S  Л -
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символ грани Р:

(hkl) =  ([121]• [(011)-(111)]) =  ([121]. [011]) =  (311), 

(НКЦ =  (£1І1]-[(122).(0Ті)]) =  ([П1].[011]) =  (2Tl).

Итак,

(К kx Ц  =  (010) 
(К  kt g  =  (oii) 

(Аз Ц  /3) =  (111) 
(К ц  /4) =  (311)

(Hi Kl Ц)  =  (ОТО) 
(Я2 K2 Ц)  =  (122) 

(ff, K3 Ls) =  (0П)
(Hi Ki Ц)  =  (2П)

Далее пользуемся формулами, приведенными на стр. 77, 78

Рі =

Н2 Ко L, 1 2  2

Я 3 Кз Ц 0  г г

Hi K i Li 2  I  г

/і2 /д 0  1 1

k3 k3 h 1 1 1

/І4 /4 3 1 1

1 (1 -1  —  1-1) —  2 ( 0 - 1  —  1-2) +  2 ( 0 -  1 - 1 - 2 ) _  _6  

О (1 -1 —  Г-1) —  1 ( Ы  —  Т-3) +  1 ( 1- 1  —  1 -3) 6

t f l K l Li

Яз *3 L3

Я 4 K4 L i
h kl lx

h3 k3 /3

hi k i ll

Ц Ц Li
H2 к 3 L ,

Hi K i L i

ki ki h
h-i к U
К ki и

0 1 0

0 г 1

2 T 1

0 1 0

1 1 T

3 1 1

0 1 0

1 2 2
2 Г 1

0 1 0

0 1 1

3 1 1

_1_ 

2 ’

1;
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К к 1 1
=  2 ;

kg к —  1*
к к

kg 1 т К к
----  1 >

к к
=  1;

к  kg —  Г к kg
—  0 * к к

к  kg
—  1 >

к к
—  и ,

к к

Откуда

и а =

/і2 kg
kg kg

l.

=  1 ;
hg kg

ht k-L
=  1; К  К

К  kg

=  0; 

=  0 .

2̂ ь2 
kg lg

Таким образом,

Pi ff г +  

= 2-1-0 +

и в — О 

ис =  О

(ил
(Л4) =  I

W  %

Ä3
К  к

Р*Нд + kX 1Х
kn l.y

2

ѴА  =  0 

од =  1

Ос =  О

WA = ~T 
wB =  О 
wc = l .

P 3H 3 =

1 • l +  i .  i .o  =  4-*.

II с по с об .  Исходными элементами служат четыре ребра, 
например заданное К  и возможные LN, LM и MN  (рис. 69).

Определим старые и новые символы возможных ребер. 
Символ ребра LN >

[г<| =  [(010).(Ш )] =  [1011,

[RST] =  [(ОГО)-(ОІІ)] =  [100].

Символ ребра LM
Н ]  =  [(010).(011)] =  [100],

[ДОГ] =  [(0І0) * (І22)] =  [20І].

Символ ребра MN

И ]  =  [(о п )-( іп )]  =  [он ],

[ДОГ] =  [(122)-(0Гі)] =  [011].
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Итак,

I W  і] =  [Т2і] [ а д ^ ]  =  [іГі]

[Ѵ Л1 =  [Ю1] и [і?252т а] =  [ТОО] 

[W s ]  “ [100] [tf2S3Tg] =  [20Т]

[ѵ А 1  =  [оп] [ а д п ]  =  [011].
Для получения матрицы преобразования следует использо­

вать те же формулы, заменив всюду hn, kn, Іп и Нп, Кп, Ln на 
гп, 5„, tn и Rn, S n, Тп. Следует, однако, иметь в виду, что вместо 
матрицы прямого преобразования индексов граней (М) соответ­
ствующие члены должны образовать матрицу прямого преобра­
зования индексов ребер, т. е. обратную транспонированную 
матрицу (М-1)',
Так,

S2
S 3

sz
S 3

J2 PlRx +

/  Pl +
l 3

S3

S1
S3

Sl

ts .
, P2R2 +

13  .

t P2S*+

S1
S2 2̂

PäR 3 )

Sl
So

p\s 3>

где

°c =
r» s2
Г3 «3

Pi Sx +
Г3 S3

rx sx Pl S2 +
rx sx
Г2 S2

Wc = rz S2 

Гз S3
P\T X +

Гз S3

rx sx P2  T2 +
rx sx 
r2 S2

P i  =

Ä . S 2 T2

« 3 T*

« 4 s 4 nSa to

*3 S3 %

Гі s* J*

и  T . Д .

PsSa,

РзТ3,

В данном примере

p i = 1, pi =  1, p»:=y  •

% =  2, ub =  0, uc = 0,
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Таким образом,

г—IV  =(М -0

-0,
v b = 1, 0,

=т, W b := 0, w c  = 1.

Ч U b
u c \ ( *

0 0'

0«. V b V c \ =  p T 0
Р а W b

W C J

V i 0 1

Откуда

(М -0

2 0

0 Г 0

0 0 1

и (М) = О 1
о о

_1_
2
0
1

З А Д А Ч А  XV

Дать простейшее матричное представление операций клас­
са 6/т.

РЕШЕНИЕ

Все операции этого класса нетрудно перечислить, воспользо­
вавшись стереограммой на рис. 70, а:

1)
2)

3)
4)
5)
6)

(а-^-б) = 6 \
(а-^-в) = 6 2= 3 ', 
(а-+г) = 63 =  2,
(а—и?) = 6 4 =  32, 
(а-5-е) = б5 =  6_1,
(а-уж) =  т,

7) (а ^ з )  = 6 1 =  3 -1,
8) ( а ^ ц )= 3 І =  6 -1,
9) (а-wc) =і  (1,)

10) (а-*-л) = 3 - І =  6‘,
11) (а-км) =  6~1 =  3‘,

12) (а-*а) =  66 =  6°=1
Матрицы, представляющие каждую из этих операций, можно вы- 
вести либо по векторной зависимости между исходным (а, Ь, с)
и преобразованным (Л, В, С) координатными реперами, либо по 
зависимости между исходными и преобразованными индексами 
грани или ребра (координатами точки). Проще, однако, вычис­
лив одним из этих способов матрицы лишь двух порождающих 
операций, например (Мб) и (Мт ), все остальные получить как 
произведения и степени этих исходных матриц.
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Поворот координатного репера вокруг вертикальной оси на 
60° против часовой стрелки (рис. 70, б) ' выразится следующей 
векторной зависимостью:

А =  а +  b 
-> ->
В =  — а 

->
С = с

/1 1 0 
откуда (УИ6.) =  I  о 0 

\0  0 1
( 1)

Рис. 70. К задаче X V  (черная точка 
в центре кружка означает, что под 
фигурой находится такая ж е, но 
обращенная к читателю своей изиаи- 

кой):
а  — стереограмма класса 6/т\ б  — 
поворот координатного репера иа 60°—> —* —>
против часовой стрелки (.4 =  а + 6 ,

В =  — а, С = с )
1

При отражении этого же репера в горизонтальной плоскости симмет­
рии

А — а 
-»

В = Ь 
С = — с

/1 0 0'
'следовательно, (Мт) =  / 0 1 О

Ѵо о Т
(?)

То же получим по символам граней или координатам точек. 
Действительно, при повороте вокруг вертикальной оси на 60° по 
часовой стрелке грань (hkl) преобразуется в (h + k h l ) ,  а точка 
xyz  — в y x + y z  (см. стр. 41, рис. 20, а и б), что дает

( М 6.)

т 1 °\ . /0 1 0'
I 0 °) или (М^Т)' =  1 1 0
,0 0 1/ ѴО 0 1

Отражение в горизонтальной- плоскости преобразует (hkl) в (hkl), 
а xyz в xyz, что дает



Таким образом,

'1 0 (h
М») = № ')'=  (о 1 о). 

.0 0 1,

(М6.)2 =  (Af3i) =

(Мб03 =  (М2) =  ( т  
\о

Таким же образом

(м 6.)4 =  (м3_ о

1 0 (Г
о Г о 
0 0 1,

'1 1 0' 0 1 ол
(М6.)Б =  (AL_ і) = 1 0  0 1 1 0 ,

ѵО О 1

(УИ-з_,) =  (Мт). (ЛТ6>) =

(М-6_ 0  =  (Л4т ) • (М з.) =

(ЛГТ) =  (ЛГт)-(ЛГя)

(М-61) =  (Мт).(М3_ 1) =

О О 1У

(3)

(4)

(5)

(7)

(8)

(9)

(10)

(2)
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(11)
/О 1 0>

(м:зі) = (мтн м ^ о  =  И  1 о
\0  О L  

/1 0 0>
(M1) =  (Mm).(Mm) =  о 1 о

Ѵо О L
(12)

Порядок сомножителей в данном случае безразличен, так как все 
операции коммутируют друг с другом.



ГЛАВА VI

У П Р А Ж Н Е Н И Я

§ 1. Симметрия кристаллических многогранников

144. Построить стереографические проекции направлений, за­
данных своими сферическими координатами:
а) А (ф =  60°, р =  75°), В (ф=125°, р =  48°);
б) А (ср =  305°, р =  120°), В (ф =  285°, р=165°);
в) А (ф =  90°, р =  90°), В(ф =  ..., р =  0°).

2. Определить угол между двумя направлениями, заданными 
своими сферическими координатами:
а) А ( ф = 9 5 °, р=35°), В (ф=320°, р=48°);
б) А (ф= 132°, р =  67°), В (ф  =  25°, р =  125°);
в) А (ф= 180°, р =  90°), В (ф =  180°, р=35°).

3. Построить гномостереографические проекции направлений:
а) А (ф =  0°, р =  90°), В (ф =  ..., р =  0°);
б) А (ф =  45°, р=45°), В (ф= 135°, р =  45°).

4. Построить гномостереографические проекции граней кристал­
лов и определить углы между гранями:
а) А (ф =  90°, р=45°), В (Ф=180°, р=45°);
б) А (ф =  75°, р =  90°), В (ф= 120°, р=90°);
в) А (ф=48°, р =  24°), В (ф =  80°, р =  130°).

5. Построить по гониометрическим данным стереограмму кри­
сталла, определить его симметрию, дать набросок общего вида 
кристалла:

а) № Ф° Р° б) № Ф° Р° в) № Ф° Р°
1 52 52 1 32 32 1 102 90
2 172 52 2 85 32 2 192 90
3 292 52 3 212 32 3 282 90
4 • • • 180 4 265 32 4 12 90

5 32 148 5 57 45
6 85 148 6 147 45
7 212 148 7 237 45
8 265 148 8 327 45

9 • • • 0
10 • • • 180

44 Решение упражнений 1—7 требует знакомства со стереографической про­
екцией н с сеткой Вульфа (см. стр. 15).
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№ Ф° Р° Д) № Ф° Р°
1 25 42 1 60 90
2 65 138 2 134 90
3 205 42 3 240 90
4 245 138 4 314 90

5 97 25
6 277 155

6. Определить симметрию следующих кристаллов по их стерео­
граммам:
а) № Ф° Р° б) № Ф° Р° в) № Ф° Р° г) № Ф° Р°

1 45 33 1 35 90 1 0 1 65 90
2 165 33 2 125 90 2 • .  • 180 2 125 90
3 285 33 3 215 90 3 93 90 3 185 90
4 45 147 4 305 90 4 183 90 4 245 90
5 165 147 5 35 65 5 273 90 5 305 90
6 285 147 6 125 65 6 3 90 6 5 90

7 215 65 7 48 38 7 35 68
8 305 65 8 138 38 8 95 68
9 35 48 9 228 38 9 155 68

10 125 48 10 318 38 10 215 68
11 215 48 11 48 142 И 275 68
12 305 48 12 138 142 12 335 68
13 • • > 0 13 228 142 13 35 112
14 .  .  . 180 14 318 142 14 95 112

15 155 112
16 215 112
17 275 112
18 335 112

7. Отразить разницу в симметрии следующих кристаллов:
а) № Ф° Р° № Ф° Р°

1 28 65 1 42 48
2 208 65 Н 2 222 48
3 118 115 3 98 132
4 298 115 4 278 132

б) № Ф° Р° № Ф° Р°
1 26 49 1 40 57
2 86 131 2 160 57
3 146 49 И 3 280 57
4 206 131 4 85 123
5 266 49 5 205 123
6 326 131 6 325 123

в) № Ф° Р° № Ф° Р*
1 30 50 1 25 43
2 120 50 2 205 43
3 210 50 3 115 137
4 300 50 и 4 295 137
5 45 130 5 32 55
6 135 130 6 212 55
7 225 130 7 122 125
8 315 130 8 302 125
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8. Действием вертикальной оси 2-го порядка размножить на 
стереографической проекции следующие грани:

а) грань, параллельную оси Ь2,
б) грань, перпендикулярную к оси Ь2.

Сколько граней имеет каждая простая форма? Закрытая это фор­
ма или открытая? 45.

9. Действием двух пересекающихся под прямым углом верти­
кальных плоскостей симметрии и оси 2-го порядка, совпадающей 
с линией их пересечения, размножить следующие грани:

а) грань, перпендикулярную к оси Ь2,
б) грань, параллельную оси Ь2, но перпендикулярную к плоско­

сти симметрии;
в) грань общего положения 46.

Сколько граней имеет каждая форма? Закрытая она или откры­
тая?

10. Три взаимно перпендикулярные оси симметрии 2-го поряд­
ка расположены так, что одна из них вертикальна. Действием этих 
осей размножить следующие грани и дать характеристику каждой 
из полученных форм (число граней, закрытая или открытая 
форма):

а) вертикальная грань, перпендикулярная к одной из горизон­
тальных осей Ь2,

б) вертикальная грань, не перпендикулярная ни к одной из го­
ризонтальных осей Ь2,

в) грань общего положения.
11. Дана вертикальная ось 4-го порядка и перпендикулярная 

к ней плоскость симметрии. Размножить грани, занимающие раз­
личные положения, и дать характеристику каждой из полученных 
форм (число граней, закрытая или открытая форма).

12. Вертикальная ось 3-го порядка совпадает с линией пересе­
чения трех плоскостей симметрии, образующих друг с другом углы 
в 60°. Размножить грани, занимающие различные положения, и 
дать характеристику каждой из полученных форм (число граней, 
закрытая или открытая форма).

13. Размножая асимметричную фигурку или две произвольно 
расположенные грани общего положения, сравнить действия еле-

__  О __  О 1

дующих сложных осей симметрии: 2, 2, 1, 1. Можно ли заменить 
эти оси простыми элементами симметрии? Какими?

14. Размножая асимметричную фигурку или две произвольно 
расположенные грани общего положения, сравнить действия сле­

45 Простой формой кристалла называется комплекс граней, связанных сим­
метрическими операциями класса, т. е. «выводящихся» из одной грани путем 
симметрических операций. Грани закрытой простой формы полностью замыкают 
заключенное между ними пространство, грани открытой формы не замыкают 
его; пример закрытой формы —  куб, открытой —  пирамида (см. стр. 52).

46 Г рань общего положения не перпендикулярна ни одному элементу сим­
метрии, не параллельна единичному элементу и не равнонаклонна к эквивалент­
ным элементам симметрии (см. стр. 52).
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дующих сложных осей симметрии: 3, 3, 6, 6. Можно ли заменить 
эти оси простыми элементами симметрии? Какими?

15. Сравнить действия следующих сложных осей симметрии:о _  о

2, 2, 4, 4. Можно ли заменить эти оси простыми элементами сим­
метрии? Какими?

16. Размножая грани различного положения вертикальной осью 
4, получить все возможные простые формы и дать их характери­
стику (число граней, закрытые или открытые формы).

17  ̂ Размножая грани различного положения вертикальной 
осью"3, получить все возможные простые формы и дать их харак­
теристику (число граней, закрытые или открыте формы).

18. Найти зеркальные эквиваленты следующих инверсионных 
осей: 3, 5, 7, 9. Какими простыми элементами симметрии можно 
заменить эти оси?

О О О

19. Найти инверсионные эквиваленты зеркальных осей: 3, 4, 5,
•  с о
6, 7 и 8.

0 * 0
20. Действие каких из перечисленных сложный осей — 7, 8, 9,

о о о —   —-      
10, 11, 12 и 7, 8, 9, 10, 11, 12 — нельзя заменить действием простых 
элементов симметрии?

21. Объяснить, чем отличаются друг от друга нечетные и чет­
ные сложные оси.

22. Доказать, что число плоскостей симметрии, пересекающих­
ся вдоль поворотной оси симметрии Ln, равно порядку оси п.

23. Доказать, что общее число осей 2-го порядка, перпендику­
лярных к оси Ln (побочных осей), равно порядку оси п.

24. Доказать, что последовательные действия поворотной оси
2-го порядка и перпендикулярной к ней плоскости симметрии рав­
носильны отражению в точке, расположенной на пересечении оси 
с плоскостью симметрии.

25. Доказать, что общее число плоскостей симметрии, пересе­
кающихся вдоль зеркальной оси ѣ,,г, равно п/2 и что общее число 
порожденных побочных осей Ь2 также равно п/2.

26. Используя асимметричную фигурку, показать, чему равно 
последовательное действие поворотной оси 4-го порядка и плоско­
сти, перпендикулярной к этой оси.

27. Показать, размножая асимметричную фигурку, к какому 
результату приведет поворот вокруг оси 4 и инверсия в точке, 
расположенной на этой оси.

о
28. Оси 4 и 4 совпадают. Какие еще элементы симметрии неиз­

бежны в этом случае?
о _

29. Оси 6 и 6 совпадают. Перечислить результирующие элемен­
ты симметрии.
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30. Записать результирующие элементы симметрии (во всех 
случаях оси 3-го и 2-го порядков совпадают):

3-2= 3-2 =
о О О

3-2=  3-2 =
3-2= 3-2 =
о — о
3-2= 3-2 =

31. Получить результирующие элементы симметрии, считая ис­
ходные оси совпадающими: с

О О О ___  О -- О —
4-2 =  5-2= 6-2= 8-2 =
4-2= 5-2°= 6-2= 8-2 =

32. Чему эквивалентен трехкратный поворот вокруг оси б (63)?
— о

Чему равно 63 и 63?
33. Записать эквиваленты следующих операций:
а) 63 и З3, б) 44 и 55, в) 55 и 55.
34. Найти показатель степени:

6Х=1; Зх =  1; 6Х =  1; Зх=1; 5Х=1 и 5Х=1.

35. Вывести классы симметрии, приняв следующие операции за 
порождающие (указать, какие из классов некристаллографичны):

а) отражения в двух плоскостях, пересекающихся под углом 
90°, 12°, 30°, 36°;

б) два поворота вокруг двух взаимно перпендикулярных пово­
ротных осей симметрии 4-го и 2-го порядков;

в) два поворота вокруг двух осей 2-го порядка, образующих 
угол в 30°;

г) два поворота вокруг взаимно перпендикулярных осей 6-го- 
и 2-го порядков.

36. Какие классы симметрии получим, взяв за порождающие 
операции отражения в трех плоскостях; две из них пересекаются 
под углом а, а третья перпендикулярна к ним:

а) а =45°, б) а=30°, в) а=60°,
г) а =  36°, д) а =  15°.
Отметить некристаллографические классы.
37. Указаны порождающие операции симметрии. Записать обо­

значения классов симметрии, по Бравэ и Герману—Могену. Нари­
совать стереограммы этих классов:

а) отражения в двух плоскостях симметрии, пересекающихся 
под углом 30°, и инверсия;

б) отражения в двух плоскостях симметрии, пересекающихся 
под углом 60°, и инверсия;
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в) отражения в двух плоскостях симметрии, пересекающихся 
л од углом 36°, и инверсия;

г) отражения в двух плоскостях, пересекающихся под углом 
.20°, и инверсия.

38. Нарисовать стереограммы классов по следующим порож­
дающим операциям, обозначить классы по Герману—Могену и 
Шенфлису:

а) отражения в двух взаимно перпендикулярных плоскостях 
•симметрии и поворот вокруг оси Ь2, перпендикулярной к одной из 
плоскостей и лежащей в плоскости другой;

б) поворот вокдуг двух осей симметрии 2-го порядка, пересе­
кающихся под углом 30°, и отражение в плоскости симметрии, 
совпадающей с плоскостью обеих осей;

в) поворот вокруг двух осей 2-го порядка, пересекающихся 
под углом 60°, и отражение в точке, расположенной на пересече­
нии осей.

39. Обозначить международными символами и символами Шен- 
•флиса следующие классы симметрии; указать, какие из них невоз­
можны в кристаллических многогранниках; построить стерео­
граммы:

а) L33P, Р44Р2> LB6L27PC;
б) 3La, 3L23PC, L2PC, L44L25PC;
в) L33L2, РзЗP, L33L23PC, Р3ЗР«>4Р;
г) Lr7P, L88P;
д) LT7L28P, L77L27PC;
е) 3£ 44L36P, 3L.,4L36L29PC.
40. Какие классы симметрии получатся при взаимодействии 

•следующих элементов симметрии? Для обозначения классов ис­
пользовать символику Бравэ, Шенфлиса и Германа—Могена. Ка­
кие классы невозможны в кристаллах?

а) Р4 и  Р l; I 3 и Р± ; L6, PL и P it7;
б) L4, Lzj_ и Pj_; L3, L2X и Pj_;
в) P и t i  (угол 60°); £ 2 и (угол 60°); L6, L2± и & 2;
г) До, Li±_ и 4l2; Д , Р X и Р и ;
д) Д, Д х и Pjl.
41. Расшифровать (записать по Бравэ) обозначения следую­

щих классов. Отметить некристаллографичные классы:
а) 2/т, 32, 23, 3т, m3, 3т\
б) D2h, D3d, D2d, Dih, Csh, Cs, Civ, Td, Th\
в) —  шщ, l im, 22m 2 , 16 2m;

m
r) D7, Сю/i, C9/1, D\3d, Did. 47

47 P X  — плоскость симметрии, перпендикулярная к главной оси симметрии; 
Р  I; — плоскость симметрии, проходящая вдоль осп симметрии; L2j _ — ось 
2-го порядка, перпендикулярная к главной оси симметрии («побочная ось»).
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42. Пользуясь общей теоремой Эйлера об осях, определить, под. 
каким углом пересекаются две оси 3-го порядка, если их равно­
действующей будет ось 2-го порядка.

43. Показать, используя осевую теорему Эйлера, что в кристал­
лах не может быть двух осей 6-го порядка.

44. Определить по теореме Эйлера результирующую поворотов, 
вокруг осей 3-го и 4-го порядков. Каков угол между исходными 
осями?

45. Дано: 2-3=4. Определить угол, образованный этими осями.
46. Какие из записанных равенств справедливы?

2- 3 =  5; 4-4 =  6; 2-3 =  6.
3- 4 =  5; 3-6 =  6;

47. Доказать с помощью теоремы Эйлера, что
а) ті-/П2 =  6, если пі\/ \т2 —30°;
б) т г т 2 =  4, если т і Д т 2 =  45°;
в) т г т 2 =  3, если/ПіД щ2 = 60°;
г) пі\-т2 = 2, если т і Д т 2 =  90°.
48. Пользуясь правилами взаимодействия элементов симметрии* 

дополнить проекции следующих классов и записать их обозначе­
ния всеми способами (рис. 71, 1—48).

49. Перечислить классы симметрии (точечные группы) низшей 
ѵ категории, являющиеся подклассами (подгруппами) следующих

— 4классов: ттт, 4/т ,  3т, ---- пип, 622.
т

50. Выписать подклассы гексагональной сингонии для классов-о 6Зт и ----тт.
т

51. Выписать подклассы тетрагональной сингонии для классов
— 4

432, 43т и — /ш .
т

52. Перечислить подклассы для классов 222, 422, 32, 622, 432.
53. Перечислить надклассы для классов: Зт, ттт, mm2, 422* 

m3, Зт.
54. Какие две точечные группы не входят ни в одну из других 

в качестве подгрупп?
55. Какая группа входит как подгруппа в максимальное число- 

групп?
56. Какие координаты приобретет точка xyz при повороте во­

круг оси Ь2, проходящей через начало координат и совпадающей 
с осью Z? С осью X? С осью У?

57. Какие координаты приобретет точка xyz при повороте во­
круг оси L4, совпадающей с координатной осью Z? С осью Х> 
С осью У?

58. Какие операции связывают две точки со следующими коор­
динатами:

а) xyz и xyz,
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б) xyz и xyz,
в) xyz и xyz,
г) xyz и yxz.
59. Какие координаты получит точка xyz после двух симметри­

ческих операций: поворота вокруг оси 2-го порядка, совпадающей 
•с координатной осью X, и отражения в плоскости симметрии, пер­
пендикулярной к оси X?

60. Какие координаты получит точка xyz после трех симметри­
ческих операций: поворота вокруг вертикальной оси L3, поворота 
вокруг оси Кг, совпадающей с осью X, и отражения в плоскости 
симметрии, перпендикулярной к L3?

61. Какие координаты получит точка xyz  после отражения в 
плоскости симметрии, совпадающей с плоскостью координатных 
•осей XZ, и поворота вокруг горизонтальной оси L2, пересекающей 
плоскость симметрии под углом 45°?

62. Какие координаты получит точка xyz в результате двух по­
воротов вокруг оси 4Z (4J) и инверсии?

G3. Какие координаты получит точка xyz после отражения в 
плоскости симметрии, совпадающей с плоскостью координатных 
«сей YZ, и поворота (по часовой стрелке) вокруг оси L4, совпадаю­
щей с осью У?

64. Записать координаты всех точек, полученных размножением 
точки xyz операциями классов 222, 4 /т , 42т.

65. Найти произведения следующих операций:
2zX 2 x =  4ZX 2 *  =
2 * Х 2 г=  2Х X  42 =

66. Построить квадраты Кейли для классов mm2, 222 и 2/т.
67. Построить квадраты Кейли для классов 32 и Зт.
G8. Построить квадраты Кейли для классов 4 /т  и 6/т, 42т и 

6т2.
69. Перечислить операции симметрии, определяющие группы 

■симметрии 4/т, 6т2, ттт.
70. Какие симметрические операции определяют следующие 

группы симметрии: 2/т, 42т ,  422, m3?
71. В классах 4 /т  и 2/т размножить грани общего положения. 

Какова собственная симметрия полученных простых форм?
72. В классах С3 и С6 размножить грани общего положения. 

Какова собственная симметрия полученных форм?
73. В классах 3 и 4 размножить грани общего положения. Ка­

кова собственная симметрия полученных форм?
74. В классах С4 и Сіѵ размножить грани общего положения. 

Какова собственная симметрия полученных форм?
75. В классе б/m размножить следующие грани:
а) грань, параллельную L6,
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б) грань, перпендикулярную к L6.
Определить собственную симметрию полученного многогран­

ника.
76. В классах 23 и 32 размножить следующие грани:
а) грань, перпендикулярную к оси 2,
б) грань, перпендикулярную к оси 3.

Какова собственная симметрия полученных многогранников?
77. Размножить следующие грани: _
а) в классе 4 2 т — грань, перпендикулярную к оси 4, и грань,

перпендикулярную к оси 2; _
б) в классе 4 3 т — грань, перпендикулярную к оси 4, и грань, 

перпендикулярную к оси 3.
Какова собственная симметрия полученных многогранников?

78. Размножить следующие грани:
а) в классе 422 — грань, перпендикулярную к оси 4, и грань, 

перпендикулярную к оси 2;
б) в классе 432 — грань, перпендикулярную к оси 4, и грань, 

перпендикулярную к оси 2.
Определить собственную симметрию полученных многогранников.

79. Размножить следующие грани:
а) в классе 3т — грань, перпендикулярную к оси 3, и грань, 

параллельную оси 3;
б) в классе m3 — грань, перпендикулярную к оси 3.

Какова собственная симметрия полученных многогранников?
80. Размножить следующие грани:
а) в классе 222 — грани, перпендикулярные к каждой из осей 2;
б) в кдассе 422 — грань, перпендикулярную к оси 4, и грань, 

перпендикулярную к оси 2.
Какова собственная симметрия полученных многогранников?

81. В классе 6 размножить грань общего положения и опреде­
лить собственную симметрию полученного многогранника.

82. В классе m3 размножить следующие грани:
а) грань, перпендикулярную к координатной оси;
б) грань, перпендикулярную к оси 3.

Определить собственную симметрию полученного многогранника.
83. В классах D3 и D4 размножить следующие грани:
а) грань, перпендикулярную к главной оси,
б) грань, перпендикулярную к побочной оси симметрии. 

Определить собственную симметрию полученных многогранников.
84. Какой класс будет получен, если к операциям класса 222 

добавить инверсию?
85. Решить следующие уравнения:
а) 422-1 =  д) 32-Г =
б) 432.1 =  е)43т-1_ =
в) 6 /т-2^, =  ж) 4 2 т -1 =
г) 4/пг-тх =
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86. Дать стандартные обозначения следующих классов симмет­
рии:

а) 22т, б) 2т, в) 22, г) /пт,
д) —  mm, е ) - ^ - 2 2 .

т т
87. Обозначить стандартными символами Германа—Могена 

следующие классы средней категории:
а) 422, б) 4тт, в) 32, г) —̂— т ,  д) —̂ -22,  е) ~^—2т,

т т т
ж) 622, з) 6тт, и) 6/т, к) 4 /т.
88. Обозначить стандартными международными символами сле­

дующие классы кубической сиигонии:
а). — 3, б) 23, в) 43т, г) 432, д) 432, е) 43т.

т
89. Выписать все центросимметричные точечные группы сим­

метрии.
90. Выписать группы симметрии, операции которых суть про­

стые повороты.

§ 2. Символы граней

91. Как выбирают единичную грань в кристаллах разных синго- 
ний? Показать на проекции.

92. Какой символ может иметь единичная грань в гексагональ­
ной сингонии? Показать на проекции.

93. Перечислить сингонии с прямоугольной системой координат. 
Чем отличаются друг от друга координатные системы этих син- 
гоний?

94. Объяснить, почему в кубической сингонии для определения 
символа любой грани единичная грань не нужна?

95. В кристалле средней категории нет грани, пересекающей 
все 3 координатные оси. Какая из граней может в этом случае 
играть роль масштабной?

96. Объяснить, почему для определения положения грани (210) 
в тетрагональной сингонии не нужно знать параметры единичной 
грани, а в ромбической — нужно?

97. Почему в тетрагональной сингонии грань (101) может заме­
нить единичную, а в ромбической — нет?

98. Почему в моноклинной сингонии грань (ПО) может принад­
лежать общей форме, а (101) — не может (классическая уста­
новка) ?

99. Почему грань (011) в тетрагональной сингонии может заме­
нить единичную, а (ПО) — не может?

100. Почему в моноклинной сингонии (установка классическая) 
грань (ПО) может принадлежать общей простой форме, а в ром­
бической — не может?

101. В какой сингонии единичная грань может быть выбрана 
строго однозначно?
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102. Как выбрать координатные оси в кристаллическом много­
граннике класса 4? То же для класса 2. Объяснить, чем опреде­
ляется различие.

4103. В кристалле класса — тт выбраны координатные оси и
т

единичная грань. Обязательно ли эта установка будет соответ­
ствовать «истинной» (структурной) ? Какие возможны в этом слу­
чае расхождения? То же для кристалла класса 4/т.

104. Единичная грань кристалла отсекает на координатных 
осях X, У и Z отрезки, равные соответственно 1, 2 и 3 см. Опреде­
лить символ грани, отсекающей на тех же осях отрезки 2, 2 и 3 см. 
К какой сингонии может относиться этот кристалл? Можно ли 
вторую грань принять за единичную?

105. Параметры единичной грани по осям X, У и Z равны соот­
ветственно 1, 3 и 4 см. Определить символ грани, параметры кото­
рой 3, 6 и 6 см. Какую сингонию можно предположить?

- 106. Грани ромбического кристалла отсекают на координатных 
осях следующие отрезки:

грань I: 1, 2 и 3 см;
грань II: 2, 1 и 3 см.
Определить символы граней, если
1) единичной гранью служит грань I,
2) единичной гранью служит грань II.
107. Параметры граней моноклинного кристалла следующие:
грань I: 2, 3 и 4 см;
грань II: 1, 3 и 2 см.
Определить символы граней, приняв за единичную сначала пер­

вую грань, а затем вторую.
108. В тетрагональном кристалле единичная грань отсекает на 

оси X 1 см, на оси Z — 3 см. Определить символ грани, отсекаю­
щей на осях X, У и Z отрезки, равные соответственно 4, 2 и 6 см.

109. В кристалле гексагональной сингонии единичная грань от­
секает на оси X 2 см, на оси Z — 5 см. Определить символ грани, 
отсекающей на осях X, У и Z соответственно отрезки 2; 1; 2,5 см.

ПО. В кристалле средней категории единичная грань отсекает 
на оси X отрезок 2 см, на оси Z — 3 см. Предположив этот кри­
сталл а) тетрагональным, б) гексагональным, определить символ 
грани, отсекающей на осях X, У, Z соответственно отрезки 3, 2 и 
3 см.

111. В кристалле класса m3 параметры некоторой грани — 2, 3 
и 4 см. Каков символ этой грани? Определить символы остальных 
граней этой простой формы.

112. В кристалле класса 432 одна из граней отсекает на коор­
динатных осях 1, 2 и 3 см. Определить символы всех граней этой 
простой формы, имеющих положительные индексы по осям X и Z.

ИЗ. В кристалле класса тЗт одну из граней определяют пара­
метры, равные 2, 2 и 1 см. Определить символы граней этой про­
стой формы, проектирующихся в первом квадранте.
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114. В кристалле класса 23 одна из граней отсекает на коор­
динатных осях 5, 5 и 6 см. Определить символы всех граней этой 
простой формы, имеющих положительные индексы по оси Z.

115. В кристалле тетрагональной сингонии грань А отсекает на 
осях, X, Y и Z отрезки, равные соответственно 2, 1 и 0,5 см; грань 
В отсекает на тех же осях 4, 6 и 2 см. Проиндицировать грани 
кристалла.

116. В кристалле гексагональной сингонии параметры одной 
грани по осям X, Y и Z равны 4, 2 и 5 см, другой— 3, 2 и 10 см. 
Определить символы граней кристалла.

117. В кристалле тетрагональной сингонии грань А отсекает 
на осях X, У и Z отрезки, равные 2, 1 и 3 см; грань Б отсекает на 
тех же осях 4, 3 и 2 см. Проиндицировать грани, считая масштаб­
ной I) грань А, 2) грань Б.

118. Параметры грани А гексагонального кристалла — 1, 2 и 
3 см, грани Б — 2, 3 и 1,5 см. Проиндицировать эти грани, считая 
масштабной а) грань А, б) грань Б.

119. Параметры двух граней гексагонального кристалла по 
осям X, Y и Z равны соответственно 2, 4, 3 и 3, —1,5, 6 см. Проин­
дицировать грани.

120. Одна грань кристалла отсекает на координатных осях Хг 
Y и Z 1, 2 и 3 см, другая грань того же кристала — 2, 3 и 3 см. 
Проиндицировать эти грани, считая кристалл а) ромбическим, 
б) тетрагональным, в) кубическим.

121. Параметры одной грани равны 2, 3 и 4 см, другой грани 
того же кристалла — 1, 3 и 2 см. Проиндицировать эти грани, счи­
тая кристалл а) моноклинным, б) гексагональным, в) кубическим.

122. Одна грань ромбического кристалла параллельна оси X и 
отсекает на осях Y и Z отрезки 1 и 2 см; другая грань того же 
кристалла, параллельная оси У, отсекает на осях X и Z 2 и 3 см; 
третья грань, параллельная оси Z, отсекает на осях X и У 4 и 
6 см. Проиндицировать эти грани всеми возможными способами.

123. Одна грань моноклинного кристалла параллельна оси X 
и отсекает на осях У и Z отрезки 1 и 3 см; другая грань, парал­
лельная оси Z, отсекает на осях X  и У соответственно 2 и 4 см; 
третья, грань, параллельная оси У, отсекает на осях X  и Z 3 и 2 см. 
Проиндицировать эти грани (три варианта).

124. Грани кристалла имеют следующие параметры:

X, СМ У , см Z,

I оо 2 3
II 2 оо 2
III 1 3 оо

Проиндицировать эти грани, считая кристалл а) ромбическим, 
б) тетрагональным, в) кубическим.
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125. Грани кристалла имеют следующие параметры:
X, см Y, см Z, см

I 1 4 оо
II 3 оо 2
III оо 2 1

Проиндицировать эти грани, считая кристалл а) моноклинным,
б) гексагональным, в) кубическим.

126. В тетрагональном кристалле грань, параллельная одной 
из горизонтальных осей, отсекает на другой отрезок 2 см\ другая 
грань отсекает на осях X и У соответственно 2 и 3 см. Проинди­
цировать эти грани двумя способами при условии, что параметры 
обеих граней по оси Z равны. Объяснить, как можно проиндици­
ровать этот же кристалл, если считать его ромбическим.

127. Параметры двух граней равны соответственно 2, 4 и 3 см 
и 3, 1 и 2 см. Определить символ первой грани, если символ вто­
рой— (123).

128. Параметры грани А — 2, 2 и 1 см, грани В — 3, 4 и 2 см. 
Каков символ грани В, если А — (321)?

129. В ромбическом кристалле грань (ПО) отсекает на осях 
X и У соответственно отрезки 2 и 3 см. Какие отрезки на оси У от­
секают грани (120) и ' (210), если параметр по оси X в обоих слу­
чаях принять равным 1 см?

130. В моноклинном кристалле грань (101) отсекает на коор­
динатных осях X и Z отрезки 1 и 2 см. Какие отрезки на оси Z 
отсекают грани (203) и (302), если параметр по оси X в обоих 
случаях принять равным 2 см.

131. В триклинном кристалле грань (011) отсекает на коорди­
натных осях отрезки 2 и 9 см. Какие отрезки на оси У отсекают 
грани (031) и (013), если параметр по оси Z в обоих случаях при­
нять равным 3 см.

132. Параметры единичной грани 2, 3 и 4 см. Каковы парамет­
ры грани (223) по осям X и У, если она отсекает на оси Z 2 см?

133. Параметры единичной грани 1, 2 и 3 см. Каковы парамет­
ры грани (233), если она отсекает на оси X  1 см?

134. Параметры единичной грани 3, 4 и 5 см. Каковы пара­
метры грани (123), если она отсекает на оси Z  6 см?

135. Единичная грань тетрагонального кристалла отсекает на 
оси X 2 см, на оси Z — 3 см. Если грань с символом (123) отсе­
кает на оси X отрезок 4 см, каковы отрезки, отсекаемые ею на 
осях У и Z?

136. Единичная грань гексагонального кристалла отсекает на 
оси X  1 см, на оси Z — 2 см. Каковы параметры грани (3251) по 
осям X  и Z, если она отсекает на оси У 3 см? Рассмотреть два 
случая.

137. В классе ттт проиндицировать все грани формы {111}. 
Дать характеристику этой формы.
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138. В классе 422 проиндицировать все грани простой формы 
{231}. Дать характеристику полученной простой формы.

139. В классе 32 получить простые формы {1011} и {1121} и 
дать их сравнительную характеристику.

140. В классе 422 построить стереограммы форм {111} и {121} 
н дать их сравнительную характеристику.

141. Дать сравнительную характеристику форм {111} и {110} 
в классе mm2. То же для класса 2 /т  (установка классическая).

142. Дать характеристику форм {111} и {100} в классах 43т 
и m3.

143. В классе 43т изобразить на проекции грань с символом 
(112). Проиндицировать остальные грани этой простой формы. 
Дать ее характеристику. То же для грани (101).

144. В классе 23 изобразить на проекции грань с символом 
(102), проиндицировать остальные грани этой простой формы. Дать 
ее характеристику. То же для грани (101).

145. Нарисовать формы {111} в классах mm2 и 4mm. Как мож­
но назвать эти формы? В чем их основное различие?

146. Дать сравнительную характеристику форм {111} в классах
4 -т т т , ---- trim и тЗ/п. То же для классов 222, 42т и 43т.
т

147. В классе 3т дать характеристику формы, одна из граней 
которой имеет следующие координаты: <р =  90°, р =  60°. Записать 
символы всех граней этой простой формы.

148. В классе 622 охарактеризовать форму, заданную гранью А 
(ф =  0°, р =  47°). Проиндицировать все грани этой простой формы 
(проекцией пользоваться лишь для проверки). То же для формы В 
(ф =  15°, р =  90°).

149. Проиндицировать двенадцатигранную форму класса 6mm 
(р=т^90°), используя проекцию лишь для проверки.

150. Не обращаясь к проекции, записать символы всех граней 
общей простой формы класса 6т2.

151. В классе 42т дать характеристику форм, грани которых 
занимают следующие позиции:

А — ф =  90°, р =  31°;
В — ф =  45°, р =  40°;
С  —  ф =  . . .  , р =  0°.

152. Дать характеристику форм, которым в классе m3 отве­
чают грани А (ф=45°, р =  90°) и Б (ф =  90°, р«40°). Проиндициро­
вать их.

153. Символы двух форм {111} и {ИЗ}. Каким станет символ 
первой формы, если за единичную принять грань второй формы.

154. Символы простых форм кристалла следующие: {111}, {112}, 
{231}. Проиндицировать тот же кристалл, приняв за единичную 
грань последней формы.
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155. Ромбический кристалл проиндицирован следующим обра­
зом: 1) {111}, 2) {112}, 3) {102}, 4) {120}, 5) {100} и 6) {010}. 
Проиндицировать тот же кристалл, приняв за исходные грани
3) и 4).

156. В кристалле низшей категории имеются следующие формы: 
1) {111}, 2) {101}, 3) {122}, 4) {102}, 5) {034} и 6) {010}. Проин­
дицировать тот же кристалл, исходя из граней форм 4) и 5).

157. В кристалле выбрана новая единичная грань, при этом 
грань (123) получает символ (212). Определить новый символ 
грани (331). Какой символ получит старая единичная грань и ка­
ков старый символ новой единичной грани?

158. Для кристаллов некоторого соединения приняты две уста­
новки; геометрические константы в первом случае — а0= 1,4403; 
с0 =  0,9729; ß=113°55'; во втором—а0 = 0,7203; с0 =  0,4858; ß=113°55'. 
Какой символ получит во второй установке грань, принятая в 
первой за единичную?

159. В ромбическом кристалле а0 = 1,3790, с0 =  0,4273. Как изме­
нятся геометрические константы, если единичная грань получит 
символ (221).

§ З 48. Простые формы кристаллов

160. В классе mm2 получить простую форму, грани которой мо­
гут быть заданы следующими сферическими координатами: tp~35°, 
р =  90°. Как называется эта простая форма? Какова собственная 
симметрия этой формы?

161. В классе 4/т получить простую форму, размножая грань 
со следующими сферическими координатами: ср~40°, р«50°. Как 
называется эта простая форма? Какова ее собственная симмет­
рия?

162. Назвать общую форму класса 4. Как определить, в каком 
классе та же форма окажется частной?

163. Грань простой формы занимает в классе 2 общее поло­
жение. Как называется эта форма? В каком классе она частная?

164. Назвать общие формы в классах 4 и 3. Дать сравнитель­
ную характеристику этих форм. В каких классах каждая из этих 
форм будет частной?

165. Вывести общие формы в классах типа Dn и дать их харак­
теристику.

166. Дать сравнительную характеристику следующих простых 
форм: тригональной бипирамиды, тригонального трапецоэдра и 
ромбоэдра. В каких классах эти формы общие? Какие из них и 
в каких классах могут быть частными?

48 Задачи этого параграфа составлены с учетом того, что раздел «Симво­
лы граней и ребер» в учебной программе иногда следует за  «Простыми фор­
мами».
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167. Назвать и дать описание открытых простых форм тетраго­
нальной сингонии.

168. Вывести закрытые простые формы ромбической сингонии
и дать их описание. _

169. Вывести закрытые простые формы в классах 3 и 32 и дать 
их описание.

170. Какие простые формы получатся размножением граней 
общего положения во всех классах ромбической сингонии?

171. Дать сравнительную характеристику общих .простых форм 
для классов С^, Cnh и

172. Какое минимальное число простых форм может иметь мно­
гогранник, относящийся к классу 3? 3? 1?

173. В каких классах могут быть только открытые формы?
174. В каких классах могут быть только закрытые формы?
175. Почему формы типа ромбоэдра (симметризованного тра­

пецоэдра) невозможны в кристаллах с главной осью 4-го или 6-го 
порядков?

176. Описать общую простую форму класса 5. Определить ее 
собственную симметрию.

177. Почему ромбический тетраэдр не может быть частной фор­
мой, а тетрагональный — может?

178. Какие формы называются энантиоморфными? Привести 
примеры энантиоморфных простых форм низшей, средней и выс­
шей категорий.

179. Дать сравнительную характеристику всех закрытых вось­
мигранных форм кристаллов.

180. Дать сравнительную характеристику всех закрытых шести­
гранных простых форм кристаллов.

181. Дать сравнительную характеристику всех двенадцатигран­
ников кубической сингонии.

182. Дать сравнительную характеристику всех двадцатичеты- 
рехгранников кубической сингонии.

183. Пользуясь предложенной на стр. 53 схемой, вывести про­
стые формы в классах с «главной осью» Д . Какие названия этих 
форм отражают их происхождение? Дать общепринятые названия 
выведенных форм.

184. Чем отличается сфеноид от домы? Почему обе эти формы 
можно считать разновидностью одной простой формы?

185. Вывести пинакоид тремя разными способами. Какие наз­
вания отражают «происхождение» каждой из этих разновидно­
стей?

186. Вывести ромбическую призму двумя различными способа­
ми. Какие названия отражают «происхождение» каждой из этих 
разновидностей?

187. Какое другое название ромбической пирамиды отражает 
способ вывода этой простой формы?
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188. В каком классе ромбической сингонии в огранке кристал­
ла могут одновременно участвовать три пинакоида?

189. Какое другое название можно присвоить ромбическом/ 
тетраэдру? Объяснить.

190. Какую простую форму можно считать промежуточной. 
между кубом и ромбододекаэдром в каждом из классов кубиче­
ской сингонии? Как отразить в названиях близость облика этой 
формы к ромбододекаэдру или к кубу?

191. Какую форму можно считать промежуточной между окта­
эдром и ромбододекаэдром? Какие названия отражают близость 
облика этой формы к ромбододекаэдру или к октаэдру?

192. Какую форму можно считать промежуточной между ром­
бододекаэдром и тетраэдром? Какие названия отражают близость, 
облика этой формы к ромбододекаэдру или к тетраэдру?

193. Вывести тригон-тритетраэдр двумя способами (на основе- 
тетраэдра и куба). Какие названия этой формы отражают тот или 
иной способ вывода?

194. Какая простая форма получится, если образовавшаяся на 
грани куба из класса 432 четырехскатная «крыша» занимает об­
щее положение? Каким другим способом можно получить эту 
форму? Дать все известные названия этой формы и придумать но­
вое для разновидности, близкой по облику к кубу.

195. Какая простая форма получится, если на гранях куба из 
класса 432 образуется четырехскатная «крыша», грани которой 
составляют косые углы со всеми осями, но равнонаклонны к двум 
осям 3-го порядка?

196. Какая простая форма получится, если на гранях куба из 
класса 23 образуется двускатная «крыша» общего положения? 
Каким другим способом можно получить эту форму? Придумать 
название, отражающее близость облика этой формы к кубу.

197. Какая форма получится, если на гранях куба из класса 23 
образуется двускатная «крыша», грани которой составляют косые- 
углы со всеми осями, но равнонаклонны к двум осям 3-го порядка?

198. Какая простая форма получится, если на гранях куба из- 
класса m3 образуется двускатная «крыша»? А четырехскатная?

199. Какими разными способами можно получить дидодекаэдр?“ 
Придумать названия, отражающие его происхождение?

200. Какая простая форма получится, если на гранях куба из 
класса 43т образуется крыша-пирамидка общего положения?

201. Дать сравнительную характеристику тетраэдров из низ­
шей, средней и высшей категорий.

202. Сопоставить следующие простые формы:
а) пентагон-додекаэдр и ромбододекаэдр;
б) пентагон-додекаэдр и дидодекаэдр.
203. В огранке кристаллов каких классов могут участвовать- 

тригональные пирамиды? Показать штриховкой разницу между 
пирамидами из разных классов.
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204. Показать штриховкой разницу между ромбическими приз- 
.мами из разных (каких?) классов.

205. Пометить штриховкой призмы из классов 4 /т , 4 и 42/п.
206. В каких классах могут возникнуть ромбоэдры? Показать 

штриховкой разницу между ромбоэдрами из разных классов.
_207. Пометить штриховкой тригональные призмы из классов 

■3, 6, 3/п.
208. Пометить штриховкой кубы из всех классов кубической 

сингонии.
209. Показать штриховкой разницу между октаэдрами из трех 

классов кубической сингонии.
210. Показать штриховкой разницу между двумя тетраэдрами 

из разных классов кубической сингонии.
211. Показать штриховкой разницу между двумя тетраэдрами 

из разных классов тетрагональной сингонии.
212. Пометить штриховкой 24-гранные дельтоэдры из классов 

ліЗт  и m3.
213. Пометить штриховкой 12-граниые дельтоэдры из разных 

классов.
214. Показать штриховкой разницу между ромбододекаэдрами 

из всех классов кубической сингонии.
215. В каких классах в огранке кристалла может участвовать 

лишь один пинакоид? Два пннакоида? Три пинакоида? Неограни­
ченное число пинакоидов?

216. Какие простые формы кубической сингонии могут встре­
чаться на кристалле в единственном числе?

217. Какова симметрия кристалла, представляющего собой 
комбинацию: а) двух ромбоэдров, б) ромбоэдра и тригонального 
скаленоэдра?

218. К какому классу относится кристалл, представляющий 
собой комбинацию: а) ромбической призмы и ромбического тетра­
эдра, б) ромбической призмы, ромбической пирамиды и диэдра?

219. Какой может быть симметрия кристалла, представляющего 
собой комбинацию тригональной призмы, тригональной пирамиды 
и двух моноэдров?

220. К какому классу может быть отнесен кристалл, представ­
ляющий собой комбинацию: а) тетрагональной призмы и тетра­
гонального тетраэдра, б) тетрагональной призмы, тетрагональной 
пирамиды и моноэдра?

221. К какому классу симметрии молено отнести кристалл, 
представляющий собой комбинацию: а) куба и ромбододекаэдра, 
б) ромбододекаэдра и пентагон-додекаэдра, в) пентагон-додека- 
эдра и тетраэдра?

222. Какой может быть симметрия кристалла, представляющего 
собой комбинацию: а) куба и октаэдра, б) октаэдра и пентагон- 
додекаэдра, в) ромбододекаэдра и тетраэдра?
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223. Определить симметрию кристалла, представляющего собой’ 
комбинацию тетрагонального тетраэдра и пинакоида.

224. Определить симметрию кристалла, представляющего собой 
комбинацию: а) сфеноида, пинакоида и моноэдра; б) домы, пина­
коида и моноэдра.

225. Определить симметрию кристалла, представляющего собой 
комбинацию двух диэдров и ромбической призмы.

226. К какому классу может быть отнесен кристалл, представ­
ляющий собой комбинацию шести пинакоидов? Пяти моноэдров?'

227. Определить симметрию кристалла, представляющего собой 
комбинацию: а) тетрагональной бипирамиды и трапецоэдра,, 
б) тригональной бипирамиды и дитригональной призмы.

228. К какому классу симметрии можно отнести кристалл, пред­
ставляющий собой комбинацию: а) куба и 24-гранного дельтоэдра,. 
б) пентагон-додекаэдра и 24-гранного дельтоэдра?

229. К какому классу симметрии можно отнести кристалл, пред­
ставляющий собой комбинацию: а) 12-гранного дельтоэдра и двух 
тетраэдров, б) 12-гранного дельтоэдра и пентагон-додекаэдра?

230. Определить симметрию кристалла, представляющего собой 
комбинацию: а) пирамидального октаэдра и пентагон-додекаэдра;. 
б) пирамидального октаэдра и пирамидального куба.

231. Кристалл огранен тремя пинакоидами,- Каким классам од 
может принадлежать?

232. В каком классе тетрагональной сингонии кристалл■ может 
быть 4-гранным? То же в гексагональной?

233. Шестигранный кристалл относится к классу 222. Каким: 
простым формам принадлежат его грани?

234. Все грани ромбического кристалла принадлежат одной 
простой форме. В каких классах это возможно? Какие это формы?

235. К какому классу может относиться 6-гранный тетраго­
нальный кристалл?

236. Двенадцатигранный ромбический кристалл состоит из 
двух простых форм. К какому классу симметрии относится этот 
кристалл?

237. Почему 12-гранный кубический кристалл не может быть- 
комбинацией нескольких простых форм?

238. Чему равно минимальное число граней кубического кри­
сталла, представляющего собой комбинацию трех форм? - Двух 
форм? К каким классам могут относиться такие кристаллы?

239. К какому классу симметрии может быть отнесен 4-гран­
ный кубический кристалл? 8-гранный? 10-гранный?

240. Каким простым формам принадлежат грани 4-гранного> 
кристалла из класса 2? Доказать, что полученное сочетание яв­
ляется единственным.

241. Каким простым формам принадлежат грани 4-гранного 
кристалла из класса т ?  Доказать, что полученное сочетание яв­
ляется единственным.
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242. Объяснить, почему есть кристаллографические классы С2ѵ, 
<Сзѵ, С*ѵ, С6ѵ и классы D2d и D3d, но нет классов Did и Ded>

§ 4. Символы простых форм

243. Разместить на проекции (класс mmm) грани следующих 
простых форм: {001}, {111}, {112}, {101}, {ПО}. Как называются 
эти формы?

244. Получить простые формы, размножив в классе 3 грани 
-(ЮН), (ЮГО) и (0001). Назвать эти формы. Определить собствен­
ную симметрию двух первых форм.

245. В классе 42т размножить грани с символами (111), (311), 
(001) и (101). Каким простым формам принадлежат эти грани? 

Записать название класса по общей простой форме и дать все его 
•буквенные обозначения. Какова собственная симметрия формы 
{101}?

246. В классе 222 размножить грани с символами (111), (112), 
(100) и (001). К каким простым формам относятся эти грани?

Записать название класса и все его буквенные обозначения.
247. Дан класс 422. Размножить грани с символами (100), 

(001), (111), (212). Каким простым формам отвечают эти грани? 
Записать название класса и все его буквенные обозначения.

248. В классе 3m размножить грани с символами (1011), 
(1012), (1122), (1232). Каким простым формам принадлежат эти 

гграни? Записать название класса и его обозначения.
249. Нанести на проекцию грани формы {112} в классе 432. 

Как называется эта форма? Какова ее собственная симметрия?
250. Нанести на проекцию грани формы {112} в классе 23. Как 

называется эта форма? Какова ее собственная симметрия?
251. В классе 4 /т  получить простую форму, одна из граней ко­

торой занимает положение A (tp~6G° и р«25°). Назвать эту про­
стую форму и записать символы всех ее граней. Определить соб­
ственную симметрию этой формы.

252. Какой простой форме отвечает в классе 42т грань, для 
которой <р=45°, р=»35°? Каков ее символ?

253. Размножить в классе D3h грань с ф«90°, р«*35°. Что.это 
.за простая форма? Каков ее символ и собственная симметрия?

254. Как в классе 6т2  назвать простую форму, для одной из 
траней которой ф«45°, р»35°? Записать символы всех граней этой 
•формы, используя проекцию лишь для проверки.

255. Размножить заданные грани (рис. 72, а—з) и записать:
1) все обозначения класса симметрии;
2) символы всех граней 1-го квадранта (приблизительно);
3) названия простых форм и их символы.
256. В каких классах тетрагональной сингонии общая простая 

■форма может иметь символ {111}?
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257. В каком классе симметрии ромбоэдр может иметь символ 
{1231}? Объяснить.

258. В каком из классов тетрагональной сингонии тетраэдр 
может иметь символ {121}? Показать на проекции.

259. Назвать формы, имеющие в классе 42т символы [/гО/] и 
[hk[\.

Рис. 72. К упражне­
нию 255

260. Перечислить формы гексагональной сингонии, которые мо­
гут иметь символ {0001}? То же для {1010}.

261. Объяснить, воспользовавшись проекцией, какой символ
могут иметь трапецоэдры. _ _

262. Начертить стереограммы трапецоэдров {1231} и {2131}. 
Чем они различаются?

263. Каким может быть символ тетрагонального скаленоэдра? 
Тригонального? Объяснить, воспользовавшись проекцией.

264. Показать, каким может быть символ грани пинакоида в 
классах низшей категории.

265. Какой символ может быть у моноэдра в гексагональной 
и тетрагональной сингониях? В моноклинной? Триклинной?

266. В каких классах тетрагональной сингонии четырехгранная 
форма может иметь символ {120}?

6 Геометрическая кристаллография 133



267. Символ тригональной призмы {1230}. В каких классах это 
возможно?

268. Какими могут быть символы граней ромбоэдров из клас­
сов 3, 32, 3/п? Объяснить, пользуясь проекцией.

269. Символ ромбоэдра {2351}. Какую простую форму образует 
в этом случае грань, параллельная главной оси? Записать ее сим­
вол в общем виде.

270. Определить возможную симметрию кристалла, представ­
ляющего собой комбинацию пинакоидов {100}, {010} и {001}.

271. К какому классу может быть отнесен кристалл, представ­
ляющий собой комбинацию тетрагональной призмы {110} и тетра­
гонального тетраэдра {111}? Двух тетрагональных тетраэдров 
{111} и {112}? Двух тетрагональных тетраэдров {111} и {211}?

272. К какому классу может быть отнесен кристалл, представ­
ляющий собой комбинацию тетрагональной пирамиды {111}, тет­
рагональной призмы {310} и моноэдра {001}? То же для комби­
нации тетрагональной пирамиды {111}, тетрагональной призмы 
{100} и моноэдра {001}.

273. Определить симметрию кристалла, представляющего собой 
комбинацию трехгранник форм {1230}, {1121} и {1121}. Назвать 
простые формы.

274. Определить симметрию тетрагонального кристалла, пред­
ставляющего собой комбинацию четырехгранной формы {120} и 
восьмигранной {111}. Назвать простые формы.

275. Кристалл представляет собой комбинацию ромбоэдра и 
призмы {1120}. Определить симметрию кристалла и назвать приз­
му, если символ ромбоэдра а) {1011}, б) {1231}.

276. Шестигранный кристалл представляет собой комбинацию 
форм {1121} и {1231}. Определить симметрию и формы.

277. В шестигранном ромбическом кристалле две формы— {Ш} 
и {1G1}. Какова симметрия этого кристалла? Какие это формы?

278. Определить симметрию гексагонального кристалла, шести­
гранная форма которого имеет символ {1121}, а трехгранная — 
{1120}. Назвать формы.

279. Проиндицировать четырехгранный тетрагональный кри­
сталл.

280. Предположив минимально возможное число граней, про­
индицировать в общем виде многогранник класса 4. Предусмотреть 
различные варианты.

281. Проиндицировать в общем виде многогранник класса 3, 
предположив минимально возможное число граней. То же для 
класса 3.

282. Проиндицировать ромбический кристалл — комбинацию 
трех пинакоидов. Какой класс симметрии?
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283. Указать все возможные случаи индицирования шестигран­
ного кристалла симметрии 222.

284. Проиндицировать шестнадцатигранную простую форму.
285. Проиндицировать пятигранный ромбический кристалл. Пе­

речислить возможные варианты. Записать в общем виде символы 
двугранных форм этого класса.

286. Записать символы граней пятигранного тетрагонального 
кристалла.

287. Каким может быть минимальное число граней в ромбиче­
ском кристалле? Для всех возможных вариантов определить сим­
метрию и записать символы простых форм.

288. Проиндицировать четырехгранный кристалл гексагональ­
ной сингонии.

289. Построить стереограмму комбинационного многогранника 
гексагональной сингонии, для определения символов граней кото­
рого не нужна единичная грань. Назвать простые формы. То же 
для моноклинной сингонии. В каждом случае предусмотреть не­
сколько вариантов.

290. Начертить стереограммы простейших энантиоморфных 
кристаллических многогранников класса 222 и 422. В обоих слу­
чаях проиндицировать изображенные кристаллы, назвать простые 
формы. Перечислить классы симметрии, допускающие энантно- 
морфные многогранники.

291. Показать на проекции позиции постоянных форм класса 
43т. Назвать их и записать символы.

292. Показать на проекции соответствующего класса располо­
жение граней гексатетраэдра и записать символы всех граней 1-го 
квадранта.

293. Описать возможные двенадцатигранные многогранники ку­
бической сингонии. Проиндицировать их.

294. Какой симметрией обладает кристалл, ограненный двенад­
цатью гранями {120} и четырьмя {111}?

295. Как связать символы граней ромбододекаэдра и пентагон- 
додекаэдра с их положением относительно координатных осей?

296. Перечислить формы кубической сингонии, символы кото­
рых {hkl}.

297. Проиндицировать двенадцатигранный кристалл симмет­
рии 23.

298. Какие постоянные формы можно использовать для вывода 
гексатетраэдра? Показать, пользуясь символами, «происхождение» 
формы. Предложить для каждого случая название.

299. Как называется форма, промежуточная между кубом и 
ромбододекаэдром? Как при помощи символа отразить близость 
этой формы к кубу? К ромбододекаэдру? То же для формы, про­
межуточной между кубом и октаэдром.

300. Отразить символами разницу между тригон-тритетраэдром, 
производным куба, и тригон-тритетраэдром, производным тетра­
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эдра. Какие названия можно присвоить каждой из этих двух раз­
новидностей?

301. Производным каких постоянных форм можно считать со- 
рокавосьмигранник? Показать при помощи символов разницу меж­
ду этими сорокавосьмигранниками. Подчеркнуть это названиями.

302. Назвать форму, одна из граней которой в классе 23 зани­
мает позицию (123). Начертить полную стереограмму этой про­
стой формы и записать символы граней первого квадранта.

303. Кубический кристалл представляет собой комбинацию 
четырехгранной формы {111} и формы {ПО}. Какова максималь­
ная симметрия этого многогранника?

304. Многогранник кубической сингонни ограничен двумя фор­
мами— двенадцатигранной {120} и двадцатнчетырехгранной {123}. 
Какой симметрией может обладать этот многогранник? Назвать 
формы.

305. Кристалл кубической сингонни представляет собой комби­
нацию форм {111} и {120}. Какова симметрия этого кристалла, 
если одна из форм четырехгранная. Назвать обе формы.

3G6. Символ двенадцатигранной формы кубического кристал­
л а — {lihl}. Назвать формы {111} и {ІМ}.

307. Символ одной из форм кубического кристалла — {/г/е0}. 
Назвать ее, если известно, что в форме {hhl} двенадцать граней 
(.h > k > l).

308. В кристалле кубической сингонни форма {hk0} •— двадца­
тичетырехгранная. Сколько граней в форме {hhl}? Как она назы­
вается? (h > k > l).

309. В форме {111} кубического кристалла 4 грани. Как назы­
вается в этом случае двадцатичетырехгранная форма?

310. Одна из граней двенадцатигранного кубического кристалла 
отсекает неравные отрезки по всем трем координатным осям. Чему 
равно в этом случае число простых форм? Записать символы всех 
граней в общем виде.

311. Проиндицировать кубический кристалл, имеющий 10 гра­
ней.

312. Проиндицировать возможные восьмигранники кубической 
сингонни.

313. Грань одной из двух тетрагональных пирамид принята за 
единичную, другая при этом имеет символ {232}. Какой будет 
символ первой пирамиды, если за единичную принять вторую? Ка­
кой класс симметрии?

314. В кристалле класса 222 грань одной из форм принята за 
единичную, при этом символ второй — {221}, третьей — {Ю1}. 
Проиндицировать этот же кристалл, приняв за единичную грань 
второй формы. Назвать эти формы.

315. В кристалле симметрии 2/т  есть следующие формы:
1) {111}, 2) {112}, 3) {120}, 4) {203},
5) {ПО}, 6) {101}, 7) {010} и 8) {001}.
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Примяв за двуединичные грани форм 3) и 4), определить сим­
волы всех остальных. Назвать формы: а) установка классическая, 
б) установка новая.

§ 5. Символы ребер. Закон зон

316. Записать символы осей 3-го порядка в классах гексаго­
нальной и кубической сингоний.

317. Записать символы осей 2-го порядка в классах 222, 422, 
32 и 432.

318. Привести трех- и четырехзначные символы координатных 
осей в гексагональном кристалле.

319. Записать символы (трех- и четырехзначные) всех ребер, 
связанных с ребром [1231] поворотом вокруг оси 3. То же для 
оси 6.

320. В тетрагональном кристалле определить символ и коорди­
наты ребра пересечения граней Л (<р =  ..., р =  0°) и В (ф=45°, 
Р~25°).

321. Определить символ и координаты ребра пересечения двух 
граней ромбического кристалла: А (ср =  90°, р ~ 30°) и В (ф =  0°, 
Р«40°).

322. Определить символы ребер формы {111} в кристалле клас­
са тЗт. То же для класса 43т.

323. Проиндицировать тетрагональный кристалл, заданный сле­
дующими гранями:

Ф° Р‘

А
26і

90

Б
64

90

В 0
Г 90' 90
Д 45 60
Е 45 120

Определить также символы и координаты ребер пересечения 
граней А и Б, В и Г, Д  и Е.

324. Назвать класс симметрии и изображенные простые формы 
(рис. 73). Проиндицировать все грани этих форм. Найти символ 

ребра пересечения двух любых граней формы 2. Чем замечательно 
это ребро? То же для ребра пересечения граней формы 1.

325. В ромбическом кристалле каждая простая форма пред­
ставлена одной гранью (А, Б, В, Г, Д ), причем грани заданы сфе­
рическими координатами двух ребер:

г [ф =  90°, р =  90°]- Б ( [ф =  90°, р =  90°]
1 [ф — 0°, р =  90°] 1 [ ф = . . . ,  р =  0°]
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Проинднцировать этот кристалл.
326. В кристалле класса m3 определить символы ребер формы 

{120}, пересекающих положительный конец оси 3. То же для поло­
жительного конца оси З,,49. Назвать простую форму.

327. Определить зависимость между индексами символа грани 
кубического кристалла, параллельной оси 3 (то же для осей Зж,

328. Определить в кубической сингонии положения и символы 
граней, параллельных оси 3 и равнонаклонных к координатным 
осям X  и У, То же для граней, параллельных оси 3 и равнонаклон­
ных к координатным осям Y и Z.

329. Определить положение и символ грани, параллельной оси 
3у (кубическая сингония) и равнонаклонной к координатным осям 
а) X и У, б) X и У. То же для грани, параллельной оси Зѵ и равно­
наклонной к осям а) X и Z, б) X  и Z.

330. Определить символы граней, параллельных оси 3 и отсе­
кающих на оси X отрезок, вдвое больший, чем на оси У. То же 
для граней, параллельных оси 3*.

331. В ромбическом кристалле фцщ =  51°, Рощ =  72°. Опреде­
лить сферические координаты граней (011), (101) и (110).

332. В моноклинном кристалле (у= 120°) Фощ =  63°, рощ =  48°. Оп­
ределить сферические координаты граней (110), (101), (011). Ось Y  
расположить параллельно наблюдателю.

49 Обозначения осей 3-го порядка в кубической сингонии см. на. рис. 74.

Рис. 73. К упражнению 324 Рис. 74. Обозначения элементов сим 
метрнн в кубическом кристалле
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333. Найти положение единичной грани ромбического кристалла, 
если Р(ои) =  62°, а фщо) =  43°.

334. Найти ф(іп) и р(іп) в ромбическом кристалле, если Р(оіі) =70°, 
ф(ііо) =  25°.

335. Найти ф(іц) и р(ііі), если р(0іі) =  28°, ф(ц0) =  49°, у =  130°. 
Ось Y  расположить параллельно наблюдателю.

336. Найти положение единичной грани ромбического кристалла, 
если Р(юі) =  30°, Р(оіі) =  60Q.

337. Найти положение единичной грани ромбического кристалла, 
если Р(іоі) =  40°, Ф(по) =  50°.

338. В кристалле класса m3 за ось проекций выбрана одна из 
осей 3-го порядка. Показать на стереограмме все грани форм {Ш }, 
{100} и {ПО}.

339. Найти символ грани тетрагон-триоктаэдра, если ее полюс 
образует с полюсом грани куба угол 35°.

340'. Угол между полюсами граней тетраэдра и тетрагон-три- 
тетраэдра равен 16°. Определить символ последнего.

341. Определить положение граней (1011) и (1121), если 
Р(іоТз)=  41,5 .

342. В ромбическом кристалле (110)Д (110) =  102°, (113)Д
Д (І13)=90°. Определить положение единичной грани.

343. В кристалле класса С2Н ф(ои> =  33°, р(Ьіі)=47°. Определить 
положение грани (ПО) и ß, если ф(ці) =  62°. Назвать формы {110} 
и {111}.

344. В кристалле моноклинной сингонии угол ß =  127°. Опреде­
лить положение единичной грани, если полярные расстояния гра­
ней (011) и (101) равны соответственно 42 и 49Д

345. В тетрагональном кристалле (232) Д  (232) =  82°. Опреде­
лить положение единичной грани. Предположив класс 4 /т , назвать 
простые формы, к которым относятся эти грани. То же для клас­
са 4mm.

346. Определить положение единичной грани и угол ß в моно­
клинном кристалле, если (ЗІО)Д(ЗІО) =  140°, (ЗЮ)Д(ООІ) =76°, 
(001)Л(0П) =63°.

347. Определить положение единичной грани в триклинном кри­
сталле, если

Ф° Р°
(0 1 1 ) 89 5
(П О ) 18 90
(1 0 1 ) 85 41

Принять, как обычно, ф(ою)=0°, р(ою) =  90°.
348. В кристалле класса 4 2 т  простые формы заданы следую­

щими гранями: А) ф =  90°, р =  31°; Б) ф=45°, р = 40°. Проиндици- 
ровать многогранник и назвать формы. Определить символ и ко­
ординаты ребра пересечения указанных граней.
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349. В ромбическом кристалле ф(іп) =  51°, р(пі) =  44,50. Опреде­
лить символы ребер пересечения этой грани с гранями I (ф =  0°, 
р =  32°) и т (ф =  5Г, р=90°).

350. В огранке гексагонального кристалла класса 6/т участ­
вуют формы т и г. Определить символы ребер пересечения гра­
ней т' (ф =  0°, р =  90°) и г' (ф =  30°, р =  39,5°). Назвать эти формы.

351. В огранке кристалла класса 3 участвуют формы т и п. 
Определить символ ребер пересечения грани п' (ф =  60°, р =  25°) с 
гранями т' (ф =  30°, р =  90°) и т" (ф =  90°, р =  90°). Назвать формы 
т и п.

352. Грани {h\kily), (h2k2l2) и (hsk3L3) лежат в одной зоне. До­
казать, что грани (h]li2h3), (k\k2k3) и (ііЫъ) тоже таутозональные. 
То же для (k\h\l\), (k2h2l2) и {hh3l3).

353. Объединить грани ромбододекаэдра в зоны. Сколько этих 
зон? Чем они замечательны?

354. Зона проведена через грани (132) и (231) формы {123} 
класса тЗт. Какие грани той же простой формы попадут в эту 
зону? Как называется эта форма?.

355. Записать символы всех ребер простой формы {1231} из 
класса 3. То же для класса 6. .Указать трех- и четырехзначные 
символы. Назвать простые формы.

356. Получить символы всех ребер простой формы {4151} в 
классе 6mm. Назвать форму.

357. Для кристалла класса 3т использована установка Мил­
лера (см. стр. 39, 97). Определить положение граней (212), (121) 
и (100), если ф(юо) =  90°, р(юо)=62°. _

358. Определить сферические координаты граней (100), (213) 
и (011) в установке Миллера (см. стр. 39, 97), если для оси X Ф =  90°, а р =  74°.

359. Определить сферические координаты граней (011), (231)
и (221) в установке Миллера (см. стр. 39, 97), если а =  77° (ось X 
направлена на наблюдателя). _

360. В тригональном трапецоэдре {1231} определить символы 
ребер, не связанных друг с другом операциями симметрии.

361. Определить символ «экваториального» ребра скаленоэдра 
{1341}. Записать, не прибегая к графику, символы всех эквато­
риальных ребер.

362. Найти в кубическом кристалле сферические координаты 
ребер {111], [121] и [122].

363. Найти сферические координаты ребра [212] тетрагональ­
ного кристалла, если р(322) =  62°.

364. В кристалле гексагональной сингонии Р(оіТі)= 44°. Опреде­
лить координаты ребра [01І1].

365. Определить сферические координаты ребра [112] моно­
клинного кристалла, если Р(юі)=46°, р(ооі)= 16,5° и ф(ію) =  56,5°.
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366. В тетрагональном кристалле Р(іГі) =  40°. Определить сим­
вол и полярное расстояние (р) грани, параллельной ребру {111], 
если ее азимут (ср) равен 63,5°.

367. В ромбическом кристалле р(оп) =  62°, р<ІОі) =  67°. Опреде­
лить символ грани, параллельной ребру [211], если азимут (ср) этой

1°грани равен 22 — .
368. В ромбическом кристалле_ ф(ц2) =  5Г, р(ц2) =  56,5°. Найти 

символ грани, лежащей в зоне [013], если полюса этой грани и 
грани (ИЗ) образуют угол 36°.

369. В кристалле моноклинной сингонии р(0ц) =  29,5°, ф(оп) =  
=  31,5°; ф(цо) =  56,5°. Определить символ грани, параллельной реб­
ру [113], если ср этой грани 47°.

370. Определить символ грани, параллельной ребру [1123], если 
ее азимут равен 16°; Р(10п) =  69°.

371. В тетрагональном кристалле (ПЗ)Д (ГГЗ) =76°. Опреде­
лить угол между ребрами [123] и [201].

372. Определить угол между ребрами [1126] и [2243], если

373. Определить символы ребер одной из граней скаленоэдра 
{231}. Чему равны углы между этими ребрами, если Р(зз2> = 42°.

374. В моноклинном кристалле определить угол между направ­
лениями {1 Г1 ] и [123], если р(юі) =  46°, р(ооі)= 16,5°, а (120)Д(Г20) =  
=  74,5°.

375. Определить угол между ребрами грани (102) пентагон- 
додекаэдра.

376. Определить в кристалле кубической сингонии положение 
следующих граней: А) (324); Б) (257), В) (347).

377. В тетрагональном кристалле Р(юі) =  69°. Определить сфери­
ческие координаты граней (231), (378) и (831). •

378. Определить положение граней (321) и (432), если сингония 
ромбическая, а ср(пі) =  60°, рщі) =  30°.

379. В кристалле класса mm2 ср(1Ш) =  62°, р(0іі) =  42°. Опреде­
лить сферические координаты граней (432) и (738). Каким простым 
формам они принадлежат?

380. В кристалле симметрии Ce/! р (1оТі) =  45°. Определить положе­
ние граней а) (3251), б) (2131), в) (3252). Дать названия всех прос­
тых форм.

381. В ромбическом кристалле (011) Д (011) =  67°, 
(ПО) Д  (110) =  134°. Определить (347) Д (738).

382. Определить сферические координаты грани (1231) и (3254), 
если р(1оТі) =  44°.

383. Определить положение граней (1342) и (3473), если (1121)Д 
Л (1120) =  30°.

141



384. Найти положение граней (136) и (611) в кристалле, для ко­
торого а =  у =  90°, ß =  99°, cp(,U) =  38°, р(Ш) =  60°.

385. Определить положение грани (213) в моноклинном кристал­
ле, если фаю =  60°, p(U1) =  25°, P(ooi) =  12°.

386. Определить сферические координаты граней (374) и (237) в 
кристалле, для которого а  =  ß =  90°, у  ̂ 9 0 ° , ф(Ш) =  75°, рш  =  
=  40°, Ф(Ш0) =  25°.

387. Найти сферические координаты грани (321) триклннного 
кристалла, если

ф° р°
(011) 83 7
(ПО) 52 90
(101) 79 47

Грань (010) занимает, как обычно, позицию с ф =  0° и р =  90°.
§ 6. Метод косинусов Вульфа. Графическое определение 

элементов (геометрических констант) кристалла

388. По координатным граням трнклинного кристалла опреде­
лить выходы координатных осей:

Ф° Р°
(0 0 1 ) 73 20
(0 1 0 ) 0 90
(1 0 0 ) 74 90

389. Определить по стереограмме выходы координатных осей. 
Измерить осевые углы, если

Ф° Р°
а) (0 1 0 ) 0 0

(1 0 0 ) 80 90
(0 1 1 ) 23 29

(101) 77 51^

3
б) (0 0 1 )  4 5-

3
(011) 179 25 -

3
(1 0 0 ) 8 2 -  90

(П О ) 47^ 90

в) (0 1 0 ) 0 90

. (0 1 1 ) 25^ 36

(111) 71 54^

з
(П О ) 6 9 -  90

,142



390. Моноклинный кристалл дан в классической установке. По­
казать на стереограмме выход оси X, если ф(<ш) =  21°, p{oii) =  33,50.

391. Определить позицию координатных граней, указав в каж­
дом случае сингоиию:

а )

б)

(010) 0 90
о
О „ 1

(111) 46- 51-
4 2
3 3

(211) 64- 63-
4

(120) 28 90
(010)- 0

40-

90

(111) 70
2

1
(211) 55

742
(120) 16 90

3°392. В ромбическом кристалле фри) — 59 — , р(пі) =  62,5°. Опре­

делить символы граней п (ср 49°, р =  90°) и I (ср =  29 ~  , р =  90°).
393. В ромбическом кристалле ф(2іі) =  64,75°, Р(2п) •- 63,75°. Оп

/  3° щределить символы граней ^(ф =  90°, р =  70°), р [ф =  46— р=51,5'

и z ^ф =  58°, р =  58

394. Основные грани кристалла занимают следующее положение:
Ф° Р°4

3
22 

90

(001)

(О Ю )

( 100)

19 —
4 
0

110 —  90
4

(111) 53 Y  5 4 ^ -

(1° 1° N / JO N
53 — , 54 —  1 , п ( 4°, 63 —  J и

Р ( 6 5 ^ , 9 0 ° ) .

395. Определить недостающие символы граней моноклинного 
кристалла:

Ф° Р°
(010) . 0

1
10і

90

57-
4

(011)

(101) 90 49
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т

п

Р

<1

1
— 43 - 6 4 -

2 2

90

— 90 30

46-
2

43

396. В моноклинном кристалле (классическая установка) cp(ou) =  
3°  3°=  0,5°, р(оіі) =  58 —  , ф(по) =  45— . Определить символы граней 
4 4

т, п и р, если

ф° р°

т 90 30
п 46 50

Р 67

397. Для моноклинного кристалла ß =  100,5°, cp(ui) =  28,5 , 
Pain =  66°. Определить символы граней d ^—90°, 35-^ и г (32,5°, 
49,5°).

398. Определить символы граней in, п и р, если Ф(01р1) =  30°,
Р(оиі) =  39,5°:

ф° р°

т 0 55

цп 0

р п 4 7 -
2

399. Как обозначены грани £ (11°, 33°), т |30°,

74— ^ , если ф(01ті) =  30 , Р(оіТі) =  44,5 ?
400. В тетрагональном кристалле р(ощ =  58,5°. 

волы следующих граней:

ф° Р°

1 1
т 2 6 - 5 0 -

2 2
п 31

18-

50

40?р
2 4

75 16°,

Определить сим-
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401. Определить геометрические константы ромбического кри-
3°сталла, если ф(ш) =  46,5°, Р(іп)= 44 — .

402. В ромбическом кристалле <р<і ш) =  63,5°, Р(іоі)=42,5°. Опре­
делить геометрические константы кристалла.

403. Вычислить геометрические константы ромбического кри­
сталла, если полярные расстояния граней (011) и (101) равны со­
ответственно 14,5° и 32°.

404. Определить элементы кристалла по следующим данным:
ф° P“

(010) 0 90
(100) 90

0 90

(П О ) 67 -
4

90

(011) 12-
4

3

194

405. Вычислить геометрические константы кристалла, пользуясь 
следующими данными:

Ф° Р°

(001) 90 26ü
(010) 0 90
(ЮО) 90Q 90
(ПО) 47-4 90

„1
(101) —90 59і

406. По основным граням триклинного кристалла определить 
его геометрические константы:

ф° р°

(001) *9! 22

(010)

О 
о

 
4̂ 

1 »—

90

(100) 90

(111) 53і 54і

407. Вычислить геометрические константы кристалла, если гра̂  
ни его заданы следующими сферическими координатами:

Ф° Р°
3

0 10-
4

0 90
76 90

(ПО) 123-
2

( 001)

( 010)
( 100) (ОН) 0

90

1
49-
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4G8. Определить геометрические константы тетрагонального 
кристалла, если р(ш) =  50,5о.

409. В тетрагональном кристалле Р ( о і і )  = 51,5°. Вычислить его 
элементы.

410. Определить элементы кристалла, если р(1(д1)=43,5°.
411. Вычислить геометрические константы кристалла, если 

Р(і 121) =43,5 .
412. Построить стереограммы основных граней кристалла, если 

alb =  0,819; ф  =  0,624; a = ß  =  y =  90°.
413. Нанести на стереограмму грани (100), (010), (001) и

(111), если а:Ь:  с =  0,824 : 1 : 0,647, а  =  89-^-, ß =  95°, у=94,5°.
414. Определить сферические координаты основных граней,

если а0 =  0,725; с0 =  0,703; а=112°, ß =  97 —  , у =  68 — .
4 4

415. Определить полярное расстояние единичной грани тетра­
гонального кристалла, если с0=  1,97.

416. Нанести на стереограмму основные грани, если а:с  = 
=  1 : 0,79; у=120°.

417. Нанести на стереограмму двуединичные грани, если а0 — 
=  1,50; с0=  1,36; ß =  99,5°

418. Определить позицию основных граней кристалла, для ко­
торого а: b : с— 1,77 : 1 : 1,54; ß=  102,5°.

§ 7. Симметрия двойников и их проектирование

419. Найти па стереограмме класса 222 кристаллографически 
допустимые позиции для 2' и m'. Показать в каждом случае, какие 
элементы симметрии индивида переходят в полную двойниковую 
группу. То же для класса 2.

420. Указать для каждого случая, при каких положениях двбй- 
никующих-элементов вместо двойников образуются параллельные 
срастания кристаллов: а) 2/т, б) mm2, в) 3т, г) 42т, д) m3.

421. В каких классах оригинальным (незаменимым) двойнику- 
ющим элементом может служить центр симметрии?

422. Объяснить, почему не может существовать двойниковых 
групп 3 и 23?

423. Кристаллы каких классов могут образовать двойник сим­
метрии тЗт?

424. Даны кристаллы классов 622 и 422. Двойникующая ось 2' 
образует угол 45° с главной осью и перпендикулярна одной из 
побочных осей 2. Определить в каждом случае сохранившуюся 
подгруппу и полную двойниковую группу,.

425. Какие элементы симметрии кристалла из класса тЗт 
переходят в полную двойниковую группу при двойниковании по 
[111]? По (112)? То же для двойников срастания.
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426. Определить сохранившуюся подгруппу индивида в двой­
нике прорастания по [112], если монокристалл относится к классу 
пгЗт. То же для класса 432.

427. Определить сохранившуюся подгруппу индивида в двой­
нике прорастания кристалла из класса 23, если двойникующий 
элемент задан следующими сферическими координатами: а) ср =  0°,
р = 45°; б) ф =  45°, р =  30°; в) ср =  45°, р =  35 у .

428. Какие элементы симметрии кристалла из класса 3т пере­
ходят в полную двойниковую группу, если координаты двойнико­
вой оси следующие:

а) ф = 30°, р = 90°; б) ф = 30°, р =  60°.
в) ф =  30°, р =  30°.

4
429. Какие элементы симметрии кристалла из класса — тт

переходят в полную двойниковую группу, если двойниковая ось 
совпадает с нормалью, к грани (011)? То же для двойников сра­
стания. Записать двойниковые группы.

43G. Определить полную двойниковую группу кристалла из клас­
са nimm, если двойникующий элемент а) перпендикулярен к грани 
(ІгОІ), б) занимает общее положение.

431. Определить полную двойниковую группу кристалла из2
класса 11— при двойниковании: а) по [100], б) по (М0). То же

т
для двойников срастания.

432. Определить симметрию двойника прорастания кристалла 
из класса 32, если двойникующий элемент задан следующими 
сферическими координатами: а) ф =  30°, р =  90°; б) ф=40°, р = 35°.

433. Определить группу симметрии двойника прорастания из 
класса 4/т при двойниковании по [МО]. То же по [hkl].

434. Определить двойниковую группу для кристалла из класса 
тЗт при двойниковании по [hk0]. То же по (/г/г/) и [hkl].

435. Определить полную двойниковую группу для кристалла из 
класса 43т при двойниковании по [112] и [МО].

436. Дополнив стереограммы классов симметрии, показать 
(рис. 75) для каждой из перечисленных позиций сохранившуюся 
подгруппу и полную двойниковую группу (цифры на чертежах 
обозначают стереографические проекции 2' или гномостереографи­
ческие проекции 2').

437. Записать возможные двойниковые группы и показать поло­
жение двойникующих элементов, если известна сохранившаяся 
подгруппа индивида: а) 222, б) ттт, в) 3т, г) 2 /т, д) 32, е) 6.

438. Определить возможные положения двойникующих элемен­
тов (показать на стереограмме), если известны двойниковые груп­
пы и классы, к которым относятся данные индивиды:
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439. Определить положение двойникового аналога грани (121) 
в двойнике кристалла из класса mm2 при двойниковании по [011], 
если ф(ні) —40°, р(пі) =  35°.

440. Определить положение двойникового аналога грани (221) 
в двойнике кристалла из класса 222 при двойниковании по (012), 
если Фо к» =  30°, р(юі)=40°.

441. Определить положение двойникового аналога грани (110)
4

в двойнике кристалла из класса — тт по нормали к грани (011);
тР(ііі)=40°. Какова симметрия образовавшегося двойника?

442. Определить положение двойникового аналога грани (212) 
в двойнике кристалла из классов: а) m3 по [102], б) 23 по [111].

443. Определить угол между главными осями индивидов в двой­
нике кристалла из класса 422 по [011], если Р(іи)=35°.

444. Определить положение двойниковой оси в кристалле клас­
са 432, если грань (100) имеет следующие координаты: ф =  300°, 
р=120°. Определить полную двойниковую группу.

445. Определить положение двойниковой плоскости в кристал­
ле класса 23, если грань (ПО) имеет следующие координаты: ф =  

=  135°, р =  30°.
446. В кристалле класса тЗт для грани (111) ф =  359,5° и р =  

=  89°. Определить координаты двойниковой оси и симметрию двой­
ника.
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447. Определить положение двойниковых аналогов граней (100) 
и (010) в двойнике флюорита (класса тЗт) по і[ 111 ] (шпинелевый 
закон). К какому классу симметрии относится двойник?

Рис. 75. К упражнению 436

448. Определить положение и символ двойниковой плоскости 
в моноклинном кристалле, если координаты граней (111) и (111) 
следующие: ф(ш) =  48°, р(іи) =  59°, ф(Ш)=:132°, рап) =  300° и ß=110°.

449. В кристалле корунда (класс 3т) р(022р =  72,5°. Определить 
положение двойникового аналога грани (0221) и угол между ося­
ми 3-го порядка в двойнике по (1011). Напомним, что грани {10І1} 
притупляют (см. стр. 46) ребра формы {0221}.

450. Определить положение двойникового аналога грани (210) 
(кристаллы пирита, симметрия m3): а) в двойнике по (011) — 
«железный крест»; б) в двойнике по {001].

451. Определить координаты двойниковых аналогов граней 
(112) и (012) в двойнике кристалла меди по шпинелевому закону 
(см. упражнение 448).
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452. В кристалле ромбической серы ср(111> =  51 °, P(t і о =  71,5°. 
'Определить положение двойниковых аналогов: а) граней (111), 
(011) и (001) в двойнике по (101); б) граней (111), (101), (001) 
в двойнике по (011).

453. Для кристалла халькопирита (класс 42m) р(оп) = 63°. Опре­
делить положение двойниковых аналогов граней а) (112) и (111) 
в двойнике по [001]; б) (111) и (124) в двойнике по (012).

454. Кристаллы тетраэдрита относятся к классу 43т. В двой­
нике по шпинелевому закону (см. упражнение 447) определить по­
ложение двойниковых аналогов всех граней формы {111}, а также 
граней (012) и (122).

455. В кристалле рутила
/ 4 \ 3°
( класс —  /пт ) Р(оп) =  32 — . Опре-
\  in J  4

делить координаты двойниковых аналогов граней (101), (111) и
(230) при двойникованин по (011) — коленчатый двойник. Какова 
симметрия образовавшегося двойника?

456. Определить угол между главными осями индивидов кварца 
(класс 32) при двойникованин по (1122) (японский двойник), если

f\ion) =  51
31
4

457. В бразильском двойнике кварца (класс 32) двойникующая 
плоскость (1120). Определить симметрию двойника и угол между 
гранями (1012) и (1012) (см. упражнение 456). Как можно на­
звать в двойнике форму {5161}?

458. Определить угол между гранями (1011) и (1011) в дофи-
нейском двойнике кварца (см. упражнение 456 и стр. 51). Какова 
симметрия образовавшегося двойника и как можно назвать упомя­
нутую простую форму? _

459. В кристалле анортита (класс 1) основные грани занимают 
следующее положение:

(001) 80°4Г 26°12'
(100) 58°02' 90°00'
(010) 0°00' 90°00'

(111) 320°00' 37°00'

Найти угол между (001) и (001) в двойнике по нормали к грани 
(021) ■— бавенский закон двойникования. _

460. Для кристаллов кальцита (класс 3т) характерны двой­
ники по а) пинакоиду (0001), б) ромбоэдру спайности — основно­
му ромбоэдру (1011), в) острому ромбоэдру (0221), г) тупому 
ромбоэдру (0112). Найти взаимное расположение тройных осей в 
двойниках по каждому из этих законов, если PfioTi)^44,5°.
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461. Грань основного (спайного) ромбоэдра кальцита принята 
за -единичную (р(10-у1)=44,5°). Определить положение и символы
ромбоэдра, п р и т у п л я ю щ е г о  (см. стр. 46) основной ромбоэдр. 
Определить положение и символ ромбоэдра, п р и т у п л я е м о г о  
основным ромбоэдром. Определить положение граней (1011) и 
(0001) в двойнике по (0112).

462. Монокристаллы кальцита (см. упражнение 460) при ударе 
раскалываются на ромбоэдры. Какой многогранник можно выко­
лоть из двойника по (0001) ? Какова собственная симметрия полу- 
ч е и 11 о г о многогранника?

§ 8. Преобразование координатных систем кристаллических 
многогранников. Матричное представление симметрических

операций

463. Для акантита матрица преобразования осей от морфоло-
1 1  3 1гической установки к структурной (М) =  —  0 —  /010/ — 0 —  _

Определить старый символ грани (123) и новый — ребра [011].
464. Для кристаллов малахита матрица преобразования осей к

— I — 2
новой установке (М) =  1 0 — /010/00— . Определить старые сим-

3 3
волы единичной и координатных граней.

465. Преобразование осей к новой системе координат для~ 
купрокопиапита задано (М) =  - ^ - 0- ^ - / - ^ - - ^ - 0 / - ^ - 0- ^ - .  Опре­

делить старые символы для (112) и [103] и новые для (221) и [01І].. 
К какой сингонии относятся кристаллы этого минерала?

466. Какую сингонию можно предположить для минерала, если 
матрица перехода к новой морфологической установке (714) =
=  101/010/І01?

467. Для кристаллов дурангита матрица преобразования ста­
рых осей в новые (7И) =001/010/101. Прочесть, воспользовавшись- 
соответствующими матрицами, старые символы новых координат­
ных граней и осей, а также новые символы старых координатных; 
граней и осей.

468. Матрицы преобразования координатных осей для некото­
рого кристалла (714і) =010/001/100 и (ТИ2) =  100/0 —  0/002. д ать.
геометрическую интерпретацию каждого из этих преобразований. 
Какую сингонию можно предположить?
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469. Для ромбического веберита известны три установки:
l a b e
II Ь а  с
III с а Ь

Записать (ЛД^-ц), (ЛГп>т;), (Л(ыи)-
470. Доказать, что если (Л40) — матрица преобразования осей 

от установки I к II, а (Мь) — то же от установки II к III, то (М) — 
=  (ЛД) X (Ма) ■— матрица преобразования от I к III.

471. Для кристаллов реальгара известны 3 установки, переход
-от I к II описывается Щ) — 100/0 —  0/001, от ц  к п і  (Л4) =

=  101/020/001. Какой символ в установке III получат грани, обо­
значенные в установке I как (001), (Гіі) и (021)?

472. Для лорандита известны установки Пикока, Гофманна и 
Креннера, связанные следующими матрицами преобразования: 
■(7Ип->г) =  102/010/001, (Мк-+п) =202/020/101. Какие символы по­
лучат в установке Гофманна грани, обозначенные у Креннера 
(111), (101) и (ПО)? Как обозначены Креннером ребра, принятые 
Гофманном за оси координат?

473. При переходе к новой установке ромбический кристалл 
поворачивают на 90° вокруг оси X по часовой стрелке, а затем на 
90° вокруг оси Z на себя. Определить новые символы для (212) и 
[ПО], а также старые для (210) и [101], если в новой установке 
единичной станет грань (112).

474. Определить новый символ старой единичной грани и ста­
рый символ новой, если при преобразовании, связанном лишь с 
выбором новой единичной грани, (Г12) получит символ (114). Вы­
числить матрицу преобразования осей.

475. В кристаллах висмутина при переходе к новой установке 
сохраняются направления координатных осей, но ребро [121] полу­
чает символ [123]. Какой символ станет у грани (111) и как изме­
нятся геометрические константы кристалла?

476. Определить матрицу преобразования осей для кристалла 
класса 422, если при переходе к структурной установке единичная 
грань получит символ (102).

477. Для маухерита (класс 422) преобразование осей к струк­
турной установке задано (М) =  —— — 0 /—  — 0/001. Дать геомет-

4 4 4 4
рическую интерпретацию этого преобразования.

478. Для ретгерсита (класс 422) преобразование осей к струк­
турной установке описывается (М) =  110/110/001. Дать геометриче­
скую интерпретацию этого преобразования.

479. В кристалле класса бтт при переходе к структурной уста­
новке грань (П21) получает символ (0112). Вычислить матрицы 
прямого и обратного преобразования.
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480. Для пенфильдита ^класс —  mmj матрица преобразования к осям

1 1  1 2структурной установки (М) = -------0 /--------0/001.
3 3 3 3

Дать геометри­
ческую интерпретацию этого преобразования.

481. Новая, структурная, установка для некоторого тетрагональ­
ного минерала отличается от морфологической лишь поворотом 
координатной системы вокруг оси Z на 26,5°. Определить старые 
символы новых координатных осей и новой единичной грани. Ка- 
какие классы симметрии можно предположить?

482. Структурная установка некоторого гексагонального мине­
рала отличается от морфологической лишь поворотом координат­
ной системы вокруг оси Z на 30°. Получить матрицы прямого и 
обратного преобразования.

483. Определить матрицу преобразования координатных осей 
от_установки Бравэ к установке Миллера (см. стр. 41), если грани 
(1І02) по Бравэ отвечает (101) по Миллеру.

484. Матрица перехода от установки Бравэ к установке Мил­
лера (М) =211/111/І21. Расположить на стереограмме координат­
ные оси и основные грани для обеих систем.

485. Для гексагональных кристаллов изредка употребляют 
установку Шрауфа, матрица перехода к которой от установки 
Бравэ (М) =210/010/001. Расположить на стереограмме координат­
ные оси и основные грани для обеих систем.

486. Определить недостающие символы граней полигалита, если
( Ш ) ( Н К Ц

(Й О ) (1 2 І)
(1 2 0 ) (141)
(ОЮ) (010)
(Тоі) (1 0 1 )
(111) (121)
(313) (323)
( І3 1 ) ?

? (іоГ)
(111)

? ( і и )

487. Определить для аксинита матрицу преобразования осей, 
если [П2], [001], [ПО] и (131) получают соответственно символы 
[001], [112], [112] и (001). Как обозначены в старой установке реб­
ра, принятые в новой за оси координат?

488. При переходе к новой морфологической установке Силь­
ванита оси X, У и Z получили соответственно символы [101], [010] 
и [101], а грань (112) — (311). Определить матрицу преобразования 
к осям новой установки.
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489. Две координатные системы кристаллов кизерита связаны 
следующим образом:

И ] [.RST]

[321] [322]
[101] [101]
[112] [223]
[011] [021]
[102] [203]
[122] [243]

Определить старый символ новой единичной грани и новый сим­
вол старой единичной грани.

490. Определить для кристаллов гипса матрицу преобразования 
осей от установки Гольдшмидта к установке Терпстра, если реб­
рам [0П], [101] и [100] в_первой установке отвечают [011], [100] и 
[201] во второй, а грани (113) — грань (113).

491. Какие символы получат в кубическом кристалле грани 
(100), (111), (120), (123), если за координатные оси принять ребра 
тетраэдра?

492. Определить матрицу перехода к системе, в которой за ко­
ординатные оси X, У и Z приняты соответственно оси Зѵ, 3 и 32 
(см. рис. 74).

493. При преобразовании координатных осей марказита к но­
вой установке единичная гран£> остается прежней, а грани (100), 
(010) и (001) получают соответственно символы (001), (100) и 
(010). Определить старые геометрические константы, если для но­
вой установки а: b : с — 0,8194 : 1 : 0,6245.

494. Определить матрицу преобразования для кристаллов реаль­
гара от установки, при которой а : b : с =  1,4403:1:0,9729 и ß = 
=  113°55' к установке с а : b : с =  0,7203 : 1 : 0,4858 и ß=113°55/.

495. Для корунда (класс 3т) с :а  =  2,734. Определить констан­
ты для корунда в тригональной установке, если матрица преобра­
зования к осям этой установки (44) =211/111/121.

496. Преобразование осей для лоранднта от установки Гольд­
шмидта к установке Пикока описывается (44)= 202/020/001, для 
преобразования от Креннера к Пикоку (44) =202/020/101. Опреде­
лить геометрические константы лорандита в установке Креннера, 
если по Гольдшмидту а : b : с= 1,087 : 1 : 1,078; ß =  104°16/.

497. Для гипса переход от минералогической установки к одной
из структурных описывается (44) =  - j-0  / 0 1 0 / 0  — . Опре^
делить геометрические константы для второй установки, если в 
первом случае а : Ь : с=0,6779 : 1 : 0,4145, ß =  99,5°.

498. В ромбическом кристалле а0=  1,3790, со =  0,4273. Как из­
менятся геометрические константы, если в новой установке направ­
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ление осей координат сохранится, а единичная грань получит сим­
вол (221)?

499. Для кристаллов некоторого соединения приняты две уста­
новки, геометрические константы в первом случае — а0=  1,4403, 
с0 =  0,9729, ß=113°55/, во втором — а0 =  0,7203, с0 =  0,4858, ß =  
=  113°55/. Какой символ получит во второй установке грань, при­
нятая в первой за единичную?

500. Переход гексагонального_ молизита к структурной установ- 
.ке описывается (М) = 1100/01І0/І010/0002. Получить четырехстроч­
ную матрицу обратного преобразования.

501. Определить положение основных граней ратита, если зада­
ны сферические координаты следующих граней:

Ф° Р°

(010) 0 90
1

2 6 -
2(101) 90

(310) 44
1

- 26і

90

(211) - 50

К какой сингонии относятся кристаллы этого минерала? *
502. Определить позиции граней (211), (051) и (302), если из­

вестны сферические координаты следующих граней:
Ф° Р°

(113)
1

5 8 -
2

25

(121) 39-
2

62

(102) 90
1

3°2

(130) 28-
2

90

503. Определить геометрические константы триклинного кри­
сталла, если известны сферические координаты следующих граней

Ф° Р°

(121) — 141 48і
(0 І1 )

1
147-

2

97-
2

со

(201) 67

(210) 85 90

504. Моноклинный кристалл считали триклинным. При исправ­
лении ошибки оси X и Y получили соответственно символы [201] и
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[021], направление оси Z и положение единичной грани не было 
изменено. Какие ребра приняты в правильной установке за оси 
координат?

505. Ромбический кристалл был принят за моноклинный. При 
исправлении ошибки у граней (100) и (010) символы сохранились,, 
грань (101) стала (001), а (011)— единичной. Какой символ стал 
у бывшей оси X  и грани (121)?

506. Моноклинный акантит считали ромбическим. При первом 
исправлении ошибки было изменено направление оси Z, которую- 
совместили с ребром [101], при этом грань (11 Г) получила символ 
(212). Впоследствии была предложена третья установка — струк­
турная. Получить матрицу преобразования от первой моноклинной 
установки к структурной, если грани, имевшие в «ромбической» 
установке символы (103), (010) и (101), оказались координатны­
ми, а ребро [211] получило символ [521].

507. Найти произведения следующих операций: а) 41-т_[_ =
б) 41 • 1 =  в) 3 -т  JL =  .

508. В ы числить произведения следующих операций:

а) 4z-2 — б) 4Z-2Z =  в) 5Z*2Z =  г) 5 - 2 =  д) 62-22 =

е) 62 • 2 =  ж) 82 • 2Z =  з) 8Z • 2 =  .

509. Доказать, что 3z-2x =  2„-3z =  2x-3z =  3[-2Ц.
510. Доказать, что 2Z-3 =  3U50.
511. Доказать, что повороты вокруг осей 2-го и 3-го порядков 

не коммутируют друг с другом.
512. Операцию какого рода, первого или второго, представляет 

каждая из перечисленных матриц:

513. Доказать на примере группы 422 осевую теорему Эйлера.
514. Перечислить операции, для которых справедливо равенство

(М) =  (М-') =  (М -')/.
515. Определить порядок группы по матричному представлению 

операции, задающей эту группу:

60 Обозначения осей 3 в кубической сингонии см. на рис. 74.
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516. Какие из перечисленных групп являются циклическими: 
3, 6,' 3т, 32 и 6?

517. Группа задана следующими операциями:

Дать матричное представление всех остальных операций.
518. Известны две операции группы:

Выписать ее подгруппы.
519. Дать матричное представление порождающих операций 

групп 32 и 23.
520. Какую операцию представляет каждая из перечисленных 

матриц? Образуют ли они группу?

521. Дать матричное представление поворота вокруг вертикаль­
ной оси 8-го порядка. Найти способ проверки полученного резуль­
тата.

157



52251. Размножить грань (hkl) и ребро [rs/] осью 62.
523. Размножить грань (hkl) осью Зх.
524. Какой символ будет иметь грань (hkl), если после пово­

рота на 120° вокруг оси Зх по часовой стрелке отразить эту грань 
в плоскости т / ?

525. Определить, какой символ получит грань (123), если после 
отражения в плоскости тѵ' 52 повернуть ее вокруг осп 4Х на 90° 
против часовой стрелки.

51 При решении задач 522— 525 воспользоваться матричными представле­
ниями операций симметрии.

52 Обозначения диагональных элементов в кубической сингоннп очевидны 
из рис. 74.



п р е д м е т н ы й  у к а з а т е л ь

Анизотропность 7

Бипирамида дигональиая ( =  ромбиче­
ская призма) 57

—  ди-л-гональая 57
—  л-гональная 57
—  тригональная 55 

Биполярное направление 53

Вершина кристалла 7 
Вид симметрии ( =  класс симметрии =  

=точечн ая группа) 13 
Высшая категория сингоний 25

Гексагон 56
Гексагональная пирамида 54

—  призма 56
—  сингония 25

Г ексаоктаэдр ( =  октагексаэдр=сорока- 
восьмиграниик) 65 

Гексатепраэдр 66 
Гексаэдр (куб) 60
Геометрические константы кристалла 

(=элем енты  кристалла) 42, 49 
Гироэдр (осевик) 24-гранный (= п е н т а - 

■гон-триоктаэдр) 67
—  •— 12-гранный ( =  пентагон-тритет-

раэдр) 67
Гномостереографическая проекция 16 
Грани таутозональные 37 
Грань кристалла 7

-------- возможная 43, 47
--------  двуединичная 43
--------  единичная 38
—  •— масштабная 42
-------- общего положения 52
-------- параметрическая 38
-------- частного положения 52

— — притупляющая 46 
Группа бесконечная 13

— двойниковая 49
— замкнутая (конечная) 13
— Клейна 85
— математическая 13
—  симметрии 13
— точечная (= к л а с с  симметрии =  

=  вид симметрии) 13, 21
—  циклическая 13 

-------- 2-го рода 82

Двойник кристалла 49
— прорастания 50
— срастания 50 

Двойниковая группа 49 
Двойниковая (=двойникую щ ая) ось 49

--------  плоскость 49
Дельтоэдр 12-гранный ( =  тетрагон-три- 

тетраэдр) 63
—  24-гранный ( =  тетрагон-триокта- 

эдр) 64
Ди-л-гональная бипирамида 57

—  пирамида 53
—  призма 55

Дигональиая бипирамида ( =  ромбиче­
ская призма) 55

—  пирамида ( =  диэдр осевой) 54
—  призма ( =  пинакоид) 54 

Дигональный трапецоэдр ( =  ромбиче­
ский тетраэдр) 58

Дидигональная ( =  ромбическая) призма 
56

Дидодекаэдр 66 
Дитригон 56
Дитригональная пирамида 56

—  призма 56 
Диэдр 57
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—  осевой ( =  сфеноид) 54
—  плоскостной ( =  д6ма) 57 

Дома ( =  диэдр плоскостной) 57 
Дуги больших кругов 16

—  малых кругов 16

Единичная грань 38 
Единичное направление 21 
Единичный элемент группы 13

Закон Гаюн ( =  закон рациональности 
двойных отношений параметров) 37

—  зон (поясов) 44
—  Вейса 44
—  постоянства углов 32
—  поясов (зон) 44
—■ преобразования ковариантный 69 

--------  контравариантмый 73
—  симметрии 9, 32 

Законы двойниковання 51 
Зеркальная ось симметрии 11 
Зеркальная плоскость симметрии 9 
Зеркальное (энантиоморфное)

равенство 8
Зона (пояс) кристалла 37 
Зоноэдр ( =  ромбододекаэдр) 61

Инверсионная ось симметрии 11 
Индексы грани 34 

--------Миллера 34
—  ребра 37

Категории сингоний 23 
Категория высшая 25

—  низшая 24
—  средняя 24 

Квадраты Кейли 27
Класс (= гр у п п а ) симметрии 23

— ---------гексаоктаэдрический 65
-------------- гексатетраэдрический 66
-------- 1 —  дидодекаэдрический 66
--------------лентагон-триоктаэдрическин
67
--------------пентагон-тритертаэдрический
67
------------- пинакоидальный 59
------------- ромбоэдрический 59
--------------тетрагонально-тертаэдриче-
ский 59

Классы (= гр у п п ы ) симметрии 54
--------------ди-я-гонально-бипирами-
дальные 57
—  ----- —  пирамидальные 55—57
--------------я-гонально-бирипамидаль-
ные 57
--------------—  пирамидальные 54, 55
--------------«симметризованных трапецо­
эдров» (пинакоида, ромбоэдра, тетра­
гонального тетраэдра) 59 
-------------- скаленоэдрические 59

-------------- трапецоэдрическне 58
Ковариантное преобразование 69 
Комбинационный многогранник 53 
Конгруэнтное равенство 8 
Константы (параметры) пространствея- 

ной решетки 34
Контравариантное преобразование 73 
Координатные системы («установки») 

кристаллов 23
-------------------Миллера 39
—1 --------------Бравэ 39

Кристалл 7
Кристаллический многогранник 7 
Кристаллическое вещество 7, 30 
Круг проекций (основной) 16 
Куб (гексаэдр) 60 
Кубическая сингония 25 
Кубический (правильный) тетраэдр 60

Матрица обратная 69
—  преобразования индексов граней 
71, 72
-------------  ребер 73
— — координатных осей 69
—  прямая 69
—  симметрической операции 79
—  транспонированная 71 

Метод косинусов Вульфа 47
— перекрестного умножения 44
— развития зон (поясов) 47
—  треугольников 89 

Моноклинная сингония 24 
Моноэдр (педнон) 54 
Многогранник комбинационный 53

—  кристаллический 7

Направление биполярное 53
—  единичное 21
—  особое 23
—  полярное 53 

Направляющие косинусы 81 
я-Гоналыіая бипирамида 57

—  пирамида 54
—  призма 54

Низшая категория сингоний 24 
Обозначения классов симметрии по 

Бравэ 12
-------------------Герману —  Могену (м еж ­
дународные) 26
-------------------Шенфлису 20

Октаэдр 60
Октагексаэдр ( = гексао ктаэдр  =  сорока- 

восьмигранник) 65 
Операции коммутирующие 112

—  некоммутирующие 81
—  симметрии 7

Осевик (гироэдр) 24-гранный (= л ен та- 
гон-т.риоктаэдр) 67
-------- 12-гранный ( =  пентагон-тритет-
.раэдр) 67
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Осевые углы 23, 34 
Основной круг проекций 16 
Особые направления кристалла 23 
Ось двойниковая (двойникующая) 49

— зоны 37
—  координатная 23
—  проектирования 15
—  симметрии зеркальная 11
--------  инверсионная 11
--------  поворотная 8
•--------сложная 11

Параметры грани (узловой сетки) 33
—  Вейса 34
—  (константы) пространственной ре­
шетки 34

Педион ( =  моноэдр) 54 
Пентагон-додекаэдр 61 
Пентагон-трноктаэдр (= о с е в и к , или ги- 

роэдр, 24-г,ранный) 67 
Пентагон-тритетраэдр (= осеви к, или ги- 

роэдр, 12-гранный) 67 
Период повторяемости (идентичности)

33
Пинакоид 54
Пирамида гексагональная 54 

—. дигональная ( = диэдр осевой, или 
сфеноид) 54
—  ди-/г-гональная 55
—  дитригональная 56
—  га-гональная 54
—  тригональная 54

Пирамидальный куб ( = тетрагексаэдр) 
61
—  октаэдр (=тригон-триоктаэдр) 62
— тетраэдр (=тригон-тритетраэдр)
64

Плоскостная симметрия грани 52 
Плоскость двойниковая (двойникующая) 

49
—  проекций 16
—  симметрии зеркальная 9 

Поворотная ось симметрии 8 
Подгруппа 13
Полярное направление 53 
Полярные углы 47 
Порядок группы 13

—  оси симметрии 8 
.П о я с (зона) кристалла 37
Правило расщепления индексов 47

—  сложения индексов 46 
Преобразование ковариантное 69

—  контравариантное 73 
Призма гексагональная 54

—  дигональная ( =  пинакоид) 54
—  дидигональная (ромбическая) 56
—  ди-л-гональная 55
—  дитригональная 56
—  п-гональная 54
—  тетрагональная 54

—' тригональная 54 
Проекция гномостереографическая 16

—  двойника 44
—  стереографическая 15 

Простая форма кристалла 52
--------------закрытая 53
--------------общая 52
—  ---- открытая 53
-------------- частная 52

Простые формы кристалла основные 60
------------- ■ постоянные 60, 62
--------------производные 61

Пространственная решетка кристалла 30

Равенство зеркальное 8 
Равенство конгруэнтное 8 
Ребро кристалла 7
Ромбическая (=дидигональная) призма

56
—  сингония 24

Ромбический тетраэдр (=дигональный 
трапецоэдр) 58 

Ромбододекаэдр (зоноэдр) 62 
Ромбоэдр 58

Сетка Вульфа 16, приложение I 
Символ грани (узловых сеток) кристал­

ла 33
—  Миллера 34
—  ребра (узловых рядов) кристалла 
36

Симметрия 7
Симметрия грани (плоскостная) 52 
Симметрия двойника 49

—  кристалла 7
—  простой формы кристалла (соб­
ственная) 57

Сингония 23
—  гексагональная 25
— кубическая 25
—  моноклинная 24
—  ромбическая 24
—  тетрагональная 25 
—• триклинная 24

Скаленоэдр 59
—  тетрагональный 59 
■— тригональный 59

Сложные оси симметрии 11 
Собственная симметрия простой формы

57
Сорокавосьмнгранник ( = гексао ктаэдр  =  

= октагексаэдр) 65
Сохранившаяся подгруппа двойника 49  
Средняя категория сингоний 24 
Стереографическая проекция 15 
Сфеноид ( = диэдр осевой) 54 
Сфера проекций 15 
Сферическая проекция 45

—  —  направления 15 
  плоскости 16
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■Сферические координаты (q>, р) 15, 'ИЗ

Таутозональные грани 37 
'Тетрагексаэдр ( =  пирамидальный куб) 

61
Тетрагон-триоктаэдр (= д е л ь т о эд р  24- 

гранный) 64
Тетрагон-тритетраэдр ( = дельтоэдр 

12-гранный) 63 
Тетрагональная призма 54

— 'сингония 25
Тетрагональный скаленоэдр 59

— тетраэдр 58
Тетраэдр (= т е т р а э д р  кубический или 

правильный) 60
—  ромбический (=дигональны н тра­
пецоэдр) 58
— кубический (правильный) 60
— тетрагональный 58 

Точечная группа 13, 21 
Точка зрения 16 
Трапецоэдр 58

— дигональный ( =  ромбический тет­
раэдр) 58
— тригона льны й 58 

Трансляция 30
Тригональная бипирамида 57

—  пирамида 54
— призма 54

Тригональный скаленоэдр 59
—  трапецоэдр 58

Тригон-триоктаэдр ( =  пирамидальный 
октаэдр) 62

Тригон-тритетраэдр ( — пирамидальный 
тетраэдр) 64 

Триклинная сингония 24

Углы осевые 23, 34
—  полярные 47
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