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Бурша М. Основы космической геодезпп. Ч. 11. Динамическая космпчесr>ая 
геодезия (перев. ~ чешского). м., «Недра», 1975, с. 280. 

В книге изложены теория гравитационного потенциала Земли во внешнем 
пространстве, теория шаровых 11 сферических функций - основного математи
ческого аппарата при решении задач· дивамической космической геодеэпи, 
основы теории движения искусствеиных спутников Земли в веодвородвом гра
витационном поле и выведены уравнения Лагравжа для возмущений алементов 
орбиты ИСЗ. По наблюдениям возмущений определевы дивамические постоян
·Вые (Стоксовы постоянные), характеризующие гравитационное поле Землп 
и ее. дивамическую фигуру. 

Покавано решение конкретных задач дивамической космической геодезпп, 
освuванвое на эвании динамических постоянных: определение фигуры rеоида, 
распределение силы тяжести во внешнем пространстве Земли и в точках поверх
ности геоида, определение параметров геодезической реферевцвой системы и др. 

Приведевы многочисленвые числовые данные, графикп 11 схемы. Rвига 
может быть учебным пособием для студентов старших курсов, аспирантов 
п научных сотрудников, пзучающих п использующих методы дивамичесн:оii 
I\ОСШiческой геодезии. 

Табл. 18, ил. 34, список шrт.- 316 наэв. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Предлагаеl\Iая вниманию читателей книга М. Бурша «Основы 

космической геодезию> (ч. 11 «Динаl\Iическая космическая геоде

зия») отличается от ранее изданных книг по этому вопросу не только 

содержанием, но и методикой изложения. Она является продолже

нием уже переведенной на русский язык книги М. Бурша того же 

названия *. Достоинство этой книги в полноте и последовательности 
изложения. Предлагаемая книга охватывает необходимый :минимум 

сведений из математической, небесно-механической и геодезической 

литературы. Это достоинство делает книгу хорошим учебным посо

бием для студентов старших курсов, аспирантов и сотрудников, 

изучающих теорию динамической космической геодезии. 

Rро:ме того, теоретические выводы в этой книге доведены до ра

бочих формул, удобных для практических расчетов. По многим 

формулам проведены расчеты, результаты которых представлены 

в виде :многочисленных таблиц, схем и графиков. Это достоинство 

книги придает ей новое качество - она может служить справочным 

руководством для лиц, занимающихся практическим использованием 

методов кос.мической геодезии. 

В книге приведены также оригинальные результаты, полученные 

автором. Это касается вывода уточненных выражений для радиуса

вектора геоида, высот геоида, определений характеристик внешних 

уровенпых поверхностей по наблюдениям ИС3, вывода основных 

геодезических параметров Земли (большой полуоси, полярного и 

экваториального сжатий, направления полуоси экваториального 

эллипса), вывода уточненных формул для распределения ускорения 

силы тяжести в точках внешнего земного пространства, в точках 

уровенной поверхности и, в частности, геоида. 

* м i l а 11 в u r s а, Zaklady kosmicke geodezie. Dil 1, Kosmicka I{PO
dezie geometricka, Praha, 1967. Рус. пер.: М. Бурша. Основы космической гео
дезии. Ч. I. Геометрическая космическая геодезия, М., «Недра», 1971, 
с. 129. 
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'Уточнена связь параметров формулы нормальной силы тяжести 

с динамическими параметрами Земли, линейным масштабным коэф

фициентом и угловой скоростью суточного вращения Земли; иссле

дованы особенности вычисления и использования ано1rалиii силы 

тяжести. Рассмотрены вопросы соединения геодезически несвязан

ных референцных систем с помощью динамических спутниковых 

методов. 

Некоторые терiiШНЫ приведены в соответствие с применяющи

миен в отечественной литературе. Ряд сносок, для удобства чте

ния перенесен в текст, а небольшал часть их сокращена. 

М. У. Сагитпв 



ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 

В 1 части книги «Основы космической геодезии» рассматриваются 
геодезические задачи преимущественно геометрического характера, 

которые можно решать по наблюдениям искусственных спутников 
.Земли. Для разъяснения сущности решения геометрических орби
тальных задач, в которых положение спутника считается извест

ным, необходимо изложить и теорию решения задачи двух тел. Эта 
задача - динамической космической геодезии, рассматриваемой 
в настоящей книге - 11 части книги «Основы космической геоде
зию>. Са:ми:м задачам нужно было бы предпослать разделы о гравита
ционном потенциале и потенциале силы тяжести Земли, а также 
теорию шаровых и сферических функций, которые являются при 
решении этих задач основным математическим аппаратом. В допол
нение к теории решения задачи двух тел требовалось изложить хотя 
бы важнейшие принципы возмущенного движения, поскольку речь 
идет о возмущениях элементов орбиты спутника. Эта часть соприка
сается с небесной механикой и асrродинамикой, приспособленными 
н практическим потребностям решения геодезических задач, и может 
считаться некоторым необходимым геодезическим минимумом. 

Символика при обозначении величин припята такая же, как и 
в 1 части. В ней даны определения ряда величин и понятий. 

Считаю приятной обязанностью поблагодарить своего учители 
член-корр. АН ЧССР Э. Бухара за многочисленные консультации 
и обсуждения проблем небесной механики. Эти консультации 
получены не только в процессе работы над этим пособием непо
средственно, но и при научной работе с начала зарождения спутни
ковой геодезии, т. е. с запуска первых ИСЗ. Тогда, в конце 1957 г. 
проф. Э. Бухар впервые определил сжатие Земли по движению 
узла орбиты первого искусственного спутника Земли. Он ввел меня 
в курс этой проблемы в то время, когда на чешском языке не быЛо 
еще ни одной публикации. 

Глубоко благодарен академику А. Затопеку за консультации по 
разным проблемам теории потенциала и гравитационного поля, 
а также за советы по улучшению терминологии. 

Пользуясь случаем, выражаю благодарность и своему учителю 
проф. А. А. Изотову, который приучил меня к научной работе 
еще в rоды обучения в высшей школе. Благодарен своим сотруд
никам Л. Rандову и Р. Марановой за помощь при подготовке ру
кописи. 
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ПРИПЯТЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

а - большал nолуось ор
биты ис:кусственного 
сnу'Iни:ка Земли 
(ИСЗ), 

ii - большал nолуось об• 
щего земного эллип

соида, 

а о - большал nолуось ура
венного эллипсоида, 

аг - большал nолуось ре
ференц-эллиnсоида, 

а, Ь, с - наnравляющие коси

нусы в системе коор

динат х, у, z, 
а;, Ь;, с;- наnравляющие коси

нусы внешней нор
мали :к внешней ура
венной nоверхности, 

ае, Ь 8 , с, - наnравляющие коси

нусы внешней нор
мали к nоверхности 

эллипсоида, 

ahk>, Ъ!tk> - коэффициенты раз-
ложения радиусов

венторов эллиnсоида 

в ряд сферичес:ких 
функций, 

А - момент инерции тела 
Земли относительно 
ОСИ Х, 

А - геодезический азимут, 
А, В, С - наnравляющие коси

нусы в системе :коор

динат Х, У, Z, 
A.hk>, Bhk' -коэффициенты разло

жения радиуса-век

тора геоида в ряд 

сферических функций 
В - геодезическая широ

та, 

В - момент инерции тела 

Земли относительно 
оси У, 

В - геодезическая широ
та на уровенном эл

липсоиде, 

С - момент инерции тела 
Земли относительно 
оси Z, 

dm - злемент массы Земли, 
d1: - злементарный объем, 

который занимает зле
мент массы, 

D - центробежный мо-
мент инерции тела 

Земли относительно 
оси .1:, 

е - эксцентриситет орби
ты исз, 

е - з:ксцентриситет уро

венного эллипсоида, 

е - эксцентриситет об-
щего земного эллиn

соида, 

er - эксцентриситет рефе
ренц-зллипсоида (эл
лиnсоида вращения), 

е; (i =- общее обозначение 
= 1, 2, ... 6) элементов орбиты, 

е1 - эксцентриситет эква

ториального эллиnса, 

Е - эксцентрическая ано
малия, 

Е - центробежный мо-
мент инерции тела 

Земли относительно 
оси у, 

Е r - референц-эллиnсоид, 
Е k - кинетическая энер-

гия сnутника, 

Е, F, G - основные Гауссовы 
коэффициенты в nер
вой квадрат~еской 
форме, 

1 - гравитационная nо
стоянная, 

F- сила, 

F - центробежный мо-
мент инерции тела 

Земли qтносительно 
оси z, 

Fx, Fy, Fz- составляющие силы 
по наnравлениям осей 
z, у, z, 

grk> 
n • 

g - ускорение силы тя

жести, 

hh11 ' - коэфф1щиенты разло-
жения ускорения си

лы тяжести на дан

ной nоверхности в 
ряд сферических 
функций, 

Н - геодезическая высота 
над эллиnсоидом 

(Н= Hq+ ~q), 
Hq- нормальная высота, 

i -- наклон nлоскости ор

биты ИСЗ к nлос-ко
сти э:кватора, 

J - средняя кривизна урс
венвой nо.:~ерхности, 

Je - средняя :кривизна эл
липсоида, 



J1 • J - динамический коэф
фициент (Стоксова 
постоянная) при сфе
рической функции n-й 
степени и lt-гo поряд
ка в разложении гра

витационного потен

циала, 

(J1"'>)rr -динамический коэф
фициент в равложе
нии гравитационного 

потенЦиаЛа Луны, 
(JhltJ)0 - ДИНаМИ'IССКИЙ: КОЭф-

фИЦJI('НТ в разложе
нии гравитационного 

пптенциала Солнца, 
(J}:J)o -динамический коэф

фициент разложения 
нормального грави

тационного потенциа

ла, 

J1 -средняя кривизна 
внешней уровенной 
поверхности, 

k - пор~док сферических 
полиномов и функ
ций, 

К - удвоенная сектори-
альпая площадная 

скорость спутника, 

К - Гауссова (общая) кри
виэва уравенной по
верхности, 

К, - Гауссова (общая) кри
nи3на эллипсоида, 

К; - Гауссова (общая) кри
визна внешней уро

. венной поверхности, 

l, т, n- направляющие пара
метры в системе х, 

у, z, 
L - геодезическая , долго

та, 

L, М, N- направляющие пара
метры в системе Х, 
У, z, 

те - масса спутника, 

М - средняя аномалия, 
М 18)- масса Земли, 

М Г! - масса Лувы, 
М 0 - масса Солнца, 

n - внешняя нормаль к 

сфере отвосимости, 
n - степень сферическ~х 

полиномов и функции, 

N:,"'> - норма сферической 
функции n-й степени 
и k-го порядка, 

О - центр масс Землп, 
о,- центр реферепц-эл-

липсоида, 

Р - точка, в которой рас
сматривается грави

тационное поле (прп
тягиваемая точка), 

Р h"'> ( t) - присоединенвый по
ливом Лежандра n-й 
степени и k-го поряд
ка, 

Ph"> (t) - полином Лежавдра 
п-й степени, зональ
ная сферическая 
функция, 

Q - потенциал центробеж
вой силы, 

r - расстояние тенущей 
точки притягиваю

щих масс от притяги

ваемой точки, 
r - радиус-вектор в си

стеме координат х,у, z, 
R - возмущающан функ

ция в rеодезичеСI(оЙ 
референцной системе, 

R - возмущающая функ
ция в геоцентриче

ской системе коорди
нат, 

R - радиус-вектор в си
стеме координат Х, 
У, Z, 

S - гриничское звезд-
ное время, 

Sh"'>- динамический коэф
фициент (Стоксова 
постоянная) при сфе
рической функции п-й 
степени и k-го поряд
ка в разложении гра

витапиовноrо потен

циала, 

(Sh"'>>rr - динамический коэф
фициент в разложо
нии гравитационного 

потенциала Луны, 
(Sh"'))0 - динамический коэф-

фициент в разложе
нии гравитационного 

потенциала СоJiнца, 
S (ер)- функция Стокса, 

t - вреъtя в уравнениях 

движения, 

t 0 - время прохождеВIIЯ 

ИСЗ через перигей, 
t' - топацентрический ча

совой угол относи
тельного местного 
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астровомического ме

р~дп~иа в системе :z', 
у ' z илп х, у, z, 

t' - топоцеитрич:Рский ча-
совой угол относи
тельно местного гео

дезического меридиа

на в системе Х ', У', 
Z' или Х, У. Z, 

t = siп ~ - аргумент сферических 
функций, 

Т -- возмущающий потен
циал в геодезической 
референцвой системе, 

Т - геоцентрический 
гринвичский часовой 
угол, 

Т - возмущающий потен
циал в rеоцентриче

сiюй снетеме коор
динат, 

и - аргумент склонения 

исз, 
U - вормалr,пый потевци

циаJJ, 

U0 - потенциал ва поверх
ности уровевиого эл

липсоида, 

v - скорость ИСЗ, 
v - истинная аномалия, 

vx, v9 , Vz- составляющие ско-

рости ИСЗ в системе 
координат :z, у, z, 

V - гравитационный по
тенциал, 

V n - общий сферический 
поливом (шаровая 
функция) степени n, 

V~lt>- элементарный сфери
ческий поливом (ша
ровая функция) n-й 
степени и k-го nо
рядка, 

w - ускорение, 

W~, IVy, Wz - СОСТаВЛЯЮЩJJе уско

рения, 

10 

И' - потенциал силы тя
лtести, 

И' 0 - потенциал силы тя
жести па поверхности 

геоида, 

We - потев:циал с.JJЛЫ тя
жести Земли ва по
верхности эллипсои

да, 

У~"> - общая сферическая 
функция n-й степени 
и k-го порядка, 

(xz) -плоскость основного 

(гриви•юкого) 
помпческого 

диава, 

астро

мери-

х, у, z - геоцентрическая си

стема координат, 

:z', у', z' - топоцевтрическая си
стема координат о 

ориентировкой осей 
:.t:' 11 х, у' 11 у, z' 11 z, 

х <r , у <r , z [ - rеоцентричеr.кие ко

ординаты Луны (ее 
центра масс), 

дхо. дуо, дz0 - прямоу1ольвые про
странетвенвые коiJр

диваты центра рефе
ревц-эллипсоида от

носительно центра 

масс Зеилn, 
(XZ) -плоскость основного 

(гривичского) геоде
зического меридиана, 

Х, У, Z - геодезическая рефе-
ревцная система ко

ординат, 

Х ', У', Z' - тоnоцевтрическая си
стема координат с оон

евтировкой осей 
х' 11 х ' У' 11 }i, 
Z' IIZ, 

z -- средняя ось вращенпя 

Земл~, 
z - астровомическое зс

витвое расстояние, 

Z -~()СЪ вращения рефе
[реиц-зллипсоида, 

Z - 1-еодезическое зенит
вое расстояние, 

dS fdt - секториальвая ско-
рость спутника, 

а - полярное сжатие аем

ноrо эллипсоида, 

а0 - полярвое сжатие уро

венвоrо эллипсоида, 

а- параметр (в теории 
сферических функ-
ций), 

а' - топоцевтрическое пря
мое восхождение в си

стеме :z', 11', z' или 
- х, у, z, 
а - астровомический ази

мут, 

а1 - экваториальное сжа

тие трехосвого эллип

соида, 

~. ~1 - коэффициенты в фор
муле вормальиоrо ус-



коревил силы тяже

сти, 

r - точка весеннего рав
ноденствия, 

у - нормальное ускоре

ние силы тяжести, 

у, - нормальвое ускоре

ние силы тяжести на 

экваторе, 

yJz"> - ноэффициент в раа
ложении нормальпо

го ускорения силы 

тяжести на поверх

пости 8ЛЛJШСОJ1Да В 

ряд сферических 
функций, 

б - геоцентрическое скло
нение, 

с) - плотность элемента 
масс:ш, 

А - геоцентрическое рас
стояние, 

6 - дифференциальный 
оператор Лапласа, 

ео, ф0, roo - углы ЭйлРра, опре
деляющие взаимную 

ориентировку осей си
стемы Х , У, Z и 
х, у, z, 

tq - высота квазигеоида, 
! - астрономическая дол

гота, 

Х - угол между проек
цией вектора р на 
плоскость геодези-

ческого экватора 

(Х У) и плоскостью 
исходного (гринич-
ского) меридиана 
(Х Z), 

Лhk> - сомножитель в тео
рии сферических и 
шаровых функций, 

Л - геоцентрическая дол
гота, 

л( - геоцентрическая дол-

гота Луны, 
л0 - геоцентрическая дол-

гота Солнца, 

Лс - селеноцевтрическая 
долгота спутника, 

Л0 - гелиоцентрическая 
долгота спутвина, 

.Л8 - геоцентрическая дол
гота большой полу-

оси трехосного аем

ного эллипсоида, 

v - силовая линия нор

мальпого поля тяго

тения, 

р - расстояние перемен

ной точечной массы 
от центра реферею~
эллипсоида, 

р - радиус-вектор повt:'рх

ности геопда; геоцен

трический ради ус
веi<тор, 

р, - радиус-вектор по-

верхности эллипсои

да, 

р0 - расстояние притяги

ваемой точки от цен
тра реферевц-эллип
соида, 

Pr - радиус-вектор поверх

ности геоида, прове

денный из центра ре
ференц-эллипсоида, 

,; - объем тела 3еили, 
q> - астровомическая ши

рота, 

q> - угол между радиу

сом-вектором :и пло

скостью геодезиче

сного знватора, 

Ф -- геоцентрическая ши
рота, 

Ф «: (б«:) - геоцентрическая ши
ро_та (склонение) 
Луны, 

Ф0 (б0) - геоцентрическая ши

рота (склонение) 
Солнца, 

Ф «: - селевоцептрическая 
широта спутника, 

Ф0 -гелиоцентрическая 
широта спутн:trка, 

ф - УI'ОЛ между вектором 

переменной элемен
тарной массой и век
тором точки притя

жения, 

ro - аргумент перигея ор

биты ИС3, 
ro - угловая скорость вра

щения· Земли, 
g - прямое восхождение 

восходящего узла ор

биты ИС3, 
g - область пространства 

н 



ГЛАВА 1 

ГРАВИТАЦИОННЫЙ ПОТЕНЦИАЛ ЗЕМЛИ 
ВО ВНЕШНЕМ ПРОСТРАНСТВЕ 

§ 1. ИСХОДНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 

Все элементы массы тела Земли в совокупности создают гравита
ционный потенциал V. Б дальнейшеl\1, как правило, будем рассмат
ривать гравитационный потенциал во внешнем пространстве, где 
двигаются спутники. Потенциал V во внешней притягиваемой 
точке Р выразим как интеграл от элементарных потенциалов dV (Р), 
создаваемых элементарными массами dm. Для элементарного потен
циалн dV справедливо выражение (рис. 1): 

где р0 - расстояние точки притяжения Р от начала О г прямоуголь
ной системы координат Х, У, Z, совмещенного с центром референц

z 

х 

у 

эллипсоида; р - расстояние dm 
от начала Or; r- расстояние dm 
от точки Р; 'Ф - угол между на-

правлениями Oгdm и OrP; f -
гравитационная постоянная; 

б = б (Х, У, Z) - плотность 
элемента массы dm, которая 
является функцией координат 
Х, У, Z; dт: - элементарный 
объем, который занимает эле
мент массы dm. 

Система координат Х, У, Z 
может быть произвольной, од

Рис. 1. Схема к выводу потенциала нако ее выгодно выбирать так, 
притяжения чтобы начало системы было как 

можно ближе к центру масс 
Земли, а ось Z совпадала с осью суточного вращения Земли. В даль
нейшем будем применять геодезическую референцную систему. 
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Интегрируем (1) по всему объему 't' Земли, тогда 

v (Р) = f s ('S (\ (Х, У, Z) dт:. 
J Jf Р~+ р2-2рор соs-ф 
't 

(2) 

Для рассматриваемого внешнего потенциала предполагается. 
что р0 > р, поэтому выполним иреобразование 

V(P)=f sss t'\(X, У, Z) dт:. 
,; р0 1 f 1 + (...Е..) 2 -2 ...E..cos 'Ф Jl ro Ро 

Z dm 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

у 

(3) 

р , 

Рис. 2. Прямоугольная n сферическая 
системы координат 

Рис. 3. Полярный сферический тре
угольник. Прямоугольная и геоцент

рическая системы координат 

Выражение под корнем в подынтегральной функции последнего 
равенства можем раз_ложить в равномерно сходящийся ряд 

1 

[1 + (...е_) 2 -2 ..е_ cos 'Ф]- 2 = 1- ....!._ [(L)2
- 2 _е_ cos 'Ф] + 

Ро Ро 2 Ро Ро 

+- - -2 - cos 'Ф -- - - 2 - cos 'Ф + ... 3 [( р )2 р ]2 5 [( р )2 р ]2 
8 Ро Ро 16 Ро Ро 

(4) 

Аргумент cos 'Ф не удобен для интегрирования (3), поэтому де
лается переход к сферической системе координат р, (j), 'I (рис. 2) или 
к прямоугольной пространственной (референцной) системе Х, У, Z *. 
Угол i = д', который образует вектор р = А' с плоскостью геоде
зического экватора (ХУ), и угол Х = -Т' между его проекцией 

* Опрсделенпс различных систем координат дано в кн. «Основы космиче
скоfr rеодr:нно>, ч. 1, глава 4. 
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на плоскость (ХУ) и осью Х, пусть будут направлениями, опреде-
ленными так, что 

х = р cos fP cos i ] 
У = р cos ~ sin i . 
Z= psincp 

(5) 

Если ввести вспомогательную сферу радиуса р, то углы (jj, I 
будут равны сферической широте и долготе. Координаты точки Р, 

где рассматривается потенциал, будут тогда р0 , qJ0 , ~ или Х0 , У0 , Z0 , 

а текущие координаты элемента массы dm будут р, (jj, 1: или Х, У, Z. 
Функция со s 'Ф может быть выражена из сферического треуголь

ника на упомянутой вспомогательной единичной сфере, вершинами 

которого являются точки пересечения направлений O,Z, О,Р и 
O,dm со сферой (рис. 3) 

cos 'Ф = sin Q, sin <Ро + cos q; cos (jj0 cos (Io- i}, 
или, с учетом уравнений (5), 

1 
cos'ljJ=-(XXo+ YY0 +ZZ0). 

РРо 

(6) 

(7) 

Теперь можно было бы подставить (4) в (3) и выполнить интегри
рование. Однако выгоднее сначала использовать интересные и не
обычайно полезные свойства коэффициентов при степенях (р/ p0)n 
ряда (4), что в свою. очередь требует хотя бы краткого освещения 
основных понятий и некоторых особенностей гармонических функ
ций. Именно эти функции являются основным математическим сред
ством решения задач динамической космической геодезии. 

§ 2. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНRЦИИ 

Функция V (Х, У, Z) является гармонической функцией в опре
деленной области пространства Q, если она имеет непрерывные 
первые dV/dX, dVldY, dVldZ и вторые d2VldX 2 , d2VldYZ, d2V/dZZ 
частные производвые и удовлетворяет в каждой точке области Q 
уравнению Лапласа 

д2V д2V д2V 
ах2 + дУ2 + дZ2 =ЛV=О. (8) 

Символ А - так называемый дифференциальный оператор Лап
ласа 

(9) 
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Легко доказать, что при выполнении указанных условий функция 
V (Х, У, Z) имеет непрерывные все частные производные, и ряд Тей
лора 

av av 
V(X, Y,Z)=V(X 0 , Y0,Z0)+ ах (Х-Х0)+ ау (У-У0)+ 

00 

av ~ + дZ (Z-Z0)+ ... = ~Vп(Х-Х0, У-У0, Z-Z0) (10) 
n=O 

сходится, и что V (Х, У, Z), следовательно, внутри Q есть функция 
аналитическая. 

Гармоническая функция V (Х, У, Z), с которой в дальнейшем мы 
будем оперировать, будет всегда регулярной в бесконечности и для 
нее справедливы равенства 

lim V (Х, У, Z) =О, lim pV (Х, У, Z~ = const. (11) 
Х, У, Z-+-oo р-+-оо 

Гармонической функцией является, например, потенциал точеч
ной массы (1), поэтому для него 

11 [dV (Р)] =fdm/1 (+)=О. 
Так как 

дУо 

1 дr 1 
----=--(У -У) r2 дУо r3 о 

(12) 

д (...!...r ) 1 дr 1 
дZ0 = --;:2 дZ0 = - ra (Zo -Z) 

82( +) 
ах~ 

3 1 
-(X0 -X)2--r& r3 

82 (+) 
дУ8 

(13) 3 1 -(Уо-У)2 __ 
rБ r3 

то, действительно, 

3 3 
==-r2--=0 

rБ rз • (14) 
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Точка Р (Х0 , У0 , Z0), где рассматривается потенциал, должна 
лежать вне сингулярной точки (r = 0), т. е. вне элементарной массы 
dm. 

Rак сказано выше, гармонической функцией является и грави
тационный потенциал 

V (Р) = f s s s 1\ (Х, ,У. Z) dт:, (15) 
т 

т. е. 

L\V(P)=O. (16) 

Это очевидно, если использовать равенство (14); координаты 
точки Р (Хс, У0 , Z0) не зависят от переменных интегрирования и, 
значит, 

Здесь тю<же точка Р должна лежать вне пространства т:, запол
ненного притягиваемыми массами .. 

Напомним, что потенциал силы тяжести Земли W (Р), в отличие от 
гравитационного потенциала, гармонической функцией не является. 
Ес.пи обозначить потенциал центробежной силы Q (Р), то 

W(P)=V(P)+Q(f) (18) 

и 

L\W (Р) = L\V (P)+A.Q (Р) =L\Q (Р). (19) 

При этом подразумевается, что точка Р вращается вместе с те
лом т:. 

Если обозначить угловую скорость вращения ro и предположить, 
что ось Z есть главная ось инерции тела, то потенциал центробежной 
силы будет равен 

(20) 

дQ 2V дQ 2у дQ 0 ) дХ =ffi :л, дУ =Ф 1 az= 
д2Q - 2 д2Q - 2 д2Q -
дХ2 -ro' дУ2 -ro • az2 -0 

(21) 

и 

(22) 
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следовательно, 

~W (Р) = 2ro2 =1= о. 
Это доказывает, что потенциал силы тяжести не является гармо

нической функцией. Если ось Z не является главной осью инерции, 
то потенциал центробежной силы [см. иреобразованное отноше
ние между геоцентрической системой х, у, z и системой референц
ной Х, У, Z, ч. 1, формула {59)] равен 

1 
Q (Р) = 2 ro 2 [(Х + ~х0 + ro0Y- 'Ф0Z)2_f- (У+ ~y0-rooX + e0Z)2] = 

1 1 -
= 2 ro 2 (Х 2 + У2)+ бQ (Р) =т ro 2p2 cos2 q>+ бQ (Р), (23) 

бQ (Р) ~ ro 2 (Х~х0 + У~у0 - 'ФоХZ + E0YZ). 

В динамической космической геодезии, небесной 111еханике и 
астродинамике часто речь идет о потенциале в точке, которая не 

вращается вместе с Землей, а поэтому влияние центробежной силы 
будет в ней равно нулю (Q = 0). В этом случае мы имеем дело с по
тенциалом притяжения, а не с потенциалом силы тяжести. 

§ 3. УРАВНЕНИЕ ЛАПЛАСА В СФЕРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ 

В динамической космической геодезии широко используются 
-особые системы гармонических функций, так называемые сфериче
ские и шаровые функции. Для их описания прежде всего удобно 
выразить уравнение Лапласа (8) в сферической системе координат (5). 
Напомним, что речь идет об ортогональной систем:е, для которой 
имеют место следующие уравнения 

д~ д~+ а_: д!+ д~ д~ =0 1 
дЧJ д').. дЧJ д').. дЧJ д').. 

дХ дХ + дУ дУ + дZ дZ _О . 
аХ др аХ др аХ др -

дХ д~ + дУ д_!+ дZ д~ =О J 
др дЧJ др дЧJ др дЧJ 

(24) 

Действительно, если подставить в (24) производвые функции (5) 

дХ . - -
~= -psшq>cos').., 
дq> 

дХ -. -
~ = -pcosq>sш').., 
д').. 

дХ - -
"'др = cos q> cos ').. • 

дZ -=- = р cos q>, 
дЧJ 

2 Заказ 1261 

дУ . -. --=-=- рsш msш').. 
дЧJ т . 

дУ - -
-=- = - р cos q> cos ').. 
д').. 

дУ -. -
д"(}= COS (jJ Sln ').. 

дZ дZ • -
д~ =0, др =Sln(jJ 

J

} ' (25) 
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то получится 

- р cos2 ij)sin 'i cos i+ р cos2 ij) sin I cos ~ =0 . (26) 

р2 sin (j) cos ij) sin Х cos Х- р2 sin ij) cos (jj sin i cos Х =О 1 
- р sin (jJ cos iP cos2 i"- р sin еР" cos rp sin 2 i" + р sin rp cos rp = О 
Рассмотрим элемент пространства (рис. 4), ограниченный коор

динатными линиями, и выразим координаты его вершин в системе 

х, У, z 
( ах) (ах ) -Х (М 1) = Х (М)+ др м dp + дq> м dcp + 

+ (а:) d~ = Х (М)+ ( 8~ ) dЛ 
д').. м д').. м 

У(М1)=У(М)+(а_:) d[ 
д').. м 

Z (М1) =Z (М)+ ( 8!:.) d'i 
д').. м 

Х(М2)=Х(М)+ ~ dcp ( ах) -
дq> м . 

( ау) -У (М2) =У (М) + --=- dcp 
дq> м 

Z (М2) = Z (М)+ --=- dcp ( az) -
дq> м 

Х(М3)=Х(М)+ ( ~: )мdр 

У(М3)=У(М)+( :~ )мdр 

Z(M3)=Z(M)+ ( :: )мdр 

(27) 

J 
С учетом (25) имеют место (букву М в дальнейших обозначе-

ниях опускаем) равенства 

18 

Х 1 - Х = - р cos iP sin Л'd'i \ 
У1-У= Р cos q; cos ""iдХ 
Z1 -Z=0 
Х2-Х = -psin (jjcosid~ 

У2-У= -psincrsin 'idiP 
Z2 -· z = р cos (j)d(j) 
х 3-х = cos (jj cos J::dp 

У3-У= cos qJ sin idp 

(28) 



Отсюда 

ММ1 =V(X1 -X)2+ (Yl-Y)2 + (Z1 -Z) 2 = р coscrdi] 

мм2 = V(X2-X)2+ (У2- У)2 + (Z2-Z)2= pd(jj , 

MM3 =dp 

(29) 

что вытекает из геометрических соображений (рис. 4-5). Вследствие 
ортогональности системы р, q), i: соответствующий элемент объема т 
можем, очевидно, выразить следующим образом 

(30) 

Далее применим к элементарному объему dт вторую теорему 
Грина, связывающую объемный (тройной) интеграл с двойным (пло
щадным) интегралом 

Здесь 
менных, 

~~~(иL\V-VL\и)d-c=~~(и ;~ -V ;:)da. (31) 
't" о 

и, V - произвоJiьные непрерывные функции трех пере
имеющие вторые частные производные, ограниченные 

z внутри т; а - поверхность, огра

ничивающая объем т; da - элемент 
этой поверхности; n - направле
ние внешней нормали к поверхно-

,c=const М1 
J.(ins/ 

~ =CDnSI 

1= СОЛS/ 
' 
'Ms 

м 

Рис. 4. Координаты элемента объема Рис. 5. Ортогональная сферическая си
стема координат 

сти а. В нашем случае пусть V- исследуемый гравитационный 
nотенциал и в дальнейшем положим и= const, т. е. L\и = О. 

Далее 

(32) 
о 

ИJIИ 

SSS L\Vd-c= SS :~ da, (33) 
't" о 
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причем А V =1= О, так как внутри области т гравитационный потен
циал не является гармонической функцией. В случае элементарного 
объема (конечный объем т в (33) заменим элементом dт), очевидно, 
будет иметь место равенство 

(34) 

В правую часть (34) входит сумма произведений частных произ
водных потенциала V по внешним нормалям к шести (элементарным) 
граням элемента dт (см. рис. 4) на площади этих граней. 

В соответствии с рис. 4 можно написать 

( дV ) ( дV ) L\Vdт = -dG + -dG + 
дп мм.м.м. дп м.м,м.м. 

+(~da) _j_ (~da) + дп мм,м,м. ' дп м.м.м.м. 

+(~da) + (~da) 
дп мм.м.м. дп м.м,м.м •. (35) 

причем перечисленив вершин в индексах везде обозначает соответ
ствующую элементарную грань. Учитывая, что речь идет об элемен
тарных размерах, можно принять углы, образованные направлениями 
внешних нормалей с противоположными гранями, близкими к 180°. 

Поэтому 

-dG = -dG = ( дV ) ( дV ) 
дп м.м.м.м. др м.м,м.м. 

=- -dG - -dG d ( дV ) д ( дV ) 
др мм.м.м, + др др р 

-do = --da == ( дV ) ( дV ) 
дп м.м.м.м. рд(j) м,м.м.м. 

( дV ) д ( дV ) -= - --=- dG +--=- -=- dG dcp 
рд<р мм.м,м. дrр рдrр 

(36) 

-dG - dG -( дV ) ( дV ) 
дп м,м,м.м.- р cos rрдХ м,м,м.м.-

= - ( дV _ da) . + д_ ( дV _ da) di 
р cos rрдЛ м м .м ,м • д Л р cos rрдЛ J 

и, с учетом выражений (30), 

(dа)мм,м.м. = Р2 cos ~d(j)d~ 1 
(dа)м.м.м.м. = r cos cpdpdЛ. . 

(dа)м,м,м.м. = pdpd(j)' 

(37) 
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Далее 

р2 cos ifdpd~if.AV = :Р ( ~: р2 cos rpd~di:) dp + 
+ ~ ( д~ р cos {idpdi:) d{p+ ~ ( дV pdpdrp) d~. 

дrр pdqJ д 'А р cos rрд'А 
(38) 

Отсюда, с учетом того, что р, i, i: являются независимыми пере
менными, получим 

AV = 1 [-д- (r2 cosiP дV )+ ~ (cos fP" д~)+~ ~ (д~)] 
р2 cos qJ др др дrр дrр cos qJ д'А д'А 

(39) 

и, наконец,_ 

AV=- дд2~ +~ ддV + 1 ~(cosiPд~)+ 1 _ д~V, {40) 
Р Р Р р2 cos rp дrр дrр р2 cos2 rp д'А2 

или оператор Лапласа (9) в сферических координатах приобретает 
вид 

А-~+~ _д_+--1-=-
- др2 р др Q 

р• cos qJ 

д ( - д ) 1 д2 cos --=- + - ---. дrр ер дqJ р2 cos2 rp д'А2 (41). 

§ 4. ШАРОВЫЕ И СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

"У равнение Лапласа А V = О есть дифференциальное уравнение
второго порядка в частных производных и имеет бесконечное мно
жество решений, так как его общий интеграл содержит две произ
вольные непрерывные функции. 

Будем искать его решение в виде однородного полинома п-й 
степени, рациональной и целой функции. Обозначим Vn (Х, У, Z) = 

= Vn (р, iP", i) и сначала будем искать решение в прямоугольной 
системе координат Х, У, Z. 

Полином Vn (Х, У, Z) называется о б щи м с ф ер и чес к и м 
по л и н о м о м степени n или общей шаровой функцией. 
степени n *; он должен удовлетворят& двум требованиям: 
а) уравнению Лапласа 

д2Vп(Х, У, Z)+д2Vп(Х, У, Z) +д2Vп(Х, У, Z) AV (Х у Z)=O· 
дХ2 дУ2 azz - n • • • 

(42) 
б) условию однородности 

Vп(kX, kY, kZ)=~Vп(X, У, Z), (43} 

* Здесь мы различаем ее от сферической фушщии (см. далее), в то времs 
как в литературе часто сферические и шаровые функции не различают. 
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или уравнению Эйлера 

х дVп(Х, У, Z) +У дVп(Х, У, Z) +Z дVп(Х, У, Z) V fX у Z) 
дХ дУ дz n n' • • · 

Прежде всего выясним, сколько решений в форме Vn (Х, У, Z) 
имеет уравнение (42), т. е. сколько произвольных (линейно незави
симых) коэффициентов содержит шаровая функция Vn (Х, У, Z). 

Представим ее в виде 

Vп(Х, У, ZJ=ZпQ0 (X, Y)+zп-1Q1 (X, Y)+ ... +ZQп-1 (XY)+ 

lr.=n 
+Qп(Х, У)=~ zп-lr.Qk(X, У), (44) 

k=O 

где Qп (Х, У)- однородный полином степени n переменных Х, У, 
т. е. 

Qn (Х, У) =аЪn>уп+ a~n>yn-tx + a~n>yn-2X2+ ... + ah':'tYxn-1+ f4n>xn. 
(45) 

Полином (45) содержит n + 1 членов; число N членов сфериче
ского полинома (44) поэтому равно 

N=1+2+ ... +п+1= 1+<;+ 1) (п+1)= (п+f)2(п+ 2). (46) 

После двойного дифференцирования выражения (44) по всем пере
менным и подстановки в уравнение Лапласа, которое является ре
шением Vn (Х, У, Z), получим полином степени (n- 2). Этот пози
ном будет иметь N' членов, причем N' < N, так что 

N'=1+2+ ... +n-1 = 1-t-(;- 1) (п-1)= n(n2-
1). (47) 

Шаровая функция имеет линейно независимых коэффициентов 

N -N' = + [(п+ 1) (п+ 2)-п (п-1)] = 2п+ 1, (48) 

а число уравнений, связывающих эти коэффициенты, естественно, 
равно числу зависимых коэффициентов, т. е. 

(n+1)(п+2) 

2 
(2n + 1) = n(n;-t) = N', (49) 

Итак, общая шаровая функция степени n имеет тогда 2n + 1 
линейно независимых однородных полиномов степени n,. которые 
обозначим V~11 > (Х, У, Z); k = 1, 2, ... , 2n + 1, 

V п (Х, У, Z) = Лh11V~11 (Х, У, Z) + л,~> v~s> (Х, У, Z) + ... + 
2n-H 

+ л,~пн>у~2м1> (Х, У, Z) = ~ Лh111V~1 (Х, У, Z). (50) 
1!.-1 
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Коэффициенты ')..~11 > -постоянные величины и полиномы V~k> (Х, 
У, Z) должны, следовательно, удовлетворять уравнению Лапласа, 
так же как и общий полином Vn (Х, У, Z). Полиномы V~k) (Х, У, Z) 
поэтому называют э л е м е н т а р н ы м и ш а р о в ы :м: и ф у н к -
циями или сферическими полиномами сте
пени n. 

Теперь перейдем согласно (5) от переменных Х, У, Z к сфериче--
СКИlii координатам р, q;, л-: Обозначим 

тогда 

sin ер= t, 

X=PV1 t 2 cos~~ 
Y=pV1-t2 sinЛ · 

z=pt 

(51) 

(52) 

Общую шаровую функцию степени n выразим с учетом условия: 
однородности (43) в форме 

Vп(Х, Y,Z)=pnV,,(V1-t 2 cosX, V1-t2 sini", t)=rnYп(t, 1). (53) 

Здесь 

Уп(t, ~)=Vп(V1-t2 cosX, V1-t2 sin~, t) (54) 

есть о б щ а я с ф е р и ч е с к а ·я и л и Л а п л а с о в а ф у н -
кция степени n*. 

Эта функция сложная, так же как и общая шаровая функция (50), 
с 2n + 1 линейнонезависимыми элементарными сферическими функ-
циями, которые (при множителях 'J...~k>) обозначим Y~k) (t, ~), т. е. 

2n+l 

Yn (t, 'i) '""' ~ 'J...~11)Y~zkJ (t, Х), (55} 
k=l 

причем 

V~>(X, У, Z) = р"У~> (t, [). (56} 

Здесь опять n обозначает степень, а k - порядок. 
Каждая из функций (56) является решением уравнения Лапласа 

(линейно независимым, т. е. ни одно из решений не может быть вы-

• Некоторые авторы отдают предпочтение обозначению ~порядок n», что 
111енее последовательно. 

В русской литературе при определении сферических функций употреб
ляются оба термина, во чаще называют n-ro порядка. (Прим. ред.). 
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ражепо линейной комбинацией остальных). Для того чтобы убедиться 
в этом, найдем частные производвые 

дVhl!.> (Х, У, Z) = pn-1y<l!.> (t "1:) 
др n " , , 

д2VJtl!.> (Х, У, Z) 
др2 

дV~' (Х, У, Z) п 
____:::..___:-='--____:,_..!.. - р 

д"Ч> -

д2Vhl!.> (Х, У, Z) 

д<р2 

дVhl!.> (Х, У, Z) 

аЛ 

д2v·hl!.> (Х, У, Z) 

дf..2 

д2Yhl!.> (t, i:) 
дrр2 

pn дYhl!.> (t, Л) 
д').. 

Тогда с учетом (40) будем иметь 

n (n-1) pn-sy~l!.) (t, Х) + + npn-ly~l!.) (t, 1) + 

+ ----=- COS qJPn n ' + pn n ' 
t д [ - дУ(/1.) (t i:) ] t д2y!I!.J (t i:) 

р2 cos ~ д<р дrр р2 cos2 !р д')..2 

или 

У~' (t, "1:) рп-2 [n (n-1)+ 2n] + p'l-2 ~ ~ Х 
cos IJJ д!р 

х [ - дYhl!.) (t, Х)] + n-s t д2Yhl!.) (t, Х) О 
COS(j) р ---- = · 

д<р cos2 <р д')..2 

О, (57) 

(58) 

Поскольку в случае, когда точка находится вне притягивающих 
масс, всегда р =1= О, то из (58) получим дифференциальное уравнение 

п(п+ 1) У~111 (t, ~) + ~ 8_ Г cos {р ayhi!.'Y· Х)] + 
cos !р д<р ~ д<р 

+ t д2У.АI!.> (t, i:) 
-----==- ---'-'-с:=-'-'---'- = о' 
cos2 rp д')..2 

(59) 

:которому должна удовлетворять каждая сферическая функция 
степени n и порядка k. 

Из уравпепцй (56), (53), (50) и (5) очевидно, что каждая сфериче
ская функция Y~l!.) может быть представлена выражениями, содер
жащими лишь произведения только следующих тригонометрических 

функций: sin (j), sin ~ cos qi, cos Х. 
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Общая структура этих выражений будет такова 

А sinr(f cosp+qfi> sinP"X cosq"X, (60) 

где А -коэффициент; р, q, r- целые положительные числа. 
Поэтому следует искать решение (59) в форме произведения 

у~) (t, :х-) = ф (t) '1' (i}, (61) 

где Ф (t) -функция лишь аргумента t = sin <р; '1' (Л} -функция 
лишь аргумента I. Если переменвые разделены именно так, то ре
шение дифференциального уравнения (59) облегчается благодаря 
тому, что оно распадается на два.. 

Если найти производвые 

дYhk> ~t, i:) = '1' (~) дФ ~) 
д~ д~ 

дYhk> (t, А) Ф (-) д'l' ~i:) 
дi: <р д').. 

д2УАk> (t, i:> 
д'J..2 

и подставить их в (59), то получим 

n (n + 1) Ф (t) '1' (Х) + ~ ~ [cos (p'l' (Х) дФ ~t) ] + 
cos~. д~ д~ 

+ 1 - ф ({j)) д2'1' (~) о, 
cos2~ дР 

ипи 

n(n+1)Ф(t)'l'(i)+ ~'l'(i) ~ [cos(jj дФ~t) ]+ 
cos~ д~ д~ 

о. 

(62) 

(63) 

(64) 

Но так как Ф (t) =1= О и ('I) =1= О, то можно осуществить иреобра
зование 

п(п+1)+ 1 _ ~ (cos(jjдФ(t)]+ 
ф (t) cos ~ д~ д~ 

+ 1 _ д2'1' (А) = 0 
'1' ('А) cosz ~ д'Лz 

(65) 

и далее 

n fn+ 1) cos2 <P+ сФоs( ;р) ~ [cosqi дФ ~t)] + ~ д2'1' <1 > =О. (66) 
t д~ д~ 1f (А.) д~2 

25 



В дифференциальном уравнении (66) есть часть 

1 2 - cos ijj д [ - дФ (t) ] 
п(п+ )cos rp+ Ф(t) дiр coscp дq> , (67) 

являющаяся функцией только ер, и часть 

1 д2 'l' (Х) 

'l' (1) д~2 
(68) 

являющаяся функцией только ~. Это может быть тогда, и только 
тогда, когда обе эти части (67) и (68) постоянны. 

Если обозначить постоянную k2 и положить 

то 

или 

2 - cos ~ _д_ [ - дФ (t) ] 2 
n(n+1)cos <r+ Ф(t) дiр coscp д~ =k, 

1 

'l' (Х) 

(69) 

(70) 

(71) 

и для искомых функций Ф (t), 'Ф (~имеем два обыкновенных JРIФФе-
ренциальных уравнения второго порядка (69) и (71). . 

Второе из них (71) имеет постоянные коэффициенты, однородно 
и его характеристическое уравнение имеет вид 

r2+k2 =0, 

корни которого r 12 = ±ik. Его решением является поэтому функция 

_ · А01) cos k~ 
'I'A.- n 

( ) -B1k> • k-i"' 
n Slll "' 

(72) 

где A~k>, Bhk>- произвольвые постоянные. 
Уравнение (69) является более сложным и его общий интеграл 

здесь находить точно не будем. Можно доказать, что его решение 
имеет физический смысл лишь в тех случаях, когда k- целые 
числа О, 1, 2 ... 

Если обозначить Р<;> (t) его частный интегра.11 nри k = О, то 
это дифференциальное уравнение примет вид 

- cos ijj д [ - др!•) (t) ] 
п(п+ 1)cos2 cp+ р!•>() --::с- coscp n =О, 

n t дq> дq> 
(73) 

или 

n (п+ 1) Р~' (t)+ ~~[cos~ дРJ&"> (t)] =О. (74) 
cos q> дq> дq> 
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С учетом За!lfены (51) имеют место равенства 

cos (fdq) = dt (75) 
и 

д - д 
---:- = cos ер дt . 
д<р 

(76) 

Поэто11У можем выражение (74) переписать в более удобном виде 

n (n + 1) р~·~ (t) + :t [ cos2 q; дР~: (t) J =О, (77) 

или 

или 

n(n+ 1)P~")(t)-2t dPh::(t) +(1-t2) d2P~12 (t) =0. (79) 

Общий интеrра.Jl уравнения (69) обозначим P~k) (t) и перепишем 
это уравнение аналогично (74) 

n(n+1)P~1 (t)+ :t [(1-t2) dP~:(t)J- 1 ~2t2 P~"1 (t)=0, (80) 

или 

или 

[ n (п+ 1)- 1~2t2 J p~I<J (t)-2t dP~: (t) +(1- t2) d2P;:; (t) =0. (82) 

Линейное дифференциальное уравнение второго порядка (79), 
или эквивалентное ему (78), или (77), называется у р а в н е и и е м 
Л е ж а н д р а, а функция р~·> - п о л и н о м о м Л е ж а н -
д р а с т е п е н и n или ф у н к ц и е й Л е ж а н д р а, а Р~">
присоединенной функцией Лежандра сте
п е н и n и п о р я д к а k. 

Теперь будем искать решение дифференциального уравнения 
Лежандра (78); для этого введем вспомогательную функцию 

w =С ( -cos ~)211 =С (t2-1)n, (83) 

где С- произво.n:ьная постоянная. Дифференцируя (83) 1 получаем 

dw == 2Cnt (t2- 1)n-1 == 2ntw ' 
dt t2-1 (84) 

или 

(85) 
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Укажем, что если продифференцировать (85) n + 1 раз, то полу
чится уравнение Лежандра (78). Поэтому лучше всего воспользо
ваться формулой Лейбница для п-й - производной произведения 
функций двух переменных и и v 

n 

nn(u, v)=- ~(; )uln-i>vlil. (86) 
i=O 

Применяя формулу (86) к (85), после (п + 1) кратного дифферен-
цирования получаем 

(1-t2) ~+( + 1) an+1w (-2t)+ (n+t)n anw (-2) + 
dtn+2 n dtn+l 2 dtn 

[ an+~w anw J 
+2п t dtn+l t(n+1) dtn =0 (87) 

и после прообразования 

апw an+lw 
dfi"" [2n(n + 1)-п(п + 1] + dtn+l [2nt- 2t (п + 1)] + 

(88) 

т. е. 

или 

(90) 

Отсюда видно, что дИфференциальное уравнение (90) схоже по 
своей структуре с уравнением Лежандра (73). Если сравнить их, 
то для полинома Лежандра получится выражение 

р!•) (t) = anw 
n dtn ' (91) 

а с учетом (83) 
Р 1"> (t) =С~ (t 2 -1)n n d~ • (92) 

Произвольную постоянную С, с точки зрения дальнейшего при
менения, выгодно принять равной 

1 
С= 2nпJ (93) 

Так мы получим известную ф о р м у л у Р о д р и г а для поли
нома Лежандра 

(94) 
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Общий интеграл дифференциального уравнения (82) выразим, 
используя подстановку 

k 

p~tk) (t) = (1- t2)2 ~. 

Необходимые производвые будут равны 

(95) 

dP~:> (t) (1- t2)k/2 :; - kt~ (1- t2)k/2- 1 • (96) 

k 
d2P~k> (t) = (.1- t2)k/2 d2~ - 2kt (1 - t2)2- 1 _!!l_ 

dt2 dt2 dt 

-[k(1-t2)~- 1 -2kt2 ( ~ -1)(1-t2)~- 2 J~. (97) 

При подстановке (96), (97) и (95) в (82) получим 

[ n (п+ 1)- 1 ~2t2 J (1-t2)k/2 ~ -2t [ (1-'t2)k/2 ~f- kt~ (1-t2) ~- 1] + 

+(1-t2){(1-t2)k/2 ~;; -2kt(1-t2); - 1 ~;-

- [ k(1-t2)~ - 1-2kt2( +-1) (1-t2)~ - 2] ~}=о, (98) 

а после иреобразований 

(1-t2)~+ 1 ~;: -[2t(1-t2)kf2-t2kt(1-t2)kf2] ~; + 

+ {[ n (п+ 1)- 1 ~2t 2 J (1-t2)k/2 + 2kt (1-t2) ~- 1 -

- k (1- t2)k/2 + 2kt2 (+- 1) (1- t2);- 1} ~=о. (99) 

k 

После сокращения на (1 - t2) 2 = cosk (р (в предположении, что 
ер =1= 90), уравнение (99) примет вид 

(1-t-2) d2~ -2(k-t1)t.д..+ 
dt2 dt 

+[п(п+1)--k-2 -+~-k+~-~]~=0 (100) 1- t2 1- t2 1 - t2 1- t2 ' 
или 

(1-t2) ::~ -2(k-t1)t ~; +[n(n-t1)-k(k-t1)]~=0. (101) 

Теперь сравним дифференциальное уравнение (101) с (82) и убе
димся, что при k = О, ь = Pho> (t). Это приводит нас к уравнению, 
аналогичному уравнению (79). 
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Возвратимся к вспомогательной функции (83) и вычислим (k + 1) 
производную уравнения (85), опять-таки по формуле Лейбница (86). 
Совершенно аналогично, как и для (87), получим (заменив w на z, 
чтобы решения отличались) 

(1-t2) d1H 2 z +(k+ 1) dl!.t1z (- 2t)+ (k+1)k dl!.z (- 2)+ 
dt/1.+2 dtlt t-i 2 dtl!. 

+ 2п t ----м:т-+ (k + 1) -~~.- =О. [ 
dl!.+iz dl!.z J 
dt dt 

(102) 

а псоле иреобразований 

dl!.+2z dl!.+iz 
(1-t2) ~+ [2nt-2t(k + 1)1--т;:т-+ 

dt ,.. dt 

k 

+[2n(k+1)-k(k+1)] d ~ =0. 
. dt 

(103) 

"Убедимся, что равенство коэффициентоD d~/dt и dl!.+lz/dtk+l, 
а также ~ и dkz/dtk, в уравнениях (103) и (101) наступит, если за
менить число k в (103) суммой (n + k). Поэтому положим для (92) 

dn+/1.(12-f)n 
~=С dtn+l!. 

Однако. из уравнения (95) мы можем выразить 

p~l!.) (t) 

~= (1-t2)1!./ 2 

(104) 

(105) 

и затем для присоединенной функции Лежандра написать оконча
тельное соотношение 

dn+l!. 
P~k>(t)=C(1-t2)kf2 dtn+l!. (t2 -1)n. (106) 

Если положить постоянную С опять равной (93), то получим 

1 . k/2 dn+l!. 
p<l!.>(t}=~(1-t2) --(t2 -1)n 

n 2пп ! dtn+l!. •· (107) 

а с vчетом (94) еще и 
k/2 d"P<"> ( ) dkp<•> ( ) 

phl!.>(t)=(1-t2) n t =COSI!.- n t, 
dtk qJ dt<k> 

(108) 

Присоединенную функцию Лежандра P~k> (t) можно, следова
тель.но, вывести путем дифференцирования полиномов Лежандра 
р~·> (t}. 

'fеперь возвратимся к сферической функции Yhk> (t, Х). С учетом 
выражений (61), (72) и обозначения 

ф (t) = p~k) (t) (109) 
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интегралом: дифференциального уравнения (69) будет общая сфери
ческая функция (55), представляющая линейную комбинацию (2n + 
+ 1) элементарных функций вида 

(110) 

Лучше всего ее выразить так * 
n 

Yn (t, "i) = ~ [P~It> (t) (A~It> cos ki+ В~10 sin ki"J. (111) 
k=O 

Совершенно аналогично (53) общую шаровую функцию можно 
представить в виде 

n 

V п (Х, У, Z) = рп ~ [ р~м (t) (A~~t> cos kJ: +В~ li> sin k'ЛJ = 
k=O 

n 

= A~">pnp~·> (t) + рп ~ [P~~t> (t)(A~It> cos ki +B~~t> sin kiJ. (112) 
k=1 

§ 5. ПОЛИНОМЫ ЛЕЖАЯДРА И ПРИСОЕДИНЕННЫЕ ФУНRЦИИ 
ЛЕЖАЯДРА 

Полиномы Лежандра Р~;> ( t) и присоединенные функции Лежан
дра P(,!t> (t), в совокупности называемые функциями Лежандра 
первого рода, являются интегралами дифференциального уравне
ния Лежандра (79) или дифференциального уравнения (82). 

Выпишем конкретные выражения функций Лежандра для сте-
пеней n =О, 1, 2, 8 и всех соответствующих им порядков k **. 

n = 0: р~·> (t) = 1 
n = 1: р~·> (t) = t 

p~l) (t) = (1- t2)'1· 

n=2: p~·>(t)=з/2t2_1/2 

P~l) (t) = 3t (1- t2)'/o 

р~•> (t) = 3 (1- t2) 

n=3: P~">(t}= 5M3- 3/2t 
p~l) (t) = (1-t2)1f. (16м2- з;2) 

р~•> (t) = 15t (1- t2) 

Р~3.> (t) = 15 (1-t2)"1• 

* Здесь порядок k = О, 1, 2, ... , n является отличным от порядка k = 
= 1, 2 ... , 2n + 1 в формуле (55). 

** Функции Лежандра 1-ro рода табулированы, например, в [1-4]. 
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n=4: p~"'(t)=35j8t4_1r.;4t2+з/8 
р~1) (t) = <1- t2)'1· <з5м3_15м> 
р~21 (t) = (1- t2) (1о5м2_15J2) 

Р~31 (t) = 105t (1-t2)"1· 
Р~" (t) = 105 (1- t2)2 

n = 5: р~·> (t) = 1/8 (63t6 - 70t3 + 15t) 

P~IJ (t) = 15/8 (1- t2)'1• (21t4-1M!+ 1) 

Р~2) (t) = 15/2 (1- t2) (21t3-7t) 
р~3) (t) = 105/2 (1- t2)"1· (9t2"_ 1) 

Pt4 ' (t) = 945t (1- t2)2 
p~&J (t) = 945 (1- t2)"1. 

n = 6: р~·> (t) = 1/18 (231t6-315t4 + 105t2-5) 

p~l) (t) = 21/в (1- t2)'1• (33t5- 30t3 + 5t) 

Р~2' (t) = 15f8 (1- t2) (231t4 -126t2+ 7) 
р~З) (t) = 315J2 (1- t 2)'1· (11t3- 3t) 

р~4) (t) = 945/2 (1- t2)2 (11t2-1) (113) 

Р~11 (t) = 10 395t (1- t2)"1• 

р~&) (t) = 10 395 (1- t2)3 

n = 7: .Р.~"> (t) = 1/16 (429t7 - 693t5 + 315t3- 35t) 
p~l) (t) = 7/16 (1- t2)'1• (429t6-495t4 + 135t2-5) 

P~11 (t) = 63/8 (1-t2) (143t6 -110t3+ 15t) 

Р~31 (t) = 315/8 (1- t2)'1• (143t4- 66t2 + 3) 
р~4) (t) = 3465/2 (1- t2)2 (13t3- 3t) 
р~&) (t) = 10 395/2 (1- t2)1 /. (13t2-1) 

Р~81 (t) = 135135t (1-t2)3 

Р~71 (t) = 135 135 ( 1- t2)'1• 

n = 8: р~·> (t) = 1/128 (6435t8-12 012t6 + 6930t1 -1260t2 + 35) 

p~IJ (t) = 9/16 (1- t2)'1• (715t7 -1001t5 +385t3- 35t) 

Р~2' (t) = 315/18 (1- t2) (143t6-143t4 + 33t2 -1) 
Р~3 > (t) = 3465/8 (1-t2)'1• (39t5-26t3+ 3t) 
р~с> (t) = 10 395;8 (1- t2)2 (65t4 _ 26t2 + 1) 
р~6) (t) = 135 135/2 ( 1- t2)1 /o (5t3- t) 

р~81 (t) = 136135/2 (1- t2)3 (15t2-1) 

Р~71 (t) = 2027025t (1-t2)'/• 

Р~81 (t) = 2 027 025 ( 1- t2)4 
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Кроме формулы Родрига, полиномы Лежандра можно определить 
при помощи ряда Тейлора, используя производящую функцию 

1 
Н(а, t)= V , 

1-2at+ а2 
(114) 

где О< lcxl < 1 - параметр. Разложение (114) по степеням (-2cxt + 
+ сх2) имеет вид 

1 3 
Н (а, t) = 1-2 (-2at + а2) +т (-2at+ а2)2-

5 ~ 1 
- 16.(-2at+ а2)3 + ... = 1 +т:тсх(2t-а)+ 

1 . 3 2 (2 )1 1 . 3 . 5 8 2 )3 + 22·1·2 а t-cx + 23·1·2·3 а ( t-a +· • ·+ 

+ 1· 3 · 5 ... 2n-1 а" (2t-a)n, 
2n·1·2·3 ... n 

и после преобравований 

(115) 

Н(а, t)=1+at+a2(- ~ + ~ t2)+a3 (- ~ t+ ~ t3)+ ... (116) 

С учетом конкретных формул (113) для Р~"> (t), Р1•> (t), Р~"> (t), 
Р~;> (t), можно (116) переписать следующим образом 

Il(a, t)=P~"1 (t)+aP~"J(t)+cx2P~·J(t)+a3P~"Jt+ .••. (117) 

Бев доказательства примем, что для всего ряда (116) справедливо 
равенство 

00 

Н (а, t) =,! an p~•J (t), (118) 
n=O 

а с учетом (115) 

p<">(t}=1·3·5 ... (2n-1)[tn- n(n-1) tn-2 + 
n nJ 2(2n-1) 

+ n (n-1) (n-2) (п-3) t"-•- J 
22·1·2(2n-1)(2n-3) · · • • 

Покажем, что ряд (118) сходится, если t < 1. Положим t = cos е 
и по формуле Эйлера напишем 

1 cose = 2 (ei8 +е-18). 

Тогда выражение (114) примет вид 
1 1 

Н(а, t)=[1-а(е'в+е-св)+а2(2 =[(1-ael0)(1-ae-l8)(2, 
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а так как 

_2._ 1 1· 3 
(1-ae±i8) 2 =1 +-2 ae±ie+ a.2e±2i8+ _ .. + 

22 ·1· 2 

+ 1·3·5 ... (2n-1) n ±пi8+ 
2n . 1 . 2 . . . n (Х е • . .• 

то далее будет иметь место равенство [5] 

p<•>(t)= 1·3·5 · · · (2n-1) ( nie+ -ni8)_J_ + 
n zn . 1 . 2 . 3 . . . n е е 1 • • • 

+ 1· 3 · 5 ... (2n-2p-1) ·1· 3· 5 · · · (2р-1) (е<п- 2 р) i8+ е-< 11-зр) i8) + 
. 2n·1·2 ... (п-р)·1·2 .. . р 

1 · 3 · 5 ... (2п -1) 8 , + . . . = zn-1 1 2 cos + ... -г . . . .. n 

+ 1. 3 ~n ·~-. ~2·n2-2p (1}_!. }~ .. 15· 2 .. (2р -1) COS [(п- 2р) 8] + ... 
. . . n р ... р 

Отсюда вытекает, что при 8 = О полиномы р~·> ( t) > О и их вели
чины максимальны. Для доказательства сходимости ряда (118), 
следовательно, достаточно доказать его сходимость при 8 = О, т. е. 
для t = 1. Учтя (114), имеем 

00 

Н(сх t)- 1 =-1-= ~а11 ' - -v 1-2а.+а.2 1-а. ~ . 
11=0 

Поскольку, как показано выше, О < 1 а 1 < 1, то сходимость этого 
ряда очевидна. 

Rроме выражения (118), в которое входят все полиномы Ле
жандра, можно из (114) вывести соотношение только между неко
торыми из них 

G( t) - fJH(a., t) 
а, -а дt 

(t-a) fJH(a., t) =0, 
dt 

в чем легко убедиться. По (118) очевидно, что 

34 

дН (е<, 1) 
iJt 

00 

~ 11 ар~·> (t) 
~а дt ' 
n=O 

00 

дН (а., t) = ~ n-tp<•> (t) 
да. ~па 11 • 

n=O 

После подстановки (120) и (121) в (119) буде;"\I иметь 

00 

~ [ дРh_•> (t) _j_ р<•> (t) J 
G (а, t) =~а" пР~·> (t)- t дt · 11д: =О, 

11=0 

(119) 

(120) 

(1:21) 

( 12:2) 



а отсюда получим условие 

nPhoJ (t)- t дР~; (t) + дР~1 (t) = 0. (123) 

Наиболее выгодна, однако, с точки зрения определения P~OJ (t), 
рекуррентная формула. Она получается аналогично из соотношения, 
вытекающего из (114), 

1 дН (а, t) Н О 12 F(a, t)= HZ(a, t) да. -(t-a) (а, t)= . ( 4) 

Если подставить в (124) ряды (121) и(118), получим после пре
образований 

со 

F(a, t)= ~ an[(n+1)P~~1 (t)-(2n+1)tPh•1 (t)+nP~~1 (t)]=0, (125) 
n=O 

отсюда справедливо равенство 

(n + 1) Ph"11 (t)- (2n + 1) tP~"' (t) + nP~".!1 (t) =О, (126) 

или 

p<•J (t) = 2n + 1 tP<"J (t)- _п- p<oJ (t) 
n+l п+1 n п+1 n-1 • (127) 

Существует целый ряд дальнейших интересных соотношений 
между полиномами Лежандра или между их коэффициентами. Это, 
однако, выходит за границы данного краткого обзора (см. напри
мер, [6]). 

§ 6. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Элементарные сферические функции (110) будем считать задан
ными на вспомогательной единичной сфере, так как аргументами 

их являются сферические координаты i, 'А.-: 
При k = О имеем функцию PhoJ (t), аргументом которой нвляется 

только(j), т. е. полином Лежандра. Это полином степени n относительно 
аргумента t = sin <р. Он имеет n действительных корней в интервале 
-1 :;:;; t :;:;; +1 (следовательно, -n/2 :;:;; i:;:;; +n/2), изменяя внутри 
этого интервала знак n раз. 

На сфере можем обозначить сферические параллели (j),. = const, 
i = 1, 2, ... , n; для них, т. е. для величин (j)i, имеет место Ph'J (ti) = 
= PhoJ (sin {j)i) = О. Этими параллелями поверхность сферы делится 
на n + 1 зон, как наглядно изображено на .рис. 6-7; сферические 
функции нулевого порядка PhoJ (t) = Pho) (sin ~)поэтому называются 
а о н а л ь н ы м и (п о я с н ы м и ) с ф е р и ч е с к и м и ф у н
к ц и я l\1 и. 
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При k = n имеем для (110) две функции p~n> (t) = cos n'i. и 
p~n> (t) = sin пr; для них, согласно (107), справедливы равенства 

p<m (t) cos п"f. = соsп,:;; dn P1t">( t) cos n"f. = cosn-;;:; ....!!:._ Х 
n т dtn т dtn 

- - dnp<•) (t) -
p~n> ( t) sin пА, = cosn <р d~n sin пА, = 

-- f n [ dZn 2 1 nl . -- 2пп! COS <р dtln (t - ) _ SШ пА,. 

-1,0'------------_j 
ptOI 

1 

(129) 

2 

Рис. 6. Изменение зональной сфериче- Рис. 7. Изменение зоиальной сфери-
ской функции 6-й степени чеСI(ОЙ функции 7-й степени 

Убедимся, что (t2 - 1)n есть функция 2п-й степени и что после 
ее 2п-кратноrо дифференцирования получим постоянную. 

Обозначим ее С, а (128), (129) перепишем так 

причем 

36 

p~nJ ( t) cos пi =К cosn ij; cos пi, 

p~n> (t) sin n"i: =К cosn q; sin п"i:, 

с 
к =2--п-т· n. 

(130) 

(131) 



Из (130) вытекает равенство 

p~nJ ( t) cos пi =О, если cos11 (jj =О или cos n )_=О, 

т. е. если ер= ± :rt/2, или ni_ = '!t/2, '!t/2 + '!t, :rt/2 + 2'!t, 

'!t/2+3'!t, .•. , '!t/2+(2n-1)'!t. 

Это значит, что функция (128) принимает нулевые значения 
на 2n сферических меридианах, взаимно удаленных на угловое 
расстояние n/n, 

- ::1 л + ~ л 2 ~ л + (2 1) :rt Л = -2 ' -2- -' -2 + -' · · · ' -.-- n- - · n n n n n ~n n 
(132) 

Совершенно аналогично выводится для функции (129) phn> (t) 
sin n'J. = О, если cosn еР= О или sin~ = О, т. е. если iP = ±n/2 
или п'Л- О, n, 2n, ... , (2n - 1) n и эта функция, следовательно, 
принимает нулевые значения в 2n меридианах 

- о ::1 2:rt 2 1 ~ ').., = ' -, -, ... ' п- -. n n n 
(132') 

На сфере мы можем, следовательно, всегда наметить 2n меридиа
нов, в точках которых функции (128) и (129) равны нулю. Таким 
образом образуются меридианные пояса или секторы (рис. 8). 

Сферические функции (128) и (129) называются поэтому с е к т о
р и а л ь н ы м и сферическими функциями; для каждого n всегда 
существуют 2 такие функции. Внутри сектора эти функции отлича
ются от нуля; сектор от сектора отличается знаками. 

При k = 1, 2, ... , n- 1 имеем для (110) и (108) (n- 1) функ-
цию 

k - k- dkp!•) (t) -
р~ ) ( t) cos kЛ. = cos q> d~k cos k'A, 

и (n - 1) функцию 

p~kJ (t) sin k"i = cos '(jj а в p~•J ( t) sin k'"i.. 
dtk 

(133) 

(134) 

Функция (133) равна нулю, если~= ±nl2, или [dkph•> (t)]/dtk=O, 
или k'i: = n/2, nl2 + n, •.. , n/2 + (2k- 1) n. 

Поскольку, с учетом выражения (107), имеет место равенство 

(135) 

то функция степени 
2n-(n+k) (136) 

имее:_ (n - k) корней и, следовательно, существует (п - k) значе
ний q> или параллелей на рассматриваемой сфере, для которых 
функция ( 135) равна нулю. 
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Функция ( 133) поэтому равна пулю в точках 2k меридианов 
с до.пготой 

2--t--~ 
2k ' k ' ••• ' ~+(2k-1) _2_ 

2k k 
(137) 

и в точках (n- k) некоторых параллелей, для которых функция (135) 
равна нулю. 

112) -p;l S/П f2 .i\ 

Рис. 8. Знаки секториалъиой сфе
рической функции 12-й степени 

{f2J -
Р2, sml2;t 

Рис. 9. Знаки тессеральной сфери
ческой функции 21-й степени 12-ro 

порядка 

Совершенно аналогичное рассуждение проведем и для функции 
(134), для которой долготы меридианов с нулевыми значениями, 
числом, опять-таки 2k, задаются условием 

k~=O, я, 2я, .... (2k-1)я, (13'8) 

следовательно, 

i=O, :. 2 %,. .. , (2k-1) ~. (139) 

В обоих случаях можно, следовательно, образовать па сфере 
2 (n - k + 1) трапеций, в точках сторон которых (дуг соответству
ющих меридианов и параллелей) существуют нулевые функции 
(133) или (134), как показано на рис. 9, для n = 21 и k = 12; знакп 
опять-таки чередуются. 

Эти функции носят название т е с с е р а л ь н ы х с ф е р и ч е -
с к их функций. Для каждого n их имеется всего (2n - 2). 

По описанной геометрической классификации получается система 
(2п + 1) элементарных функций (110). 
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§ 7. ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНRЦИЙ 

R шаровым функциям Vn (Х, У, Z), т. е. к сферическим полиномам 
степени n (53), применим теперь вторую теорему Грина (31), в которой 
ПОЛОЖИ!\1 V = Vn (Х, У, Z), И= V т (Х, У, Z), 

J JJ [V т (Х, У, Z) ~Vп (Х, У, Z)- Vп (Х, У, Z) ~ Vm (Х, У, Z)] dт = 
't" 

=5r[v (Х у Z) дV"(Х, У, Z) -V (Х у Z) дVт(Х, У, Z) ]da 
J т ' ' dn n ' ' дп · 
о 

(140) 
Но, по определению, сферические полиномы гармонические, 

следовательно, 

~Vп(Х, У, Z)=O, ~Vт(Х, У, Z)=O, (141) 

а поэтому (141) можно переписать в форме 

55 [V (Х у Z) дVп(Х, У, Z) _ V (Х у Z) д1--'т(Х, У, Z) ]d -О 
т , , дп n , , дп . а- . 

о 

(142~ 

Здесь 't' - объем, а - поверхность сферы относи.иости, n - вне
шняя нормаль к ней. 

С учетом (53) будет иметь место 

V 11 (X, У, Z)=pnYn(t, ~), Vm(X, У, Z)=pmYт(t, Л) (143) 
и 

дVп(Х,У,Z) дVn(X,Y,Z) прп-1уп(t, i) 1 
дп = др 

дVm(X, У, Z) дVт(Х, У, Z) _ m-ly (t i) • (144) 
дп др -mp т '. 

Подставив (143) и (144) в (142), получим 

jj[pmYт(t, Л)пrп-1Уп(t, i)-pnYп(t,i)mpm-lYт(t, X)]da=O, (145) 
о 

или 

Jj pn+m-1 [nYт(t, 1)Уп(t, ~)-тУп(t, Х)Ут(t, i)]da=O, (-146) 
о 

т. е. 

(n-m)pn+m-lJJYп(t, i.)Yт(t, ~)da=O. 
о 

Радиус р рассматриваемого шара является постоянным (например, 
единичным) и поэтому при n =/= т должно иметь место равенство 

J J Yn (t, i.) У т (t, ]:.) da =О, (147) 
о 
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или после подстановки выражения У n (iЛ) через общие сферические 
функции степенеi;i n, разложенные согласно (111), 

Jj {~о [P~"•(t) (А~"• coskf + B~"1 sin kiJ} Х 

х{~ [P~{J(t)(Ag•cosji+Bf,{Jsini~J}d<1=0, m+n. (148) 
]=0 

Из (148) вытекают и дальнейшие соотношения. Так, при т = О 
Р~> ( t) = 1 и поэтому 

JJYп(t, ~d<J'= JJ{A~•)p~•>(t)+ 
а а 

+ .± [P~"J(t)(A~11 'cosk"Л+B~"Jsin k1]}d<1=0, n+O. (149-) 
k=1 

При j = О, k = О имеем 

J J Р~' (t) Р~• (t) d<1 =О, m+n (150) 
а 

или после постановки в (150) 

d<J' = cos q; dq; di (151) 
получим 

~ ~ 

~·т +т 

J J р~·> (t) Р};' (t)cos ёр d1; d(p= 2:t J р~·> (t) Р~' (t) cos ёр dq; =О, m=Fn, 
~ ~ 

о -т -т 

(152) 

а так как t = sin q, и cos "Ч>dqi = dt, то 

+1 

J P~J (t) Р~' (t)dt =О, m+n. (153) 
-1 

Если т = О, то ив (153) получим 

+1 

J р~·> (t) dt =О, n=FO. (154) 
-1 

40 



При j =1= k в (148) появляются интегралы 

2:rt 

J cos/'i.cos k"i:.d~=O 
о 

2:rt 

J sin /Л cos k1 d'i. = О 
о 

2:rt 

S sin {i sin k'i. ii = О 
о 

2:rt 2:rt s sinj'i.dr=o, f cosk "Xd1= о 
о о 

' (155) 

все обращающиеся в нуль, независимо от n, т, поэтому должно иметь 
место равенство 

J J Р~111 (t) (A~11 •cos kX+B~111 sin k~)PM1 (t)X 
• 

(156) 

Если т= О, то ив (156) получим 

55 Р~111 (t)(Ah111cos ki+Bh111 sin k~) do=O. (157) 
(J 

При j = k в ( 148) появляются интегралы 

2:rt 

5 cos2 ki d').. = n, 
о 

2:rt 

5 sin2 k~ dЛ = n, (k =t=O), 
о 

(158) 

Rоторые, следовательно, не равны нулю, и поэтому при т =1= n 
далее должно иметь место 

т. е. 

55 Ph111 (t)P~1 (t)do=0, т=/=n, 
(J 

:n; 
+-

2 

S Р~111 (t) Р~• (t) cos (j) d"iP =О, т=/=п. 
:n; 

2 

(159) 

(160) 
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Однако обычно 

конечно 

:t 
+-

2 

5 p~k) (t) Р~) (t) cos q) d(j;=f=O, j=/=k, n=f=O или m=f=O, 
:t 

2 

:t 
+-

:t 
+-s s p~k) (t) PU) (t) cos (jj d"(p={=O, 

:t 

2 

2 -· 5 ph~t'(t)PUJ(t) d<p_ =0, j=t=k. 
:t . cos <р 

-т 

Соотношения (147)-(153), (156), (157), (159), (160) являются 
следствием о р т о г о н а л ь н о с т и сферических функций. 

§ В. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИИ V В РЯД СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Допустим, что имеем функцию f (~ ~. зависящую от координат 
((j), ~), однозначную, конечную, непрерывную и интегрируемую в об
ласти -n/2 :::::;; (jj :::::;; +n/2; О :::::;; 1::::::;; 2n, т. е. во всех точках рефе
ренцной сферы. 

Будем искать разложение в бесконечный ряд 

00 

j(q;, X")=Yo(q;, X")+Y1(-;jj, Х")+ .. . +Yn(fP, I)+ ... =~ Yn(qJ, Х"),1 
п-о 

(161) 

члены которого суть общие сферические функции (111), т. е. 

n 

Yn (ер, Х") = ~ phk> (t) (Ah111 cos ki+ Щt 1 sin k1.), (162) 
k=O 

и который равномерно сходится во всей области поверхности сферы. 
Ищем поэтому (2n + 1) коэффициентов каждого члена ряда (161), 

который, с учетом (162), перепишем в виде 
оо n 

f ({j), l) = ~ ~ phkt (t) (Ah11' cos kX" + B~>sin ~). (163) 
n=O k=O 

Опустим доказательство однозначности и существования разло
жения (163). 
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При вывоДе используем ортоrональность сферических функций. 
Умножим обе части равенства (163) на элементарные сферические 
функции (110), т. е. на 

( 1f34) 
и получим 

f (q;, Л) p~lt> (t)~~~~~ ={~о ~о [P~It> (t) (A~It> cos kX+ B~lt> sin Ik]} Х 
Х p11t1 {t)cos kJ. 

n slnk1.. • (165) 

Далее проинтегрируем (165) по поверхности сферы, принимая 
во внимание условие ортоrональности сферических функций, 

или 

n 
2п+т 

5 (' f - 'i\ p11t!cos k'i: d 55 p11t) 2 J {!р, 11.) n sink'i (J = [ n {t)) Х 
а а 

n 
+-

2:1: 2 

5 5 f (- I) pCit) (t)coskX _ - - = 
!р, n sin k'l:cos ер d1.. dcp 

о n 
2 

== 5 s [P(k> (t)]2 [AIIt>cos"l!..A -+ Bllt)Sink;;_coskA] cos-;:- d'j..d(r 
n n cosk1.. sln k1.. n sln1 k1.. Р • 

о n 
2 

Так как 
211 

5 sin k"i: cos k"i d}. =О, 
о 

ТО И8 (167) ПОЛучиМ 

n +-
2:1: 2 

S 5 t (~. "i> p~lt) (t)~~::~ cos "fP d"i: aq; = 
о n 

2 

(167) 

(168) 

(169) 
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Ив уравнения (169) можем уже однозначно выразить искомые 
коэффициенты 

n 
+-

2Л: 2 

S S t ((р, I) PJ/o (t) cos kf. cos rp- аЛ аёр 
о n 

Ahkl = __ -=.2 ___________ _ 

n 
2n+2 
S J [Phk> (t)]2 cos2 k'Jo. cos fP" dЛ d(j) 
о n 

n 
2n+2 

2 

J J f ((р", l) phk1 (t) siн И: cos iP df. iiP 
о n 

Bhh1 =--..;..2-=------------n 
2n+2 
J J (Phk> (t)]2 sin2 !cl cos iP df. d(j) 
о n 

2 

(170) 

(171) 

Знаменатели в правых частях (170) и (171) можно преобравовать 
с учетом соотношений 

2Л: 

5 2 k- d~ n, если k=/=0 

и по (107) 

COS Л л= 
0 2n, если k = О 

2Л: 

5 . 2 kr d- n, если k=/=0 
Slll "' Л= 

0 О, если k=O 

(172) 

(173) 

·s~ [Р~'' (t)l' oos;pa;p ~ r [...:.! (1- t'Г. :~:. (t'- 1)" ]'at. (174) 
n -1 
2 

Интегрирование (174) начнем сначала для k = 01 тогда 

и после п-кратноrо интегрирования по частям получим 

+1 +1 

S [p<•l (t)]2 dt = (-1)n s (t2-1)" dtn (t2-1) dt = 
11 2snп 1 n ! dtln 

-1 -1 

(176) 
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так как 

При k =/=О мы получили бы несколько более длинным путем [6] 

:гс 

н +т 

S [P:1k1 (t)]2 dt = S [P~k) (sin q)")] 2 cos (р drp = 2n ~ 1 
-1 :гс 

2 

(п+k)! • (177) 
(n-k)! 

С учетом выражений (172}, (173}, (176) и (177) получим для опре
деляемых коэффициентов (170}, (171} выражения 

и 

A1r1 _ (2п+1) 
n - 2л 

:гс 

2n+2 

(n-k) 1 s r - - (k) - - - -
(n+k)j J /(f[J, Л)Рп (t)coskЛcosffJd'ЛdffJ, 

о -~ 
2 

k = 1, 2, ••• , n 

1'1 
21'1+2 

воо_ (2п+t) (п-k)l s 1 /(;, l)P~k1 (t)sink)..cos;;:;if:.d-;;.,, 
n - 2::t (n+k) 1 J 't 't' 't' 

о 1'1 
2 

(178) 

k = 1, 2, ... , n. (179) 

При k = О будем иметь 

А'"'- 2п+1 
n - 4:rt 

1'1 +-21'1 2 

s s f( ffJ, i) р~·· (t) cos qi dl dq,, 
о -~ 

2 

(180) 

(181) 
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Разложение (163), следовательно, представится так 

f(Ч,, ~) ~ ~ !··.;;· 
:rl 

2:rt+2 

р~·> (t) s s f (q), 1) ph•) (t) cos q;- d).. dcp + 
о :n: 
-т 

:rl 
2:rt+2 

1 ~[ (2n-f-1) (n-k)! 
1 ~ 2:n:(n-f-lc) 1 phk! (t) cos k'i. s s f (rp, 1) phk> (t) cos ki х 

k=l о :rl 

2 

- - - (2п+1) (n-lc) 1 • 
XcosrpdA,dm+ · prn.>(t)X 

"' 2:n:(n-f-k)! n 

(182) 

Если обозначить (j;"0 , 1.0 аргументы функции f ((j)', Х), для которой 
выполняем разложение (182), и положить t0 = sin %, то можно 
выражение (182) иреобразовать следующим образом 

:rl 
n ~+2 

+ ~ (2п2-;; ~ ~-;:}1/c)l phk» (to) s s f (rp, ""i..) р~Р.! (t) cos k (""i..-"Ло) Х 
k~l о :rl 

2 

(183) 

Если учитывать в ряде (161) n членов, то общее число коэффи
циентов (178)-(180) будет равно 

2п+2 1 
1+3+5 •.. +(2n+1)=-2 -(п+ 1)=(n+1)2• (184) 

Если функция f (q>-; Л), разложенная в ряд по сферическим функ
циям (161), сама тоже сферическая функция, например, 

(185) 
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т. е. общая сферическая функция степени n, то в правой части выра
жения (183) останутся только те члены разложения, которые содер
жат сферические функции также степени n, всего, следовательно, 

(2n + 1) элементарных функций P~k) (t) cos k Х, P<Jt> (t) sin k'A.. 
При выполнении соотношения (185) из равенства (183) следует 

1t 
+-

21t 2 

У n (~0 , Io) = 2:~ 1 Ph"> (t0) S S У n ("{р, J::) Ph"> (t) COS ~ di d~ + 
о 1t 

2 

n +-n 21t 2 

2n+1 "' (n-k)! (/t s r -+~ ~ (n+k)! Pn) (to) J Yn (<р, 
k=1 о n 

2 

Х cos k (");;- "i.0) cos fP dX: d"{j). (186) 

Формула (186) опять-таки образует сферическую функцию 

Yn (qJ, i}. 

§ 9. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИИ 1/r В РЯД ПО ПОЛИНОМАМ ЛЕЖАНДРА 

Если сравним функцию 

1 1 1 
-= r V ' r } р~+р2- 2popcos1jJ р ( р )2 

ро 1-2- cos 1\J+ -
Ро Ро 

входящую в выражение (1), с производящей функцией (114), 
ряд (4) с рядом (115), то установим, что 

где обозначим 

1 1 
---Н(а t) 

r Ро ' ' 

t = cos'ljJ 1 
а=_е_ . 

Ро 

(187) 

или 

(188) 

(189) 

Затем с учетом выражений (188), (189) и (117) следует разложение 
(для Ро > р) 

- 1 = - 1 [P~">(cos'I)J)+ _е_ Р1") (cos 'Ф)+ (_е_) 2 Р~"' (cos 'ljJ) + ... ]= 
r Ро Ро Ро 

00 

=-1 "'(_e_)n Ph'' (cos 'ljJ). 
Ро ~ Ро 

(190) 
n•O 
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Функции Ph"> (cos 'Ф) формально похожи на полиномы Лежандра 
(зональные сферические функции) Ph"> (t) (94), только вместо аргу-
меnта t = sin q, здесь нужно подставить t = cos 'Ф· Происходит соб
ственно преобразование прежней системы Х, У, Z так, что ось Z 
проходит после преобразования через точку Р, где рассматривается 
потенциал. 

Теперь можно было бы найти интеграл (3) при помощи подстало
вки (190). Однако выгоднее перейти сначала от функции 

р~·> (cos 'Ф) = р~·> [sin ср sin (j)0 +cos (j) cos (j)0 cos (~- f 0)] (191) 

к сферическим функциям с аргументами (j)0 , I"0 (сферические коор
динаты точки Р) и (р,1 (сферические координаты элементарной массы). 
Этот переход выполним ниже. 

Рассмотрим так называемую теорему сложения для сферических 
функций Pn (cos '1\J). Вывод здесь будет только приближенным, точ
ный вывод можно найти, например, в [6]. 

Исследуем опять на сфере функцию f ({j), 1) (161) и убедимся, 
что с учетом определения полином 

р~·> (cos'I\J) =Р~"> [sin (j)sin Ч>о+ cosqi cos(j)0 cos (i:-~0)] (192) 

представляет сферическую функцию степени n как по отношению 
к переменным координатам {j;, 1, так и по отношению к ер~. 10 - ко
ординатам внешней точки Р. Если проинтегрируем (192) по всей 

поверхности сферы, т. е. найдем S S f (ЧJ, Х) Ph"> (cos 'Ф) dcr, то в ре-
а 

зультате будем иметь сферическую функцию степени n относительно 
аргументов fPo• 1.0 , которые в процессе интегрирования остаются 
постоянными. Поэтому можно положить 

ISt({i>, i)P~">(cos-ф)da=C'Yп(%, i 0), (193) 
а 

где постоянную С' выгодно выбрать с учетом дальнейшего следу
ющим образом 

с' 4л: 
= 2п+1 ' (194) 

Если f ({i>, 1) также сферическая функция У n (ер, I") степени n, 
то с учетом (193), (194) и (151) получим 

(195) 
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Сравним теперь (195) и (186), 

211 +т 
- - 2n+ 1 -

Yn ((/)о, Ло) = 4Л S S Yn (qJ, r 11. 

n 
+ 2~ (n-k) 1 
~ (n+k) 1 
k=l 

тогда получим 

о n 
2 

fl 

причем (186) еще иреобразуем 

i) Ph"1 (t0) Ph"1 (t) cos q; d""i_ d~ + 

Р n (cos 'Ф) = Ph"1 {t0) Ph"J (t) + 2 ~ ~: :;~~ : phi!.J (t0) Phi!.J (t) cos k ("1., -10) 

k=l 
(197) 

или 

n 

Р n (cos 'Ф) = Р:;' 1 (t0) ph•> (t)+ 2 ~ ~:+~~: P~1 (t0) cos k1::0 Р:/'' (t) Х 
k-1 

(198) 

что является искомой формулой для разложения функции Pn (cos -ф). 
Этим исчерпывается минимально необходимый обзор основных 

соотношений в области сферических и шаровых функций. При более 
подробном изучении динамической космической геодезии нужно, 
разумеется, обратиться к литературе, например [6]. 

Теперь выведем формулу гравитационного потенциала в TOl\1 виде, 
в котором она будет нам необходима при решении задач динами
ческой космической геодезии. 

§ 10. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОТЕНЦИАЛА В ВИДЕ 

РЯДА СФЕРИЧЕСКИХ ФУНRЦИЙ И ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ ОСНОВНЫХ 

ДИНАМИЧЕСНИХ (СТОRСОВЫХ) ПОСТОЯННЫХ 

С учетом формул {190) и (187) можем теперь гравитационный 
потенциал во внешней потенциальной точке представить в виде 

00 

V (Р) = f S S S б (Х, У, Z) ~ Р~:1 р~·> (cos 'Ф)d-r, 199) 
't n=O 
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или с у"Четом ( 198) 

V(P)~f чs б(Х, У, Z) ~ ~:, [P:."'(t,)PI:''(t)+ 

n 

?~(n-k)fpor.>() k-pOr.>() k +- ~ (n+k)l n to COS Л0 n t COS Л+ 
k=1 

(n-k)! Or.> . - (/r.J • n ] +2~(n+k)! Pn (t0)sшkЛ0Pn (t)sшkЛ dт:. (200) 

Благодаря непрерывности производных внешнего потенциала 
и предполагаемой равномерной сходимости ряда можно выражение 
(200) интегрировать ·почленно. Так как координаты внешней точки 
Р (р~, (р0 , ;:0) не зависят от переменных интегрирования, то из (200) 
получим 

n 

+ 2 ~ ~:+~~: p~k> (t0) coskЛ0 55 5 б (Х, У, Z) pnp~k> (t)coskЛdт:+ 
k=1 ~ 

~ (n-k) 1 7r. - 555 1r. ] +2 tf (п+k)j P~ 1 (t0)sinkЛ0 ~ б(Х, У, Z)pnp~>(t)sinkЛ.dт: • 

(201) 
Обозначим 

J J J б (Х, У, Z) рп р~> (t) dт: = J!,;>, (202) 
~ 

2 ~:+z~: 555б(Х, У, Z)pnp~k>(t)cosk"i_dт:=J~>, (203) 
~ 

2 (n-k)! 555б(Х, У, Z)pпP~1 (t)sink'i.dт:=S~1 • (204) 
(n+k)! 

~ 

Это не что иное как так называемые д и н а м и ч е с к и е (С т о
ксовы) постоянные или гармонические ко
э ф и ц и е н т ы, характеризующие рассматриваемое тело т, 
когда речь идет о его динамических свойствах или его внешнем гра
витационном поле. 
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С этими обозначениями выражение (201) принимает вид 

V ( Р) ~ f ~ _;., [ J::' Р:;'' (t,)+ ~ ( 1:.~ cos ki" + S'."' sin kl,) Ph" ( t,)] ~ 
оо n 

=/~~н ~(J~1 cosk~0 +S~k>sinki:0)P~It>(t0). (205) 
n=O k=O 

Динамические постоянные (202)-(204) являются важным:и дина
мическими характеристиками Земли и их численное определение 
представляет основную задачу динамической космической геодезии. 
Численные значения величин (203), (204) могли бы быть определены, 
если бы было известно точное распределение массы в теле Земли. 

Стоксовы постоянные однозначно определяются полной массой 
земного тела, видом внешней уровенной поверхности н угловой 
скоростью вращения. Любое перераспределение элементов масс, 
к~торое не вызывало бы изменения рассматриваемой уровенной 
поверхности, не влияет на Стоксовы постоянные. Эти постоянные 
полностью (вместе с произведением /М) ·однозначно оnре,J;еляют по
тенциал тела. 

Представим хотя бы самые основные из Стоксовых постоянных 
при помощи моментов инерции различных степеней. 

При n = О и k = О, когда Р~о> = 1, для (202) имеет место 

J~"1 =JfJб(X, Y,.Z)dт=JJJ dm=M, (206) 
't" 't" 

rде М - полная масса тела Земли, а 

dm=б(X, У, Z)dт (207) 
-элемент массы. 

При n = 1 и k = О, когда 

Pi"1 (t) = t = sin~ =.!., (208) 
р 

аналогично вытекает из (202) 

Ji"1 = ~~~б(Х, У, Z)p ~ dт= ~~~Zdm=-MAz0• (209) 
't" м 

причем 

S5 S Z dm 

Azo=- м М (210) 

есть координата центра референц-эллипсоида О г по оси z относительно 
центра масс Земли О. 

При n = 1 и k = 1, когда для ( 113) справедливо 

p~l) (t) = (1- t 2)'1• = cos ~. (211) 
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имеем из (203)1 (204) и (5) 

Л11 = Jj S l> (Х, У, Z) р cos{p cos ~d-r:= J j J Xdm =-М !J.z0 , (212) 
't" м 

приче111 

J~J Х dm 

~Хо=- М (213) 

координата центра О, по отношению к центру масс Земли по оси х. 
Аналоrичио получим 

S~1> = J J J l> (Х, У, Z) р cos ~ sin 1.. = J J J У dm = -М ~у0, (214) 
't" м 

J SJY dm 

~Уо=- м М (215) 

При n = 2 и k = О, коrда для (113) и (5) имеет место 

ив (202) получается 

~~·>=+ sss l>(X, У, Z)[3Z2-(X2+Y2+Z2)]d-r:= 

=+ sss l>(X, У, Z[2Z2-(X2+Y2)]d-r:, (21,7) 
't" 

и при обозначениях 

(218) 

(219) 

sss l>(X, У, Z)(X2+Y2)d-r:=C, (220) 
't" 

которые представляют моменты инерции относительно осей рефе
ренциой системы Х, У, Z, далее получим 

~~·1 =+(А+В-2С)= AtB -С. (221) 
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При n=2 и k=1 имеем 
Р~1 > (t)cos Л= 3t (1-t 2)'1• cos i = 3 sin ~ cos{f> cosi = 3 ~ ..!.._, (222) 

р р 

1~11 = 1/3 sss б(Х, У, Z)3ZXdт= sss б(Х, У, Z)XZdт, (223) 
1' 't" 

- - yz 
Р~11 (t) sin л.= 3t (1-t2)'1• sin Л.= 3 ""Р2, (224) 

8~11 = s s s б (Х, У, Z) YZ dт. (225) 

При n=2 и k=2 

Р~11 (t) cos 21= 3 (1-t2) (cos2I'-sin2 Л)= 3 cos2q> cos2I-

-3cos2(psin2 i=3[( ~ ) 2-(: ) 2]=3 : 2 (Х2-У2), (226) 

1~11 = 1/12 sss б(Х, У, Z)3(X2-Y2)dт= 
1' 

't" 

_ - ~ - - - ХУ 
Р~21 (t) sin 2Л. = 3 ( 1-t2) 2 sin Л. cos ~ = 6 cos2q> sin Л. cos Л.= 6 /)2, (228) 

S~21 = 1/12sssб(X, У, Z)6XYdт= 1/2sssб(X, У, Z)XYdт. (229) 
't" 't" 

При n=3 и k=O 
p~•J (t) = '6j2t3- 3М = Б/2 sin3 (j) - 3/2 sin iP = 

=БJ~(~)з _з/ ~ X2+Y2+Z2 == (Z)З _ 3/ Z(X2+Y2), (230) 
• р 2 р р2 рЗ 2 р3 

~~·~=SSSб(x, У, zнzз_з;2z(x2+Y2)Jdт. (231) 
't" 

При n=3 и k=1 
P~1)(t) cos l = (1- t2)'/• (1'6/2t2- 3/2) cos:;.. = 

(232) 
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J~l)= 555 б(Х. У. Z)XZ2d1:-1/4s5s б(Х. У. Z)X(X2+Y2)d1:, 
~ ~ 

(233) 

Р~0 (t) sin i = cos еР sin Х (15 / 2 sin2 "Ч>- 3 / 2) = 

=2:._(16/ ~-а/ X2+Y2+Z2) =~(6 !:__а/ Х2+У2) (234) 
р 2 р2 2 р2 р р2 2 р2 • 

S~1 > =55 5 б (Х, У, Z) YZ2d1:- 1 / 4 55 5 б (Х, У, Z) У (Х2 + y2)d1:. 
~ ~ 

(235) 
При n=3 и k=2 

P~11)(t)cos2Л = 15t (1-t2) cos 2;: = 15 sin~ cos2 ~ cos2l-

- - - Z Х2 Z У2 Z Х2- у2 
-15 sin<p cos2 <p sin2 Л.= 15---15---= 15- , (236) 

р р2 р р2 р р2 

J~•>= 1/4 555б(Х, У, Z)Z(X2-Y2)d1:, (237) 
~ 

p~s> (t) sin 2l = 15t ( 1- t 2) sin 2i = 

- --- ZXY = 30 sin <р cos2 <р sin Л. cos Л. = 30- - 2 , 
р р 

8~1>= 1/2 555 б(Х, У, Z)XYZd1:. 

При n=3 и k=3 

р~•> (t) cos 31 = 15 (1- t2)'1• (4 cos3 i-3 cos i) = 

(238) 

(239) 

= 15 cos3 {f> (cos3 i- 3 cos ~ sin2 1) = 15 cos3 ~ cos31-

-45cos3~ cos 1sin2 ~= 15 хз -45~..!: = 15 ..!._ (..!:.-3 .!:.) , 
р3 р р2 р р2 р2 

(240) 

.т~з> = 1 / 24 55 5 б (Х, У, Z) Х (Х2- 3У2) d1:, (241) 

Р~1) (t) sin 3Л = 15 (1- t2)"1 • (3 sin-A.- 4 sin3 i) = 

= 15 cos3 ~ (3 sin i cos21-sin3 i) = 15 ~ (3 .!.:_ У2 ) , 
р р2 р2 

S~•) = 1/24 55 5 б (Х, У, Z) У (3Х2-У2) dт. 
~ 

(?4')' ~ -) 

(243) 



При n=4 и k=O 

р~·, (t) = 35fst4-15;4t2+ 3;8 = 35/8 sin4{p_15j4 sin2q; +3/8 = 

= 35/ (3__)4 _ 15/ (3__)2 X2-f--Y2+Z2 + 3/ (X2-f--Y2+Z2)2 (244) 
8 р 4 р р2 8 р4 • 

J~"'= sss В(Х, У, Z)[3&;8z4_1&/4Z2(X2+Y2+Z2)+ 
'( 

+ 3/ 8 (Х2 + Y 2+Z2)2] dt = s ss В (Х, У, Z)[Z4-3Z2(X2 + У2)+ 
'( 

При n=4 и k=1 

р~о (t) cos;;: = (1- t2)'1• (8б!zt3 - 15f2t) cos Л= 

= cos ~ (35/2 sin3 ~- 15/2 sin tP) cos;;: = 

(245) 

=_!_Г35j, (3__)8 _15/23__ X2+Y2+Z2 J. (246} 
р -- - р р р2 

1~0 = 1/4 sss б(Х, У, Z)X[7Z3-3Z(X2+Y2+Z2)]dt= 
'( 

= sss б(Х, У, Z)X[Z3- 3/ 4Z(X2+ Y 2)]dt, (247} 
т. 

Р~0 (t) sin i: = cos ~ (35/2 sin8 ~- 16/2 sin ~) sin ;;_ = 

== _!_ [ 36/ 2 (3__)3 _ ~3___ Х2+ Y2+Z2 J' (248} 
р р 2 р р2 

S~1)= 1/4 sss б(Х, У, Z)Y[7Z3 -3Z(X2+Y2+Z2)]dt= 
'( ~ 

При n=4 и k=2 

Р~2' COS 2Х = ( 1- t2) (1011!zt2- 16/2) COS 21 = 

= cos2 ~ (105/2 sin2 ~ _15/2) (cos2 ;;:_ sin2 ~) = 

=[106 , (3___)2_ 15/ X2+Y2+Z2] Х2-У2 
12 р 2 р2 р2 • (250) 

J~2 > = 1/зво s s s В (Х, У, Z) [105Z2-15 (Х2 + У2+ Z2)] (Х2- У2) dt = 
т; 

= 1/4 s s s В (Х, У, Z) [Z2- 1/8 (Х2 + У2)}(Х2 -Y 2)dt, (251) 
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Р1111 sin 21 = (1-t2) (105f2t 2- 15/~) sin 21 = 

= 2 cos2 ~ (105/ 2 sin2 ~-15/2) sin l cos Л= 

= ХУ [105 (.!..)2 -15 X2+Y2+Z2 J (252) 
р2 р р2 • 

8~21 = 1/ 12 55 5 «'> (Х, У, Z) ХУ [7Z2-(X2+ Y2+Z2)] dт:= 
\' 

При n=4 и k=3 

Р~8• cos 3"-л = 105t (1- t2)''• cos 3l = 

- - - - - ( z хз х У2 z ) = 105 sin ср cos3 ср (cos3 Л-3 cos Л sin2 Л)= 105 --3 -· 3--- , 
р р р р2 р 

(254) 

J~81 = 1/s4555б(X, У, Z)XZ(Г ··3У2)dт:, (255) 
\' 

p~s) Sill 3J.. = 1 05t ( 1- t2)1 /• Sill 31 = 105 Sill fp COS3 fp Х 
- - - ( Х2 У Z уз Z ) x(3sinЛcos3 Л-sin3 Л)=105 3-2 ----3 - , 

р р р р р 

8~81 = 1/24 555 б(Х, У, Z)YZ(3X2 -Y2)dт:. 
\' 

При n=4 и k=4 

Р~" cos 4l = 105 (1-t2J2 cos 4l = 105 cos4 (р (cos41.+ sin4 J..-

\' 

(256) 

(257) 

(258) 

(259) 

Р~" sin 4i = 105 (1- t2) 2 sin 4i = 420 cos4 (р (sin l cos3 l-sin3 Л cos 1) = 

(260) 

(261) 

Совершенно аналогично, также применяя выражения (202), 
(204), (113) и (5), можно вывести коэффициенты J~''\ S~> для про
извольного конечного n и k = 1, 2, ... , n. 
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§ 11. ТОЧНОЕ ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОТЕНЦИАЛА 

После подсталовки выражений (206), (209), (212), (214), (221) t 

(223), (225), (227), (229), (231), (233), (235), (237), (239), (241), (243)' 
(245), (247), (249), (251), (253), (255), (257), (259) и (261) в (205) полу
чим с учетом (113) формулу 

/
1 V (Р)- .!!....- 1/Р3 [М Az0 sin ~о+ М Ах0 cos ~о cos Л0 + 

Ро 

+М I:J.y0 cos ~о sin iol + 1 /pg [ (А tв -С) Р~О) (t0) + 

+ sss б(Х, У, Z)XZ d• ·P~lJ (t0) cos 10 + 
't 

+ SSS б (Х, У, Z) YZd•· p~IJ (t0} sin Л0 + 1 / 4 (В- А) Р~1) (t0 ) соs2Ло+ 
't 

+ 112JJ5 б (Х, У, Z)XY · d't· Р~81 (t0} sin 2~0] + 

+ 1/Р~ { S J S б (Х, У, Z) [Z3 - 3J2Z (Х2 + У2)] d•· р~о> (t0) + 

+ sss б(Х, У, Z)[XZ2 - 1/4X(X2 +Y2}Jd•·P~11 (t0)cos~0+ 
'f 

+ sss б(Х, У, Z)[YZ2 - 1/ 4Y(X2 +Y2)]d•· p~IJ(t0)sin~0 + 
'f 

+ 114JSJ б(Х, У, Z)Z(X2-Y2)d't"·PHt0)cos2A0+ 
't 

+1!2SSS б(Х, У, Z)XYZd-r·P~1)(t0)sin2~0+ 
't 

+1J24SSS б(Х, У, z)X(X2-3Y2}d•·P~·)<t0)cos3'io+ 
'f 

+ 1/ 24 SJ S б (Х, У, Z) У (3Х2-Y2)d-r· Р~8) (t0) sin3'i0} + 

+ 1/PS {S~S б (Х, У, Z)[Z4 -3Z2(X2+Y2)+ з;8 (Х2+ У2)2] х 

Xd•· Р~") (t0) + sss б (Х, У, Z)XZ[Z2- 3/ 4(X2+ Y2}]d-rP~11 (t0)cosi0 + 
't 
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+ 1 / 12 s s s б (Х, У, Z) ХУ [6Z2 - (Х2 + У2)] dt. Р~11 (t0) sin 2~0 + 
1: 

+1 /24 s ss б (Х, У, Z)XZ (X 2 -3Y2)d-c -Р131 (t0)cos3~0 + 
't" 

+1!24SSS б(Х, У, Z)YZ(3X2 -Y2)d-c·P131 (tпJsiн3Xo+ 
't" 

+1 / 192 s ss б (Х, У, Z) (Х4 + Y 4 -6X 2Y 2)d-c· Р~4 > (t0) cos 4~0 + 
't" 

+ 1 / 48 S J S б (Х, У, Z) ХУ (Х2 -У2) d-c · Р~41 (t0) sin 4~0} + 

+ ~5 1 /Р~н [ lh"> р~> ( t0) + ~1 (Jhk> · cos ki0 + s~> sin k~0) Phk> f t0)] • (262) 

Выражение (262) для гравитационного потенциала точное. Можно 
'l'акже его записать в виде 

00 

V (Р) = f ~ ~+1 Yn (~о• ~о)· 
n=O Ро 

(263) 

В отдельности общие сферические функции для n = О, 11 2, 3, 
4 будут равны 

(264) 

У1 (~0 , ~0) =-М (L\x0 cos <Го cos i 0 + L\y0 cos ~о sin ~о+ Azu-sin q'0 ) = 

=- J!!_ (Х 0 L\x0 + У0 L\y0 + Z0 L\z0), (265) 
Ро 

У2 (~o~oJ = [(А ~В) С J р~·> (to) + 

+ [ S lS XZ dm · cos ~о+ S lS YZ dm ·sin ~о J Р~0 (t0) + 

+ [ 1 / 4 (В-А) cos2i:0 + 1/ 2 SJS ХУ dm· sin2~0] Р~~~ (t0), (266) 

Уз(~0 , f 0) = s s s [Z3 - 3 / 2Z (Х2+ У2)] dm · р~·> (t0) + 
м 



+ {SjS х (Z2 - 1 / 4 (Х2 + У2)) dm. cos ~о+ 

+ s lS у [Z2_1/4 (Х2+ Y2)]dm ·sin ~о} P~lJ (toH-

+ 1/4 [Ss~· Z (Х2 -Y 2)dm ·cos 2~0 + 2 s ss XYZ dm· sin 2~0 ] Р~2> (t0) + 
Ai А1 

+ 1/24 [Sj.\ X(X2-3Y2)dm·cos3~0 + 

+55 S У (3Х2 - У2) dm · sin 3~0 ] р~з> (t0), (267) 
ы 

У4(~о• io) =55 5 [Z4-3Z2 (Х2+ У2)+ 3/s (Х2+ У2)2] dm .р~о> (to)+ 
м 

+ {5lS XZ [Z2- 3/ 4 (Х2 + Y 2)ldm· cos io+ 

+ S l5 YZ [Z2 - 3/ 4 (Х2 + У2)] dm · sin ~о} р~о (t0) + 

+ lj4{5j5 [Z2-1fe (Х2+ У2)] (Х2-Y2)dm ·cos2~o + 

+2 515 ХУ [Z2- 1/6 (Х2 + Y2)]dmsin 2~0} Р~11> (t0)+ 

+ 1/24 {515 XZ (X 2 -3Y2)dm· соsЗ'Л0 + 

+ 515 YZ (3X 2-Y2)dm ·sin 3~0} Р~8' (t0)+ 

+ 1/102 { 515 (Х4 + Y4-6X2Y 2)dmcos 4io+ 

+ 4 55 S ХУ (Х2- У2) dm · sin 4~0 1 Р~" (t0). (268} 
м f 

Отрицательный знак у сферической функции У 1 ({j)0 , I'0) следует 
из соотношений между геоцентрическими и референцными коорди
натами (при достаточно малых углах в0 , -ф0 , ro0) (часть 1, § 4) 

х = Х + l:!..x0 + ro0y - '\j)0z) 
y=Y+I:!..y0 -ro0x+вoZ. 

z =Z+I:!..-z0 +-ф0x-в0y 

(269) 
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Далее 

J S S х dm = О, S S J у dm =О, J J S z dm =О (270) 
м м м 

И из (210), (213), (215) следует 

sssxd-m=-~xoМ, S\SYdm=-~YoM, ssszdm=-~zoM. (271) 
м ~ м 

Отрицательный знак здесь, следовательно, обусловJlивается вы
бором координат центра референц-эллипсоида относительно центра 
масс Земли. 

Функция У 2 ((fj0, ~) может быть в дальнейшем преобразована, 
и некоторые интегралы, т. е. выражения для некоторых динамиче

ских постоянных, могут быть упрощены. Ив теоретической механики 
известно, что если ось z совпадает с так называемой г л а в н о й 
о с ь ю э л л и п с о и д а и н е р ц и и т е л а, то центробежные 
моменты D и Е равны нулю, т. е. 

D= SSS yzdm=O 
м 

Е= SSS xzdm=O 
(272) 

м 

Если ось z геоцентрической системы х, у, z (часть 1, § 4) опре
делена именно так, то с отбрасыванием квадратов малых ориенти
рующих углов в0 , 'I\J0 , ro0 и параметров сдвига ~х0 , ~Уо и ~z0 , а также 
их взаимных произведений, с учетом (269) имеют место следующие 
соотношения 
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SSS XYdm~ JJ J xydm-~x0 SSS ydm-~y0 SSS хdт+ 
м м м м 

+ ro0 S S J (х2- у2) dm 
м 

SSS XZdm~-~xoSSS zdm-~z0 SSS х dm+ 
м м м 

+ 'Фо s s s (z2- х2) dm 
м 

SSS YZdm ~-~Уо SSS zdm-~z0 SSS у dm+ 
м м м 

+во sss (y2-z2)dm 
м 

1 1. (273) 

J 



Далее, если учесть формулы (218-220), (270) и обозначить тре
тий центробежный момент 

555 xydm=F, 
м 

то получится 

55 5 ХУ dm ~ F + ro0 55 5 (х2- у2) dm ~ F + 
м м 

+ ro0 55 5 (Х2-Y 2)dm ~ F + ro0 (В- А) 
м 

555 XZdm ~ 'l'o 555 (z2 -x2)dm~ 
м м 

~ 'i'o 55 5 (Z2-X2) dm ~ 'i'o (А- С) 
м 

5 S 5 YZ dm ~ е0 55 5 (у2 - z2) dm ~ 
м м 

~е~ 5 55 (Y2-Z2)dm ~ е0(С-В) 
м 

(274) 

(275) 

"Удерживая только первые степени элементов сдвига, формулы 
(269), (270} и (272) можем записать в виде 

'Фо 55 5 (Х2- У2) dm = roo 5 55 [х-~хо- rooY+'I'oZ)2-
м м 

-(у -~Уо+ ro0x-e0z)2] dm~ ro0 5 55 (x2-y2)dm 
м 

'Фо 5l5 (Z2-X2) dm = 'Фо 515 [(z-~z0 -'ФoX+ В0У)2 -

- (х-~х0 - ro0y+ 'i'oZ)2] dm~ 'Фо 5 55 (z2-x2)dm 
м 

Во 5 55 (Y2-Z2)dm =Во 555 ((У-~Уо+ roox-egZ)2-
м м 

-(z-~z0 -'ljJ0x+eoY)2] dm~e0 5 55 (y2-z2)dm 
м 

(276) 

} 

Аналогично, как и (275), легко доказать, что с рассматриваемой 
точностью, т. е. иренебрежением квадратами элементов сдвига l\x0, 
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l!J.y , Az0 и ориентирующих углов в0 , 'lj10 , ro 0 , имеют место ра-
венства 

SSS (Y2+Z2)dm~ SSS (y2+z2)dm+2ro0F 
м м 

s S s (Х2+ Z2) dm~ s ss (х2+ z2) dm -2rooF (277) 
м м 

SSS(X2 +Y2)dm~SSS(x2+y2)dm j 
м м 

Моменты А и В, определяемые формулами (218) и (219), следо-
вательно, отличаются (при ro0 =1= О, F =1= О) от соответствующих 
главных моментов тела. 

С учетом (275) сферическая функция второй степени (266) примет 
вид 

- - ( А +В ) <•> -У2(<р, Л0)= -2--С Р2 (t0)+['Ф0 (А-С)соsЛ0 + 

+ в0 (С- В) sin ~0 ] Р~1 > (t0 ) + { ~ (В- А) cos 2i0 + 
+ + [F + ro0 (В- А)] sin 2~0} p~z> (t0). (278) 

Если бы и оси х, у совпадали с осями эллипсоида инерции, то 
и третий центробежный момент инерции (274) был бы равен нулю 
(F = 0). 

Сферические функции 3-й и 4-й степеней (267) и (268), а также 
и функции высших степеней можно в дальнейшем преобразова.:rь 
только при определенных упрощающих предположениях о динами

ческих свойствах тела Земли. 

§ 12. ГРАВИТАЦИОННЫЙ ПОТЕНЦИАЛ ЗЕМЛИ ПРИ НЕКОТОРЫХ 
УПРОЩАЮЩИХ ПРЕДПОСЫЛКАХ 

Выражение (262) для внешнего гравитационного потенциала 
(при n -+ оо) точное. Оно вполне пригодно для тела любой формы 
и массы зюбой сложности. 

Чем правильнее было бы рассматриваемое тело, тем больше бы 
это выражение упрощалось. Если реальная Земля заменяется мо
делью Земли, то гравитацио~ное поле такой модели нельзя отожде
ствлять с действительным полем. 

Упрощение также произойдет, если система Х, У, Z совпадет 
с геоцентрической системой. 

Тогда 
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l!J.x0 =0, 

80 =0, 
Х=х, 

t!yo =О, 

'Фо =О, 
У=у, 

t!z0 =О ) 
ro0 =О , 

Z=z 
(279) 



в результате чего для (209), (212), (214), (223), 225) и (275) получится 

J~" 1 =О, /~11 =О, /~11 =О, 8~11 =О, 8~11 =О (~80) 

и далее для (265) и (278) 

У 1 ({f;o, 1о) = О, (281) 

Y2(cro. ~о)= ( А;в -с) р~·> (t0)+ 

+ [-}(В- А) cos 210 + F sin 2Л0 J Р~21 (t0). (282) 

Отметим, что часто предполагается идеальная геоцентрическая 
система координат; постоянные (280) и соответствующие им сфери
ческие функции в разложении полагаются равными нулю и назы
ваются запретными. 

После этого первого предположения рассмотрим дальнейшие 
упрощения для тела, симметричного относительно всех трех коор

динатных плоскостей (ху,) (xz),(yz), например, однородного трехосного 
эллипсоида. В этом случае 

SSS x3 dm=0, SSS y3 dm=0, SSS z3 dm=0 
м м м 

555 xy2 dm=0, 5SS xz2dm=0, 555 yx2dm=0 
м м м 

5 S S yz2 dm =О, S S S zx2 dm = О, S S S zy2 dm =О 
(283) 

м м м 

5~5 xyzdm=O 

S S 5 xy3 dm= О, SS 5 xz3 dm =·0, S \5 x2yzdm =О) 
м м ~ 

S S S уХЗ dm = О, 5 S S yz3 dm = О, S \ S yzxz dm =О 
м м м. 

(284i 

S 5 S zХЗ dm = О, S S S zy3 dm = О, 5 S S z2xy dm =О 
м м м 

и т. д. 

Поэтому для формул (267}, (268) и (282) 

У2 ((j)0 , Л'9)=( AtB -С) F~"> (t0)+ 1 (В-А) Р~21 (t0) cos 2~0 , (285) 

(286) 
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у4 (ifo 'io) = SJS [z4-3z2 (х2+у2)+ з;s (х2+ у2)2] dmP~"J(to) + 

+i- SJS [z2-1fe(x2 +У2)] (x2-y2)dmP~t) (to) cos 2~о + 

+ 1/1е2 SiS (х4 + У4 -6х2У2) dmP~•• (t0 ) cos 4'i0 • (2В7) 

Аналогично можно доказать, что при предположении симметрич
ности все дальнейшие нечетвые функции разложения (263) равны 
нулю,. т. е. 

Уь ({j)o, Io) -_О, _ У7 ifiio, Io) =О 1· 
У е (IPo• Ло), • · • 

(288) 

Соответствующие иреобразования претерпевают и дальнейшие 

четные функции У8 (fP0 , 1.0), У8 (IPo• Л9 , ) ••• , ••• , т. е. из них 
исчезают тессеральвые функции нечетных порядков и функции, 

содержащие sin k1..0 

Выполним дальнейшие упрощения, вводя предположения о сим
метрии тела относительно оси вращения z. Тогда 

В=А (289) 

и, следовательно, для (285) получится 

У2 ({j)o, Io) =(А- С) р~•) (t0). (290) 

Упростится и выражение (287) для. У, (%, ro) или 

SSS x4dm = SSS y•dm, SSS x2z2dm= SSS y2z2dm, 
м м м м 

SJS X 6 Clmr::: SJS y6 dm, (291) 

следовательно, 

SSS[z2- ~ (х2 +у2) J(x2-y2)dm=0. 
м 

Должно также иметь место равенство 

или 
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S JJ (х4+ y'-6x2y2)dm=O, 
м 

SSS (х2 + y2)2dm= 8 SSS x'1y"dm, 
м 

(292) 

(293) 

(294) 



так как при симметрии относительно оси z не будут появляться 
члены, являющиеся функциями долготы. 

С учетом (292} и (294) в данном случае будет справедливо равен
ство 

У4 ({jj0 , 'Io) = S S S [z4 - 3z2 (х2 + у2) + 3х2у2] dmP~"> (t0). (295) 
м 

Аналогично упростятся выражения для последующих четных 

функций У6 (ср0 , Х"0), У8 (tj)0, ~), которые вновь иревращаются 
только в зональные функции, следовательно, вообще 

и т. д. 

У е ({jjo, 'Io) = J~")p~•> (to}, 

У в (cro. 1о) = ~~·> р~•) ( to) (296) 

Гравитационный потенциал такого правильного тела вращения, 
симметричного относительно плоскости экватора, следовательно, 

равен 

и не содержит никаких присоединенных сферических функций и 
нечетных зональных функций. 

Если тело вращения несимметрично относительно плоскости (ху), 
например, тело вращения грушевидной формы, то разложение грави
тационного потенциала содержит, кроме четных, и нечетвые зональ

ные функции и имеет вид 

[ м J!•) J!") J!"> J 
V(P)=/ - +-1-P1">(t )+-8-P1")(t )+-'-P1">(t )+ ... = Ро . Pl 2 о Pl з о р~ 4 о 

= f [.!!..... + ~ ~~·> р!•) (t >] . 
Ро ~ p~+l n о 

n=2 

(298) 

Нечетвые зональные фующии появляются, следовательно, у Зем
ли, обладающей несимметричностью северного и южного полуша
рия. 

Главным членом рассматриваемых разложений является /(М/р0), 
который представляет потенциал максимально идеализированной 
модели - шара с таким распределением массы, что его потенциал 

равен потенциалу точечной массы. Далее следует член 

f J~") р<•) ( ) f А-С ( 3 . 2 - 1 ) 
Pl 2 to = --pr- 2sш CfJo-2 ' (299) 
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который приблизительно на три порядка больше членов, следующих 
за ним. Если ограничимся этими двумя членами, то получим грави
тационный потенциал нормального сфероида Rлеро 

V(P)=f[: + А~С ( ~ sin2{j)-+ )]= 

= 1: [ 1 + А~~ ( ~ sin2 fPo - ; ) J. (300) 

Если притягиваемая тоЧRа Р (р0 , qJ0 , fu) размещена непосред
ственно на поверхности сфероида, то, следовательно, она совершает 
вращательное движение вместе со сфероидом и поэтому нужно рас
сматривать потенциал силы тяжести W (Р), а не потенциал притя
жения V (Р). 

С учетом (18), (20) и (5) получим 

W( J}') /М [ 1 +А-С ( 3 . 2 - 1 ) , w2 ·3 2- J 3 1 г = ""(i;"" Мр8 .2sш fPo -2 TztM Ро cos cro ' ( 0 ) 

т. е. известную формулу для так называемого н о р м а ль н о г о по
т е н ц и а л а. Подробнее о выборе нормального поля силы тяжести 
Земли см. § 35. 

§ 13. РА3дИЧНЫЕ ФОРМЫ 3АПИСИ ДЛЯ РАЗЛОЖЕНИЯ 
ГРАВИТАЦИОННОГО ПОТЕНЦИАЛА 

Разложение гравитационного потенциала по сферическим функ
циям (205) описано в ряде публикаций в различных вариантах. Нее
динообразны также обозначения динамических постоянных и аргу
ментов потенциальной точки. 

В последнее время в динамической спутниковой геодезии приме
няется окончательный вид формулы гравитационного потеiЩиала, 
в котором динамические постоянные представлены так, что они 

являются безразмерными параметрами 

V (Р) ~ 1: 11 + ~ [ ( : )" ~ (J~" cos k~, + Si;'' sin ki,) Р~"( t,) л. 
(302) 

Здесь an - произвольпая линейная величина, выраженная в та
ких же единицах, как и р0 ; как правило, за а0 принимается боль
ш а я полуось земного эллипсоида. 

Новые коэффициенты JAII.>, shя>, для которых оставим старые 
обозначения, находятся с прежними коэффициентами (202)-(204) 
в соотношениях 
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Следовательно, например, для n = 0,1 с учетом (206), (209) 
и (214) получится 

J~") = 1, 

J<"> dzo 
1 =---;;;-. 

(303) 

а для n = 2, согласно формулам (221), (223), (225), (227), (229) 
и (275), 

А+В --С 
JI"J _ 2 SШ С -В 

2 - ----:М7а-=~~- • 2 = Е о М ai 

Jll> ='1\J А-С JШ =__!_В-А , 
2 о м а: • 2 4 м а в 

(304) 

sш 1 F +wo (В-А) 
2 =т Ма' 

о 

причем углы Е0 , 'ljJ0 , ro0 в (304) выражаются в радианной мере. 
В неноторых работах предпочтение отдается таиому виду фор-

1\lулы (302) 

V (Р) = !: [ :: + ~ ~ ( :: у н (J~It> cos k"Л0 + S~lt> sin k~0) p~lt> (t0)]. 

n=l k~o 

(305) 

Обычно всегда фуннция У 1 -(~0 , I;,) опуснается, т. е. ноэффици
енты J~·>, J~1 >, S~1 > сферячееной фуннции первой степени считаются 
равными нулю, тан что разложение (205), (302) и (305) начинают 
при n = 2. 

оо n 

Во многих работах перед двойной суммой ~ ~ стоит отрицатель
п=l lt=O 

вый зван и существует значительный разнобой в обозначениях 
динамичесних постоянных. 

Иногда выгодно пользоваться выражением 

где 

и, наоборот, 

J~lt) cos k'Л. + s~/t) sin k').. = lnk cos k (')..- 'Л.пk), 

1 

Jnk = [(J~It>)2 + (S~It>)2]2, 
sclt) 

k'Л.пk = arctg +, 
JJ,:) 

J'пlt> COS k'Л.пk 
S(/t) =Jnk • k~ • n Sln r.nk 

Коэффициент J nk имеет здесь значение амплитуды, а 'Л.nk - фазы. 
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§ 14. НОРМИРОВАНИЕ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНRЦИИ И ДИНАМИЧЕСНИХ 
ПОСТОЯННЫХ В РАЗЛОЖЕНИИ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОТЕНЦИАЛА 

Из обзора функций (113) видно, как при возрастающем n растут 
и числовые значения коэффициентов, особенно при k -+ n. П ракти
чески это неудобно в особенности с точки зрения простоты примене
ния теории ошибок* к разложению типа (302). Поэтому понятен 
переход от употребляемых функций, определяемых формулой (107), 
к функциям, подходящим образом н о р м и р о в а н н ы м. 
Н о р м а (нормирующий фактор) N';,l!.>, соответствующая функ

ции Phl!.) (t), может быть выбрана различным образом. Удобен такой 
выбор, при котором интегральная средняя величина квадрата нop-

coski 
мировалной элементарной сферической функции P';,l!.>(t) _ равна 

sinkЛ 
1 (на референцной сфере). 

Тогда имеем условия 

[N~~~., p~l!.> cos k!:.) 2 = [N~I!.> J2 _1_ 2\:rt +51 [p~l!.> cos k~]2d~ dt = 
sin k'}.. т 4n ~ _1 sin k'}.. 

(306) 

из которых с учетом формул (172), (173), (176) и (177) получаем для 
нормы следующие выражения: 

а) при k=J=O 

[N~I!.>]2 = . 4л: -
2:rt+1 [ cos k/..] 2 s s p~l!.) (t) . ' if..dt 
о -1 s1n k", 

б) при k=O 
(N~">]2 = 2n + 1, 

или, вместо (307) и (308), 

2(2n+1)(n-k)! 
(n+k) 1 

(307) 

(308) 

N!l!.)_ 1/ (2-бk)(2n+1)(n-k)l (309) 
n - r (n+k)! • 

о k=/=0 
где бk= 1, если k = 0, есть так называемый символ Rронекера. 

Обратные величины нормы (309) приведены для n = 1, 2, ... , 10 
в .табл. 1. 

* В ЭВМ невозможно использовать без преобразовавий сферические функ
ции и дивамические постояввые высоких степевей и порядков, так как они ~ы
ражаются числами, число разрядов которых превыmает число возможных 
разрядов ЭВМ (Прим. ред.). 
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Таблпца 1 

n 11.=0 h=i 11.=2 

о 1,000 000 0000 
1 0,577 350 2693 0,577 350 269 
2 0,447 213 5956 0,774 596 669 1,549193 338 
3 0,377 964 4731 0,925 820 100 2,927 700 219 
4 0,333 333 3334 1,054 092 554 4,472 135 955 
5 0,301 511 3446 1,167 748 416 6,179143805 
6 0,277 350 0982 1,270977 818 8,038 369 525 
7 0,258198 8898 1,366 260102 10,039 920 32 
8 0,242 535 6251 1,455 213 750 12,175191 75 
9 0,229 415 7340 * 1,538 967 528 14,436 79510 

10 0,218 217 8903 1,618 347 188 16,818 357 32 

11 k=З 7t=4 11.=5 

3 7,171 371 655 
4 16,733 200 53 47,328 638 26 
5 30,271498 74 128,431 092 2 406,134 773 8 
6 48,230 217 15 264,167 778 8 1 239,056 713 
7 70,992 957 40 470,914 004 9 2 825,484 030 
8 98,91172535 ·766,1669300 5 524,908 305 
9 132,315 412 65 1168,578 084 9 777,025 700 

10 171,514 264 30 1697,904 591 16107,737 27 

'~ h=6 h=7 k=8 

1 

6 4 292,218 362 
7 14 407,198 20 53 906,799 55 
8 35 805,49810 196114,789 9 784 459,159 5 
9 75 732,515 45 524 690,258 о 3 059 443,654 

10 144 071,982 о 1188 047,999 8 730 334,366 

n h=9 11.=10 

9 12 980 120,13 
10 53 817 394,15 240 678 703,4 

* ИсправлеюiОе по сравнению с оригиналом значение (Прим. ред.). 

69 



Функции Лежаядра P<Jt> (t), умноженные на норму N~>, назы
ваются нормированными и обычно помечаются черточкой сверху 

Согласно условию (306), тогда имеет место 

!:rt +1 [ cos k"i.] 2 

4~ S S P:ft' (t) . _ d"i:dt= 1. 
0 _1 SШ k'J.. 

Например, при n = 2 и k = 2 получим действительно 
:1"1 

4: ·s-:rl +sт [ 3cos2 ~ c~s 2~] 2 
cos ер ii. dcp = 

n о 11 sш 2'). 

2 

11 +-
15 2s:rt sz _соs22Л - - 15 2 4 

=-1{. cos4 <p _d').d<p-= 16~2-3 : 5 n=1. 
,:n: sin2 2Л " 

о 11 

2 

(310) 

(311) 

Некоторые авторы оперируют с функциями Лежандра, нормиро
ванными, как говорят, частично (обозначим их для отличия двумя 
черточками), например, согласно условию 

2:rt +1 [ k-\]!1 =k cos fl" - 4л: s s ph '(t). - d'J..dt= 2п+1 . 
О _1 SШ k'J.. 

(312) 

Эти функции мы не будем здесь использовать. 
Если применять нормированные функции, то, разумеется, в раз

ложениях типа (302) нужно динамические постоянные Jhk>, S!ft> 
разделить на ту норму N~>, на которую были умножены функции 
P~k>. Если обозначить их также черточкой сверху, то 

J<kJ_ 1 J<kl 
n - NJr' n , 

s<kl_ 1 s<kl 
n - Nhkl n , 

т. е. при нормировании 

J<kl-v (n+k)! 
n - (2-llk)(2n+1)(n-k)! 

s<kl- -v (n+k)! 
n - (2-llk)(2n+1)(n-k)l 

70 

(313) 

(314) 



Разложение (302), следовательно (если динамические постоянные 
суть безразмерные параметры, см. § 13), примет вид 

V (Р) ~ ~~~ jt + ~ ( ~ )" ~ (Jh'' cos kT, +8\" sin k1;,) Р\" (t,) ~ 
(315) 

Иногда зональные функции не нормируют, так как величины их 
коэффициентов возрастают, но не так быстро; интегральная средняя 
величина их квадрата, согласно (176), равна 

+1 

[Ph•>(t)J~=+ 5 [P~o>(t)]Zdt+ Zn~ 1 (316) 
-1 

Если нормируются только функции тессеральвые и секториаль
ные, то разложение (315) принимает вид 

V (Р)~ 11~ ~~ + ~( ;: )" [J:."'P\"'(t,)+ 

+ ~ (J\" cos kT, + 8~" sin м:,) Р\'' (t,) ]) " (317) 

§ 15. ВОЗМУЩАЮЩИЙ ПОТЕНЦИАЛ И ЕГО СВОЙСТВА 

В динамической космической геодезии, как и в динамической 
геодезии вообще, выгодно оперировать с разностью действитель
ного потенциала Земли и потенциала определенной модели, заменя
ющей Землю. Эта разность называется в о з м у щ а ю щи м по
тенциалом. 

Для потенциала Земли во внешней притягиваемой точке Р (р, 

q;, '1), совершающей общее с Землей вращательное движение, имеет 
место, с учетом формул (302), (18) и (23), выражение (нижний индекс 
«0» при координатах потенциальной точки здесь и в дальнейшем 
опускаем) · 

W= 1:11 +~[(;о Y~(J~k>cosk'i+Sif'>sink'i.)P~k>(sincp)]l+ 
п~1 k~o J 

(318) 

Модель Земли, т. е. так называемое н о р м а ль н о е или 
р е ф е р е н ц н о е т е л о, вводится так, чтобы ее центр тяжести 
совпадал с началом сис'l'емы Х, У, Z, в которой выражен потенциал 
(318). Н о р м а ль н ой З е м л е приписывается такая же угло
вая скорость вращения ю, какую имеет действительная Земля. 
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Само собой разумеется, что вращение ее происходит вокруг оси z 
референцной системы координат. 

Потенциал силы тяжести U такой модели в той же внешнвй 

притягиваемой точке Р (р, ij), i) называется н о р м а льны м по -
т е н ц и а л о м и он равен 

U ~ 1~ 11 + ~[ ( ~ )" ~(/J." coski+S•"sin ki) х 

Х P:z"'' (sin {р)] J + + ro2p2 cos2 (j), (319) 

где N - конечное число. 
Общая сферическая функция 1-й степени 

1 

! (ii"'' cos k'"i'.. + Si"'' sin ki) Pi"-1 sin {р) 
k=O 

(320) 

в формуле (319) отсутствует в результате совмещения центра тяжести 
нормальной Земли с началом рассматриваемой системы координат. 
Волнистой линией сверху отметим динамические коэффициенты 

(Стоксовы.постоянные) М, i~"->, S~"->, соответствующие модели Земли. 
С учетом (318) и (319) можно возмущающий потенциал вы;разить 

в виде 

т~w-и~ tм-;,n< + 1: ~[( ~' )"~<J'"coski+S:~'sinkl)x 

+ ro2 (Х L\xg +У L\y0 - 'Ф0ХZ + e0YZ). (321) 

Далее предположим, что 

fM=fM, (322) 

т. е. что геоцентрическая постоянная нормального тела равна гео

центрической постоянной действительного тела. Тогда формула (321) 
примет вид 

т~ 1~ /( ~') ~(JI''coski+SI''sinki)P\"(sln(~) + 

N n 

+ ~ ( ;о у ~ [(J~h> -i~"'' cos k'"i'.. + (S~"''- S~"'') sin k~] p~h> (sin {j)) + 
n=2 k=o 
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~=~1 ( ;о ) ~ (J~k> cos k]., + Shk' sin k1) Ph"' (sin q;-) 1 + 
+ ro2 (Х ~х0 +У ~У о- 'IJ0XZ + в0УZ). (323) 

В динамической космической геодезии применяется решение 
задачи, частично основанное на данных о силе тяжести на земной 
поверхности, которые определяются гравиметрическими методами. 

В этом решении нормальный потенциал обычно определяется при 
помощи параметров у ров е н н о г о эллипс о и д а (см. § 33). 

Возмущающий потенциал (321) и (323) обладает свойствю1ш гра
витационного потенциала, вплоть до малого члена бQ (Р), предста
вляющего разность потенциалов центробежных сил (23) обоих тел 
(т. е. действительного и нормального земного тела). Поскольку спра
ведливы равенства 

то 

и 

д{JQ (Р) 2(А _.1, Z) 
дХ == (1} дХо '1'0 ' 

д{JQ (Р) 

д У 

дбQ (Р) 2 ( •1, Х + У) 
дZ -ro -'l'o Во ' 

д2f>Q (Р) 

дХ2 

д2f>Q (Р) 

дУ2 

д2f>Q (Р} 

дZ2 

=OJ 
=0 

oJ 
~бQ (Р)=О 

и, следовательно, всегда 

д2Т д2Т д2Т 

дХ2 + дУ2 + дZ2 =~Т =О. 

(324) 

(325) 

(326) 

(327) 

(328) 

(329) 

Поэтому возмущающий потенциал есть гармоническая функция 
во всем внешнем пространстве; это имеет место и при Ах0 =1= 0.1 

!J.y0 =1= О, !J..z0 =1= О, 8 0 =1= О, '\'0 =1= О, 'J) 0 =1= О - пока, разумеется., 
квадраты этих элементов переноса и вращения можно не учитывать. 

Если 

!J.x0 =О, !J.y0 =О } , 
в 0 =О, '\'0 =О 

(330) 

т. е. если оси вращения обоих тел тождественны, то, согласно (23) 

бQ (Р) =0, (331) 
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а возмущающий потенциал является: 
а) функцией непрерывной и ограниченной во всем внешнем про

странстве; 

б) функцией с непрерывныl\fИ и ограниченными провзводными 
всех порядков в любом направлении во всем внешнем пространстве; 

в) функцией регулярной в бесконечности, т. е. 

lim Т=О. 
р-+00 

Если далее, кроме условий (330), имеет место 

~z0 =0, 
то, кроме того, 

lim (рТ) =/М-!М= const 
р->-оо 

и при условии (322) получим 

lim (рТ) =0. 
р->-00 

При условиях (322) и (330) выполняется также равенство 

lim (р21') =О. 
р->-оо 

(332) 

(333) 

(334) 

(335) 

(336) 

Из приведеиных соотношений вытекает следующее. Если ось 
вращения нормального тела совпадает с осью вращения Земли, то 
возмущающий потенциал убывает по крайней мере как 1/р; если, 
кроме того, геоцентрические постоянные обоих тел равны, т. е. если 
имеет место условие (322), то возмущающий потенциал убывает по 
крайней мере как 17р 2 ; если и центры тяжести обоих тел совпадают, 
то возмущающий потенциал убывает по закону 1/р3 • 

В небесной механике возмущающий потенциал рассматривается, 
как правило, в ином виде, так как за референцное (нормальное) 
тело принимается обычно сфера с геоцентрической постоянной, рав
ной геоцентрической постоянной реальной Земли. Rроме того, не 
учитывается потенциал центробежной силы, так как притягивающие 
точки так удалены от земной поверхности, что общего вращательного 
движения их с Землей не происходит. Тогда в этих точках влияет 
только сила притяжения и, согласно (319), 

!М 3 U=-, (3 7) 
р 

а согласно (323) 

Т ~ 1: ~ [ ( ~ )" ~ (J~" cos kЛ + s~" sin ki:)P~" ( sin q; >]. (338) 
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Часто рассматривается система, имеющая начало в центре масс 
Земли, так как движение спутников является геоцентрическим, т. е. 
оскулирующие плоскости их орбит (см. § 18) проходят через центр 
масс. 

Тогда 

и Лх0 =0, L\y0 =0, L\z0 =0 

Т - 1: ~ [ ( ;• )" ~ (Jf." cos ki: + S~" sin ki;)P~" (sin 'Р>]. (339) 

Возмущающий потенциал (339) отметим чертой сверху для от
личия от (338). 



ГЛАВА II 

ДВИЖЕНИЕ СПУТНИКА 

В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ ЗЕМЛИ 

§ 16. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ НЬЮТОНА И УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
ЛАГРАНЖА ВТОРОГО РОДА 

В части I книги мы привели элементарные сведения о пр о б
л е м е двух тел, которые нужно было предпослать для объяснения 
сущности определения геоцентрических положений искусственного 
спутниi<а Земли. Здесь будем заниматься д и н а м и к о й спутника 
с точки зрения его использования для решения геодезических задач. 

Динамикой спутника занимается небесная :механика, ей в настоя
щее время посвящено достаточно много учебников и монографий 
(например, [7-23]). Здесь рассматривается только минимум сведе
ний, без которых нельзя приступать к решению задач динам:qческой 
й.осмической геодезии. 

1. Уравнения движения в геоцентрической системе 

Будем рассматривать спутник в виде точечной массы S с с массой 

(340) 

а поле, в котором движется спутник, будем считать полем исключи
тельно гравитационным с потенциалом V. Будем исходить из кинети
ческой энергии спутника Ek, которая равна 

Ek=-}v2 =-}[( ~: )2 + (:;У+(~; )2
]. (34f) 

где v - скорость движения спутника, а (dx/dt), (dy/dt), (dz/dt) -
составляющие скорости по координатным осям геоцентрической 
системы координат (х, у, z)*. 

Составляющие движения (при те = 1), численно равные соста
в•ляющим скорости, тогда будут равны 

dx дЕk dy дЕk dz дЕk 

dt = dx ' dt = д dy ' dt = д dz • 
дdt dt dt 

(342) 

* Определение систем координат дано в части 1, главе 4. 
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Еми V- гравитационный потенциал в точке Sc, а составля
ющие действующей силы равны 

дV дV дV 
Fx=fiX• Fu=дjj"• F2 =az• (343) 

то Ньютон о вы ура в н е н и я д в и ж е н и я запишутся 
в виде 

(344) 

Теперь выведем ура в н е н и я д в и ж е н и я Л а г-
р а н ж а второго ряда для случая одной точечной массы в геоцентри
ческих экваториальных координатах, для которых справедливы 

соотношения 

х = L\ cos б cos т ) 
у = - L\ cos б sin Т . 

z =А sin б 

(345) 

Кинетическая энергия (341), выраженная в этих координатах, 
равна 

Ek = lf2 [ ( ~~ у+ L\2 ( ~~ ) 2 + L\2 ( ~~ У cosz б J. (346) 

а составляющие (342) 

dx дх d!:i дх dfJ дх dT Т d!:i 
dt ==м ([t + """д'f; dt + д т dt - cos б cos 'dt-

- L\ sin б cos Т ~~ - L\ cos б sin Т ~~ 

~==!JL d!:i +!JL~+!JL dT ==-соsб sinTd!:i+ 
dt д!:i dt дfJ dt дТ dt dt , (347) 

+ L\ sin б sin Т ~~ - L\ cos cS cos Т ~~ 
ds дz d!:i + дz dfJ + дs f Т . s:. d!:i +л s:.dfJ 
dt ==М dt """д'f; dt iif -;t == Slll u dt и. COS UCft 

Из соотношения (347) вытекают равенства 

д :: дх д ~~ дх . 1 ---;п;;- ==""'д'К = cos б cos Т, dfJ """д'f;= -L\sш б cos Т 
д([t дdt 

д..2!.... 
_"""d""t_ == ддТх = -L\ cos б sin Т 
д dT 

dt 

д.3!._ 
дt ду . ---==-- -cosl\ sш Т 
а~ м- , 

dt 

д dy 
dt ду л • S!. • т 

-м;-== 7Jf; = и. Slll u Slll 
д-

dt 
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a.!!L 
дt ду А ~ т 
~= д1' =-tlCOSuCOS 
д-

dt 

(348) 

д..!!_ 
dt дl . ~ 

---;[К"'= М= Slll u, 
д-

dt 

д~ 
_d_t_ =!..:.... = /). cos б 
д~ д6 

dt 

Далее выразим 

д~ ад д~ 
~=~·~+..!..§.!_·~+~·~ 
д d!! д ~ д d!! д ~ д d!! д ~ д d!! 

dt dt dt dt dt dt dt 

д~ а.2!!.... д~ 
~=~·~+~·~+~·-d_t t, (349) 
д~ д~ д~ а.2!!.... д~ д~ д~ f 

dt dt dt dt dt dt dt 

д~ д~ д..!!_ 
дЕk = ~. ~ +~. ____!:!__ + ..!.!..L. __.!!._ 

д д Т д~ д dT д~ д dT д~ д~ 
dt dt dt dt dt dt dt J 

или1 с учетом уравнений (342) и (348), 
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дЕk dx дх dy ду + dz дz 
д d!! = Тt дХ' + dt дХ' dt дХ' 

dt 

~=~~+д~+~~ 
д ~ dt д6 dt д6 dt д6 

dt 

~=~~+~~+~~ 
д!:!__ dt дТ dt д Т dt д Т 

dt 

(350) 

(351) 



dy d ( ду ) d2z дz dz d ( дz ) + dt dt д6 + """dt2дF + dt dt д6 
d ( дЕk ) d2:z дх dx d ( д:z) d2y ду 

dt а ~~ =dt2 w+Тtdt дТ +"""dt2дТ+ 1 

dy d ( ду ) d2z дz dz d ( дz ) 
+ТtТt ат +"""dt'2w+aтТt дТ 1 

или, с учетом выражений (344), 

' (352) 

J 

- cos б cos Т dT = .!_ (.!:JL.) 
dt дА dt 

:t ( :~ ) = :t (sin б)= cos б ~~ = :А ( ~: ) 
_i_ (~) =_i_ (-!! sin б cos Т)= 
dt д6 dt 

. dA d6 
= -sшб cos Т dt-l!cos бсоs Т Тt+ 

+ fj. . .~;: . Т dT д ( dx ) 
SllluSlll dt=7JF dt 

с~ ( :~ ) = :t (!! sin б sin Т)= sin б sin Т ~~ + 
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+11 cos 6 sin Т ;~ +11 sin 6 cos Т ~~ = :f> ( ~~ ) • (353) 

~ ( !.:...) = ~ (/1 cos б)= cos () d!! -
dt д{) dt dt 

-/1sшu-=--• ~ df> д ( dz ) 
dt д{) dt 

.i.- ( дж) =~(-/1cos б sin Т)= 
dt дТ dt 

~ . т d!! + л • ~ • т d{) = -cosu sш "'(Jt"" L1 sш u sш dt-

-11cosбcosT-=- -dT д ( dж) 
dt дТ dt 

:t ( :; ) = :t ( -/1 cos б cos Т)=- cos б cos Т х 
d!! • dб • dT д ( dy ) xdt +11sшбсоsТ dТ +11 cusбsш Tdt= dT dt 

:t ( :; ) = ддТ ( ~~ ) =О 
Теперь убедимся, что, согласно (341), имеют место равенства 

дЕk dж д ( dж ) dy д ( dy ) dz д ( dz ) 
"дГ = dt Тt; dt + dt a;:r dt + dt Тt; dt 
дЕk dж д ( dж ) dy д ( dy ) dz д ( dz ) 
fjf) =Тt"""§F dt + dt дF dt + dt 8F dt (354) 

дЕk dж д ( dж ) dy д ( dy ) dz д ( dz ) 
---ат- = dt дТ dt + dt дТ dt + dt дТ dt 

а согласно основному определению потенциала и уравнению (343) 
справедливы соотношения 

F ..!!._ +F .lJL +F ..2.:.._ = дV дж + дV ..!J!.... + дV .!!._ = дV 
х д!! у д!! z д!! дж д!! ду д!! дz д!! д!! 

дж ду дz дV дж дV ду дV дz дV 
Fx""д"F+Fu"'iJF+FzдF=дXaF+дYOF +""д'ZдF =дr; · (355) 

дж ду дz дV дж дV ду дV дz дV 
Fx дТ +Fuaт+Fzaт=ax--w+ ду ат+""д'Zаr= дТ' 

Тогда уравнения (352) можно переписать в виде 

(356) 
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что является обычной формой у р а в н е н и й д в и ж е н и я 
Л а г р а н ж а в т о р о г о р о д а в геоцентрических экватори
альных координатах Л, б, Т. 

Общий вид этих уравнений для системы n точечных масс (непод
верженных сцеплению) 

f( д:k )- ~Ek =Q,, r= 1, 2, ... , s; 
t д --.Я.!_ q, 

dt 

(357) 

здесь s = 3n- число степеней свободы, q1 , q2 , ••• , q, -о б о б
щ е н н ы е к о о р д и н а т ы; Q, - о б о б щ е н н а я д е й -
с т в у ю щ а я с и л а. Уравнения (356) представляют частный 
случай уравнений (357) для 

дV дV дV 
n = 1, q1 = 11, q2 =б, q3 =Т, Q1 = д/1 , Q2 = 7f'f) и Q3 ="""7fj'· 

Из уравнений Лагранжа (357) тотчас же вытекают уравнения 
Ньютона, если подставить в них 

дV 
n= 1, q1 ....:..х, q2=Y, qз=z, Ql = дх • 

Они получатся в виде 

_i_ (~) _ дЕk = дV 
dt д~ дх дх 

дt 

_i_ (..3.!..L) _ дЕk ·= ~ 
dt д .!..!!__ ду ду 

dt 

~(~)- дЕk =~ 
dt д .2:.... дz дz 

, .. дt 

(358) 

Отсюда, с учетом соотношений (342) и равенств dEk/dx = dEk/dy= 
- dEkldz = О, тотчас же получаются уравнения (344). 

Если подставим в уравнение (356) выражение для кинетической 
энергии в сферических координатах (34~), причем учтя, что 

6 За11аз 1261 

дЕk d/1 
д d/1 =dt 

dt 

~=112~ 
д~ dt 

dt 

дЕk _л 2 2 j;: dT 
--;гт- - u COS udt 
д-

dt 

(359) 
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(360) 

то получим уравнения движения в виде 

d2!! -1!:.(~)2 -Acoszб( dT )2= дV 
dt2 dt dt д!! 

А2 d26 +2А d!! ~+().2. б б( dT )2- дV 
Ll dt2 dt dt sш cos dt - д6 • (361) 

А2 2SI d2T +2А 2SI d!! dT А2 . 2$1 d6 dT дV 
Ll cos u --;Jt2 Ll cos u Ift dt - Ll sш u dt --;п- ="""'§'Т 

Эти уравнения можно также получить путем подстановки (345) 
в уравнения движения Ньютона. 

2. Уравнения движения в геодезической реферевцной системе 

Идеальная геоцентрическая система координат в настоящее время 
еще не может быть реализована, а как раз некоторые задачи косми
ческой геодезии (орбитальные задачи геометрической космической 
геодезии) формулируются именно в. этой системе. Поэтому' может 
оказаться нужным исследовать движение спутников в известной 

геодезической ·референцной системе Х, У, Z *или р, (j), I (см. урав
нения (5)). 

Уравнения движения Ньютона совершенно аналогичны уравне
ниям· (344), т. е. имеют вид 

d2X дV d2Y дV d2Z дУ } 
--;Jt2= дХ ' --;Jt2 . дУ' дt2= дZ ' (362) 

а уравнения Лагранжа второго рода, вытекающие из (357) при n = 1, 

ql = Р, q2= q>, qз= Л, 

имеют вид 

_!:__ (~) ·- дЕk = дV 
dt д~ др др 

dt 

~( дЕ~ )- дЕ_k =д~ 
. dt д dfP дfР дfР 

dt 

.3_ ( дЕ~ ) _ дF":_k = д~ 
dt д d').. д').. д').. 

dt 

(363) 

* Определение геодезической рефереициой системы дано в ч. 1, главе 4. 
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С учетом уравнений (5), кинетическая энергия будет равна 

Ek=+[( ~~ )2 + C~it у+(~~ )2]= 

={ [ ( ~~ )2 + р2 ( ~~ ) 2 +р2 cos2((j ( ~; YJ (364) 

п, следовательно, из уравнения (363) получим 

d2p _ р ( dijj )2 _ р cos2fij(.2!:_)2 = дV 
dt2 dt . dt др 

р2 ( d2~ ) + 2р ~ d(ji + р2 sin fP cos fP ( dJ.. ) 2 = д~ 
dt2 dt dt dt дЧJ 

- d2Л - dp dX . - drp dJ.. дV 
р11 cos2 ср --+ 2р cos2 ср---р2 sш 2ср--=-

dt2 dt dt dt dt д~ 

(364а) 

В эти зависимости введем еще соотношения между d2X/d:t2 и 
d2x/dtz, d2Yldt2 и d2yzdt2, d2Zldt2 и d2zldt2. Будем исходить ив урав
нений, связывающих геоцентрические и референцные координаты 
(см. часть 1, § 4), откуда вытекают (при удержании только первых 
степеней) трансформационные элементы. 

и далее 

6* 

dx dX dY dZ 
dt = Ift + roo dt- 'Фо dt 
dy dY dX dZ 
dt = Ift- roo dt + 8о Тt 
~- dZ --1--•1, .dX _ dY 
dt - dt ' '~'0 dt 8о dt 

dX dx dy dz 
Ift = dt- roo dt + 'Фо dt 
dY dy dx dz 
dt = Тt + roo Тt- ео Тt 
dZ dz dx . dy 
dt =dt- 'Фо Тt +е о Тt 

d2x d2X d2Y d2Z 
dt2 = """iit2 + roo d:i2- 'Фо dt2 

d2y d2Y d2X d2Z 
dt2 = /l't2- roo """ift2 + ео dt2 

d2z d2Z d2X d2Y 
dt2 = dt2 + 'Фо """ilt2 - 8о dt2 

d2X d2x d2y d2z 
'""'dt2= dt2 -roo dt2+'Фo dt2 

d2Y d2y d2x d2z 
""'d"t2 = dt2 + roo dt2 -е о dt2 

d2Z d2z d2x d2y 
d:i2 = dt2 - 'Фо dt2 + ео dt2 

(365) 

(366) 

(367) 

(368) 
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Элементы сдвига Ах0 , Ау0 , Az0 и направляющие углы в0 , 'Фо, 
ro 0 являются постоянными во времени, позтому 

d llxo =О d llyo =О d llzo =О 
dt ' dt ' dt 1 

deo =О 
dt ' 

droo ==0 
dt • 

§ 17. ВОЗМУЩАЮЩАЯ ФУНКЦИЯ 

В правых частях уравнений (344), (361) фигурируют составля
ющие действующей силы. Если предположить, что действуют только 
гравитационные силы*, т. е. силы консервативные, имеющие одно
значные потенциалы, то эти составляющие равны соответствующим 

частным производным общего потенциала, который равен сумме 
гравитационных потенциалов всех тел, гравитационное воздействие 
которых влияет на исследуемое движение. Потенциалы как величины 
ска.лярные можно суммировать алгебраически. 

В случае ИСЗ принимается во внимание, кроме потенциала Земли, 
потенциал Луны V «: и Солнца V 0 (возмущения R «:и R 0 ) и уравнения 
движения Ньютона (344) с учетом уравнений (205), (302) могут быть 
записаны в виде: 

а) в геодезической референцной системе Х, У, Z 

1 оо[ n ) 
d2X =-д- !М""" (~)n"'(J'k>cosk'i.+ 
dt2 дХ р ~ р ~ n 

n=O k=O 

+S~k> sin k;;:)p~k> (sin ~)J + R«: +R0~ 

~;,-аН 1: ~[ ( ~ )n~(J~"coski:+ 

+Sit' sin ki:)P:."' (sin ij))] +R< + R0~ 1; 

~:~ - :z ( 1: ~ [ ( •; )~ ~(J:."'coski+ 

(369) 

+ S~k> ~in k;;:) p~h> (sin {р)] + R а:+ R0~ 

• Предполагаем, что поправка за влияние атмосферы, за световое давле
ние, за эффект теории относительности Эйнштейна и др. уже учтены, так что 
исследуемая орбита спутника свободна от этих влияний. 
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б) в геоцентрической системе 

~ = :, ~ 1: [1+ ~( "; )"~Щ;''coskA+ 
+ s~k! sin kл)Р~~~.~ (sinФ)] +il[ +RG)I 

~:: = :, ~ 1: [ 1+ ~ ( ~· )" ~(Л"coskA+ 
+ S~kJ sin kA) p~ll.1 (sin Ф)] +R [ + lf0 1 

(370) 

~;: = ;, ~ 1: [1+ ~( "; )"~<Л"coskA+ 
+S~k 1sin kA)P~II.J (sin Ф)] +R[ + R01 

В формулах (370) приняты обозначения: Ф = В, Л = -Т*, 
R [ и R0 - возмущения, вызываемые .Луной и Солнцем; сфериче
ская функция 1-й степени здесь отсутствует, так как .rp = 1111> 

= S ~1.> = О; в случае геоцентрической системы точно так же Ах0 = 
= Ау0 = Az0 = О (см. § 12). 

Уравнения движения (369) и (370) можно переписать следующим 
образом: 

а) в геодезической референцной системе 

1 
d2X 8 р дR 
dt2 ==fM дХ+ ах 

1 
d2Y 8 р дR 

""'di2 =/М дУ + ау 
1 

д2Z 8 р дR 
дt2=fM az + az 

(371) 

"' Определение геоцентрических экваториальных координат см. часть 1, 
глава 4. 
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б) в геоцентрической системе 

а2х ...., fM д ~ + дR 1 
dt2 дх дж 

1 
д- -

д2у _ М-1:1- дR , 

dt2 - f дд~ + д~ ] 

d2z _ М-1:1- дR 
dt2- f дz + дz 

JIЛИ, с учетом соотношений, 

д_!_ 
р х --=--, 

дХ рЗ 

д_!_ 
р у 

""дУ=-рз· 

:можно написа'lъ: 

а) в геодезической референцной сис1:еме 

d2X Х дR 
di2+fM(j3= дХ 
d2Y У дR 

di2+fMpa= ау 
d2Z Z дR 
(ii2+fM рз= дZ 

б) в геоцентрической системе 

тде с учетом (302) 

d2x , х дR 
dt2 -гtм ra= дж 
а2у у дR 
dt2 +/М -ка=дi/ • 
d2z z дR 
dt2 +tм ra=az 1 

(372) 

(373) 

(374) 

(375) 

(376) 

R - ': ~ [ ( •: )n ~ (J!i'' coski + S'.f" sin k1) Р~" (sln 'Р>] + R < + R е 
(377) 
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и 

R ~ 1',[ ~ [ ( ~ )" ~Щ''coskA+Si."sin kA)P:,''(sinФ)]+й< +Й0. 
(378) 

Функции R и ii суть так называемые возмущающие (пертурба
ционные) функции. Их части 

1 ;' ~ [ ( '; )" ~ ( Ji." cos k1 + 8:.'1 sin k/.) Р:.'' ( sin ~)] ~ Т (379) 

и 

1: 1 ~ [( ~ )n ~ (l~tk>cos kA +S~k>sin kA) p~k> (sin Ф)] =Т (380) 
n-2 k~o 

представляют возмущающий потенциал Земли, который остается 
после выделения из действительного потенциала Земли потенциала 
однородного шара с массой, равной массе Земли. 

Возмущающие потенциалы Т и Т можно определять и иначе. 
например, как в физической геодезии, где из полного потенциала 
выделяют потенциал сфероида вращения или уровенного эллипсо

ида вращения. Вообще можно из. рядов (379), (380) выделить любое 
число членов, поскольку соответствующие динамические постоянные 

J~k>, S~k> известны, и за возмущающий потенциал принять остав
шиеся члены. 

Интегрирование полученных таким образом дифференциальных 
уравнений, разумеется, более сложно, чем в том случае, если оста
влен только потенциал однородного шара (см. уравнения (375} 
и (376)). 

Именно тогда можно использовать общие интвгралы соответству
ющих однородных уравнений 

d2X . Х 
(jj2-t-/M рз=О 

dZY + jM _!_=О (381) 
dt2 рЗ 

dZ Z 
dt2 +JM рз= О 

соответствующих проблеме двух тел (часть 1, уравнение (249) ). 
Общие интегралы являются общими функциями времени и шести 

интегральных постоянных, называемых элементами ·орбиты, как 
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правило, Q, i, а, е, ro, М0 (см. часть 1, § 19)*. В геоцентрической 
системе, например: 

X=j1(t; Q, i, ro, а, е, М0)) 

у = / 2 (t; Q, ~· ro, а, е, М0) • 

z = / 3 (t; Q, ~. ro, а, е, М0) 

(383) 

Для краткости будем в дальнейшем изложении все рассужде 
ния и математические формулировки связывать только с геоцентри 
ческой системой. 

§ 18. ПОНЯТИЕ О МГНОВЕННЫХ И ОСRУЛИРУЮЩИХ ЭЛЕМЕНТАХ 

ОРБИТЫ 

Возмущающие функции, обусловленные аномальностью формы 
и внутреннего строения Земли, а также притяжением Солнца и Луны, 
вызывают отклонения в движении спутника от идеального кеплероБ

ского движения, определяемого уравнениями (382). 
Действительное движение спутника описывают общие инте

гралы системы дифференциальных уравнений шестого порядка (376). 
Эти уравнения можно решать различными способами. Вероятно, 

лучше всего учитывать тот факт, что составляющие дR/дх, дR/ду, 

дR/дz, сообщающие спутнику возмущающие ускорения, на несколько_ 
порядков меньше, чем ускорения !М (х/А3), fM (у/().8), fM (i:/A3), 

т. е. ускорения от идеальной шарообразной Земли. 
В этом случае выгоден метод Лагранжа- метод вариации по

стоянных, в котором общие интегралы однородных уравнений (376) 
ищутся в таком виде, как и (383), но интегральные постоянные счи
таются функциями времени. Следовательно, 

х = /1 [t; Q (t), i (t), ro (t), а (t), е (t), М0 (t)] ) 

у= /2 [t; Q (t), ~ (t), ro (t)~ a_(t), е (t), М0 (t)] . 
z = /3 [t, Q (t), ~ (t), ro (t ), а (t), е (t), М0 (t)] 

(384) 

Тогда, очевидно, функции Q (t), i (t), ro (t), а (t), е (t), М0 (t) 
должны удовлетворять определенным условиям. Три ив них выте
кают ив подстановки общих интегралов (384) в уравнения (376), 
которые являются их решением. Имеют место соотношения 

~=!.=_+F (t) 
dt дt 1 

.Е.!!_= !!!._ + F (t) 
dt дt 2 (385) 

~=~+F (t) 
dt дt 3 

• Вместо момента прохождения через перигей t0 будем здесь в начестве 
шестого элемента использовать среднюю аномалию М0 , причем М= М0 + 
+У fM а-•1. (t- t 0). 
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где 

дх dQ (t) дх di (t) дх dro (t) 
F1(t)= дQ(t) -d-t -+ дi(t) -dt-+ дro(t) -dt-+ 

дх da (t) дх de (t) . дх dMo (t) + да (t) -;и-+ де (t) dt+ дМ0 (t) dt (386) 

F (t)=~ dQ(t) +~ di(t) +~ дro(t) + 
2 дQ (t) dt di (t) dt дrо (t) dt 

ду da (t) ду de (t) ду dM0 (t) 
+да (t) -dt-+ де (t) -dt-+ дМ0 (t) dt (387) 

F (t = ~ dQ (t) +__!_=.___ di (t) +___!!____ dro (t) + 
з ) дQ (t) dt дi (t) dt дrо (t) dt 

dz da (t) дz de (t) дz dMo (t) (388 
+да (t) -;и-+ de (t) -dt-+ dM0 (t) dt ) 

Отсюда 

(389) 

или 

d2x д2х д ( дх ) dQ (t) д ( дх ) di (t) \ 
dt2 = дt2 + дQ (t) дt -d-t -+ дi (t) дt dt+ 

д ( дх ) dro (t) д ( дх ) da (t) + дrо (t) дt -d-t- +да (t) дt -dt-+ 

+-д-(~) de(t) + д (~) dMo(t) + dF1 
де (t) дt dt дМ0 (t) дt dt dt 

d2y д2у д ( ду ) dQ (t) д ( ду ) di (t) 
"""di"З= дt2 + дQ(t) дt -dt-+ дi(t) дt -dt-+ 

д ( ду ) dro (t) д ( ду ) da (t) + дrо (t) дt -d-t - + да (i) дt _d_t_ + . (390) 

+_д_ (.2!...) de (t) + д (!!!...) dMo (t) + dF2 
де (t) дt dt дМ0 (t) дt dt dt 

d2z д2z д ( дz ) dQ (t) d ( дz ) di (t) 
dt2 = дt2 + дQ (t) дt -d-t- + di (t) дt ---;и-+ 

д (дz)dro(t) д (дz)da(t), + дrо (t) дt -d-t-+ да (t) дt ---;Jt Т 
+-·_д_(!:...) de(t) + д (!:...) dMo(t) +dFз 

де (t) дt dt дМ0 (t) дt dt dt 
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Если подставим выражения (390) в уравнения движения (376), 
то получим 

д2х -=.__ _д_(~) dQ(t) _j__д_(~) di(t) + 
дt2 + f.М L\,3 + дQ (t) дt dt 1 дi (t) дt dt 

д ( дх) dro(t) 1 д ( дх )da(t) д ( дх) de(t) + дrо (t) дt -d-t -т да (t) Тt --;и-+ де (t) Тt ~ + 
-1- д (!!.._) dM0 (t) -1- dF1 = дR 

дМ 0 (t) дt dt dt Ох 

дt2 +tMrз+ дQ(t> Тt -a-t -+ дi(t> Тt ~+ 
д2у у д ( ду ) dQ (t) д ( ду ) di (t) ! 
д ( ду ) dro (t) д ( ду ) da (t) д ( ду ) de (t) (391) + дrо (t) дt -dt--1- да (t) дt dt + де (t) 7ft ----;[Г+ • 

+ д ( ~) dМ.0 (t) -1- dF2 = дii 
дМ0 (t) дt dt dt ду 

д2z z д ( дz ) dQ(t) д ( дz ) di (t) 
дt2-l-fM""F+дQ(t) дt -d-t-+дi(t) дt ---а;t-1-

д ( дz ) dro (t) д ( дz ) da (t) д ( дz ) de (t) , + дrо (t) 7ft -d-t - + да (t) дt -d-t - + де (t) дt ----;Jt ·т 

-1- д (~) dM0 (t) -1- dF3 = дR 
дМ0 (t) дt dt dt дz 

Теперь убедимся, что при постоянных элементах Q (t) = const, 
i (t) = corist и т. д. общие интегралы (384) должны удовлетворять 
уравнениям невозмущенноrо движения (382), т. е. что в (391) должно 
иметь место 

(392) 

Следовательно, 

д ( дх) dQ (t) д ( дх) di (t) д ( дх) dro (t) 
iiQ(t) дt -d-t--1-дi(t) дt d"t+дro(t) дt -d-t--1-

д (дx)da(t) д (дx)de(t) + да ( t) дt ----;[t + де ( t) дt ----a"t + 
-1- д (~) dM0 (t) -1- dF1 = дR 
дМ0 (t) дt dt dt дх 

д ( ду) dQ (t) д ( ду) di (t) д ( ду ) dro (t) 
дQ (t) дt dt+ дi (t) дt ----;и-+ дrо (t) дt -d-t- -1-

...L д (дy)da(t) д (дy)de(t) 
1 да(t) дt -----;u---1- де(t) дt ~+ 
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--t- д (!.!L) dMo (t) + dF2 ==- дR (393) 
дМ0 (t) дt dt dt ду 

д ( дz ) dQ (t) д ( дz ) di (t) д ( дz ) dro (t) 
БQ (t) дt -dt-+ дi (t) 7ft ---;и-+ дrо (t) 7ft -d-t- + 

д (дz)da(t) д (дz)de(t) + да(t) дt ----;и-+ де(t) дt -d-t-+ 

1 д (!!..) dMo (t) + dFз = дli 
1 дМ0 (t) дt dt dt дz 

поэтому имеем три условия для шести неиsвестных функций Q (t), 
i (t), ... , М0 (t). 

Для однозначности решения требуются еще три условия. Их 
можно выбрать так: 

....!!.:...._ dQ(t) +~ di(t) +~ dro(t) +~ da(t) + 
_дQ (t) dt дi (t) dt дrо (t) dt да (t) dt 

дх de(t) дх dMo(t) О +----+ F1=, де (t) dt дМ о (t) dt 
(394) 

__!!_ dQ(t) +~ di(t) +~ dro(t) +~ da(t) + 
дQ (t) dt дi (t) dt дrо (t) dt да (t) dt 

+~ de(t) + :У dMo(t) F2 =0, 
де(t) dt д 0 (t) dt 

(395) 

~ dQ(t) +~ di(t) +~ dro(t) +~ da(t) + 
дQ (t) dt дi (t) dt дrо (t) dt да (t) dt 

+_!!_de(t)+ дz dM0 (t)=-F=O 
де (t) dt дМ о (t) dt 3 • 

(396) 

Если подставим выражения (394)-(396) в (385), получим 

Это значит, что составляющие скорости спутника, вычисленные 
по общим интегралам путем дифференцирования по времени, иден
тичны составляющим, вычисленным при невоsмущенном движении 

(в проблеме двух тел) на данный момент времени (эпоху) t. 
При этих условиях по ваблюденным положениям ИС3 и составля

ющим скорости спутника dx/dt, dy/dt, dzldt в тот же момент t при 
помощи теории невоsмущенного движения определяют действитель
ное движение и, наоборот, по совокупности функций Q (t), i (t), ... , 
М0 (t) вычисляют для данного момента положение и составляющие 
скорости, которые действительно имел Gпутник. 

91 



При справедливости дополнительных условий (394)-(396) упро
стятся основные условия (393), так как 

и, следовательно, 

д ( дх ) dQ (t) д ( дх ) di (t) д ( дх ) dro (t) 
дQ (t) дt -d-t -+ дi (t) 7ft -----a:l + дrо (t) 7ft -d-t -+ 

д ( дх ) da (t) д ( дх ) de (t) 
+8ii(i) дt ~+де (t) дt --;л-+ 

д ( дх) dM0 (t) д]l 
+ дМ0 (t) дt dt = дх ' (397) 

д ( ду ) dQ (t) д ( ду) di (t) д ( ду) dro (t) 
дQ (t) дt -d-t-+ дi (t) дt (it + дrо (t) 7ft -d-t-+ 

д ( ду) da (t) д ( ду) de (t) + да (t) дt d't"+ де (t) 7ft dt+ 

-t- д (!!!__) dM0 (t) = дR 
дМ0 (t) дt dt ду ' 

(398) 

в ( дz ) dQ (t) д ( дz ) di (t) д ( дz ) dro (t) 
дQ(t) 7ft -d-t--1- дi(t) 7ft ~+ дro(t) 7ft -d-t-+ 

д ( дz ) da (t) д ( дz ) de (t) + да(t) дt ~+ де(t) 7ft -d-t -+ 
д ( дz) dM0 (t) дR 

-f- i:JM о (t) 7ft dt = дz' (399) 

Элементы Q (t), i (t), ... , t 0 (t), удовлетворяющие условиям 
(393) или эквивалентным им условиям, называются м г н о в е н -
н ы м и. Они дают возможность, применяя теорию невозмущенного 
движения, вычислить действительное положение спутника, т. е. 
его координаты х, у, z. 

Элементы Q (t), i (t), ... , t0 (t), удовлетворяющие, кроме усло
вий (393) и последующим трем условиям (394)-(396), или иреобразо
ванным шести условиям (394)-(399), или эквивалентным им усло
виям, называются о с к у л и р у ю щ и м и *, а t - м о м е н т о м 
(э п о х о й) о с к у л и р о в а н и я. Эти определения являются 
однозначными. 

Они для момента t определяют движение по эллипсу (вообще 
по коническому сечению), которое совершал бы спутник в предполо-

жении, что возмущающая функция R стала точно равной нулю. Они 
дают возможность, применяя теорию невозмущенного движения, 

вычислить как координаты действительного положения спутника 

* Содержание понятия «оснулирующие элементы» является, следовательно, 
более уаним, чем содержание понятия «мгновенные элементы». Иногда, однано, 
эти понятия путают. 
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х, у, z, так и составляющие скорости dx/dt, dy/dt, dz/dt в момент 
оскуляции t. Система оскулирующих элементов дает возможность, 
следовательно, просто и при этом точно описать реальное, т. е. воз

мущенное движение спутника. 

§ 19. ВОЗМУЩЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТЫ 

1. Скобки Лагранжа 

Величины dQ (t)/dt, di (t)ldt, ... , dM0 (t)ldt, называемые 
в о в м у щ е н и я м и э л е м е н т о в о р б и т ы, определяются 
уравнениями (394)-(399), хотя и однозначно, но для практическоrо 
применения эти соотношения неудобны. Найдем более удобные под
робные выражения, повторяя выводы Лаrранжа [8]. 

"Умножив уравнения (394)-(399) последовательно в их очеред
ности на выражения 

а ( ах ) а ( ау ) а ( az ) 
- ag (t) 7ft ' - aQ (t) 7ft ' - aQ (t) 7ft ' 

ах ау az 
aQ(t)' + aQ(t)' + aQ(t) 

и сложив их, получим уравнение 

[ а (ах) ах ах а (!.!_)]di(t)+ 
at (t) дt aQ (t) - at (t) aQ (t) at dt 

+[а: (t) ( :~ ) a~~t) - a~~t) а~ (t) ( :~ ) ] d~~t) + 
+ [ aaa(t) ( :~) a~x(t) - a:~t) a~(t) ( :~)] d~~t) + 

+ [ aea(t) ( :~) a~~t) - а:~) a~(t) ( :~)] d~~t) + 

+[а м~ (t) ( :; ) a~~t) - д Л::( е) a~(t) ( :; ) ] а~~ (t) + 

+ [ ata(t) ( ;; ) д~~t) a~ft) a~(t) ( ;; ) ] a~~t) + 
+ [ а ( ау ) ау ау а ( ду )] dro (t) 

aro (t) дt aQ (t) - дrо (t) дQ (t) дt ----аг-+ 
[ д ( ду ) ду ау д ( ау )] da (t) + да (t) дt aQ (t) - да (t) дQ (t) 7ft /it + 

+ [ д (ау ) ду д у д (ау)] de (t) 
де (t) дt дQ (t) - де (t) дQ (t) дt """"'ilt+ 

+ [ дМ: (t) ( :~ ) д~~t) - дЛ::(t) дQд(t) ( :~ ) ] d~~(t) + 
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+ [ дiд(t) ( :: ) д~~t) - д~~t) дQд(t) ( :; ) J d~~t) + 
+ [ д:(t) ( :; ) д~~t) - д:~t) дQд(t) ( :; ) J d~t(t} + 

+ [дад(t) ( :: ) д~~t) - д:~t) д;(t) ( :; ) ] d~~t) + 
[ д ( дz ) дz дz д ( дz )] de (t) + де (t) дt дQ (t) - де (t) дQ (t) дt -a:t' + 

[ д ( дz ) дz дz д ( дz )] dM0 (t) + дМ0 (t) дt дr.!(t)- дМ0 (t) дQ(t) дt dt -

дR дх iR. ду iR. дz ii'l 
=--ах дQ(t> +"""д"У дQ(t> +az дQ(t> = дQ(е>, (4ОО) 

представляющее собой частную провзводную возмущающей функции 
по элементу Q (t). 

Аналогично представим частную провзводную dR/di (t) путем 
умножения уравнений (394)-(399) последовательно на выражения 

д ( дх ) д ( ду ) д ( дz ) 
- дi (t) дt ' - дi (t) дt ' - дi (t) дt ' 

дх ду дz 

+ дi (t) ' + дi (t) ' + дi (t) 

и последующего сложения. В дальнейшем таким же образом получим 
и частные производвые по остальным элементам dR/dro (t), dR/da (t), 
dR/de (t), dR/dM0 (t). 

Если ввести для элементов Q (t), i (t), ... , М11 (t) более эконом
ные обозначения е1 , е 2 , ••• , е6 , то можно вместо (400) записать 

de2 [ дх д ( дх ) дх д ( дх ) ду д ( ду ) 
dt де1 де2 дt - де2 iJё';" F + де1 де2 дt -

ду д ( ду ) дz д ( дz ) дz д ( дz )] 
- де2 де1 дt + де1 де2 дt - де2 де1. дt + 
de3 [ дх д ( дх) дх д ( дх·) ду д ( ду) + dt де1 ---а;;- дt - деа ~ дt + де1 дез дt -

ду д ( ду) дz д ( дz ) дz д ( дz )] 
- де3 де1 дt + де1 деа дt - дез де1 дt + 

de4 [ дх д ( дх) дх д ( дх ) д у д ( д у ) 
+dt де1 де4 дt - де4 деl дt + де1 де4 дt -

ду д ( ду ) дz д ( дz ) дz д ( дz )] 
- де4 де1 дt + де1 де4 дt - де4 де1 дt t 
de5 [ дх д ( дх ) дх д ( дх ) ду д ( ду ) + dt де1 де5 дt - де5 де1 дt + де1 де5 дt -

ду д ( ду ) дz д ( дz) дz д ( дz )] 
- де6 де1 дt + де1 де5 дt - деs де1 дt + 
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de6 [ дх д ( дх ) дх д ( дх ) + (Ji"" де1 дев 7ft - дев де1 дt + 
ду д ( ду ) ду д ( ду ) дz д ( дz ) + де1 де6 дt - дев де1 дt + де1 дев 7ft -

дz д ( дz )] дli 
- дев деl 7ft = деl (40·1) 

и аналогично следующие пять уравнений для дR/де2 , дR/дез, ... , 
дR/дев· 

Для выражений в квадратных скобках, на которые умножаются 
неизвестные de 1/dt, ... , de6/dt, можно для удобства использовать 
символы, называемые с к о б к а м и Л а r р а н ж а 

дх д ( дх ) дх д ( дх ) ду д ( ду ) ду д ( ду ) 
деi деk 7ft - деk де1 дt + де1 деk 7ft - деk деi дt + 

дz д ( дz ) дz д ( дz ) + деl деk 7ft - деk деl дt = [ei, ek]. (402) 

Используя названные символы, можно затем написать 

de2 + dез de4 + de5 + [е1 , е2]--;тг [е1 , е3J--;гг+[е1 , е4)--;гг [е1 , е5]--;гг 

de6 д[j + [el, ев] --;гг= деl , (403) 

de1 dез de4 + ] der. 
[е2 , е1 ] --;гг+ [е2 , е3 ] --;гг+ [е2 , е4 ] dt [е2, е5 --;гг+ 

dев дR + [е2, ее] --;гг= де2 , (404) 

de1 + ] de2 ] de4 + [е3 , е1] dt [е3 , е2 --;гг+ [е3, е4 dt 

[ ] deli + ] dев д R 
+ ез, er. dt [ез, ее --;гг= дез, (405) 

de1 + [ de2 [ dез [е4, е1]--;гг е4, е2]--;гг+ е4, е3J--;гг+ 

de5 dев дR 
+ [е4, es] dt + [е4, ев] dt = де4 , (406) 

de1 de2 [ de3 
[е5 , е1]Тt+[е5, e2Jdt+ е5 , е3]--;гг+ 

de.a dев дR + [е5, е4 ] --;гг+ [е5 , е6 ] dt = деr. , (407) 

[ ] de1 + ] de2 [ ] dез + ев, el dt [ее, е2 dt+ ев, ез dt 

de4 de5 дR 
+[ее, е.аJ--;гг+fев, er.]dt= дев. (408) 
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В системе шести уравнений (403)-(408) с шестью неизвестными 
de/dt, i = 1, 2, 3, ... , 6 встречается всего 30 скобок Лагранжа. 

Согласно соотношению 
[ci, ck] =- [ck, с1 ], (409) 

вытекающему из их определения (402), скобок Лагранжа с раз
ными абсолютными величинами будет всего только 15. 

Уравнения (403)-(408) в матричной форме поэтому можем наглядно 
записать в виде 

о [ el, е2] ]el, ез] [el, е4] [ен es] [el, евГ 

- [el, е2] о [е2, ез] [е2, е4] [е2, es] [е2, ев1 

- [el, ез] - [е2, ез] о [е а, е4] [ еа, es] [ез, ев] 

- [el, е4] - [е2, е4] - [ез, е4] о [е4, es] [е4, ев] х 

- [е1 , е5] - [е2, es] - [ез, е&] - [е4, es] о [es, ев] 

-- [el, ев] - [е2, ев] - [ез, ев] - [е4, ев] - [е5, ев] о 

de1 
- дl'i-

dt деl 

de2 дR 
dt де2 

de3 дТi 
dt дез 

х 
дii. de4 

(410) 

dt де4 

-de5 дl'i 
dt деь 

de6 дl'i 
dt дев-

Скобки Лангранжа являются функциями частных пронаводных 
координат х, у, z и составляющих скорости dxldt, dy/dt, dzldt по 
отдельным элементам невозмущенного движения. Для их вычисления, 
следовательно, достаточно соотношений, входящих в решение про
блемы двух тел. 

Замечательным свойством скобок Лагранжа является их и н в а -
р и а н т н о с т ь n о о т н о ш е н и ю ко времени, т. е. условие 

(411) 
Докажем это 

д д ( дх ) д ( дх ) дх д [ д ( дх ) J д"t [ ei, ek] = д"t де1 деk д"t + деi д"t деk Тt -

д ( дх ) д ( дх ) дх д [ д ( дх )] 
- Тt деk деi д"t - деk д"t деi д"t + 
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lJ ( ду ) д ( ду) ду д [ д ( ду )] + Тt де1 деk дt + деt Тt де" дt -

д ( д у ) д ( д у ) д у д [ д ( ду ) J д ( дz ) д ( дz ) 
- дt де" деt дt - де" дt деt дt + дt де1 деk Тt + 

дz д [ д ( дz )] д ( дz ) д ( дz ) дz д [ д ( дz )] + деt дt деk дt - дt деk де1 Тt - деk дt деt Тt = 

д [ дх д ( дх·) дх д ( дх )] д [ дх д ( дх) 
= де1 дt де1с дt - деk дt дt - деk дt де1 дt -

дх д ( дх )] д [ ду д ( ду ) ду д ( д у )] 
- деt дt дt + деt дt деtе дt - де" дt дt -

д [ ду д ( ду ) ду д ( ду )] д [ дz д ( дz ) 
- деtе дt де1 дt - деi дt дt +"деl дt деtе дt -

дz д ( дz )] д [ дz д ( дz ) дz д ( дz )] 
- деtе дt дt - деtе 7ft деt дt - деt дt дt ' (412) 

Убедимся, что с учетом условий (394)-(396) должно для (385) 
иметь место 

Следовательно, 

( дх )' ( ду )2 ( дz )2 Те" + дt + дt =2Ek, (413) 

поэтому 

дх д ( дх) ду д ( ду ) дz д ( дz ) дЕk 
дt де, дt + дt де, дt + дt де, дt •= де. ' 'V=i, k. (414) 

Перепишем уравнения (392) в виде 

д!z х д ( 1 ) 
дtz =-fMAЗ=·fM дх А 
д2у у д ( 1 ) 
дt2 =-fMxs=fM дii Т . (415) 

д2z z д ( 1 ) at2 =-fM-кa=fM а; Т 

С учетом (414) и (415) вместо (412) будем иметь 

д~1 "[ ~~: - :~ /М :х ( ~ ) - :~ 1М дду ( ~ ) -

дz /М д ( 1 )] д [ дЕk дх /М д ( 1 ) 
- деk 7Ji Т - деk дёl- деt 7fi Т -

- ;;1 /М :У (·1)- ::1 /М :z ( 1) ]= ~ (е1 • ek) (416) 
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И1 следовательно, 

(417) 

На оснQвании формул (411) следует, что скобки Лагранжа равны 
постоянным величинам, которые вычисляются для любой точки 
орбиты. Следовательно, они могут быть рассчитаны и для точек, 
удобно выбранных, например, для перигея. 

2. Пронаводные по элементам орбиты от общих интегралов 
однородных уравнений движения и их изменения во времени 

В пятнадцати скобках Лагранжа, которые необходимо выразить 
как функции шести элементов орбиты е,, содержатся производвые 

дх ду дz д ( дх ) д ( ду ) д ( дz ) 
деt ' деi ' де1 ' де1 дt ' деi дt ' деi дt · 

С учетом условий (394}-(396) эти производные. можно вычислить 
из известных общих интегралов однородных уравнений, определя
ющих невозмущенное движение. Учитывая выражение (411), можно 
производвые вычислить для отдельного конкретного положения, 

например, перигея, где 

E=M=v=O~ (418) 

, Ив решения однородных уравнений (проблем~ двух тел) полу
чается (см. часть 1, главу 8, § 19) 

х= А [cos иcos{Q-S)-sin и sin (Q-S) cosi] ) 
у =А [cos и sin (Q-S)+ sin исоs (Q-S) cos i] , 

z = А sin и sin i 

а ( 1- е сов Е), 

и=ro+v, 

(419) 

(420) 

(421) 

M=E-esinE=Mo+ 2; (t-t0)=M0+ VfMa-'li(t-t0); (422) 



v lf1+e Е 
tg 2 = r 1-е . tg т 

cosE-e 
cosv 1-ecosE 

1-eZ А 
cosE= 1+ cosv+e=- cosv+e ecos v а 

. v~ . А 
sшЕ= sш v= sin v 

1 +е cos v а V 1-- е2 

(423) 

Далее имеют место соотношения, которые содержат первые про
изводные переменных по времени, 

( :: ) 2 + ( ~~ ) 2 + ( ~; ) ·= fM (-} _ +), ( 424) 

z~-y ..!!=..= VfMVa(1-e2 )cosi 
dt dt 

у ~; -z ~~ -=V/MVa(1-e11)sin(Q-S)sini (425) 

z ~- z ~ =-V fM У а ( 1- е2) cos (Q-S) sin i 
dt dt 

:; = ~~-~+А.:~ [-sinucos(Q-8)-cosusin(Q-S)cosi] 1 
~~ = ~~ ~+А:~ [-sinusin(Q-S)+cosucos(Q-S)cosi] , 

dz dA z +А dv . . J 
dt=dtT dtCOSUSint . 

~~ = :~ = V /М V а ( 1-е2) 12 , 

dA ае (1-eZ) . · dv ,/'fM е· sin v -== Sln V-=- у 
dt (1+ecosv)2 dt Va(1-,-e2) • 

В периrее, где выполняется условие (418), будет 

А~=а(1-е), 

7* 

Up=OO, 

Мр=М0 =0, 

(~) =VfMa-•t. vt=ei 
dt р (1-e)l ' 

( ~~ )р =0, 

( ~~ )р= ( :~ )р=( :~ )p=z( ;~ )р== ( :g )р =0, 

( ~~ )Р = ( ~~ )Р = ( :; )Р = ( :: )Р .... ( ~~ )Р =О, 

(426) 

(427) 

(428) 

(429) 

(430) 

(431) 

(432) 

(433) 

(434) 

(435) 
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(!!!..._) ==1, (~) =(1-е)-1 
дМо Р дМо Р 

(~) ==(..!!:__) .... Jft+e - Jfr=;i (~) -о 
дМ о Р дМо р (1-e)'l• - (1-е)2 ' дМ0 р-

(438) 

1 (439) 

Проивводные, содержащиеся в скобках Лагранжа, можно ватем 
выравить следующим обраво:м: 

{ ;~ )Р =( :~ )Р [cosиcos(Q-S)-sinиsin(Q-S)cosi]p+ 
+l1p [-cos и sin (Q-S)-sin исоs (Q-S) cosi]p + 

+l1p [-sin и cos(Q-S)-cosиsin(Q-S) cos i]p ( ;~ )Р = 

= -а(1-е) [cosro sin(Q-S)+ sin ro cos(Q-S) cosi] 

( : ) Р =а ( 1- е)[ cos (t} cos (g-S)-

-sinrosin(Q-S)cosi], ( :~ )Р=О 

{ :: )Р-=( :~ )P[cosucos(Q-S)-sinиsin(Q-S)cosi]p+ 
+ /1р [sin и sin (Q-S) sin i]p + /1р [ -sin и cos (g-S)-

-cosиsin(Q-S)cosi]p( :~ )Р= 
=а (1- е) sin ro sin (Q -S)sin i 

( :~ )P=--a(1-eJsinrocos(Q-S)sini 

( :; )Р =а(1-е) sin ro cos i 

( :: ) Р == ( :~ ) Р [ cos и cos (Q-S)-sin и sin (g-S) cos i]p + 

+l1p [-sin и cos (Q-S)-cosи sin (g-8) cos i]p ( :: )Р == 

• (440) 

• (441) 

=-а (1-е) [sin ro cos(Q-S)+ cos ro sin (Q -S) cos i] , (442) 

( ;~) Р == -а(1-е) [sin ro sin (g-S)-cosrocos(g -S) cosi] 
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( :: )Р- ( :~ )Р [cosиcos(Q-8)-sinиsin(O-S)cosi)p+ 
+ 111' [ -sin и cos (Q -S) -cos и sin (Q -S) cos i)p ( :: )Р =-

= (1-е) [cos ro сов (Q-S)- sin ro sin (Q- S) cos i) , (443) 

( :: )Р == (1- e)[cos ro sin (Q -S) + sin ro cos (Q -S) cos i] 

( :: )Р- (1-е) sin ro sin i 

( :: )Р = ( :~ )Р [соsи cos(Q-S)-sin и sin (Q-S)cos iJF+ 

+l1p [-sinиcos(Q-S)-cosиsin(Q-S)cosi]p ( :: )"-= 
=-а [cosro cos(Q -S)-sin rosin (Q -S) cos i] • (444) 

(· :: )Р =-а [cosrosin (Q-S)+ sin ro cos(Q-S) cos i] 

( дz ) . . . 
де P--asшrosшz 

(да; о )Р = (да; о )Р [соsи cos (Q-S)-sin и sin(Q-S)Icos i]p +) 

+Др [-sin и cos (Q-S)-cosиsin (Q -S) cos i)p (да_;; о )Р-= 

=-а У :'!_ее [sinrocos(Q-S)+cosrosin(Q-S)cosi] 

( дZJ)P =-а Jf :~: [sin rosin (Q-S)-cosrocos(Q-S) cos i] 

( дz ) 1/Т+ё .. 
д М 0 Р = а J' f- е COS Ю • SШ l 

[:о (:;)]Р=[:о (VtM V~~:~ez))JP[cosиcos(Q-S)-) 

-sinиsin(Q-S)cosiJp+VtM ( resinv ) х 
a(f-e2) р 

Х {r -cos иsin(Q-S)-sin и cos(Q-S)cosi)p-

~[sin и cos(Q-S)+cosи sin(Q-S)cos i]p ( ;~ )Р}+ 

+ ( :~ )Р ( ~~ )P)-sinиcos(Q-S)-cosиsin(O-S)cosi)p + 

'(445) 
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- [д 1 )] +Ар V fM V а ( 1- е2} дQ ( -xz Р [ -sin и cos (Q-S)-

-cosиsin(Q-S)cosi]p+Ap( :; )Р {[sinиsin(Q-S)-

-cosи cos(Q-S) cos i)p+ [-cos и cos (Q-S)+ 

+sinиsin(Q-S)cosi]p ( ;~ )Р}== '(446) 

=VfM а-'1• У~~: [sinrosin(Q-S)-cosrocos(Q-S)cosi] 

[_!__(.!.!L.)J =-VfMa-'1• 1 / t+e [sinrocos(Q-S)+ дQ дt р r 1-е 
+ cos ю sin (Q -S) cos i] 

c:Q ( :: )Jp=O 

[:t ( ~~ )Jp =[:t (VtM v:~~~e2) )Jp [cosиcos(Q-S)-) 
- sin и sin (Q- S) cos i]p + V fM ( V е sin v ) Х 

а (1-е2) р 

Х { [~in и sin (Q-S) sin i]p + [ -sin и cos (Q -S)-

:_ . ( au·) } (дА ) ( dv )· -cosиsш(Q-S)cosi]p 7ii: Р + дi Р Тt РХ 
· х [-sin исоs (Q-S)-cos и sin(Q-S)cos i]p + 

+Ар VfM Va(1-e2)[:i ( ; 2 )JP [-sinиcos(Q-S)-

-cos и sin (Q -S) cosi]p +Ар ( ~~ )P[cosиsln(Q -S)sin i]p + 

+[-cosиcos(Q-S)+sinиsin(Q-S)cosi]p ( :; )Р = 

=VfМ а-'1• У~~: cosrosin(Q-S)sini 

[~ (!!!...) ]=-VfM а-'1• 1 / t+e cosюcos(Q-S)sini а~ дt р r 1-е 
[~ ( ~) J = VfM а-' 1 • 1 / 1 +е cos ю cos i дi дt р r 1-е J 

' (447) 

[ а ( ах )] [ а (V- е sin v )] 1 до) дt Р= 800 fM Va(1-e2) P[cosиcos(Q-S)- . 

-sinиsin(Q-S)cosi]p+ VtM у е Х 
а(1-е2) 
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xsin vp [ -sin и cos (Q-S)-cosи sin (Q-S) cos i)p ( :; )Р + 
+( :~ )Р ( :~ )Р (-sinиcos(Q-S)-cosиsin(Q-S)cosi)p+ 

+ ~Р V jM Va(1-e2) [ : 00 ( ; 2 )JP [-sinиcos (Q.;_S)

-cosи sin (Q-S)cos i)p +~Р ( ~~ )Р [-cos и cos(Q-S)+ 

+sinиsin(Q-S)cosi]p ( :; )Р= VJM а-'1• Jf :~: Х 
х [- со3 ffi cos (Q - S) + sin ffi sin (Q-S) cos i] 

[ .!_ (!l!...)J =-V jM а-'1• Jf 1 +е. [cos ffi sin (Q-S)+ 
доо дt р 1-е 

+ sin ffi cos (Q- S) cos i] 

. [!__ (~)] = -V jM а-'1• 1/ 1 +е sin (1) sin i 
доо дt р r 1-е 

[:а ( ::)JP=[:a (Vtм v:~~:e2) )JP[cosиcos(Q-S)-
-sinиsin(Q-SJcosi)p+VtM ( vesinv ) х 

а (1-е2) р 

Х [-sinиcos(Q-S)-cosиsi~ (Q-S) cosi)p ( ~:) Р + 
+ ( :~ )Р ( :~ )Р [-sin и cos (Q-S)-cosиsin(Q_:S)cosi)p + 

+~Р[ :а (VtM Va(1-e2) ~2 )JP [-sinиcos(Q-S)

-cos и sin(Q-S) cos iJp+~P ( ~~ )Р [ -cos и cos(Q-S)+ 

+ sin и sin(Q-S)cos i]p ( :: )Р = VtM a-•t. Jf :~: Х 
х [т-sin ffi cos (Q-S)-cos ffi sin (Q-S)cosi] + 

+ VtM a(1-e)V1-e2 [:а ( ~: )JP [-sinfficos(Q-S)

-cosffisin(Q-S)cosiJ=VfM а-•;. Jf ~~: Х 
Х [ -sin ffi cos (Q-S)-cosffi sin (Q-S) cos i] - 3/ 2 V!M a-•t. Х 

Х ~~ [ -sin ffi cos (Q-S)-cos ffi sin (Q-S) cos i] = 

, (448) 

• (449) 
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=lfsYfM·a-'1• у:+: [sinrocos(Q-S)+ 

+ cos ro sin (Q-S) cos i] 

[:а ( :~ )Jp=-112VfMa-'l• у~:: [sinrosin(Q-8)-

-cos ro cos(Q -S) cos i] 

[ .!__ (~)] =-1 / 2 YfM а-"1• lf 1 +е cosrosini да дt р r 1-е J 

[_дд ( ддх )] =[-д8 (V!M vesinv J [cosиcos(Q-8)-
e t р е а (1 -е2) р 

- sinи sin (Q-S) cos i)p+ V7М ( V е sin v ) х 
а (1-е2) р 

х [-sin и cos (Q-S)-cos и sin(Q-S) cos i)p ( :: )Р + 

+ (~~ )Р ( :~ )Р [-sinи coe(Q-S)-cosи sin(Q-S)cosi)p + 

+Ар [:е (V fM Va(1-e2) 12 )JP [ -sin и cos(Q-S)

-cos и sin(Q-S) cos i)p +Ар ( :~ )Р [ -cos и cos(Q-S) + 

+sinиsin(Q-S)cosi)p( :; )P=-VfM Va(1-e2)X 

Х а ( 1 ~е)2 [-sin ro cos(Q-8)-cos ro sin(Q-S) cos i] + 

V- [д (У~)] + fMa'l•(1-e) де А2 p[-sinrocos(Q-S)-

v-· V1-e2 
-cosrosin(Q-S)cosi]=- JM а-'1• (f--e)2 Х 

Х [ -sin ro cos (Q-S)-cos ro sin (Q- S) cos iJ + 

+ YfM а-'1• (1 ~е)2 [ 2 V1-e 2 -e У~~:] Х 
х [ -sin ro cos (Q-S)-cosrosin (Q-S) cos i] = 

=VfM а-'1•-1 1 V 1 [-sinrocos(Q-8)-
-e 1-е2 

- cos ro sin (Q -S) cos i] 

[_!_(!1!...)] =YfMa-'1•-1-~1 1 [-sinrosin(Q-S)+ 1 де дt Р 1-• r 1-е2 

+ cosro cos (Q-S) cos i) 

[ д ( дz )] V!M '1 1 1 . . де дt Р = а- • 1_ е V 1_ , 2 cos ro sш l 
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[ д ( дх )] -[ д (V М е sin v )] дМо дt Р- дМо f Va(1-e2) рХ 
х [соsи cos(Q -S)- sin и sin (Q -S)cosi]p + VtM Х 

х (у е sin v ) [-sin и cos (Q -S)- cos и sin (Q-S) cos i]p Х 
а (1-е2) р 

х(~) +(~) (J:!._) [-sinиcos(Q-S)-
дM о Р дМ о Р dt Р 

-cosиsin(Q-S)cosi)p +L\p [д~ о (v fMVa(1-e1) А~ }]Рх 

х [-sin и cos(Q-S)-cosи sin (Q-S)cos i]p +L\p ( :~ )Р Х 

х [ -cos и cos(Q-S)+ sin и sin (Q -S) cos i]p (/;о )Р = 

. V fM V е cos Vp (д~ ) [cosro cos (Q-S)-
a (1-е)2 о Р , (451) 

- sin ro sin (Q-S) cos i] + V fM а (1-е) Va (1-е2) а2 ( 1~е)2 Х 

Х ~~ [-cosrocos(Q-S)+sinrosin(Q-S)cosi]= 

= V fM. а-'1• (t ~е)2 [cosro cos (Q-S)-sin ro sin (Q -S) cos i] + 

+VfM а-'1• ( 11~~2 [ -cosrocos(Q-S) + sinrosin(Q-S)cosi] = 

= -VfM а-'1• (1 ~е)2 [сов ro cos (Q-S)-sin ro sin (Q-S) cos !] 

[_д_(~)] =-VfM а-'1• 1 [cosrosin(Q-S)+ 
дМо дt р (1-е)2 

+ sin ro сов (Q-S) cos i] 

[д~о ( :: )JP=-VfM а-'1• (1 ~e)Z sinrosini 

3. Вычисление скобок Лагравжа 

Теперь можем приступить к вычислению скобок Лагравжа 
(402), придерживаясь такой последовательности: 

Тогда 
е1 = Q, е,= i, е3 = ro, е4 =а, е5 =е, е8 =М0, (452) 

[Q, il=(~~)P[;i (::)JP-(:~)P[:a (:;)]Р+ 
+ ( ~~ ) р [ :i ( :; ) ]р - ( :r ) р [ :а ( :; ) ]р + 
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+ ( :~ ) р [ :, ( :: ) Jp- ( :: ) р [ :g ( :: ) Jp = 

= -ti ( 1- е) ( cos ro sin (Q -:s) + sin ro cos (Q- S) cos i] х 

x'V fM а-'1• У:~: cos ro sin (Q-S) sin i -а (1-е) sin ro Х 

xsin(Q-S)siniVfM а-'1• У:~: [sinrosin(Q-S)

- cosro cos (Q-S) cos i] -а(1-е) [cosro cos (Q-S)- sinrox 

xsin(Q-S)cosi]VfM а-'1• У~~: cosrocos(Q-S)sini-

-a(1-e)sinrocos(Q-S)sini'V]М" а-'1• У~~: Х 
х (sin ro cos (Q -S) +cos ro sin (Q -S) cos i] = 

= -V fM Va(1-e2)sini 

[Q, (i)] = ( :~ ) р [ :w ( ~: ) Jp - ( :: ) р [ :g ( :: ) Jp + 

+ ( :~ ) р [ :w ( :; ) Jp- ( :~ ) р [ :g. ( :; ) Jp + 
+ ( :~ ) р [ :w ( :: ) ] р - ( :~ ) р [ :g ( :: ) Jp = 

=-а (1- е) [cosro sin (Q -S) +sin ro cos(Q-S) cos i] xVfM Х 

х а-'1• Jf :+: [ -cos ro cos (Q-S)+ sinrosin (Q-S) cosi) + 

+a(1-e)[sinro cos(Q-S)+ cosro sin (Q-S) cos i] VfM Х 

Х а-'1• Vfg [sin ro sin (Q-S)--cosro cos (Q -S)cos i]

-а (1-е) [cosro cos (Q-S)- sin ro sin (Q-S) cos i] VfM х 

ха-'1• У~~: [cosrosin(Q-S)+sinrocos(Q-S)cosi]-

' 1 

(453) 

- а ( 1-e)[sin., sin (Q -S)- сов., сов (Q -8) cos il V fM х J 

ха-'1• У~~: [sinrocos(Q-S)+cosrosin(Q-S)cosi]=O <454> 

t06 

(Q, aJ=(:~)P [:а (:7)JP-(::)P[:g (::)JP+ 
+ ( :~ ) Р [ :а ( :~ ) JP - ( := ) Р [ :g ( :~ ) JP + 
+ ( :~ ) ~ [ :а ( :: ) JP- ( :: ) Р [ :g ( :: ) JP ... 



= -а (1- е) (сов ro sin(Q-S) +sinrocos(Q-S)cosiJlf. VfM Х 

ха-"1• У:~; [sinrocos(Q-S)+cosrosin(Q-S)cosi]

-(1-e) [сов ro cos(Q-S) -sinro sin (Q-S) cos i] У fM Х 

ха-'1• У~~: [sinrosin(Q-S)-cosrocos(Q-S)cosiJ+ 

+а (1-е) [cosro cos (Q-S)-sin ro sin(Q-S) cos i] 1/ 2 V fM Х 

х а-•;. f :~: [sin ro sin(Q -S) -совrо cos(Q-S) cos i] + 

+ (1-е) [cosro sin (Q-S)+sin ro cos(Q-S) cosi] V fM Х 

ха-'1• у:~: [sinro cos (Q-S)+ cosro sin (Q -S) cos i] = 

= 1/ 2 VtM a-'I•V 1-e2 cosi 

[Q, е]= ( :~ )Р [ :, ( ::) J Р- ( :: )Р [ :Q ( ::) JP + 

+ ( :~ )Р [:е ( :~) J Р- ( :~ )Р [ :Q ( :~) J Р + 
+ ( :~ )Р [:е ( :; ) J р- ( :: )Р [ :Q ( :; ) JF = 

= -а(1-е) [cosro sin (Q-S)+ sinro cos(Q-S) cos i] V fM х 

х а-'1•-1 1 j/ 1 [sin ro cos (Q-S) +cos ro sin (Q-S) cos i] + 
-е 1-е2 

+а [cos ro cos (Q-S)- sin ro sin (Q-S) cos i] V fM Х 

ха-'1• У~~; [sin ro sin (Q-S)- cos ro cos(Q -S) сов i] + 

+а (1-е) [cosro cos (Q-S)-sin rosin (Q -S) cos i] V !М х 
ха-'1•-1 1 V 1 [-sinrosin(Q.:......S)+cosrocos(Q-S)cosi)+ 

-е t-e2 

+а [cosro sin (Q-S) +sinro cos(Q-S) cosi]lf fM х 

х tr'l• V : ~; [ -sin юсов (Q-S)- сов ю sin (Q -S) cos i] - J 

=-VtMVa ~r е cosi 
r 1-е2 

[Q, Моl=(:~)р[д~о (:;)]р-(д~о)Р [:о (:;)]Р+ 
+(:~)Р [а~о ( :~)Jр-(д~о)Р[:о ( :~ )JP+ 

(455) 

(456) 
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+(:~)р[д~о ( ~;)]р-(д~о)Р[:Q ( :; )JP== 
=а (1-е) (cos m sin (Q-S)+ sinm cos (Q-S) cos i] VJМ Х 

xa'l• (i~e)Z (cosm cos (Q-S)-sinm sin(Q-S) cos il+. 

+а У:~: [sinm cos(Q-S) +cosmsin(Q-S)cos i] V fM х 

ха-'1• у:~; (sinm sin (Q-S)-cosm cos (Q-S) cos i)

-a(1-e)[cosm cos(Q-S)-sinm sin(Q-S) cos iJY/M х 

Х а-'1• (f ~e)Z [cosm sin (Q -S)+ sin m cos(Q -S) cos i]-

-a У:+: [sinmsin(Q-S)-cosmcos(Q-S)cosi)Y/M х 

ха-'1• У::: [sinm cos (Q-S) +cos m sin (Q -S) cos i] =О, (457) 

[ i, (1) l = ( :: ) р [ :00 ( :: ) ]р - ( :: ) р [ ~ ( :: ) Jp + 

+ ( :f ) р [ :0) ( ;~ ) Jp - ( :~ ) р [ :i ( :; ) Jp + 
+ ( :; ) р [ :00 ( :; ) Jp - ( :: ) р [ :, ( :; ) Jp == 

=а(1-е) sinm sin(Q-S)sini V/.М а-'1• ffi Х 
X[-cos m cos (Q-S)+ sinm вin (Q-S) cos i] + 

+а (1-е) [sinmcos(Q-S) +cos ro sin(Q-S) cos ilY/M Х 

Х а-'1• V :+; cosm sin(Q-S) sin i + а(1-е) sin ro х 

xcos(Q-S)siniY/M а-'1• у:+; [cosmsin(Q-S)+ 

+sinm cos(Q-S) cos i)-a (1-е) [sin ro sin(Q-S)-cosmx 

Х cos (Q-S) cos il 'V]М' а-'1• V : ~; cos ro сов (Q-S) sin i -

-a(1-e)sinm cosiV/M а-'1• У:~: sinmsini-

-a(1-e)cosmsiniY/M а-'1• У::: cosmcosi= О, (458) 
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[i, aJ=(:~)P[:a (:;)]P-(::)P[:i (:;)]Р+ 
+ ( :~ ) р [ :а ( :~ ) ]Р - ( :: ) р [ :i ( :; ) ]Р + 

+ ( :: ) Р [ :а ( :: ) JP - ( :: ) Р [ :t ( :: ) JP = 

= a(1-e)sinrosin(Q-8)sinii-VtM а-'1• V~+: [sinrocos(Q-8)+ 

+ cosro sin (Q-8) cos i]- (1-е) [cos ro cos (Q -8)-

-sinrosin(-Q-8)cosiJY/M а-'1• -v ~+: cosrosin(Q-8)sini-

- a(1_-e)sinro cos(Q-8) sini 1/z У JM a-il, m[sin ro sin(Q-8)-

- cos ro cos (Q -8) cos i] + (1- е) [cos ro sin (Q -8) + 

+ sin ro cos (Q-8) cos i] V fM а-'1• У~~: cos ro cos (Q-8) sin i-

-a(1-e)sinrocosii-VJM а-'1• J!Щcosrosin i-

-(1-e) sin ro sin i V jM а-'1• У~~: cos ro cos i =О, (459) 

[i, е)= ( :: ) Р [ :е ( :; ) ]Р - ( :: ) р [ :i ( :; ) ]Р + 

+ ( :~ ) Р [ :е ( :; ) JP - ( := ) Р [ :, ( :; ) JP + 

+(::)р[~ (::)Jp-(:;)p[~ (::)Jp= 
=а (1-е) sinro sin(Q-8)sin i YJM а-'1•-1 1 у 1 Х 

-е 1-eZ 

Х [ -sin ro cos (Q-8)- cos ro sin (Q -8) cos i] +а [cos ro cos (Q-8)

-sinrosin(Q-8)cosiJY/M а-'1• У~~: cosrosin(Q-8)sini+ 

-t-a(1-e)sinrocos(Q-8)siniY/M а-'1•-1 1 V 1 Х 
-е 1-е2 

X[sin ro sin (Q-8)-cosro cos (Q-8) cos i]-a [cos ro sin (Q-S)+ 

+ sin ro cos (Q-8) cos i] У/М а-'1• V ::; cos ro cos(Q-8) sin i + 
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+а (1-e)sinro cosi V fM V!M а-'1• -1 1 у 1 cosro sin i + 
-е 1-е2 

+а sin ro sin i 11 fM а-'1• У~~: cos ro cos i =О, (460) 

[i, М о]= ( :: )Р [д~ о ( ::) ]Р- (д~ о )Р [ :i ( :; ) JP + 
+ ( :~ ) р [д~ о ( :~ ) Jp- ( д~ о ) р [ :i ( :; ) Jp + 

+ ( :; ) р [ д~ о ( :: ) Jp- ( д~ о ) р [ :, ( :: ) Jp = 

= -a(1-e)sinrosin(Q-S)siniVfM а-'1• (1 ~е)2 [cosro cos(Q-S)-

-sinro sin(Q-S)cos i] +а У~~: [sin ro cos(Q-S)+ 

+cosrosin(Q-S)cosiJV/M а-'1• -v ~~: cosrosin(Q-S)sini + 

+а (1-е) sin ro cos (Q-S) sin i V fM а-'1• (1 ~е)2 [cos ro sin (Q-S)+ 

+sinrocos(Q-S)cosi)-a V :~; [sinrosin(Q-S)

-cosrocos(Q-S)cosi]V/M а-'1• V ~~: cosrocos(Q-S)sini-

-а (1- e)sin ro cos i V fM а-'1• (i-~e)2 sin ro sin i-

-а V ~~: cos ro sin i V fM а-'1• V ~~: со~» ro cos i =О, (461) 

[ro, aJ=(:=)P[:a ( :; )JP-( ::)P[:w ( :;)]Р+ 
+ ( :~ ) р [ :а ( :; ) ]Р - ( :~ ) р [ :w ( :; ) ]Р + 

+(:~)р[~ (:;)]р-(;:)р[~(:;)]р= 
= -а(1-е) [sin ro cos(Q-S)+ cosro sin(Q-S) cos i] 1 / 2 VfM Х 

ха-•!• V ~~: [sinro cos (Q-S)+ cosro sin(Q-S)cos i]-

- (1-e)[cos оо cos (Q -S)- sin ro sin (Q-S) cos i] V fM а-'1• У~~: Х 
х [ -cos ro cos (Q- S) + sin ro sin (Q-S) cos i]-

но 



-а (1-е) [sin rosin (Q-8)-cos ro cos (Q-8) cos i] 1 / 2 VtM х 

ха-'1• У:~: [sinrosin(Q-8)-cosrocos(Q-8)cos i)+ 

+ (1-e)[cos rosin(Q -8) +sin ro cos (Q-8)cos i] V fM а-'1• У:~: Х 

х [cos ro sin (Q-8) + sin ro cos (Q -8) cos i]- а(1-е) cos ro sin i х 

Х 1/2 VtM а-'1• У 1~: cos ro sini +(1-е) sinro sin iV fM Х 

ха-'1• V ~~: sinrosini= 1 / 2 V/M a-'I•V1-e2, (462) 

[ ro, е] = ( :~ ) Р [ :е ( :; ) ]Р -- ( :: ) р [ :ro ( :; ) ]Р + 

-t ( :~ ) р [ :е ( ~~ ) ]Р - ( :: ) р [ :ro ( :; ) ]Р + 

+ ( :~ ) р [ :е ( ~; ) ]Р - ( :: ) р [ :ro ( ~: ) ]Р .-
= a(1-e)[sin ro cos (Q-8)+ cos ro sin (Q -8) cos i] VfM а-'1• 1 ~е Х 

Х у 1 [sinrocos(Q-8)+cosrosin(Q-8)cosi]+ 
1-е2 

+а [cos ro cos (Q -8) -sin ro sin (Q -8) cos i] V fM а-'1 • У:+: Х 

Х [-cos rocos (Q-8)+sinro sin(Q-8)cos i) -а(1-е)Х 

Х [sin ro sin (Q-8)-cos ro cos (Q-8) cos i] У /М а-'1• 1 
1 е Х 

Х V 1 [-sinrosin(Q-8)+cosrocos(Q-8)cos i]-
, 1-е2 

-a[cosrosin(Q-8)+sinrocos(Q-8)cosiJV/M а-'1• V ~~: Х 
Х [cos rosin (Q-8)+sinro cos (Q-8) cos i) +а (1-е) cos ro sin i YfM Х 

ха-'1• -11 у 1 cosrosin i-asinro sin iVfM Х 
-е 1-е2 -

ха-'1• lf 11 +е sinrosini=-VfM Va у _в • (463) 
У -е 1-~ 
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[О>, Мо] = ( := )Р [д~ о ( ~;) ]Р- ( d:o )Р [ :w ( :; ) JP + 

+( :~ )Р [а~о { :~ )JP -( д~о )Р [:w ( :; )JP-r 

+( :~ )Р [а~о ( :; )JP-( a~JP [:w ( :; )JP= 
==а (1-e)[sin ro cos (Q-S) +cos ro sin (Q-S) cosi] V!M а-'1• ( 1 ~е)2 Х 

х [cos ro cos (Q-S) -sin ro sin (Q-S)cos i] + 
+а У~+: [sinrocos(Q-S)-cosrosin(Q-S)cosi]V/M Х 

г--

ха-'1• V ~:: [-cosrocos(Q-S)-j-sinrosin(Q-S)cosi]-t-

+a(1-e)[sinrosin(Q-S)-cosrocos(Q-S)cosi]V/M а-'1• ( 1 ~е)2 Х 
х [cos ro siniO-S)+ sin ю cos (Q-S) cos i]-

-а У~:: [sinrosin(Q-S)-cosrocos(Q-S)cosi]V/lJ! х 

ха-'1• У~~: [cos ro sin(Q-S) -t-sin ro cos (Q-S) cos i]

-a(1-e)cosrosiniJ1jM а-'1• ( 1 ~е)2 sinro sin i + 

+а V :~; cosrosiniV/M а-'1• У~~: sinrosini=O, (464) 

[а, е] = ( :: ) Р [ :е ( :: ) ]Р - ( :: ) р [ :а ( ~; ) ]Р + 

+ ( := ) р [ :е ( :~ ) ]Р- ( :~ ) р [ :а ( :~ ) ]Р + 

+ ( :: ) р [ :е ( :; ) ]Р - ( :: ) р [ :а ( :; ) ]Р + = 

=(1-e)[cosro cos (Q-S) -sin ro sin (Q-S) cos i] VJМ · a-'l• 1 ~е Х 

Х у 1 [-sinrocos(Q-S)-cosюsin(Q-S)cosi]+ 
1-е~ 

+а [cos ro cos (Q-S)-sinrosin (Q-S) cos i] х 

·х 1/2 VfМ о:-'1• У ~ :: [sinrocos(Q-S)+ cosrosin(Q-S)cosi] + 
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+(1-е) [cos ro sin (Q-S) +sinro cos(Q-S)cos i) VfM а-'1• 1 ~е Х 

Х 'jf 1 [-sinrosin(Q-S)+cosrocos(Q-S)cos iJ+ 
1-eZ 

+а [cos ro sin (Q-S)+ sinro cos (Q-S) cos i) Х 

х 1 / 1 VfMa-"1• Jf :+; [sinrosin(Q-S)-cosrocos(Q-S)cosi)+ 

+(1-e)sinrosiniV/Ma-'1•-1-1 - V 1 cosrosini-
-e 1-е2 

-asinrosini· 1/ 2 VfMa-"1• У~+: cosrosini=O, (465) 

[4, MoJ=( :: )Р[ д~о ( :: )JP-( д~о )Р[:а ( ~~ )]Р+ 

+( :: )р[ а~ о ( :~ )Jp -( дZо )р с:а ( :~ )Jp + 

+( :: )Р[ д~о ( :: )JP-( д;;о )Р[:а ( :: )]Р= 
=(1-~) [cos ro cos (Q-S)-sinro sin (Q -S)cos i] VfM а-'1• (t~e)Z Х 

Х [ -cos ro cos (Q -S) + sin ro· sin (Q- S) cos i) +а ffl Х 
X[siвoocos(Q-S)+cosrosin(Q-S)cosi]· 1/11 VfMa-"1• У~~: Х 

Х [sinro cos (Q-S)+ cos ro sin(Q-S) cos i]+ 

+ (1-е) [cos ro sin(Q-S)+ sin ro cos (Q-S) cos i) V fM а-'1• Х 

Х (i~e)B [ -cos ro sin (Q-S)- sin ro cos (Q-S)cos iJ+ 

+ ~ ffl[sinrosin(Q-S)-cosrocos(Q-S)cosi) х 

Х 1/1 V/Ma-"1• У~~; [sinrosin(Q-S)-cosrocos(Q-S)cosil

-(1-e) sinrosini V!M а-'1 (t~e)! sinrosini+ 

+а У~~: cosrosinil/11 V!Ma-"1• Jf ~~; Х 
Xcosrosini=-1/z V/Ma-'1•, 

1 Закаа 1261 

(466) 
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[е, МоJ=(;;)р[д~о (;;)]р-(д:о)Р[:е (;;)]Р+ 

+ ( :~ )Р [д~ о ( ;; ) JP- ( д~о )Р [:е ( :; )JP + 

+(:;)р[д~о (::)Jр-(д~о)Р[:, (;;)}Р= 

=а [ -cos ro cos (Q-S)+ sinro sin(Q-S) cos i] V fM а-'1• (1 ~е)2 Х 

X[-cosrocos(Q-S)+sinrosin(Q-S)cosi)+a У:!: Х 

х [sin ro cos (Q-S)+ cos ro sin (Q-S) cos i] VtM а-'1• -1-1 - у 1 Х 
-е 1-е2 

Х [-sin ro cos (Q -S) -cos ro sin(Q -S) cos i]+ а [cosro sin(Q-S) + 

+sinrocos(Q-S)cosi] VfMa-'1• (f~e)l [cosrosin(Q-S)+ 

+sinrocos(Q-S)cosi]+a У:~: [sin.rosin(Q-S)-

-cosrocos(Q-S)cosi] Vfм_t_ 1 a'l•x 
i-e V1-e2 

Х [-sin rosin(Q-S)+ cosro cos(Q-S)cos i]+ 

+а sin ro sin i V fM а-'1 • (1 ~е)2 sin ro sin i -

-а 1 / 1 +е cosrosiniV/Ma-'1•-1-X r 1-е 1-е 

х t . . о 
,/ COS (1) Slfi ~ = . 
r t-e2 

(467) 

4. У равнения Лаrравжа для возмущений элементов орбиты 

Если подставим выражения для скобок Лагранжа (453}-(467) 
в систему уравнений (410}, то, с учетом обозначений (452), можем 
записать 
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а:/ 

.... .... 
С/1 

о 

УТМ У а (1-е1) ain i 

о 

v-vr=eo -'lo /М - 4- COSi 

У!М Уа ~coai 
1-е• 

G 

-УJМ Уа (1-е1) ain i 

о 

о 

о 

о 

о 

о .r- v:L-"ei '1• r /М - 4-coai -v'!М Уа У е cosi 
1-е• 

о 

о о о о 

о '/о У!М v1~e• е 

-УТМ Уа У1-е• о 

-v1-e• -'1· YtM -4- о о 

lx 
- 1 

-'lo У!М Va 

Vl1ii Га 't! о о о 
1-е• 

О '1• У!М-1-
Уа 

о о 

~-~г:~-, 

~ 11 o'R 
dt дi 

dю 1 1 ti'R 
Xl dt - "'iф" 

dO вli 
dt да (468) 

..2!... 1 1 вн 
dt де 

dMo 1 1 oR 
- (it- - ""iМо""-



cosec i • о 
У!М Уа (1-11 ) 

cosec i 
о 

etg i 

У!М Уа (1-г1) У!М У• (1-е') 

о 
ctr i 

о 

о о о 

о о 

о 8 • 
- дR - d0 

w ?Г 

дR di 
дТ dt 
iГн doo 
до) Тt 

)( 

дR da 
да dt 
д'ii de 
д. dt 
дR dMo 

-дМ о- ----т_ 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

"1"1=1' 
Y!MVa• 

о 

о 

Га 1-е• 
-ji--

Y!M Y!MVae 

о 

о 

о 

2Уа 
х 

У7М 

1-•· 
У/МУсе 

о _1 

(469) 

Определитель системы (468) всегда отJIИЧен от нуля. 
КвадратИ'ПIЫе матрицы как (468), так и (469) имеют по главной 

диагонали нули и являются асимметричными, следовательно, спра

ведливо равенство au= -ai,· 
Вывод уравнений Лагравжа (469), которые имеют общий вид 

dei ( дR дii дli. д/i. д/i. дR ) 
--;п-= f БQ ' "'FГ' дrо • """"fJ'ii'""' ifё"' дМо ' 

(470) 

может быть произведен другими способами, которые мы эдесь раз
бирать не будем. С математической стороны эти выводы иногда 
более интересны, чем только что описаввый способ. Однако мы его 
выбрали потому, что он является наиболее простым, хотя несколько 
и более длиВВЪiм. 

В учебниках по небесной механике можно найти также и различ
ные модификации у р а в в е в и й д л я в о а м у щ е в и я э л е -
м е в т о в. 

В § 18 мы опустили уравнения движения в реферевцной гео
дезической системе Х, У, Z и для краткости все выводы въmолнял• 
последовательно в идеальвой геоцентрической системе координат х, 
у, z. Можно доказать, однако, что в реферевцвой системе иы полу
чили бы уравнения для возмущений в элементах ~,/ dt, формально. 
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сходные с (469), только возмущающая функция была бы несколько 
иной (R вместо ii). 

Элементы а, е, входящие в коэффициенты в dR!dei, являютел 
инвариантными относительно любых переносов и поворотов системы 
и определяют размеры и форму кеплеровского эллипса, фокус ко
торого всегда находител в центре Земли. Наклон i плоскости орбиты 
к плоскости экватора зависит от ориентировки плоскости экватора 

и поэтому, вообще говоря, является различным в системе х, у, z 
(обозначим его i) и в системе Х, У, Z (обозначим его tr). 

Ив первого интеграла площадей (425) следует, например, 

-siniVfMVa(1-e2)di=dx ~~ +xd( ~; )-dy :; -yd( ~; ). 

(471) 
где изменение угла наклона плоскости орбиты 

Примем во внимание (ч. I, глава 5, § 4), что 

dx = ffioY- 'i'oZ ) 
dy =: -ffi0x +в0z , 
dz = 'i'0х-в0у 

d (~) = ffi0 ~-'i'o~ dt dt dt 

d (~) =-ffio~ +во.!!=.. 
dt dt dt 

d ( ~: ) = 'i'o ~; -Во :; 

(472) 

(473) 

(474) 

последние представляют собой изменения составляющих скоростк 
в ревультате песовпадения осей геодезической референцной си
стемы Х, У, Z и геоцентрической системы х, у, z. 

Если MJ>I подставим выражения (472)-(474) в (471), то получии 
с учетом ( 425) 

. ·r 1 [ ( dz dx ) + J-t =- в0 х --z-
VJMVa(1--e2)sini dt dt 

+'i'o(Y :: -z ~; )J=-в0 cos(Q-S)-'i'0 sin(Q-S). (475) 

Аналогично можно вывести и равность прямых :аосхождевий 
восходящего узла в системе х, у, z (обозначим ее Q) к в систеие Х, 
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У, Z (обозначим ее Q'). Будем исходить опять-тани ив интегралов 
площадей (425) 

cosZ(~-S) dQ=-[(dy ;: +yd ~: -dz ~; -zd ~; )х 

Х (z~-x~)-(dz~ +zd~-dx~-
dt dt dt dt dt 

dz ) ( dz dy )] ( dx dz )-2 -хd-;п- у -;u-z-;u z -;и-х -;и . 

После подсталовки (473) и (474), а также выражения 

dQ=Q-Q" 

в уравнение (476) получим с учетом (425) 

(476) 

(477) 

Q- gr = ...:....ro0 + в0 sin (Q -S)ctg i- 'Фо cos (Q-S)ctg i. (478) 

Однако главные отклонения в возмущениях элементов орбиты 
de/dt, вызываемые весовпадениями геодезической референцной си
стемы с геоцентрической системой, являются функциями разностей 

( aii ан ) 
дQ-дQ' ( ~~ - ~~ ). 

( afi дR ) 
Те-ае-, 

( ali - !..!!..._) ) 
дw дw 

(аа:о- а~) . 
(479) 

( дR дR) 
7iil-7iil ' 

При интегрировании изменений по времени элементов орбит 
часто выгодно использовать в качестве невависимого перемениого 

вместо времени t истинную аномалию v, т. е. определять deJdv. 
П реобравуем нужное нам выражение 

(480) 

причем: ив интегралов площадей в полярных ноординатах имеем 
(427) 

dv 1 v--;п-=А2" fM· Va(1-e2). (481) 

Составим еще представление об отклонениях истинной орбиты 
спутника от кеплеравекой в момент, удаленный по времени от мо
мента оскулирования t на интервал времени l:it [8]. Пусть положение 
спутника в момент оскулирования есть (хо, уо, zo), а в момент t + 
+ /:it есть (х, у, z), и фиктивное положение на оснулирующем эл
липсе в тот же момент (х" Уе• ze). 
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Для достаточно малого A.t с помощью ряда Тейлора можем запи
сать 

х=х0 + ( ~: )0 М+ ~ ( ::: )0 (М)1 + ... 

У=Уо+( ~;)ом+{-(:;; )о(М)•+. · · 
( dz ) л 1 ( d2z ) л 2 z = Zo + 7t 0 ~t + 2 dt2 о (~t) + · · · 

и аналогично 

Хе=хо+( ~~е ) 0 М+ ~ (~::г )0 (М)2 + .. . 
Уе=Уо+( ~е )0 М+{-( ~:;е )0 (/1t)2+ .. . 
ze = z0 + ( ~~е )0 At+ + ( ~::е )0 (М)2+ .. . 

В момент оснулирования, однано, справедливы равенства 

( dx) ( dxe) 
Тt о= Тt о' ( dz ) ( dz, ) 

dt о= dt о 

(482) 

(483) 

и поэтому расстояние между двумя положениями (х, у, z) и (х,, у,. ze) 
в первом приближении будет равно 

{[( d2x) ( d2xe ) Js· [( d2y ) ( d2ye ) ]1 х dt2 о - ----;[i2 о + dt2 о - ----;[i2 о + 
1 

+[(~) -(~) ]2}'· dtll о dt2 о 
(484) 

Однано, согласно (376), имеют место следующие уравнения: 

а соrп:асво (382), 

( d2x ) М ( х ) ( дR ) 
dt2 о = - f АЗ о + ах о 

( d2y ) М ( у ) ( дR ) 
dt2o=-f ~o+дii"o' 

( d2z ) М ( z ) ( дR ) ([i2o=-f ~о+дi""о 

(~:~е )о= -/М ( ;з )о 

(~:~е )о =-!М( Iз )о • 
( :::г )о= -/М ( ~з )о 

(485) 

(486) 
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:поэтому 

1 

d ~_!_(М)2 [( дli )2 + ( дR )2 +( д/i )2]2. (487) 
2 дх о ду о iJz о 

Дл.fl спутников, обращающихся близно к центру Земли, пранти
~есн• 

d~+(M)2 1( ~~ )0 1~ ~ (М)2 ~~ ( :: )
2 J~o>p~o>(sin Ф0), (488) 

rде Ао, Фо - сферичесние ноординаты положени.fl спутнина в мо
менты оснулирования. 

§ 20. ПРОИЗВОДВЫЕ ВОЗМУЩАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ ПО :'JЛЕМЕНТАМ 
ОРБИТЫ 

Возмущения 

dQ di dro da de dM1 

dt' dt' dt' Тt' dt' ----;u--
11 1 главе были выведенынанфункции проиаводиых 

дR дR дR дR дR дR 
дQ • дi' дrо • да' де' дМ,· 

Эти производиъте необходимо теперь представить так, чтобы 
можно было непосредствеиво воспользоваться возмущающим потен
циалом: в виде (380), т. е. в сферичесних или экваториальных коорди
натах А = р, Ф = б, А = -Т. 

Вообще для производной по произвольному элементу имеет место 
равенство 

11ркчеи 
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дА дА дх дА дv дА дs 
iJe; =""'8Х де; +Ту де; + дZ де; 
дФ дФ дх дФ ду дФ дs 

де; = дх де; +Ту де; + 7i'Z де; ' 

iJA дА дх дА ду дА дs 

де; =ах де; +Ту де; + 7i'Z де; 

А= V х2 + у2 + z2 

Ф= arctg V z 
х2+ 112 

A=arctg.!L. 
х 

(489) 

(490) 

(491) 



м х А дх =y=cosФcos 

д!! у Ф . А --=-=·COS Sln , 
ду !!. 

8!!. z • ф 
дs=т=sш 

дФ 1 xz 1 xz 

--в;--=- zZ • (х2+у2)"1• -- x2+y2+z2 Vx2+y2-
1+ x2+v2 

= - __:_ tg Ф =- - 1- sin Ф cos А 
А2 !!.. 

дФ 1 . Ф . А -=--sln s1n 
дv !!. 

дФ 1 1 _ V х2+ у2 1 
as== zl! Vz2+y2 - x2+y2+z2 =-усоsФ 

1+ zZ+vz 

дА 
"дХ= 

1 у у ) 
у2 ~=- з:2+у2 == 

1+Х2 

Acos Ф sinA 
==- ~-!!,.2 cos2 Ф 

1 • А 
Acos Ф sш 

дА 1 1 х av= у2 z-:- х2+у2 
1+Х2 

!!.. cos ф cos л 1 
== !!,.11 cos2 Ф - !!.. cos Ф cos А 

дА ... Q 
дz 

(492) 

' (493) 

(494 

Теперь можно было бы найти производвые дхlдеi, ду!деi, \дz/деi,. 
которые мы уже использовали в § 18 при вычислении скобок Лаг
ранжа. Этот путь, однако, сравнительно долог и поэтому будем 
искать прямой вывод провзводных дЬlдеi, дФ/деi, дА!деi с целью· 
непосредственного применения соотношения (489). 

Кроме того, здесь, для краткости, ограничимся только возмуще
ниями прямого восхождения узла и аргумента перигея, т. е. буде:мо 
рщюматривать только первое и третье уравнения Лагранжа (469)· 

dQ cosec i дR 
dt V!M. Va (1-е2) "---at• (495)· 

d~ ctgi • дR + Jff=ei . дR , 
с;;-=-- У !М. Уа (1-е2) дt Jf fM Jfii е де 

(496} 
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или, с учетом (480) и (481}, 

dQ .:\2 cosec i дR 
dv= fMa(1-e2) "at• (497) 

dro .:\2 ctg i _ дR L\2 дR 
dv=- jMa (1-е2) дi +/Мае "де • (498) 

Способ вывода уравнений для di/ dt, da/ dt, de/ dt, dM ol dt анало
гичный. 

Из соотношений, встречающихся при решении задачи двух тел 
(419)-(423), следует 

д& ди дv 
7ft =0, 7it=7ii=0, 

д& . дЕ 
а;-= -а cos Е+ ае sш Е де 

дМ. 0 дЕ Е дЕ • Е 
ае=- =a;--ecos аг-sш 

дЕ sin Е а • Е 1 -= --s1n = sinv 
де 1- е cos Е .:\ V 1- е2 

д& а2е . л 
a;-=-acosE+тsш2E=-ucosv-ae+ 

+Ae-1-sin2 v =- а(1 -е2) cos v-ae+ 
1-е2 1+ecosv 

и . 2 -acosv-ae+aesin2v -t- -:----Slfi V = · 1 +е cos v 1 -:\-е cos v 

_&_ cos v = cos Е- е 
а 

-acosP 

д& 1 .:\ . дv . дЕ 1 
--cosv--sшv-=-sшE--
дe а а де де 

2 .:\ • дv .:\ • 2 1 -cos v--sшv-=- s1n v-a де а(1-е2) 

&дv . .:\ 
--aae=sшv+ а(1 -е2) sinv 

дv . ( а 1 ) ди 
ae=SШV т+ 1-е2 =де· 

(499) 

(500) 

(501) 

(502) 

Для вывода необходимых в уравнениях (497) и (498) проиввод
ных 
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дR дR д& дJi дФ дR дА 
аг .. -~ д& аг+"дФаг+ дА аг · 
дR _ дR • ~ _L дR • дФ + дR • дА 
де - д& де ' дФ де дА де 

(503) 

(504) 



мы должны иметь в распоряжении производвые дФ/дi, дЛ/дi, дФ/де~ 
дА/де. Эти выражения вычислим из соотношений, связывающих Ф 
и Л и функцию элементов орбиты. 

Ими могут быть, например, выражения для направляющих коси
нусов вектора спутника, в которых б - опять-таки геоцентрическое 

Рис. 10. Эпементы ор
биты ИСЗ 

z 

склонение спутника, а Т- геоцентрический гринвичский часовой: 
угол 

: =-- cos Ф cos Л= cos б cos.T = cos и cos (Q-8)- ) 

- sin и sin (Q-8) cos i 

Х """cosФsinЛ= -cosбsin Т= 

= cos и sin(Q -8)+sin и cos(Q-8)cos i 
s . ф . ~ . . . 
А ==Slll = Slll u = Slll и Slll t 1 

(505}; 

или соотношения между геоцентрическими величинами, исходящие

ив рис. 10. 
. sinФ 
Sillи=-.-.

Slll 1 

sinи cos i = -cos Ф sin(Q-8- Л) 

ctg i = -ctg Ф sin (Q-8- Л) 

cos и tg i = -sinФctg(Q-8 -Л) } . 

tg (Q-8- Л)= -tg и cos i 

cos и= cos Ф cos (Q-8- Л) 

cosФ=cos и cos(Q-8-Л)

-sin и sin(Q-8-Л) cosi 

(506) 
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Продифференцируем первое и пятое из уравнений (506) и с учетом 
(499)-(502) получим 

ф дФ • '+ .. ди • . cos 7JГ =sш и cos t cos и sш t дt =- sш и cos l 

дФ 1 . . . (n 8 А) 
-д. =--ф-SlnиCOSt=-Sln ~~~- -

1 cos 

ф дф •• ди 
cos 7iё = cos и sш t 7iё' == 

..• (а+ 1 ) = cos и sш l sш v т ""1'='ё2 
} 

дФ ф . . . (а+ 1 ) 7fё'=sec COSиSШtSШV Т т=ё2 = 

=sini cos(Q-8-A)sinv (~+-1-) 
А 1-е2 

1 ал t . . 1 au . t . . 
cos2 (D-S- Л) дГ == g и sш t - cos2 и 8i cos t = g и sш J 

~~ =-cos2 (Q-8-A)tgusini= 1 
=sin(Q-8-A)cos(Q-8-A)tgi , 

1 ал 1 аи . 
- cos2 (Q-S-Л) 7iё'=- cos2u де COSl 

аЛ =cos2(Q-8-A)cosi sinv (~+-1-)= 
де cosau А 1-•2 

= cos i sin v (~+-1-) 
cos2 Ф А 1-е2 ' 

(507) 

(508) 

(509) 

(510) 

ECJiи подставить соотношения (499), (502), (507)-(510) в (503) 
и (504), то попучим 

aii ali . -=- -sш(Q-8- А)+ 
дl дФ 

+ :~ sin(Q-8-A)cos(Q-8-A)tgi 

aii aJi + ali . . (n 8 А) 
7fё = - дА а cos v д Ф sш t cos ~~~- - х 

!. (511) 

. ( а + 1 ) + дii cos i sin v ( а + 1 ) 
Х sш v Т 1-е2 дА cos2 Ф Т 1"=г2 

Совершенно аналогично можно было бы вывести провзводные 
воаиущающей функции по всем другим элементам орбит, но они 
излишни, так как мы ограничились рассмотрением только движений 
уала и перигея. 

:124 



§ 21. ПРОВЗВОДНЫЕ ВОЗМУЩАЮЩЕП ФУНКЦИИ ПО СФЕРИЧЕСКИМ 
КООРДИНАТАМ 

Найдем пронаводные дii/дА, дR/дФ, дii.!дЛ возмущающей функ
ции (378) 

_ оо [ n 
дR fM ао n (1/.J дА =-""12 ~ (п+1>(т) ~(ln coskЛ+ 

n-2 k-o 

] 
д'ii д'ii 

+S~11'sinkЛ)P~I!.J (sin)Ф + дА( + дА0 , (512) 

~: = 1: ~ [( ~о )n ~ (J~11 ' cos kЛ +S~I!.J sin kЛ) Х 
n-2 k-o 

dP~I!.'(sinФ)] дR( дR0 
Х dФ + """'дФ + """'дФ' (513) 

:~- 1~ ~[( 7,' )"~k(-J~"sinkA+ 

] дR дR 
+ S~"'' cosk Л) Р~' (si~ Ф) + дА( + дА0 • (514) 

Пронаводную (513) преобраауеи следующим образок 

дR = tM ~ (~)n J(OJ dP~' (sin Ф) 1-- fM ~ [(~)" Х 
дФ А ~ А n dФ · А ~ А 

n-2 n-2 

Х ~(J~'' cos kA+S~" sin kA) dP~:~Iu Ф)] + ·.:• + •::, (515) 

а так как, соrпасво (108), при k = t 

ф dPI.,0 J (sin Ф) 
cos d sin Ф 

( dPn(OJ (sin Ф) 
Pn1'(sinФ) = dФ (516) 

то дaJiee преобраауеи дR!дФ к виду 

:: ~ 1~ ~( ~ )" J',.''Pii'(sinФ)+ 1~ ~[ ( ~ )"х 

(517) 
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u dPJ/&> (sin Ф) 
Первые производвые присоединенных функции дФ можно 

получить из формулы (108) 

причем 

dPhk> (sin Ф) k . ф k-t ф dkPh0> (sin Ф) 1 
..;;,_:~:::--~ = - Slll COS ·-'-

dФ d (sin Ф)k 1 

dkнp<o> (sin Ф) + 11 cosk Ф n k cos Ф , 
d (sin Ф) +1 

11 = 1, если k ::::::; n -1, 

11 =0, если k=n, 

а так как, согласно (108), имеет место 

dkp~> (sin Ф) _ p~l (sin Ф) J 
d (sin Ф)k - cosk Ф 

dk+tph0> (sin Ф) = p~+t (sin Ф) ' 

d (sin Ф)k+t cosk•t Ф J 

то далее можно написать 

dPhk> (sin Ф) 
dФ 

-k tg ФP~1(sin Ф) +11Р~k+н (sin Ф). 

(518) 

(519) 

(520) 

Если подставить теперь (520) в (517), то получим в окончатМьнои 
виде 

~:==/': ~(~)nJ~~p~o(sinФ)- 1: ~~(i.Y~(J~coskЛ+ 
n-2 n=2 k~l 

1 ан a'R 
+8~1 sin kЛ][k tgФP~(sinФ)-J1P~+11(sinФ)] + а: + а:. (521) 

Для функции P!ft>' (sin Ф) имеются таблицы, например, :в [1-4] 

§ 22. ВЛИЯНИЕ ПРИТЯЖЕНИЯ ЛУНЫ И СОЛНЦА 

Гравитационный потенциал Луны V r.r.. и Солнца V 0 можно выра
зить аналогично гравитационному потенциалу Земли, например, 
в виде (рис. 11-12) 

/М n n а n 
V r.r. =Т~~ ( Ar.r. ) [(J~)r.r. cos kЛ[ + (S~1 )r.r. sin kЛr.r.] Р~"'1 (sin ф[), 

[ n~o k~o [ 
(522) 

М оо n 

V 0 = /А .0 ~ ~ ( ~~ )n[(/~1 )0 coskЛ0 + (8~11.))0 einkЛ0] Р~1 (sin ф0), 
0 n=ok~o 0 

(523} 
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где М«:, М 0 - массы Луны и Солнца, а«:, а0 - линейные масштаб
ные коэффициенты (например, средние значения радиуса-вектора, 
используемые при вычислении динамических коэффициентов (Jhk>)«:, 
(SIO«: и (Jhk>) 0 , (Shk>) 0 ), 11«:, 110 - селеноцентрическое и гелио
центрическое расстояния до ИСЗ; cpcr:, Л«: - селеноцентрические 

~ 

.. 
'\)>. 

Рис. 11. Схема к выводу 
возмущающего действия 

Луны 

'\\ 

Рис. 12. Схема к въiводу 
возмущающего действия 

Солнца 

широта и долгота спутника (координаты относительно лунного 
экватора); ф0, Л0- гелиоцентрические широта и долгота спутника. 

Влияние V [ и V 0 на движение спутников, близких к Земле, 
является все-таки сравнительно малым, приблизительно в 104 раз 
меньшим, чем влияние полярного сжатия (динамического коэффи
циента J~,>) Земли. Влияние остальных тел солнечной системы 
по крайней мере еще на 3 порядка меньше и поэтому пренебрегается. 
Поэтому обычно достаточно вместо точных выражений (522) и (523) 
использовать упрощенные 

jM 
v0=т· 

0 

соответствующие точечным центральным полям. 

(524) 

(525) 

Принимая во внимание в выражениях (512)-(514) производвые 
по /1, Ф, Л, величины 1!111[ и 1//10 можно представить в виде функ-
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ций А, Ф в Л. Очеввдио, Ч'lО разложеиве в ряд сферических функций: 
будет авапоrвч:выи выражению (190). ECJiи обозначить (рис. 11-12): 
Am«:• Affi0 - расстоJIВИя центров масс Зе:мпи в соответственно Лупы 
и Солнца, а S «: (80 ) - угоп иежду геоцентрическим векторои спут
ника в Луной (Сопицеи), то получии 

(526) 

.. 
-1-=-f-- ~( -f- У P~01 (cosS0 ), 

0 ffi0 n=O ffi0 
(527) 

причем 

=sinФsin Фс +соsФсоsФс соs(Л-Л«:), (528) 

где Ж«:, у((, Z«: - геоцентрические координаты центра масс Лупы, 
Ф«:, (б«:) - геоцентрическая широта (склонение) центра масс Луны, 
Л«: -геоцентрическая долгота центра масс Луны. 

Если ограничиться в разложении (526) степенью n =,4 (см. 
функцию (113)), ·а в (527) степевью n = 2, то формулы (524) и (525) 
примутвид 

( l\ )3 ( 5 3 3 ) + 1\ffi«: 2 cos s (( -2 cos s ( + 

+ ( l\ )' ( 35 'S 1'5 zs , 3 )] -- -- cos «: --cos «: 1 - , 
1\ffi(( 8 4 8 

(529) 

(530) 

Соотношения (529) и (530), однако, не могут быть еще подста

влены в выражения для производной возмущающей функции R, 
так как не содержат так называемых косвенных вовдействий третьего 
тела. Эти вовдействия вытекают иа основных соотношений проблеиы n 
тел, которые эдесь освещены вкратце для случая спутника Зеили 
(масса mc}, Зе:мпи (М), Луны (М(() и Солнца (М 0). 

Все эти четыре тела будем рассматривать здесь в произвольной 

неподвижной системе Х, У, Z. 
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и =ан~ло~ично d2x1r)dt2 и т. д., причем здесь 
Хс, Ус• Zc - координаты спутника, 

х~. У~· z~- координаты центра масс 3емли, 
х0 , у0 , ~-координаты центра масс Солнца, 
х~, у~, z~- координаты центра масс Луны, 
~ЕБ0 - расстояние между центрами масс 3емли и Солнца. 

Тепер~ Е:Р~дположим, что xll х, у Jl у, z 11 z и выполним перенос 
системы i, у, z к центру масс 3емли. Тогда 

~=~ЕБ+х ) 
У=УЕБ+У , 
Z=~+z 

(533) 

а поэтому, с учетом (531), 

d2x f М f М~ f М 0 
---;п2 =- Узх +--ка (х~ -х) + ~ (х0 -х)-

~ 0 

.fM:.::y /М~ fmc 
-~х0 --1i-,-x~ --ха х 

ЕБ0 ЕВ~ 

а,2у /М !М~ /М 0 
---;п2 =- УзУ+--ка<У~-у)+~ (У0-У)-

~ 0 

!М0 /М~ fmc 
-~Y0-~Yrr.--xsY 

ЕБ0 EБrr. 

(534) 

d2z fM /М~ /М0 
dt 2 =--кsz+~(z~-z)-j-~(z0 -z)-

rr. 0 

/М0 !Mrr. fmc 
-~z0-~z((--xз-Z 

ЕБ0 ЕВ[ 
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(535) 

Если далее учтем, что 

д хх(С -t-YY(C -t- ZZII 

~ д~сс 

д ххсс -t-YYcc -t-zzcc 

ау д~сс 
(538) 

д xxcc-t-YYcc-t-zz!I 
дz дз 

(В (С 

(539) 
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то сможем уравнения движения спутника в геоцентрической системе 
х, у, z (535) иреобразовать следующим образом 

(540) 

или, наконец, с учетом соотношения (528) 

d2x х д ( 1 ~ ) 
dtZ +f(M+mc}-xs=fM[д$ ~[- ~&[ cosS[ + 

+ fM0 :х ( ~10 - ~~[ cosS0 ) 

d2y у д ( 1 ~ ) 
dtZ +f(M +mc}-xs=/MI[. ду ~![.- ~~[ cosS[ + 

+fM0 f- (-f-- ~~ cosS0 ) 
у 0 ffi[ 

(541) 

d2z z д ( 1 ~ )+ 
dt 2 +f(M+mc)-xs·=fMcaz- ~[- ~&[ cosS[ 

+ /М0 :z ( ~10 - ~~[ cosS0 ) 

Из этих уравнений следует, что части возмущающей функции, 
обусловленные влиянием Луны и Солнца, имеют вид [24] 

- ( 1 ~ ) RI[.=/MI[. т-~cosS[ , 
[ ffi[ 

(542) 

- ( 1 ~ ) R0=/M0 -;г--~ cosS0 , 
0 EJ)[ 

(543) 
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или, с учетом формул (526), (527) и (529), (530), 

R ([ = :м ([ [1 + {-!-)2 (3/2 cos2S ([ - 1 / 2) + (-!-)3 Х 
ffi ([ ffi ([ ffi ([ 

Х (6/2 cos3 S ([ - 3/2 cos S ([) + ( А~([ У (36/8 cos4 S ([ - 15/ 4 cos2 S ([ +3J8) J. 
(544) 

R0 = :м0 [1 +(-/-)2(3/2cos2S0-1/2)]. 
ffi0 ffi0 

(545) 

Искомые частные производвые дR([/дА., дR([/дФ, дR([/дА, дR/дА., 
дR/дФ, дR/дА по сферическим координатам А., Ф, А леrко теперь 
nолучить из выражений (544) и (545) с учетом равенств 

d cos s 1! 

dA 

d cos s ([ 
dA =О 

-cos Ф cos Фl! sin (А- А([) 

и совершенно аналогично соотношения, содержащие 8 0 • 
Функцию координат спутника Ф, А можем представить еще при 

помощи злементов ero орбиты, например, с использованием соотно
шения (506). Отметим, что влияние rлавных возмущающих членов 
!М ~./А.еэ([, !М с)А.GЭ0 на движение спутника равно нулю (так как 
производвые по А., Ф и А равны нулю). 

§ 23. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ УЗЛА И ПЕРИГЕН КАК ФУНКЦИИ 
СФЕРИЧЕСКИХ КООРДИНАТ СПУТНИКА, ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТЫ 

И ДИНАМИЧЕСКИХ ПОСТОЯННЫХ ЗЕМЛИ 

После подстановки выражений (512) и (514), (521) в (511) и затем 
полученных таким образом соотношений в (495) и (496) получаются 
уравнения движения (возмущения) узла и периrея в виде 

"" 
dQ = -VJM cosec i • (Г\_ S _А) ~ ar: Jco1pc11 ( • Ф) _ 
dt ~r SlD ~' лnн n n SlD ,.. а (1-е2) а 

n=2 

"" 1 n - coseci . ar: ·"\ ckJ -VfM У sш(Q-S-A)""" лn+l ~(Jn coskA+ а(1-е2) ~ а ~ 
n=2 k=l 
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1 coseci sin(Q- 8 -A) ( д.ii<e + дRо) + 
- V!M Уа (1-е2) дФ дФ 

+ YfM V seci sin(Q-8-A)cos(Q-8-A)x 
а (1-е2) 

х ~~ [ -,':!,, ~ k ( -n" sin kA + S:.''cos kA) Р:;'' (s!nФ)] + 

1 [ дЙr,с дЙ0 Jl + t м ""'дА +""'дА • (547) 

00 

. ~= YfM ctgi sin(Q-8-A) ~ ~J<oJpш(sinФ)+ 
dt Уа (1-е2) ~ ~n+l n n 

n=2 

+ V/М V ctgi sin(Q-8-A) ~~ ла!н ~(J~kJcoskA+ 
а(1-е2) ~ il ~ 

n=2 k=l 

+ 8~) sin kA) [ -ktgФP~)(sinФ)+J.tP~k+o(sinФ)]I+ 
, 1 ctgi . (дRr,c дR0 ) 

-т- V!M fa(1-e2) sш(Q-8 -A) дФ + дФ -

- VtM у 1 sin(.Q-8-A)cos(Q-8-A)x 
а (1-е2) 

Х ~~ [;!н ~k ( -JhkJ sin kA+8~) cos kA) p~kJ(sinФ)] + 
n--2 k=O 

1 [ дRr.c дR0 Jl v- Уа (1-е2) + tM ""'дА+ дА + fM е cosvx 

Х ~~ [ (п+ 1) ,"!., ~И" cos kA + 8:.'' s!n kA) P:.''(s!n Ф)] + 

. 
+-1- [ дRr,c + дRо] J + VfM Уа (1-е2) sin i cos (w+v) sin v Х 

/М д~ д~ е соsФ 

00 

Х (..!..+ 1 ) ~ __!!L_poJpШ(. Ф)-VfM Va(1-e2) Х 
~ а(1-е2) ~ ~пн n n SШ е 

n=2 

Х sinicos(w+v)sinv ( 1 1 ) ~{ an ~ k 
соsФ -;г+ а(1-е2) ~ ~no+l ~(J~'coskA+ 
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+ S~' sinkA[ktgФP~II.1 (sinФ)-f.1P~+o(sinФ)] 1 +-

1 Уа(1-е2) sinicos(w+v)sinv ( 1 1 ) + YJM е соsФ т+ а(1-е2) х 

Х ( дR [ + дНо ) + Vf1jl У а (1- е2) cos i sin v ( 1 1 ) 
дФ дФ е соs2Ф т+ а(1-е2) Х 

Х~~ [ А"J.т ~k(-J1;'1 sinkA+S:."'coskA)P:,"1(sinФ)] + 

1 [дil[ дR0 ]J 
+tм дЛ+дА · (548) 

При выводе уравнений (547) и (548) мы считали элементы а, 
е, i постоянными. Они, однако, являются функциями времени и по
этому необходимо учитывать члены 2-го порядка. Если (dQ/dt) 0 , 

(dro/dt) 0 - значения в момент оскулирования, то для момента t = 
= to + dt можем написать · 

( д dQ) 
=(~) + ~ dt (~) dt 

dt о ~ деi о dt 11 

(549) 
l 

( дw) . . д-

~ .... ~ __ dt_ d -
dt ( dt ).о+~ деi 0 ее-

l 

При их определении, однако, необходимо иметь выражения для 
di/ dt, dro/ dt, da/ dt, de/ dt, вывод которых мы опустили. С этой целью 
совершенно достаточен приближенный вывод, с учетом влияния 
первого четного зонального динамического коэффициента J~•>, кото
рый, по крайней мере, на три порядка больше влияния любого из 
остальных динамических коэффициентов J~> и S~ll.). 
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С этим ограничением для возмущающей функции получим простое 
соотношение 

(550) 

При использовании уравнений Лагранжа нужно подставить 
его производвые по элементам орбиты 

/ii. дR дА дR дФ 
деi =-дА деi + дФ деi ' (551) 

причем 

дд: =3 1': (~о у /~0'sinisin(ro+v)[1-sin2 isin2 (ro+v)]'l•. (553) 

Производвые дЬlдеi, дФ!деi можно вывести способом, уже при
менеиным для элементов е1 = i и е1 =е (см. уравнение (490) и по-

следующие), а производвые д ( ~~ )!de1, д (dro/dt)lдe1 -прямо из 
(547), (548). 

Из-за громоздкости этого вывода здесь их не приводим. Убе
димся только, что выражения 

будут содержать квадраты первого четного зонального динамиче
ского коэффициента, т. е. (/~·>) 2• В последующем тексте будем соот
ветствующие выражения считать членами второго порядка ма

лости [25-27]. 



ГЛАВА 111 

ЗАДАЧИ 

ДИНАМИЧЕСКОЙ КОСМИЧЕСКОЙ ГЕОДЕЗИИ 

§ 24. XAPARTEP ВОЗМУЩЕНИЙ ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТЫ 

Решение задач динамической космической геодезии основывается 
на исследовании динамических параметров JЛ11\ SЛk> Земли, опре-

- u dei б 
деляемых по наолюдениям изменении элементов Тt ор иты спут-

ника, который обращается вокруг Земли. Практически вывод дина
мических коэффициентов производится по наблюдениям изменений 
dQfdt, dro/dt, de/dt (см. (547), (548)) и, конечно, речь идет об интегра
лах этих изменений. 

Коэффициенты J~11>, SAk> используются в решении ряда геодези
ческих задач, а именно в определении: 

1) потенциала силы тяжести регуляризованного геоида и линей-
ного масштабного коэффициента R0 = fM/W0 , 

2) высот регуляризованного геоида, 
3) характеристик внешних уровенных поверхностей Земли, 
4) основных геодезических параметров Земли, 
5) ускорения силы тяжести в точках земной поверхности и во 

внешнем пространстве, 

6) аномалий силы тяжести и в иреобразовании геодезических 
несвязанных референцных систем с использованием параметров 

Wo, Ro· 
Прежде всего необходимо описать теорию определения динами

ческих параметров J~"->, S~k>. Впервые эти задачи были решены в ра
ботах [28]--[31]. 

Уравнения (547) и (548) будут нас в дальнейшем интересовать 
с точки зрения определения динамических параметров Jhk>, Sh">, 
отражающих влияние аномалий фигуры и распределения масс тела 
Земли. Эти уравнения влияние аномалий учитывали бы точно, если 
бы в разложении возмущающего потенциала для сферических функ
ций (380) было n -+ ос. 

Каждая элементарная сферическая функция 

JAk> cos kл 

S~k> sinkл 
p~k> (sin Ф) (554) 

вызывает частные возмущения в движении спутника и нас будет 
интересовать их характер. 
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Эти возмущения или вариации по характеру можно разделить 
на п е р и о д и ч е с к и е и в е к о в ы е. Периодические возмуще
ния разделяются по величине периода на к о р о т к о п е р и о д и -
ч е с к и е и д о л г о п е р и о д и ч е с к и е (рис. 13, кривые 1 
и 2). Вековые возмущения (кривая 3) вызывают изменения система
тического характера, т. е. являются линейными относительно t. 

Короткопериодические изменения являются периодическими 
функциями истинной аномалии v, а долгопериодические измене
ния - периодическими функциями 
аргумента периген ro (соответст- dё· 
вующие члены не содержат функ- dt' 
ций v). Вековые члены являются 
функциями только элементов ор- 3 
биты i, а, е, Q, а также параме
тров J~11-', Shk>, и не содержат ар
гументов ro и v. 

Чтобы учесть в уравнениях 
(547) и (548) члены, выаывающие 
вековые и долгопериодические воз

мущения, которые нас с точки 

зрения решения задач динамиче

ской космической геодезии будут 
интересовать прежде всего, нужно 

выразить величины, зависящие 

Рис. 13. Вековые, долгопериодиче
ские и короткопериодические из

менения элементов орбиты ИС3 

от времени, как явные функции времени. Ими являются не только 
величины /J., Ф, А, но и элементы орбиты. Однако по сравнению 
с изменениями /J., Ф, А изменения во времени элементов орбиты 
deJdt малы, и их влияние может быть выражено членами другого 
ряда (см. § 23), упрощенными так, что они содержат только (1~">) 2• 

Координаты /J., Ф, А лучше всего выразить как функции истинной 
аномалии. Из формулы (506), например, следует 

и по (420) 

sin Ф = sin (ro + v) sin i 

. (Q S ) sin(ffi+v)cosi 
sш - -А = - cos Ф 

cos(Q-S-A) = cos(ffi+v> 
cos ф 

!J.-n =[а (1-e2)}-n (1 +е cos v)n = 

(555) 

= [а ( 1- е2)]-" [ 1 + ( 7 ) е cos v + ( ; ) е2 cos2 v + ... + en cosn v ]. 
(556) 

Подставим теперь выражения (555) и (556) в (547) и (548) и при 
помощи формул (480), (481) перейдем к провзводным по v. Сделаем: 
это, учитывая отдельно: 
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1) возмущения, вызываемые динамическим параметром J~> при 
зональных сферических функциях, обозначим их 

( ~~ )k=O 1 ( ~~ )k=O И ( ~~ )k=O ( ~~ )k=O; 

2) возмущения, вызываемые динамическими параметрами J~k>, 

Shk>~пpи тессеральных и секториальных функциях [ Phk> (sin Ф) :;: ~ ~], 
которые обозначим (dQ/dt)k=fo• (dro/dt)k=Fo и (dQ/dt)w.=Fo• (dro/dt)k~=fo; 

3) возмущения, вызываемые влиянием притяжения Солнца 
и Луны, которые обозначим (dQ/dt)<r. 0 , (dro/dt)<r. 0 и (dQ/dv)cr. 0 , 

(dro/dt)<r. 0 • 
Для краткости будем в дальнейшем выводить и иреобразовывать 

только уравнения движения узла. Путь решения в случае уравнений 
для движения перигея будет аналогичен. 

§ 25. ДВИЖЕНИЕ УЗЛА, ЗАВИСЯЩЕЕ ОТ ДИНАМИЧЕСНИХ ПАРАМЕТРОВ 
ЗЕМЛИ ПРИ ЗОНАЛЬНЫХ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНRЦИЯХ 

Если ограничимся степенями n ~ 10 и исключим сферические 
функции Р~1 /(sin Ф) из выражений (113), а потом подставим (555) 
и (556) в (547) и иреобразуем его согласно (480) и (481), то получим 
(без членов второго порядка): 
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()() 

(~) = ctgi sin(ro+и) ~ ~JColpШ(sinФ)= 
dи k=O а(1-е2) соsФ ~An-1 n n 

n=2 

()() 

ctg i sin(ro+и) ~ = {[а (1- e2))-n+l (1 +е cos v)n-1 Х 
а (f-e2) cos Ф 

n=2 

xan J'01Pш(sinФ)}=3 cos i (~)2 J'01 sin2 (ro+ v) х 
о n n (1-е2)2 а 2 

(1 + ) + 3 ctg i ( ао ) 3 1,01 
х ecosv 2 (1-е2)3 а 3 х 

Х [5 sin3 (ro + v) sin2i- sin (ro + v)](1 + 2е cos v + 

+е2 cos2 v) + i (ic~e~)' ( а: )' /~01 [7 sin4 (ro + v) sin2 i

-3 sin2 (ro + v)] (1 + 3е cos v + 3е cos2 v + е3 cos3 v)+ 

...L 15 ctg i ( ао ) 5 JCOJ [21 · 5 ( + ) · 4 • 
1 g (1-е2)& а & SlD (j) V SlD ~-

-14 sin3 (ro + v) sin2 i + sin (ro + v)] (1 + 4е cos v + 

+6e2 cos2v+4e8cos9v+e4cos'v)+~ cosi (~)6J~oJX 8 (1-е2)6 а 



х [33 sin8 (ro + v) sin4 i- 30 sin4 (ro + v) sin2i+ 

+ 5 sin2 (ro + v)](1 + 5е cos v + 10е2 cos2 v + 10е3 cos3 v + 

5 4 4 6 6 ) 7 ctg i ( ао )7 ро> + е cos v+e cos v +w (1-е2)7 а 7 х 

х [ 429 sin7 (ro + v) sin6 i- 495 sin6 (ro + v) sin4 i + 
+ 135 sin3 (ro + v) sin2i- 5 sin (ro + v)] (1 + 6е cos v + 

+15е2 cos2v+20e3 cos3 v+15e4 cos4v+6e5 cos6v+e6cos8v)+ 

+ J!.. cos i (~)8 ро> [715 sin8 (ro + v) sin6 i-
16 (1-е2)8 а 8 

-1001 sin8 (ro + v) sin4 i + 385 sin4 (ro + v) sin2 i-

-35 sin2(ro+ v)] (1 + 7ecos v+ 21e2 cos2v+ 35е3 cos3 v+ 
+ 35е4 cos4 v+ 21е5 cos6 v+ 7е6 cos6 v+ е7 cos7 v)+ 

-1- 45 ctg i ( ао ) 9 J!OJ [2431 · 9 ( + ) · 8 • 
- 128 (1- е2)9 а 9 SШ (1) V Slll ~-

-4004 sin7 (ro + v) sin6 i + 2002 sin6 (ro + v) sin4 i-

-308 sin3 (ro + v) sin2 i + 7 sin (ro + v)] (1 + 8е cos v + 

+ 28е2 cos2 v + 56е3 cos3 v + 70е4 cos4 v + 56е5 cos5 v + 

+ 28 6 6 + 8 7 7 + 8 8 ) 5 cos i х е cos v е cos v е cos v + 128 ( 1 -е2)10 

Х ( ~ уо Ji~ [46189 sin10 (ro + v) sin8 i-

-87 516 sin8 (ro + v) sin6 i +54 054 sin6 (ro + v) sin4 i-

-12 012 sin4 (ro + v) sin2 i + 693 sin2 (ro + ZJ)] Х 

Х ( 1 + 9е cos v + 36е2 cos2 v + 84е3 cos3 v + 126е4 cos4 v + 
+ 126е5 cos1 v + 84е6 cos6 v + 36е7 cos7 v + 

+ 9е8 cos8 v + е9 cos9 v). (557) 

Уравнение (557) содержит в качестве слагаемых как вековые, 
так и долгопериодические и короткопериодические члены. С точки 
зрения определения неизвестных зональных коэффициентов JЛ"> 
существе11ными являются вековые и долгопериодические члены. 

Вековые члены, не содержащие периодических функций от v или ro, 
можно легко оцелитъ, например при помощи подстановок: 

sin2n (ro+ v) = <;!2~ [ cos 2n(ro+ v)

- C;)cos2(n--1)(ro+v)+ 

+ ( 22n ) cos 2 ( n- 2 )( ro + v)- . . . + ( -1 )n ~ ( 2; ) J 
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sin2n+l (ro + v) = ( -;~n [ sin (2n + 1) (ro + v)

-( 2ni1 ) sin(2n-1)(ro-v)+ 

+( 2ni 1 )sin(2n-3)(ro+v)- ... + 

+ ( -1 )n ( 2n: 1 ) sin (ro + v)] 

cos 2nv = 21~_1 [ cos 2nv+ ( 2
1n )cos 2 (п- 2)v + ... + 

+ ( n ~ 1 ) cos 2nv + ~ ( 2; ) J 
соs•пнv = 2~n [ cos (2п+ 1) v+ ( 2ni 1 ) Х 

xcos(2n-1)v+( 2nt 1 )cos(2n-3)v+ ... + 

( 2п+1) J + ... + n COSV 

. (558) 

Труднее отделить долгопериодические возмущения, которые 
являются периодическими функциями только аргумента ro, от ко
роткопериодич:еских возмущений, содержащих периодические функ
ции v. Это можно сделать, определив интегральные средние значения 
отдельных функций fi (ro, v) в пределах от v = О до v = 2л:, т. е. 
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2:rt 

;n S fi(ro, v)dv=[fi(ro, v)]m. 
о 

Здесь появляются интегралы 
l:rt 

S sin1 (ro + ~) cos111+1v dv =О, i =О, 1, 2 ... 
о 

2:1't 2:rt 

S sin1 (ro+v)dv= ~ Sr1-cos2(ro+v)]dv=л: 
о о 

2n 2n 

S sin2 (ro+ v) cos2 v dv = ~ S [1- cos 2 (ro+ v)] cos2 v dv = 
о о 

2:rt 2:rt 

= ~ -т S cos2(ro+v)cos2 vdv= ~ -1 S Х 
о о 

2:rt 

Х cos 2 ( ro + v) dv- 1 S cos 2· ( ro + v) cos 2v dv = 
о 

(559) 



= ; ( 1 - ~ cos 2ro) 

2Л 2Л 

5 sin2(ro+v)cos4 vdv= ~ 5 [1-cos2(ro+v)]X 
о о 

Х ( : + cos 2v + ~ cos 4v) dv = : n ( 1 - ~ cos 2ro) 

2Л 2Л 

5 sin2(ro+v)cos8 vdv= 3
1
2 5 [1-cos2(ro+v)]X 

о о 

Х ( 5 + 1; cos 2v + 3 cos 4v + ~ cos 6v) dv = 

=~n (1-~cos 2ro) 16 4 
2Л 2П 

S sin2(ro+ v)cos8 vdv= 3~ 5 [1-cos2(ro+v)]X 
о о 

( 35 7 1 ) Х В+ 7 cos 2v + 2 cos 4v + cos 6v +В cos 8v dv = 

=-n 1--cos2ro 35 ( 4 ) 
128 5 

2Л 

S sin4 (ro+ v) cos2i+l v dv =О, i =О, 1, 2, ... 
о 

2Л 2Л 

5 sin4 (ro+ v) dv = ~ 5 [cos 4 (ro + v)- 4 cos 2 (ro + v) + 
о о 

3 
+3]dv= 4 n 

2Л 2Л 

5 sin4 (ro+v)cos2vdv = 1
16 S [cos4(ro+v)-

o о 

-4cos2(ro+v)+3](1+cos2v)dv =: n ( 1- ~ cos2ro) 

2Л 2Л 

S sin4 (ro+v)cos4 vdv = ~ 5 [cos4(ro+v)-
o о 

-4cos2(ro+v)+31(: +~ cos2v+ ~ cos4v)dv= 

= 3
9
2 n ( 1- : cos 2ro + 1~ cos 4ro) 

2Л 2Л 

5 sin4 (ro + v) cose v dv = 1~8 5 ( cos 4 (ro + v)-
о о 

(560) 
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-4cos2(ro+v)+3J(5+ 1
2
5 cos2v+3cos4v+ 

+ ~ cos 6v) dv = ~ л: ( 1 - cos 2ro + 1
1
0 cos 4ro) 

2Л 2Л 

5 sin4 (ro + v) cosB v dv = 1 ~8 S [cos 4 (ro + v)-
o о 

( 35 7 
-4cos 2 (ro+ v)+ 3] т-i-7 cos 2v+тcos4v+ cos 6v + 

1 ) 105 ( 16 2 ) + 8 cos Bv dv = 512 л: 1-15 cos 2ro + 15 cos 4ro , 

2Л 2Л 

5 sin8 (ro+v)dv=- 3
1
2 5 [cos6(ro+v)-

o о 

-6cos4(ro+v)+15cos2(ro+v)-10]dv= ~л: 
2Л 

5 sin6 (ro + v) cos21+1v =О, i =О, 1, 2, ... 
о 

2Л 2:rt 
5 sin6 (ro+v)cos2vdv=- ; 4 5 [cos6(ro+v)-
o о 

-6 cos 4 (ro + v) + 15 cos 2 (ro + v)-10] (1 + cos 2v) = 

- 3 ) 
= ~ л: ( 1 --cos 2ro 

16 4 
2:rt 2:rt 
5 sin6 (ro+v)cos4 vdv =- ~ )' [cos6(ro+v)-
o о 

-6 cos 4 (ro+ v)+ 15 cos 2(ro + v)-10] ( ~ +cos 2v + 

-j- 1 cos 4v) dv = ~ л: ( 1-cos 2ro + 1
1
0 cos 4ro) 

2:rt 2Л 

5 sin6 (ro + v) cos6 vdv = - 5~2 5 [cos 6(ro + v)-
o о 

-6cos4(ro+v)+15cos2(ro+v)-10] (5+ 1: cos2v+ 

+ 3 cos 4v + ~ cos 6v) dv = 1
2: 8 л: ( 1 - : cos 2ro + 

+ 5
9
0 cos 4ro- 4~0 cos 6ro) 

2Л 2:rt 
S sin6 (ro+v)cos8 vdv=- 5~ 2 S [cos6(ro+v)-
o о 

(560) 



-6cos4(w+v)+15cos2(w+v)-10] ( 3
8
5 +7cos2v+ 

7 1 ) 175 ( 6 +z-cos4v+cos6v+8 cos8v dv= 1024 n 1-5 cos2w+ 

+ :5 cos 4w - 1 ~5 cos 6w) 

2Л 2Л 

S sin8 (w+v)dv= 1 ~8 S [cos8(w+v)-8cos6(w+v) + 
о о 

35 + 28cos 4 (w + v) -56 cos 2 (w + v)+ 35} dv = 64 n 
2Jt 

S sin8 (w-+- v) cos2i+l v dv =О ; =О 1 2 
1 ' с" ' ' ' ••• 

о 

2Л 2Л 

S sinB(w+v)cos2 vdv = 2~ 6 S [cos8(w+v)-
o о 

- 8 cos 6 (w + v) + 28 cos 4 (w + v)- 56 cos 2 (w + v) + 

+ 351(1 + cos 2v) dv = 1
3; 8 n ( 1- ~ cos 2w) 

2Л 2:1t 

S sinB(w+v)cos4 vdv= 2~6 S [cos8(w+v)-
o о 

- 8cos 6 (w+ v)+ 28 cos 4 (w + v)- 56 cos 2 (w + v)+ (560) 

+ 35} ( : + cos 2v + 1 cos 4v) dv = 

1()5 ( 16 2 ) = 512 n 1-15 cos 2w + 15 cos 4w 

2Л 2Л 

S sinB(w+v)cos6 vdv= 20
1
48 S [cos8(w+v)-

o о 

- 8cos 6 (w+ v) + 28cos 4 (w+ v)- 56 cos 2 (w+ v)+ 

+ 35} ( 5 + 1
2
5 cos 2v + 3 cos 4v + ~ cos 6v) dv = 

175 ( 6 6 2 ) = 1024 n 1-5 cos 2w + 25 cos 4w- 175 cos 6w 

2Л 2Л 

S sinB(w+v)cos8 vdv= 20~ S [cos8(w+v)-
o о 

-8 cos 6 (w + v) + 28 cos 4 (w + v)- 56 cos 2 (w + v) + 

+ 35} ( ~5 + 7 cos 2v + ~ cos 4v + cos 6v + ~ cos 8v) dv = 
143 



[44 

1225 ( 32 8 :12 = 8192 :n: 1-25 cos2ro+ 25 cos4ro- 1225 cosGro+ 

+ 2i50 cos Sro) 

2Л 2Л 

5 sin1°(ro+v)dv=- 5~ 2 5 [cos10(ro+v)-
o о 

-10 cos8 (ro + v)+ 45 cos 6 (ro + v)-120 cos 4 (ro+ v)+ 
63 

+210cos2(ro+v)-126]dv= 128 :n: 

2Л 

5 sin10(ro+v)cos2i+l vdv=O, i=O, '1, 2, 
о 

2Л 2Л 

5 sin10(ro+v)cos2 vdv=- 1 (~4 5 [cos10(ro+v)-
o о 

- 1 о cos 8 ( (J) + v) + 45 cos 6 ( (J) + v) - 120 cos 4 ( (J) + v) + 

+ 210 cos 2 (ro + v)-126] (1 + cos 2v)dv = 

= 2
6
5
3
6 :n: ( 1 - ~ cos 2ro) 

2л 2л 

5 sin10 (ro + v) cos4 v dv = - 10
1
24 5 [cos 10 (ro + v)-

o о 

-10 cos 8 (ro + v) + 45 cos G (ro + v) -120 cos 4 (ro + v) + 

+210cos2(ro+v)-126] ( ~ +cos2v+ ~ cos4v) dv= 

189 ( 10 10 ) = 1024 :n: 1- 9 cos 2ro + 63 cos 4ro 

2Л 2Л 

S sin10 (ro+v)cos6 vdv=- 81
1
92 5 [cos10(ro+v)-

o о 

-10 cos8 (ro + v) + 45 cos 6 (ro + v)-120 cos 4 (ro + v)+ 

+210cos2(ro+v)-126](5+ 1: cos2v+Зcos4v+ 
1 ) 315 ( 5 + 2 cos 6v dv = 2048 :n: 1 - 4 cos 2ro + 

+ ; cos 4ro - 5
1
6 cos 6ro) . 

2Л 2Л 

S sin1° (ro + v) coss v dv = - 81
1
92 S [cos 10 (ro + v)-

o о 

-10 cos 8 (ro + v)+ 45 cos 6 (ro + v)-120 cos 4 (ro + v) + 

(560) 



+210cos(ro+v)-126J( 3: +7cos2v+ ~ cos4v+ 

1 ) 2205 ( 4 +cos6v+ 8 cos8v dv= 16384 л 1-3 cos 2ro+ 

8 2 1 ) + 21 cos 4ro - 49 cos 6ro + 882 cos 8ro 

23t 

S sin(ro+v)cos2ivdv= О, i=O, 1, 2, 
о 

23t 

S sin (ro + v) cos v dv = 1t sin ro 
о 

IЛ 23t 

S sin(ro+v)cos3 vdv= ~ S sin(ro+v){3cosv+ 
о о 

+ cos 3v) dv = : 1t sin ro 

23t 23t 

S sin(ro+v)cos6 vdv = ~ S sin(ro+v)(5cosv+ 
о о 

+ ~ cos 3v + ~ cos 5v) dv = ~ 1t sin ro 

23t 23t 

S sin (ro + v) cos7 v dv = 6
1
4 S sin (ro + v)(35 cos v + 

о о 

+ 21 cos 3v+ 7 cos 5v+ cos 7v) dv = ~ 1t sinro 

23t 

S sin3 (ro+v)cos2ivdv=0, i=O, 1, 2, ... 
о 

ал 2л 

S sin3 (ro+v)cosvdv= -1 S [sin3(ro+v)-
o о 

-3sin(ro+v)]cosvdv=: rtsinro 

23t 23t 

S sin3 (ro+v)cos3 vdv=- 1
1
6 S (sin3(ro+v)-

o о 

-3 sin (ro+ v)] (3 cos v+cos3v)dv = 

9 (· 1. 3 ) 
00::: 161t sш (!)- 9 sш (!) 

10 ~{аквз 1261 

(560) 
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2Л 2Л 

5 sin3 (w+v)cos6 vdv=- 3
1
2 5 (sin3(w+v)-

o о 

-3 sin (w + v)) ( 5 cos v + ~ cos 3v + ~ cos 5v) dv = 

15 ( . 1 . 3 ) = 32 л: sш (1) - 6 sш (1) 

2n 2n 

5 sin3 (w+v)cos7 vdv=- 2~6 5 (sin3(w+v)-
o о 

-3 sin (w + v)] (35 cos v + 21 cos 3v + 7 cos 5v + cos 7v) = 

105 ( . 1 . 3 ) = 256 л: sшw-5 sш w 

2Л 

5 sin5 (w+v)cos2ivdv=0, i=O, 1, 2, ... 
о 

2Л 2Л 

5 sin5 (w + v) cos v dv = 1
1
6 5 [sin 5 (w + v)-

о о 

-5 sin 3 (w + v )+ 10 sin (w + v)] cos v dv = ~ л: sin w 
2Л 2Л 

5 sin6 (w+v)cos3 vdv= : 4 5 [sin5(w+v)-
o о 

-5 sin3 (w+ v)+ 10 sin(w+ v)] (3 cos v+ cos 3v) dv = 

15 ( . 1 . 3 ) = 32 л: sш ш - 6 sш ш 
2Л 2Л 

S sin6 (w+v)cos6 vdv= 2~6 S [sin5(w+v)-
o о 

-5 sin 3 (w + v)+ 10 sin (w + v)] (10 cos v +5 cos 3v + 

+ cos 5v) dv = ~ л: ( sin w - ~ sin 3w +- 1 ~0 sin 5w) 

2Л 2Л 

S sin6 (w+v)cos7 vdv= 10
1
24 S [sin5(w+v)-

o о 

-5 sin 3 (w+ v)+ 10 sin(w + v)] (35.cos v+ 21 cos3v t 
+ 7 cos 5v+ cos 7v)dv = 

175 ( . 3 . 3 + 1 . 5 ) = 512 л: sш (1) -10 sш (1) 5о sш (1) 

211 

5 sin7 (w+v)cos2ivdv=0, i=O, 1, 2, ... 
о 

(560) 



10* 

2П 2П 

S sin7 (ro+v)cosvdv=- :4 S [sin7(ro+v)-
o о 

-7 sin 5 (ro + v)+ 21 sin 3 (ro + v)- 35 sin (ro + v)] Х 
d 35 . 

Х COS V V = 64 Л: SШ ffi 
2П 2П 

5 sin7 (ro+v)cos3 vdv=- 2~6 5 [sin7(ro+v)-
o о 

-7 sin 5 (ro+ v)+ 21 sin 3 (ro + v)- 35 sin (ro + v)] Х 

Х (3 cos v + cos 3v) dv = ;~~ л: ( sin ro- { sin 3ro) 
2п 2n 

5 sin7 (ro+v)cos6vdv=- 5~2 5 [sin7(ro+v)-
o о 

-7 sin 5 (ro + v) + 21 sin3 (ro+ v)- 35 sin(ro + v)] Х 

Х ( 5 cos v + ~ cos 3v + ; cos 5v) dv = 

175 ( . 3 . 3 + 1 . 5 ) = 512 Л: SШ ffi -10 Slll ffi S0 Slll ffi 

2n 2n 

S sin7 (ro + v) cos7 v dv = - 4~96 S [sin 7 (ro + v)- (560) 
о о 

-7 sin 5 (ro + v)+ 21 sin 3 (ro+ v)- 35 sin(ro + v)] Х 

Х (35 cos v + 21 cos 3v + 7 cos 5v + cos 7v) dv = 
1225 ( . 9 . 3 + 1 . 5 1 . 7 ) 

= 4096 Л: Slll ffi - 25 Slll ffi 25 Slll ffi - 1225 Slll ffi 

2п 

S sin°(ro+v)cos2ivdv=0, i=O, 1, 2, ... 
о 

2n 2n 

5 sin9 (ro+ v) cos v dv = 2~6 5 [sin 9 (ro+ v)-
o о 

-9 sin 7 (ro + v)+ 36 sin 5 (ro + v)-84 sin 3 (ro + v)+ 

+ 126 sin (ro + v)] cos v dv = 1~38 л: sin ro 

2n 2n 

S sin8 (ro+v)cos3 vdv= 1; 24 S [sin9(ro+v)-
o о 

-9sin 7 (ro+ v)+ 36 sin5 (ro + v)- 84 sin 3 (ro + v)+ 

+ 126 sin (ro + v)] (3 cos v + cos 3v) dv = 
189 . 2 . 3 = 512 Л: Slll ffi - g Slll ffi 

1.47 



2Л 2Л 

S sinB(ro-f-v)cos6 vdv= 20
1
48 S [sin9(ro-f-v)-

o о 

-!) sin 7 (ro+ v)+ 36 sin 5(ro + v)- 84sin 3 (о>+ v)+ 

+126sin(ro-t-v)](5cosv-f- ~ cos3v+ ~ cos5v)dv= 

315 ( . 1 . 3 + 1 . 5 ) = 1024 1t Slll (t)-3 Slll (t) 35 SШ (t) 

2Л 2Л 

S sin9 (ro-f-v)cos7 vdv= 16
1
384 S [sin9(ro-t-v)-

o о 

-9 sin 7 (ro + v)+ 36 sin 5 (ro + v)- 84sin 3 (ro-f- v)+ 

+ 126 sin(ro + v)] (35 cos v-f- 21 cos 3v + 7 cos 5v+ 

+ cos 7v) dv = ~~~~ n ( sin ro- ~ sin 3ro + 

2.5 1 "7) 
1 35 Slll (t) - 490 Slll (t) 

2Л 

S cosn(ro-f-v)cosmvdv={ 2 (n~m) sin[(n-m)v+ 
о 

-f-nro)]+ 2 (n~m) sin[(n-f-m)v-f-nro)] }:л =0, n=:f=m 

2Л 

2Л 

S cosn(ro-f-v)cosnvdv=[~ cosnro+ 4
1n sin(2vh-f

o 

]2Л + nro) 0 = n cos nro,. n *О 

S sinn(ro-f-v)cosmvdv= -{ 2 (n.=_m) cos[(n-m)v+ 
о 

+nro)-t- 2 (n~m) cos[(n-f-m)v-f-nro] }:л=О, n*m 
IЛ 

S sin n (ro + v) cos nv dv = [ ~ sin nro- iп cos (2nv + 
о 

.(560) 

J 

\ 

} .(Е61) 

После подстановни средних интегральных значений dfU dt в пре
делах О =s::; v =s::; 2n (557) получии 
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( dQ) 3 COS i (~)2 JCO) -~ ctg i (~)3 
dv k-o=2 (1-е2)2 а 2 2 (1-е2)3 а Х 

х ро>е ( 1 15 . 2 . ) . 15 cos i ( а0 )4 1,0 , 
3 -z;sш ~ sшrо-т (1-е2)4 а 4 х 

Х [ ( 1- ~ sin2 i) ( 1 + ~ е2)- ~ е2 ( 1- ~ sin2 i) х 
Х cos 2ro J + ~ (1 С:gе~)Б (а: У !.~о> [е ( 1 + ~ е2 ) ( 1-

21 . 2 . + 105 . 4 • ) • + 7 3 ( 1 15 . 2 . ) -тSШ ~ -8-sш ~ Slll(l) Ве -ВSШ ~ Х 

х . 2 .. 3 J + 105 cos i ( ао )6JIOJ [ 1 9 . 2 . + 
sш ~sш (!) 16 (1-е2)6 а 6 -тsш ~ 

+ 3: sin4 i) ( 1 + 5е2 + ~ е') - ~ е2 ( 1 + ~ е2 ) Х 

Х (1- 6 sin2 i +~ sin4 i) cos 2ro-~e4 (1-16 32 

33 . 2 ·) . 2 . 4 J 105 ctg i ( а0 )7 JIOJ 
-2о sш ~ sш ~ cos (!) -16 (1-е2)7 а 7 х 

Х [е ( 1 + ~ е2 + ~ е4 ) ( 1 - ~1 sin 2 i + 4: 5 sin4 i-

3003 . 8 .). +45 3( 1 +3 2)(1 55 . 2 .+ - 64 sш ~ sш ro · 8 е В е - 12 sш ~ 

+ 1001 . 4 • ) • 2 • • 3 + 99 .Jii ( 1 91 . 2 . ) 
240 sш ~ sш ~ sш (!) 256 r:- - 60 sш ~ х 

х . 4. . 5 J , 315 COS i (~)8 JIO) [- ( 1_ 
sш ~sш ro т 32 (1-е2)8 а 8 

-~sin2 i+ 143 sin4 i- 715 sin6 i) (1+~е2 -~-4 8 64 2 ' 

-\- 105 4 + 35 6) ..!- 21 2 ( 1 11 . 2 • + 429 . 4 • , -8-е 16 е 1 z;e - sш ~ 16 sш ~-

- 143 sin6 i) (1 +~ e2 +.l... е4 ) cos2(1) .. +. 385 е4 (1-8 3 16 1 64 

- ~ sin2 i +~ sin4 i) ( 1 +.!.. е2 ) sin2 i cos 4ro + 10 12 10 

: 1001 6 ( 1 260 . 2 • ) • 4 • 6 J + if0240 е - 9f SШ ~ SШ ~ COS ffi 

+ 315 ctg i (~)е1,0, [(1 _ 338. 2 • + 715 . 4 . _ 
32 ( 1-е2)9 а 8 Ш ~ 4 SШ ~ 

5005 . 8 • + 21 879 . 8 • ) ( 1 + 21 2 + 35 4 ' 35 6) 
--ш-sш ~ ---паsш ~ те те -тме х 

Х esinro + I!_ sin2 i (1-~ sin2 i+ 273 sin4 i-~X 4 8 1.6 64 

• 8 ·) (1 + 15 2+ 3 ') 8 . 3 + 1001 . ". х sш ~ 12 е 16 е е sш ro 128 sш ~ Х (562} 
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Х ( 1- ~ sin2 i --j- 1
7
9:: sin4 i) ( 1 + 1 е2 ) es sin 5ro + 

+ 143 · 6 • ( 1 153 · 2 ·) 7 • 7 J L 1024 SШ t - 112 SШ t е Slll (J) 

---t- 3465 cosi (~)1oJC0>[( 1 _ 13 . 2 .+ 
· 256 (1-е2)1О а 10 SШ l 

' 195 . 4 . 1105 . 8 . ---t- 4199 . 8 . ) х 
-r--4-sш t-w-sш t 12в sш t 

Х ( 1 + 18е2 + 1В9 е4 + 105 е& +- 315 е8 ) _ 
4 4 12В 

9 2 ( 1 52 . 2 . + 5В5 . 4 • 221 . 6 • + - е - S SШ l -В- SШ t - - 2- Slll t 

+ 20995 sin8 i) ( 1 +2. е2+~ е4 ---t--..2. e6 )cos2ro-
3B4 . 2 16 ' 32 

273 4 . 2 . ( 1 351 . 2 . 1 51 . 4 . 
--в-е sш t -52 sш t 1-4 sш t-

- 20995 sin6 i) (1+е2 +_!_е4 ) cos4ro-2912 в 

В19 6 . 4 . ( 1 1768 . 2 . + 20 995 . " . ) х 
- 256 е SШ t - 273 SШ t 436В SlU t 

Х (1 + ~ е2) cos 6ro- 19В9 е8 sin6 i Х 
7 2В 672 

Х ( 1- 2~9~;5 sin2 i) cos 8ro J (562) 

Из уравнений (562) следует, что возмущение вековоrо характера 
вызывается только четными зональными функциями; оно равно 

( dQ )сек . { 3 1 ( а0 )2 JCO> 15 1 ( а0 )4 JCO> 
dt k=O = COS t 2 (1-е2)2 а 2 -т (1-е2)4 а 4 Х 

.,(1 7. 2 .)( 1+3 2)+105 1 (ao)6J<0>( 1 9. 2 .+ л -тsш l 2е w (1-е2)8 а 6 -2sш t 

+Е_ . 4 ·) (1+5 2+~ 4)+ 315 1 (~)BJCO>x В sш l е В е 32 (1- е2)В а 8 

х[ (1 33 . 2 .+143 . 4 . 715 ·е·)( 1 +21 2 105 4 \-- - 4 sш t -в- sш t-64 sш t 2 е -Г -в- е -

+ 35 e)J+ 3465 1 ( а0 )1oj<0>(1 13 . 2 .+ 195 . 4 . 16 е 256 (1-е2)10 а 10 - SШ t -4- SШ l-

- 1105 . 6 .+ 4199 . 8 ·) ( 1+ 18 2 + 1В9 4 J ___ 105 6 + 315 s)J 
16 sш t 128 sш t е 4 е 4 е 12В е , 

(563) 

Возмущение вековоrо характера выводится однозначно, совер
шенно независимо от характера получения средних интегральных 
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значений типа (559); его можно было бы вычислять относительн<> 
другой функции времени, чем истинная аномалия, например, по 
средней аномалии Лf 

причем 

2зt 

;n S /1 (ro, v)dЛf=[/1 (ro, v)]м, 
о 

(564} 

Связь между средними значениями (559) и (564) можно вывести 
с использованием известных формул из задачи двух тел (420)-(423) 

Значит 

• А 

dЛf = (1-ecosE)dE =-dE 

1-е cos Е = f- е2 
1+е cos и 

а 

• А2 
sш Е dE = а2 (1- е2 ) sin v dv 

А 
dE= V dv 

а 1-е2 

dЛf= А2 dv 
а2 Yf-e2 

2зt 2зt 

S f1 (ro, v)dЛf= a2J1_e2 S A2/ 1 (ro, v)dv=V1-e2 X 
о о 

2зt 

S !1 (ro, и) d 
Х (1+е cos и)2 V, 

о 

(565) 

(566) 

Различие возникает за счет долгопериодических членов, а не ве
ковых. В качестве примера сравним осредненные значения по v и П<> 
Лf в случае первого четного зонального динамического коэффи
циента J~o> . Из (557) имеем 

2зt 

_1_ 3а~ cos i J<O> s sin2 (ro +и) dv _ ~ а~ cos i Х 
2n а (f-e2) 2 А - 2n а2 (1--е2)2 

о 

2зt 

r . 2( + ) (1+ )d 3 cos i ( аао )2J<2o>, (567) Х J sш ro v е cos v v = 2 (f-e2)2 
о 

15t 



Между тем, с учетом (565) получим 

2Л 2Л 

1 3а8 cos i JCOI 5 sin2 (ro+v) dM 3 а~ cos i JCO> 5 л . 2 ( + 
- 2 = - 1 2 Ll Slll (() 
2л: а (1-е2) /'!. 2л: аЗ (1-е2) f, 

о о 

2Л 

) d 3 а~ cos i r 
+v v=2n a2 (1-e2)'f• J~01 J sin2 (ro+v)(1+ecosv)-1dv = 

о 

= ~ cos i ( а0 )2 со> [ 1 2 ( 1 ) 2л (1-е2)'/о а J2 1+те 1-тcos2ro + 

-: ~ е4 ( 1- ~ cos 2ro) -'- 1
5
6 е6 ( 1- ~ cos 2ro) -:-

+ 13258 е8 ( 1- ~ cos 2ro) + ... J. (568) 

Сравнивая (567) и (568), видим, что два описанных способа вы
деления короткопериодических слагаемых приводят к результатам, 

которые различаются на величины порядка квадрата эксцентри

ситета орбиты (е2). Возможны и иные подходы к выделению коротко
периодических членов, которые опять-таки дают несколько отличные 

результаты. 

§ 26. ДВИЖЕНИЕ УЗЛА, ЗАВИСЯЩЕЕ ОТ ДИНАМИЧЕСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ ЗЕМЛИ ПРИ СФЕРИЧЕСКИХ ТЕССЕРАЛЬНЫХ 

И СЕКТОРИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЯХ 

Будем поступать так же, как в § 25. При выводе возмущений 
в движении узла, обусловленного незональными функциями из-за их 
большого числа (при n = 10 их будет 108) при выводе ограничимся 
лишь методической стороной. Из основного уравнения (547) при 
помощи (480), (481) и с использованием (555) получим 

( dQ) = ctgi sin(ro+v) ~~~ ~(J<k>coskA+ 
dv kzO а (1-е2) cos ф ~ /'!.n-1 ~ n 

n=2 k=1 

+ S~k> sin kл) ( -k tgФP~k> (sinФ) + J.tP~kн> (sinФ)] } + 

+ 1 sin(ro+v)cos(ro+v) ~[~ ~k(ik>sink _ 
а(1-е2) соs2ф ~ l'!.n-1 ~ n А 

п-2 k-1 

- S~k> cos kл) p~k> (sinФ)]. (569) 
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Теперь нужно было бы выразить функции от Ф, А через элементы 
орбиты и истинную аномалию, чтобы можно было вычислить интег
ральные средние значения величин (559). Для этого можно исполь
зовать, например, следующие выражения (см. рис. 10): 

sin А= sin (Q-S) cos (Q-S- А)- cos (Q- S) sin (Q-S- А) = 1 

. (Q S) cos(ro+v) + (Q S)sin(ro+v)cosi 
==Slll - cos ф COS - cos ф 

cosA =cos(Q-S)cos(Q-8-A)+ sin(Q-S) Х 

Xsin(Q-S-A)=cos(Q-S) cosc~~~v)-
>, (570) 

. (Q S) sin (ro+ v) cos i 
-sш - cos ф 

-cosk(Q-S)sink(Q-S-A) (571), 
sinkA=sink(Q-S)cosk(Q-S-A)- ] . 

cos kA = cos k (Q-S) cos k (Q-S- А)+ 

+ sin k (Q-S) sin k (Q-S- :\) 

Однако такой способ все же громоздок, особенно он усложняется 
при высоких степенях n и соответствующем порядке k. Намного 
эффективнее путь, предложенный В. Rаулой [32, 33], где возмуща-
ющий потенциал Т он прежде всего преобразовал как функцию 
только элементов орбиты, а не 1:1, Ф, А, затем непосредственно ис
пользовал уравнение Лагранжа (469). 

Трансформированная возмущающая функция В. Rаулы имеет 
вид [32, 33] 

оо n n +со 

Т=!: ~(а: У~~Fпкр(i) ~ Gnpq(e)Sпkpq(ro, М, Q, S), (572)· 
п-2 k=O р=О q=-oo 

где Fnкp -символическое обозначение тригонометрического поли
нома п-й степени относительно функций sin i и cos i; Gnpq(e)- функциЯ: 
для ряда значений эксцентриситета орбиты; 

[ J(k) (п -k) ] 
Sпkpq = ~k> чети cos [(n- 2р) ro+ (п- 2р + q) М+ k(Q- S)+ 

[ -Sп (п-k)нечетн) 

[s<k> (n-k' ] 
1 - (~) .ч~тн sin((n-2p)ro+(n-2p+q)M+k(Q-S)]. 

[Jn (п-k)нечетнl 

На основании выражения (572) можно прямо найти производвые
возмущающего потенциала по элементам орбиты, которые входят 
в уравнение Лаrранжа. 

Возмущениями элементов орбиты от везовальных членов мы 
далее заниматься не будем; подробнее о них см. в работах [34-39). 
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§ 27. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ ПОСТОЯННЫХ ЗЕМЛИ 
ПО НАБЛЮДЕНИЯМ ВОЗМУЩЕНИЙ ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТЫ 

Предыдущие два раздела посвящены именно выводу вековых 
и долгопериодических возмущений, dQ/dv как Ф{нкции злементов 
орбиты и динамических постоянных Земли lhk>, Sh >. Подобным спо
собом можно было бы вывести dro/dv и deldv, а также изменения 
остальных злементов орбиты. 
Надлежащие формулы с учетом зональных функций до n = 6 

можно найти, например, в исчерпывающем обзоре [26]. Выводы 
сделаны с учетом членов порядка (/~0>)2. 

Если имеем в распоряжении значения элементов орбиты по 
наблюдениям в достаточно большом интервале времени, то интегри
руя вековые и долгопериодические члены, :можно определить сово

купность постоянных lhk>, S~k>. 
Четные зональные постоянные лучше определять, интегрируя 

вековые и долгопериодические изменения узла и периген [ 40-40], 
и долгопериодические изменения эксцентриситета [47-50]. 

При определении тессеральных и секториальных динамических 
постоянных существенное значение имеют внутрисуточные вариации 

и именно с периодом 24h : k. Одновременно необходимо определять 
и координаты станций, так как их ошибки вызывают периодические 
вариации такого же характера. Поэтому, в отличие от определения. 
nостоянных зональных, здесь исходными являются соотноlllения 

непосредственно для положений спутников, а не возмущений амшm
туды [34-39]. При этом требуется достаточно большое число спут
никовых станций, удачно расположенных на поверхности, Земли. 

Б общем виде возмущения в злементах орбит можно написать 
в виде 

N N n 

.!!!.!_ = ~ к'о>1,о> + ~ ~ к<k>1<k) + ~к J'O>JIO> 
dt ~ n n ~ ~ n n ~ пт n т , (573) 

n=2 п-2 k-1 

причем из квадратичЕюких членов /~0>, J~> затем принимаем во 
внимание лишь член J~O) ]~01 • Коэффициенты к~>, кс,t>, Kn, т -
функции злементов орбиты. Проблема- в большом числе постоян
ных J~>, Shk>, которые являются искомыми неизвестными. Позтому 
желательна хотя бы частичная сепарация неизвестных. Для опре
деления постоянных низких степеней n используются далекие спут
ники, движение которых мало искажено влиянием высших гармоник 

J~O) = -1082,639 · 10-6 
J'&O> = -0,542 

J{8 1 = 0,338 
J{~>= 0,174 
Jtв>= 0,324 

1.51 

Таблица 2 



Таблица 3 

n 1 ! 1 Jh11 '·101 1 8~'·10"11 n 1 ! 1 J~'·10" 
2 

1 
2 

1 

2,38 
1 

-1,35 10 1 0,10 -0,07 
2 -0,08 -0,06 

3 1 1,71 0,23 3 -0,08 -0,05 
2 0,84 -0,51 4 -0,06 -0,08 

3 0,66 1,43 5 0,02 -0,02 
6 -0,04 -0,01 

-0,39 
7 0,04 -0,05 

4 1 -0,47 8 0,04 -0,05 
2 0,35 0,48 9 0,05 -0,Q4 
3 0,92 -0,24 10 0,03 -0,02 
4 O,Q4 0,30 

5 1 -0,06 -0,05 11 1 -0,03 0,02 
2 0,53 -0,21 2 0,05 -0,05 
3 -0,40 0,07 3 0,01 -0,08 
4 -0,20 0,02 4 -0,03 0,00 
5 0,18 --0,56 5 0,03 0,02 

6 -0,03 -0,02 

1 -0,08 0,01 
7 0,03 -0,03 

6 8 0,04 -0,02 
2 0,01 -0,27 9 0,03 0,01 
3 -0,04 0,03 10 -0,03 -0,01 
4 -0,08 -0,48 11 0,10 0,06 
5 -0,2.6 -0,46 
6 -0,02 -0,16 

12 1 -0,09 -0,07 

7 1 0,17 0,11 2 -0,06 0,02 

2 0,32 0,16 3 0,03 0,02 

3 0,18 0,00 4 -0,05 0,01 

4 -0,16 -0,04 5 0,02 0,01 

5 0,07 -0,01 6 -0,01 0,01 

6 -0,23 0,10 7 -0,04 -0,02 

7 0,07 0,06 8 0,00 0,01 
9 -0,01 0,02 

10 -0,01 0,00 
8 1 -0,01 -0,01 11 -0,05 -0,02 

2 0,04 0,04 12 -0,01 -0,01 
3 -0,03 0,00 
4 -0,17 -0,02 
5 -0,09 0,09 
6 -0,01 0,30 13 1 0,00 0,04 
7 0,02 0,04 2 -0,03 0,01 
8 -0,18 0,03 3 0,00 0,03 

4 -0,01 -0,02 
5 0,03 -0,02 

9 1 0,11 0,00 6 -0,03 0,05 
2 0,03 0,05 7 -0,02 0,00 
3 -0,03 -0,01 8 -0,02 -0,01 
4 0,07 0,02 9 0,02 0,05 
5 -0,04 0,04 10 O,Q4 -0,02 
6 0,04 0,01 11 -0,02 0,01 
7 0,04 -0,02 12 -0,02 0,06 
8 0,13 0,00 13 -0,07 0,00 
9 0,08 0,04 
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Продолженне табл. З 

n 1 k 1 J~ 1 ·i0 1 1 8~1 ·10 1 11 n k 

14 1 -0,01 0,02 15 1 0,01 -0,01 
2 -0,01 -0,04 2 -0,02 -0,03 
3 0,06 -0,03 3 0,02 0,03 
4 0,00 0,00 4 0,00 0,01 
5 0,05 -0,03 5 0,03 -0,02 
6 0,01 --0,03 6 0,03 -0,05 
7 0,03 0,02 7 0,03 0,04 
8 -0,03 -0,03 8 -0,06 0,00 
9 0,03 0,07 9 0,00 0,04 

10 0,04 0,01 10 0,02 0,01 
11 0,04 0,01 11 0,01 0,01 
12 0,05 -0,03 12 -0,07 0,05 
13 0,01 0,04 13 -0,05 -0,03 
14 -0,04 0,02 14 0,01 

1 

-003 
15 -0,02 -о:о1 

гравитационного поля. Пекоторая дальнейшая сепарация возможна 
при оптимальной комбинации орбит с разнообразными элемен
тами. 

Теоретически хотя бы векоторая частичная сепарация была бы 
в некоторых конкретных случаях возможна с использованием орто

гональных сферических функций, прежде всего в предположении, 
что орбита спутника детально известна и имеются известные дискрет·· 
вые значения de/dt, а не интегралы их изменений [77]. 

В заключение приведем числовые значения динамических по
стоянных Земли согласно [51, 52]. 

Динамические постоянные lh01 Земли при зональных сферических 
функциях [51] приведены в. табл. 2. 

Динамические постоянные Jhk> = Jhk>J Nhk>, Shk> = lhk'JN'пk' 
Земли при сферич~ских функциях тессеральных и секториаль
ных [52] (норма NAk> по (309) и по табл. 1) приведены в табл. 3. 

Тессеральвые постоянные J'l' = О, 8~11 =0, а priori специальным 
выбором ориентации оси z (278), (280). Отметим, что вопрос о реаль
ной точности значений динамических постоянных является еще 
открытой проблеиой, особенно для высоких степеней n и соответ
ствующих порядков k. 

§ 28. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА ПРИТЯЖЕНИЯ 
РЕГУЛЯРИЗИРОВАННОГО ГЕОИДА И ЛИНЕЙНОГО МАСШТАБНОГО 

КОЭФФИЦИЕНТА ПО НАБЛЮДЕНИЯМ СПУТНИКОВ 

Если имеем в распоряжении достаточно точный набор динами
-ческих постоянных Jhk>, S Ak> Земли, то можно приступить к решению 
собственно геодезических задач. Некоторые из них были практи-
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чески недоступны для доспутпиковой геодезии, либо были решены 
с низкой точностью. 

Первая задача, которой будем заниматься - это определение 
величины потенциала притяжения W0 на поверхности регуляризиро
ванного геоида и значения линейного масштабного коэффициента R 0 , 

который выразим, согласно (53), в форме 

R 0 = ~. (574) 

Здесь f М - геоцентрическая гравитационная постоянная, кото
рую в этой задаче и в дальнейших разделах будем считать изве
стной; практически будем использовать величину 

(575) 

которая была припята на XIV Генеральной ассамблее Международ
ной ассоциации геодезии и геофизики (1967). Задача была впервые 
решена в [64], [78]. 

Под термином «регуляризованный геоид» понимаем поверхность 
W = W0 , совпадающую на морях и· океанах с геоидом Листинга, 
.а в областях континентов (и островов) расположенную так, будто 
:все ее внешние массы смещены в тело Земли, но так, что внешний 
nотенциал остался неизменным. 

Ввиду того что точно известны динамические постоянные Jhk>S'nk> 
для небольших степеней n, то и геоид можно определить только 
приближенно. 1>ечь пойдет о поверхности геоида сильно сглаженной, 
следовательно, о так называемом п л ll н е т а р н о м г е о и д е 

с л у д с к о г о [5]. 
Потенциал силы тяжести W0 в точке геоида М1 с координатами 

х1 = р1 cos Ф1 cos Л1 ; у1 = р1 cos Ф1 sin Л1 ; z1 = р1 sin Ф1 , 

согласно (18) и (302), будет равен 

(576) 

(577) 

Будем предполагать, что ряд сферических функций в (577) схо
дится в области всей поверхности геоида, а также и в местах, где 
геоид пересекает массу Земли. Это предположение, по-видимому, 
в общем не выполняется. Это обстоятельство обсуждается в § 29, 
а также об этом свидетельствуют данные табл. 9. Точное решение 
потребовало бы исправления динамических постоянных за влияние 
внешних масс. 

Далее будем предполагать, что имеем геоцентрические коор
динаты точек геоида. Это предположение также нельзя точно 
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выполнить, однако наблюдения ИСЗ со станций Смитсоннанекой ас
трономической обсерватории (SAO) [52] образовали координат
ную систему (обозначенную С7), у которой степень геоцентричности 
довольно высока*. Автор оценивает ошибку равной ±15 м. Исполь
ауем ее как идеальную геоцентрическую систему. 

Необходимая в формуле 
z (577) угловая скорость суточ

ного вращения Земли из
вестна с достаточно высокой 
точностью 

ro = 0,00007292115 с-1 ; 

ro 2 = 5,317 4941· 10-е с-2• 

(578) 

Теперь приступим к опре
делению геоцентрических ко

ординат точки геоида А1; 
(рис. 14). Задачу будем ре-

,___-т--~f шать численно. Исходными 

Рис. 14. Схема к выводу линейного мас
штабного коэффициента 

данными служат геоцентри

ческие координаты (Х0у1 , Z;) 
спутниковых станций А11 на 
поверхности Земли [52] и их 
высоты н/ над уровнем моря 
(табл. 4-5). 

Геоцентрические координаты спутниковых станций САО (си
стема С7) [52] приведены в табл. 4. 

По координатам ~ ii, z определим 

Далее будем связывать точку А11 (Pto Ф1 , А;) на геоиде с точкой 

А11 {Р1 , Ф;, AJ, соответствующей станции наблюдения на земной 
поверхности, считая, что е~радиус-вектор р1 по направлению совпа

дает с радиусом-вектором р1 , т. е., что имеют место равенства 

Ф1 =Ф1; А;=А1• 
Кроме того, предполагается (см. рис. 14) 

(580) 

Pt=Pt-~Pt~ p,-H;sece1, (581) 
* На Генеральной ассамбле-е КОСПАР (1969) была исnользована систе

ма СВ, у ноторой степень геоцентричности может быть еще выше [54]. Одвано 
внутреннее согласие ревультатов определения W0 ,R0 по данным этой системы 
(см. далее) было существенно хуже. 
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rде Н1 - высота станции над уровнем моря, а е1 - угол между 

направлением р1 и отвесной линией в точке Ml" Довольствуясь 
точностью ±0,5 и, можем угол е1 не учитывать и практически поло
жить 

Станции наблюде
ний вез 

1111 
11 

~:5 
lil:t 
1:110 
=o::ro 
'""'t.:J ti~:s: 

9001 
9002 
9003 
9004 
9005 
9006 
9007 
9008 
9009 
9010 
9011 
9012 
9114 
9115 
9117 

9001 
9002 
9003 
9004 
9005 
9006 
9007 
9008 
9009 
9010 
9011 
9012 
9114 
9115 
9117 

р, м 

6 373 652 
6 375 643 
6 372 640 
6 370 696 
6 371005 
6 374 900 
6 378 926 
6 374 518 
6 377187 
6 373 731 
6 372 838 
6378 526 
6 364 611 
6 362 652 
6 376 395 

-
х 

-1535 758 м 
5056124 

-3983 748 
5105 591 

-3 946695 
1018205 
1942 768 
3 376 881 
2 251819 

976 282 
2 280 574 

-5466053 
-1264838 

3121274 
-6007 402 

Ф=Ф 

+32'! 14' 58",72 
-25 48 33 ,67 
-30 55 52 ,37 
+36 16 45 ,12 
+35 29 27 ,38 
+29 11 43 ,56 
-16 21 42 ,65 
+29 28 19,28 
+12 00 42 ,04 
+26 51 54 .60 
-31 46 15 ,36 
+20 34 48,77 
+54 33 40 ,30 
+60 02 40 ,55 
+16 38 17 ,17 

-
11 

-5166993 м 
2 716 484 
3 743 099 

- 555232 
3 366 285 
5 471098 

-5804075 
4403 983 

-5816912 
-5 601387 
-4 914567 
-2 404274 
-3466890 

592 628 
-1111873 

Л=А 

253° 26' 48",30 
28 14 51 ,47 

136 47 01 ,94 
353 47 36 ,55 
139 32 16 ,39 

79 27 27 ,05 
288 30 24 .02 

52 31 11 ,18 
291 09 43 .96 
279 53 12 .95 
294 53 36 .10 
203 44 33 .22 
249 57 22' '79 
10 45 02 .27 

190 29 09 ,10 

н, м 

1651 
1544 
162 
26 
60 

1927 
2451 
1596 

7 
15 

598 
3034 
708 
576 

5 

(582) 

Таблица 4 

3401040 м 
-2 775815 
-3275 592 

3 769 672 
3 698 841 
3109 613 

-1796960 
3136 253 
1327163 
2 880 241 

-3 355456 
2 242169 
5185 473 
5 512 693 
1825 725 

Таблица 5 

р, м 

6 372001 
6 374099 
6 372 478 
6 370 670 
6 370 945 
6 372 973 
6 376 47::-i 
6 372 922 
6 377180 
6373 716 
6 372 241 
6 375 492 
6 363 903 
6 362 076 
6376 390 
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Имея координаты р0 Ф;, А1 точек М1 на поверхности rеоида 
(табл. 4-5), достаточно большую совокупность динамических по
стоянных J~k>, S~k> (табл. 2-3) и значения (575), (578), можем 
по (577) вычислить потенциал rеоида Wo для каждой 

станции наблюдений спутников (табл. 6). Средняя величина Wo 
для всех станций получилась равной 

W0 = 62 637,23 · 103 • м2 • с-2 ± 0,08. 103 м2с-2 • (583) 

Таблпца 6 

Станции w0, 10 1 м•с-• vwo· Ro, М vво• м 
vво 

набдюде-
-в;;-. to-• 

ний исз tо•м•с-• 

9001 62 637,26 3,1 6 363673 -2,3 -0,36 
9002 12 -10,9 687 11,7 1,84 
9003 19 -3,9 679 3,7 0,58 
9004 32 9,1 667 -8,3 -1,30 
9005 14 -8,9 684 8,7 1,37 
9006 31 8,1 667 -8,3 -1.30 
9007 10 -12,9 688 12,7 2,00 
9008 31 8,1 667 -8,3 --1,30 
9009 30 7,1 668 -7,3 ---1,15 
90-10 29 6,1 669 -6,3 ---0.99 
9012 22 -0.9 676 0,7 0,11 
!J114 23 0,1 675 -0,3 -0,05 
9117 19 -3,9 679 3,7 0,58 

c,}eДfiee 62 637,229 6 363 675,3 

Уклонения Wo от среднеrо Wo, обозначенные vw.. приведены 
в табл. 6. Подчеркиваем, что вычисление W0 не зависит от выбора 
линейной величины. ао в (577) (точно такая же величина в выраже
ниях для J~k>, sh~<>), см. § 13. 

Линейный масштабный коэффициент (574) при помощи (577) 
можно получить так 

R, = р, 11 + ~ [ ( ~: )" ~ (J',;'' cos kA,+Sh'' sin kA,) Pi;''(sin Ф;)] + 

+-}q( :~ )- 3 [1-P~0>(sinФi)~-1 , (584) 

rде w2aB 
q - о 
-!М . (585) 

Представим радиус шара с таким же потенциалом, как и на 
поверхности rеоида. Ero среднее значение мало зависит от значения 
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геоцентрической постоянной /М, если вспомним зависи-- - -
мость xi, У;. zi от этих постоянных при их выводе по вариациям 

элементов орбит. Зависимость от /М, вызываемая влиянием коэф
фициента q, относительно слаба (см. уравнение (585) и табл. 7). 

Табл11ца 7 

!М, 1 О' м•с-• q, to-• w0, 10 8 ·м•·с-• в 0, м 

398 600,0 3 461,433 62 636,76 6 363 675,26 
0,5 ,429 6,84 ,12 
1,0 ,425 6,91 ,98 
1,5 ,420 6,99 ,84 
2,0 ,416 7,07 ,70 
2,5 ,412 7,15 ,55 
3,0 ,407 7,23 ,40 

Значения R о, вычисленные по положениям отдельных спутнико
вых станций, приведены в табл. 6 (vв. означает уклонение от сред
него). Средняя величина равна 

R 0 = 6 363 675 ± 10 м: (586) 

(средняя квадратическая ошибка вычисления по внутренней сходи
мости отдельных результатов получилась ±2,3 м:). Результат (586), 
конечно, искажен влиянием: размеров, использованных в системе С7, 
в которых были вычислены координаты станций, так что приведев
пая средняя квадратическая оmи.бка не показательна. 

Постояввые W о, R о можно определить по относительным высо
там: геоида ~, в геодезической референцвой системе, если известны 
элементы сдвига Лхо, !J..yo, Azo (см. ч. I, § 4) этой системы и если 
пренебречь влиянием малых углов во, roo, '1\Jo. 

Далее геоцентрические координаты точки на геоиде могут быть 
выражены так 

х = !J..x0 + (N,+ ~,) cos В cos L 
У =11у0+ (N,+ ~,) cosBsinL 
z =11z0 + [N, (1-е~)+ ~,] sinB • 

N - а, ,- ,, 
r 1-е' sin2 В 

Р= V x2 +Y2 +z2; Ф= arctg z; ) 
V х2+у2 ' 

Л= arctg .!L 
х 

(587) 

(588) 

где а" е: - параметры использованного геодезического референц
ного эллипсоида .. 

Дальнейший путь сходен с тем, который применяли в случае 
использования геоцентрических положений спутниковых станций, 
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где положения на геоиде выводили относительно физи11еской по
верхности Земли, т. е. с использованием высот спутниковых стан
ций над уровнем моря.· 

Таким же способом можно для определения постоянных W о, 
Ro использовать относительные высоты геоида, если они отнесены 
к референцному эллипсоиду, злементы сдвига которого L\x0 , L\yo, 
L\zo известны (табл. 8 [52]} *. 

Таблица 8 

Используемый референц-эллипсоид 

ГеодезичеGкал референцнал параметры 

система 

название 

1 1 
ar, 11 1 : a,r el 

r 

ЕвропейсRая (EUR) Хейфорда 6 378 388 297,00 О,о66 722 670 
Североамериканская Кларка 1866 6 378 206 294,98 0,006 768 658 

(N.AD) 
Хейфорда 6 378 388 0,006 722 670 Южноамериканская 297,00 

(SAD) . 
Африканская {ARC) Кларка 1880 6378 249 293,47 0,006 803 481 
Австралийская (AND) Австралийский 6 378160 298,25 0,006 694 542 

нациовальный 
Японская (JAP) Бесселя 6 377 397 299,15 0,006 674 372 
Ии.в;ийская (IND) Эвереста 6 377 276 300,80 0,006 ~7 841 
Арr,.епииская (ARG) Хейфорда 6 378 388 297,00 0,006 2 670 
Гавайская (НА W) Кларка 1866 6 378206 294,98 0,006 768 658 

Пр о д о л ж е н lt е т а б л. 8 

< Р. 
8 Геодезическая рефе-
8 ренциан система Исходный пункт 

~ 

1 Европейская Потсдам 
2 Североамериканская Мидс-Ревч 
3 Южвоамерикавсная Ла Кавеа 
4 Африканская 
5 Австралийская Джанстон 

6 Японская Токио 
7 Индийская Калиаипур 
8 Аргентинская Кампе-Ивхауспе 
9 Гавайская Диаионд-Хид 

• Положения центров реферевцвых эллипсоидов систем EUR, NAD и AND 
тrочневы на основе вычисления потенциала W 0 при помощи относительных 
высоr rеоида [55]. После исправления получилось: 

iG2 

EUR : L\z0 = -80 м, L\y0 = -101 м, L\.z0 = -119 и, 
NAD: L\z0 = -10 м, L\y8 = + 182 м, L\s0 = +202 и, 
AND : L\z0 = -108 м, Ау8 = -70 м, L\s0 = +76 м. 

Этот путь, однако, лишь приближеивый. 



П р о д о л ж е в и е т а б л. 8 

-=i. 
Гео)lе&JАеские коор)IИнаты Rоор)IИиаты центра рефереиц-аJШипсои)lа о • исходноrо DJiiктa отиосите.пьио центра масс 

в 
~ в 1 L АЖ0 1 АУ о 1 Az1 

1 +52S! 22' 55" 13~ 04' 02" -90 м: -133 и -140 м 
2 +39 13 27 261 27 29 -30 +152 +176 
3 +В 34 17 296 08 25 -288 +Н2 -392 
4 -128 -146 -348 
5 -25 56 55 133 12 30 -89 -34 +86 
6 +35 39 16 139 44 41 -143 +512 +683 
7 +24 07 11 77 39 18 +293 +699 +229 
8 -35 58 17 297 49 48 -166 +126 +24 
9 +219 15' 46. 202" Н' 08" +67 -263 -202 

§ 29. ПРОБЛЕМА СХОДИМОСТИ РАЗЛОЖЕНИЯ ГРАВИТАЦИОННОГО 
ПОТЕНЦИАЛА ЗЕМЛИ В РЯД СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ 

Сходимость разложения гравитационного поля в ряд по сфери
ческим функциям доказана только для того случая, когда все тело 
Земли с массой М находится внутри сферы, радиус р которой меньше 

Рис. 15. Схема Земли и ее внеш
него пространства. К пояснению 

сходимости разложения. 

Рис. 16. Геоид и секущая сфера 

геоцентрического расстояния р0 точки Р, где рассматривается гравита
ционное поле (рис. 15). При ~том чем больше ро, тем дучше ряд 
сходится. 

Если внешняя потенциальная точка Р занимает такое положение, 
что сфера S пересекает тело (рис. 16), то ситуация значительно 
осложняется. Для ее пояснения проведем геоцентрические сферы S 1 

и S 11 с радиусами р0 + dp и ро - dp, которые· разделят массу Земли 
на 4 части: 
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М 1 и М 1' - внешние по отношению к сфере S; М 11 - внутрен
нюю по отношению к сфере 8; М 111 - массу в пространстве между 
дифференциально близкими сферами 8 1 и S 2• 

Полный потенциал v(P) равен сумме 

V<P>=V1 +V1.+V11 +Vш, (589) 

где составляющие потенциала соответствуют частям массы, причем 

величина Vхп мала и может не учитываться. 
Только потенциал V п может быть выражен при помощи раз

ложения (577); радиус р произвольного элемента только масс Мп 
удовлетворяет тогда всюду условию 

Р/Ро<1, (590) 

на котором: основано разложение (577), см:. § 1. 
Потенциал (Vx + V1·) разложением (577) выражен быть не может. 

Потенциальная точка в этом случае будет везде внутренней по отно
шению к массам М1 и М1 ·, следовательно, 

PIPo>1, (591) 

и основное выражение (2) нужно поэтому выразить так 

VI+ VI' =f s ss 
MI+MI, 

1 
у dm. 

р 1+(p0/p)2-2(p0 fp)cosф 
(592) 

Если в (117) положим а = ро/р, то, как и в (190), получим сходя
щийся ряд 

"' 
~ =Т~ ( ~о )" pho> (cos '\J). (593) 

п-о 

Следовательно, 

V1 +V1'=/ SSS Р~!1 Ph0>(cos'IJ)dm= 
M 1+MI' 

= 1:: ( ~~ )"+1 м-1 sss (;о ун Ph0>(cos'IJ)dm, (594) 
MI+MI' 

а с учетом (198), обозначая, как и (577), геоцентрические сферические 
координаты потенциальной точки (р1 , Ф1 , AJ, 

(595) 
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Динамические постоянные (J)zk>)I+I'• (S~>)I,_I, выражены опять 
так, IIТОбЫ ОНИ были безразмерНЫМИ (так же, КаК Jitk>, 8',!<1), И будут 
теперь равны 

]со> 1 1 1 1 ( ао )n+l р<о>( • Ф) d 
( n )I+I'=M JJJ р n Slll m 

Mlt-MI, 

(J~k\+I' = 2 ~:~:~: ~ SS S ( ;о ун phk>(sin Ф) cos kAdm 
MI-rMI, 

. (596) 

(8~111 )1+1.=2 ~;~:п ~ SSS (;о ун phlt1(sinФ)sinkAdm 
MI+MI, 

В формулах (595) удержаны сферические функции степени n = 1, 
так как притягивающая масса М 1 + М I' не может вообще совпа
дать с центром иасс Земли. 

Потенциал V11 выразим так 

V = fM 11 + ~ ~ (~ )11 [(J<k>- 6J<k)) cos kA. ' 
II f>i ~ ~ Pi 11 n t Т 

n-1 k•l 

+(S~~ta_ <SS~kt) sin kAi] F ~k)(sin Фд}, (59i) 

где Jh111 , 8~1/,) -динамические постоянные всего тела Земли, которые 
получены по вариациям элементов орбит спутников, а (JJhk>, бS',!<> -
поправки за влияние масс (М1 + MI·); их влияние выражает именно 
потенциал (V1 + VI•). Эти поправки, с учетом (202)-(204), будут 
равны 

l)JCk) 2 (n-k) 1 
11 = (n+k) 1 

6SCII)- 2 (n-k) 1 
n - {n+k) 1 

• (598) ~ SSS (~YPit0>(sinФ)coskAdm 
М1+Мр 

~ SS S (~У pho> (sin Ф)sin kAdm 
M1+MI' J 

Вычисление постоянных (596) и (598) нужно было бы провести 
для каждой точки, в которой вычисляется потенциал и в которой 
сфера пересекает земную массу. Оба ряда, т. е. (595) и (597), как 
известно из теории потенциала, сходятся. 

Было бы выгоднее вычислять сразу же разности 

(599) 
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(n-k)! 
= 2 (n+k)! 

. (600) 

= 2 (n-k)! 
(n+k)! .~ S S S [ ( ~ ун ( ~~ У-( ~ YJ х 

Мх+Мх, 

х p~k> (sin Ф) sin kA dm 

Значения 

Станции ИСЗ 

N=21 N=ЗI N=41 N=51 N=61 N=71 N=81 N=91 N=101 
6363 

9001 667 678 680 683' 675 674 668 669 670 
9002 700 680 682 686 686 689 687 688 688 
9003 667 657 668 669 673 678 675 677 .. 676 
9004 691 674 662 666 665 671 675 673 671 
9005 693 686 692 690 692 687 685 684 685 
9006 638 670 675 673 678 671 667 668 665. 
9007 730 720 701 704 698 693 692 690 691 
9008 668 682 691 679 667 665 671 668 669 
9009 660 669 668 667 667 675 671 ·672 672 
9010 651 657 671 663 666 664 666 667 668 
9012 675 691 695 691 688 684 679 678 677 
9114 666 681 672 684 681 679 678 677 676 
9117 769 675 685 688 682 680 678 6'17 677 

Среднее 1675,0 1678,5,680,21680,21678.3,677,71676,3,676,0 1675,81 

Средняя нвадра- ±23,6 
тическая ошибка 

±16,0 ±12,0 ±12,1 ±10,7 ±8,9 ±8,0 ±7,6 ±8,0 

т единичного 

определения 

Средняя квадра- ±6,6 ±4,4 ±3,3 ±3,4 ±3,0 ±2,5 ±2,2 ±2,1 ±2,2 
тическая ош:ибка 

определения 

среднего R0 

т 

м=vп 

166 



Поправки l!.Jhk>, l1.Sh10 , вычисленные для Itаждой потенциальной 
точки, должны быть прибав;~ены к Jhk>, Shk>, вычисленным по вари
ациям элементов орбит спутников. Вычисления эти все же сравни
тельно длительны и точно неоrуществимы, если мы не знаем распре

деления плотности масс М1 и MJ'. Кроме того, можно ожидать 
по теории Стокса, что для сходимости должно быть достаточно нор
мальной регуляризированной Земли, т. е. устранения или учета вли
яния тех масс, которые считаются внешними к поверхности, явля

ющейся предметом изучения, - геоиду. Проблеме регуляризации 
Земли посвящена обширная геодезическая литература, включая 
основные классические учебники и монографии. R ней мы и отсылаем 
читателя. 

Таблпца 9 

Ro= GM м w •• 

1 N=11 1 N=121 N=13 1 N=HI N=151 N=161 N=171 N=181N=191 N=20 

6363 

670 671 671 673 674 673 673 673 673 673 
688 685 686 688 687 687 687 687 687 687 
677 676 677 678 680 680 680 679 679 679 
669 668 667 667 666 666 666 666 666 667 
686 686 686 684 684 684 684 684 684 684 
665 666 666 667 668 668 668 668 668 667 
691 691 690 690 688 688 687 688 688 688 
669 667 667 667 668 668 668 667 667 667 
671 672 671 671 670 669 669 669 669 668 
669 670 669 670 670 670 670 669 669 669 
677 675 676 676 674 675 675 676 676 676 
676 677 677 677 675 675 675 675 675 675 
678 677 676 677 677 677 677 677 677 679 

1 675,8 1 675,5 1 675,3 1 675,8 1 675,5 1 675,4 1 675,3 1 675,2 1 675,21675,3 

±8,2 ±7,8 ±7,9 ±7,8 ±7,4 ±7,4 ±7,3 ±7,6 ±7,6 ±7,7 

±2.3 ±2,2 ±2,2 ±2,2 ±2,0 ±2,0 ±2,0 ±2,1 ±2,1 ±2.1 

1 
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Для случая реальной Земли проблема остается пока открытой 
в подповерхностных областях. Сформулированные выводы нужно 
считать за действительные лишь в смысле регуляризоваииого геоида 
по § 18. В [56] сходимость предполагается существующей для любой 
точки физической поверхности реальной Земли, а в [5] -для всех 
точек поверхности регуляризироваииого геоида. В [9] сходимость 
доказана для случая, в котором тело состоит из однородных эллипсо

идальных слоев. 

Покуда речь идет об абсолютной сходимости ряда сферических 
функций, определяющих функцию 1/r, которая будет иметь место 
везде, где ро > р (р/ро < 1), или везде р > ро (ро/р < 1). 

Кроме абсолютной сходимости, в некоторых задачах, где 
нужно интегрировать ряд, нас интересуют и сходимость равномерная, 

и величина остаточиого члена Rm ряда. Если [57] 

(601) 

то ряд равномерно сходится для всех внешних потенциальных точек , 
и остаточный член равен 

(602) 

а после выполнения замены {57] 

"" 
R ---е---~ вn 1 т -1 вт 

1 т 1< р0 - ро е-1 - Ро (1-в) • 

Аналогично, еоли 

то 

, в'т 

1 Rm 1< р (1-е') • 

Бесспорно, можно поставить вопрос о сходимости величии W о, 
Ro, определяемых рядом вида (584), но о разными степенями сфери
ческих функций, т. е. при учете разиого числа членов ряда, также 
с учетом ошибок mw. и mR., вычисленных по внутренней сходи
мости по всем 13 станциям [58]. Числеиные значения их при разных 
степенях N ряда сферических функций приведеиы в табл. 9. 

§ 30. ВЫВОД УРАВНЕНИЯ ГЕОЦЕНТРИЧЕСКОГО РАДИУСА-ВЕКТОРА 
ПОВЕРХНОСТИ РЕГУЛЯРИЗИРОВАННОГО ГЕОИДА 

Если имеем величину R 0 , полученную по (584), то можем легко 
определить геоцентрический радиус-вектор поверхности регуляри
зироваииого геоида из (577) как функцию 

р=-р(Ф, А). (603) 

168 



Будем предполагать, что разложение (577) ограничено степенью 
n = N. С точки зрения дальнейших применений представим р в виде 
разложения в ряд по сферическим функциям 

n n 

р = А~•> + ~ ~ (A:Zk>cos kA+B:Zk> sin kЛ) P:Zk1(sin Ф), (604) 
п-2 k•O 

где коэффициенты A~k>, B~k> являются функциями J~k>, S~k>, q, R о. 
fi ренебреГаЯ ВЫраЖеНИЯМИ, СОДерЖаЩИМИ ( ]~01) 8 '"'-J ю- 8, 

при n > 2 или n = 2, k = 2, однако, удерживая члены с q3 '"'-J 4 ·10- 8 

И ~~О) q2 '"'-J ю- 8, ПОЛучаеМ 

{ 1 ( а )-8 p=R0 1 +з н: q[1-P~01 (sinФ)]+ 

Х [1-Р~81 (sin Ф)] +_!_(~)-е q3 [1-Р~01 (sin Ф)]8+ 
9 Ro 

N 

+Ro~({1-{-n ( ~: y8q[1-P~01 (sinФ)]-
n-2 

n 

- n ( ;: ) 9 ~01P~01(sin Ф)} ( ~: у ~(Jhk> cos kA+S:Z111sinkA)X 
k~o 

х phk> (sin Ф)). (605) 

Здесь, особенно в дальнейшем, будут необходимы некоторые 
соотношения :между тригонометрическими и сферическими функ
циями. П риведе:м: их ниже 
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170 

[P~o>(sinep)}2=++; P~0 >(sinep)+ ~~ p~o>(sinep) ) 

[Pko>(sincp)]3 = ; 5 + ~ p~o>(sinep)+ 

+ ~~~ р~о) (sin ер)+ ~~ р~о) (sin ер) 

[P~o>(sinep)]4 = : 5 + ;~ P~0>(sinep)+ 

+ 1836 р<о> (sin q') +..Е... р<о> (sin rn) +..Е_ р<о> (sin ер) 
5005 • 385 8 't' 715 8 

p~o>(sinep)Pio>(sinep)=- 1
3
6 + ~: sin2 <p-

125 . , 105 . 6 2 р<о> ( · ) + -1'6sш <р+1'6"sш ер=т 1 sшер 

+ ;~ Pio>(sinep)+ 1~ p~o>(sinep) 
p~o>(sinep)P~o>(sinep)= 3

5
2 - ~;о sin2 ep+ 

+ 315 . 4 147 . 6 + 693 . 8 
16 sш ер--4-sш ер 32 sш ер= 

= 1~3 Р~0> (sin ер)+ ~; р~о> (sin ер)+ ;~ Pio> (sin <р) 

[ 1- р~о) (sin ер)] 2 = : - 1
7
2 р~о) (sin ер)+~~ Pio> (sin ер) 

[1-Р~о) (sin ер)]3 = ~; - 1: Pi0> (sin ер)+ 

+ ;:; Pio> (sin ер)- ~~ р~о) (sin ер) 

р~о) (sin ер)[1-Р~о) (sin <р)] = ~1 + ~ Pio> (sin ер)

- ~~ Pio> (sin ер) 

p~o)(sinep)[1-P~0>(sinep)]2=- ~~ +fx 
х р~о) (sin ер)- ~~~ Pio> (sin ер)+ ~~ р~о> (sin <р) 

[P~o>(sinep)j2[1-P~o>(sinep)]=+-+p~o) (sin <р) + 

+ ~~ Pio> (sin ер)- ~~ р~о) (sin ер) 

Pio> (sin ер) [ 1-Р~о) (sin ер)]=- ; р~о> (sin <р) + 

+ ~; Pio> (sin ер)- 1
5
1 р~о> (sin ер) 

(G06) 



[ р(о) ( . . ]2 _ 1 + 100 ро ( . ) + 162 ро Х 
• Slll ер) - g 693 2 Slll ер 1001 4 

( . ) + 220 р<о> ( . ) + 490 р<о> ( . ) Х Slll ер 1089 8 SШ ер 1287 § Slll ер 

sin2ep={+ ~ p~o>(sinep) 

sin4 ер=++ ; р~о> (sin ер)+ : 5 Pi0> (sin ер) 

sin& ср=т+ ~~ p~o>(sincp)+ ;; Pio>(sincp)+ 

+ 21:1 р~о) (sin ер) 

sin8 ер= ~ + :~ р~о) (sin cr) + 14:3 р~о) (sin ер)+ 

+ ~ р(О) (sin rn) + ~ р<о) (sin ер) 
495 8 'У 6435 8 

• 10 _ 1 + 16150 р<о> ( . ) + 15 504 р<о> ( • ) + 
SШ ер -U 46 189 1 SШ ер 46 189 • SШ ер 

+ 7904 р(о) ( . ) + 2176 р<о> ( . ) + 
46 189 8 sш q> 46 189 8 sш q> 

+ 256 р<о) ( . ) ""46189 10 sш ер 

cos2 ср = ; - ; р~о> (sin ср) = ; (1-Р~о) (sin ер)] 

cos4 rn = J!_- ...!2.. р<о> (sin rn) + J!... р<о> (sin q>) 
'У 15 . 21 s 'У 35 • 

cos8 rn=~-~p<o>(sinrn)+ 144 p<o>(sinrn)-
-r 35 21 s 'У 385 • 'У 

- ..!!_р<о> (sin rn) 
231 • 'У 

128 512 . . 2304 . 
coss ер= 315 - 693 р~о) (Sin ер)+ 5005 Pio> (sш ер)-

- ~ р<о> (sin rn) + 128 р<о) (sin rn) 
3465 8 'У 6435 8 'У 

sin2 ер cos2 ср = 1~ + ~ Р~0> (sin ер)- : 5 Pi0> (sin ер) 

sin2m cos4 m=-8- -~р<о> (sin rn) +..!!_р(о) (sin rn) 
'У 'У 105 55 • 'У 231 8 'У 

• 2 8 _ 16 · 16 р<о> ( . ) 432 
SШ ер COS ер- 315 - 693 1 Slll q> - 5005 Х 

Х Р<о> (sin rn) + 272 р<о> (sin rn)- 128 р<о> (sin rn) 
• . 'У 3465 8 'У 6435 8 'У 

sin4 rn cos2 rn =~+.l._p(o) (sin rn)-~P<o> (sin rn)-
-r 'У 35 21 11 'У 385 • 'У 

(606) 
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f72 

_...!2._ Р<о> (sin qJ) 
231 • 

sin2 qJ= 1-+P~2)(sin qJ) 

sin4 rn = t-..!..p{2) (sin m)--2-P<2) (sin qJ) 
'У 21 2 'У 105 4 . 

sin8 m = 1-~P{2)(sin m)-_!!_P(2) (sin <р)-
'~' 63 11 . 't' 1155 ' 

- - 8- р(2) (sin m) 
3465 8 'У 

sin8 cr = 1-~ р(2) (sin m) -~ р(2) (sin m)-- . 99 2 т 2145 4 't" 

16 р(2) ( . ) 16 р(2) ( . ) 
- 3465 • sш qJ -45045 8 sш qJ 

cos2 qJ = ~ р~2) (sin qJ) 

cos4 ер= ~ р~2> (sin qJ)- 1~5 Pi2> (sin ер) 

cos6 "'= ...!2.. Р<2> (sin qJ)-~ р(2) (sin qJ) + 
т 63 1 1155 ' 

-1- _В_р(2) (sin rn) 
•3465. 't' 

cos8 m= 160 Р{2) (sin m)-~P{2) (sin m) + 
т 693 2 т 1001 4 т 

+ 16 р<2 > ( . ) 16 p<z> ( . ) 
3465 8 SШ qJ -45 045 8 SШ qJ (606) 

sin2 qJ cos2 qJ = 21.1 р~2) (sin ер)+ 1~5 Р12> (sin ер) 

sin2 <р cos4 q; = : 3 р~2> (sin ер)+ "2;1 Pi2> (sin ср)-

__ В_р(2) (sin m) 
3465 8 т 

sin4 <р cos2 ер= 6
1
3 Р~2) (sin qJ) + 3~5 Pi2> (sin qJ)-

- - 8- Р(2) (sin fP) . 3465 8 

cos• ерь 1~5 Pi4> (sin <р) 

coss rn = - 2- р(4) (sin m) --2- P<t.> (sin m) 
't' 231 4 't 10 395 • т 

[Pi1>(sinqJ)]2= ~ + ~ p~o>(sinqJ)- ~~ P1o>(sincp) 



[Р~1 > (sin <р)]2 [ 1-р~о> (sin <р)] = ~~ - ;~в Х 

Х р~о> (sin <р) + ~~ р~о> (sin <р) 

[Р~1) (sin <р)] 2 р~о> (sin <р) = : 5 + ~ p~oJ (sin <р)

-~р<о> (sin rn)-.E....p(o) (sin т) 
385 ' ~ 77 • ~ 

(606) 

Можно их вывести с учетом (113). 
Для коэффициентов A~k>, B~k> с указаиной выше точиостью 

получии 

A<o>=R [1 +_!_(~)-3 +~(~)-& 2 __ 1 Х о 0 3 R0 q 5 Ro q 15 

Х (~)-1 J(O)q -~ (~)4 (J<0))2+2!_ (..!!..)-9 q3-
Ro 1 5 R 0 1 35 Ro 

-~(~)-4 J(O) 2] 
35 Ro 2 q 

A<o>=R [(~)2 J<о> _ _!_(~)-з _.!.(..!!..)-6 2+ 
1 0 R о 1 3 Ro q 7 R о q 

...\-~ (~)-1 J(O) _ _!_ (~)4 (J(0))2 _ _! (~)-9 3+ 
' 21 R о 1 q 7 Ro 1 7 R0 q 

+ .!_ (~)-4 J(O)q2] 
7 Ro. а 

А~1> = О; В~1> = О 
A<2>=R (~)2 J<2>· B<2>-R (~)2 s<2> 

а о Ro 1 • 1 - о Ro а (607) 

A<o>=R [(~)4 J'o>+~(..!!..)-6 2-~х 
• 0 Ro 4 35 R0 q 35 

Х (~)-1 J(O) _ ~ (~)4 (J<o>)2 + 216 (а о )-е 3 _ 
Ro 1 q 35 Ro 1 385 Ro q 

- 192 (~)-4J(O) 2] 
385 Ro 1 q 

А<о> =Ro [(~)6 J<o>-~(~)-8qз+ • Ro 8 77 Ro 

+Е_ (~)-4 J(O) 2] 
77 Ro 1 q 

А~о> =Ro( ; 0
0 YJ~f/>, n=3, 5, 7, 8, 9, ... , N 

А <k> J<k> n - 3 4 5 N 
B~k> = Ro ( ;: у s7k>' k- 1' 2' , .. ~· 

n n ' ' • • ., 

В качестве примера приведем числеиные значения этих коэффи
цl'tеитов, вычисленных по совокупиости динамических постояиных 
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Т а б л :и ц а 10 

ACOI м 1 n , 

о 6 370 996,67 6 -3,53 11 -1,15 16 -2,96 
2 -14266,76 7 2,71 12 -0,35 17 0,34 
3 16,44 8 0,83 13 0,96 18 2,15 
4 19,74 9 0,14 14 1,14 19 0,50 
5 1,12 10 2,20 15 0,43 20 -2,22 

Табл;ица 11 

n k 1 ~(kJ м 
n ' 

2 2 15,22 -8,53 6 -0,06 1,94 
7 0,13 0,26 
8 -1,17 0,19 

3 1 10,96 1,47 
2 5,38 -3,27 9 1 0,71 0,00 
3 4,23 9,16 2 0,19 0,32 

3 -0,19 -0,06 

4 1 -3,02 -2,50 4 0,45 0,13 

2 2,25 3,08 5 -0,26 0,26 

3 5,91 -1,54 6 0,26 0,06 

4 0,26 1,93 7 0,26 -,0,13 
8 0,84 0,00 
9 0,52 0,26 

5 1 -0,39 -0,32 
2 3,41 -1,35 10 1 0,65 -0,46 
3 -2,57 0,45 
4 -1,29 0,13 2 -0,52 -0,39 

5 1,16 -3,60 3 -0,52 . -0,33 
4 -0,39 -0,52 
5 0,13 -0,13 

6 1 -0,52 0,06 6 -0,26 -0,07 
2 0,06 -1,74 7 -0,26 -0,33 
3 -0,26 0,19 8 -0,26 -0,33 
4 -0,52 -3,10 9 0,33 -0,26 
5 -1,68 -297 10 0,20 -0,13 
6 -0,13 -(03 

11 1 -0,20 0,13 
7 1 1,10 0,71 2 0,33 -0,33 

2 2,07 1,03 3 -0,07 0,52 
3 1,16 0,00 4 -0,20 0,00 
4 -1,03 -0,26 5 0,20 0,13 
5 0,45 -0,06 6 -0,20 -0,13 
6 -1,49 0,65 7 0,20 -0,20 
7 0,45 0,39 8 0,26 -0,13 

. 9 0,20 0,07 

8 1 -0,06 -0,06 10 -0,20 -0,07 

2 0,26 0,26 11 0,65 0,39 

3 -0,19 0,00 
4 -1,10 -0,13 12 1 -0,59 -0,46 
5 -0,58 0,58 2 -0,39 0,13 

3 0,20 0,13 
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Продолжение табл. 11 

n 

12 4 -0,33 0,07 14 4 0,00 0,00 5 0,13 0,07 
6 -0,07 0,07 5 0,33 -0,20 

7 -0,26 -0,13 6 0,07 -0,20 

8 0,00 0,07 7 0,20 0,13 
9 -0,07 0,13 8 -0,20 -0,20 

10 -0,07 0,00 9 0,20 0,46 
11 -0,33 -0,13 10 0,26 O,Q7 

12 -0,07 -0,07 11 0,26 0,07 
12 0,33 -0,20 
13 0,07 0,26 

1 0,00 0,26 14 -0,26 0.13 
2 -0,20 0,07 

13 

3 0,00 0,20 
4 -0,07 -0,13 15 1 0,07 -0,07 
5 0,20 -0,13 2 -0,13 -0,20 
6 -0,20 0,33 3 0,13 0,20 
7 0,13 0,00 4 0,00 0,07 
8 0,13 -0,07 5 0,20 -0,13 
9 0,13 -0,33 6 0,20 -0,39 

10 0,26 -0,13 7 0,20 0,26 
11 -0,13 0,07 8 -0,40 0,00 
12 -0,13 0,39 9 0,00 0,26 
13 -0,46 0,00 10 0,13 0,07 

11 0,07 0,07 
1'2 -0,46 0,33 

14 1 -0,07 0,13 13 -0,33 -0,20 
2 -0,07 -0,26 14 0,07 -0,20 
3 0,39 -0,20 15 -0,13 -0,07 

J~k>, S~k> до N = 20 в зональных и N = 15 в тессеральных и сек
тоfиальных функциях (см. табл. 10 и 11). Численные значения 
J~ 1 , S~k> взяты из табл. 2-3. 

Постоянные A:Z//.1 и Bhk> нормированы; при этом использованы 
формулы (313). 

По (605) можем вычислить как функцию qJ, А не только радиус
вектор регуляризированного геоида, но и радиус-вектор произвольной 
уровенной поверхности, точнее говоря, для внешней поверхности, 
охватывающей все массы Земли, так как тогда apriori его сходи
мость доказана. Нужно только определить соответствующую величину 
линейного масштабного коэффициента R0 • Обычно берут 

(608) 

где JVi- потенциал на i-й уровенной поверхности. 
В случае уровенных поверхностей в пространстве, когда центро

бежной силой можно пuенебречь, нужно принять q = О. 

175 



Далее можем определить среднюю интегральную величину р 
радиуса-вектора геоида 

2:rt Jt/2 

р= 4~ S S pcosФdAdФ. 
о -:rt/3 

(609) 

Из ортогональности сферических функций (см. § 7) также выте
нает 

Z:rt :rt/2 

J f (Jhk> cos kA+ Shk> sin kA) Phk> (sin Ф) cos Ф dAdФ =О, (610) 
о -:rt/1 

еr.ли n =1= О и, следовательно, 

-р-Ао - о· 
(611) 

§ 31. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЫСОТ РЕГУЛЯРIIЗИРОВАННОГО ГЕОИДА 

Форму геоида в геодезии обычно задают при помощи высот отно
сительно эллипсоида, наилучшим споеобои размещенного в теле 
Земли. Здесь рассмотрим трехосный эллипсоид с центрои в центре 
масс и с плоскостью экватора, точно перпепди~улярной к оси z. 
В геоцентрической системе х', у', z' уравнение этого ЭЛЛИ\IСОида 
будет 

' 1 ' 0 z2 х + у ' 1 
/i2 a2(1--ef)Ta2(f-e2) ' 

(612) 

где а -большая полуось экваториального эллипса, е 1 - его экс
центриситет, е - эксцентриситет меридионального эллипса, полу

ченного в плоскости (х' z). 
Для определения отступлений геоида относительно эллипсоида 

используем радиус-вектор эллипсоида Рг· Из (612) имеем 

р: = а2 ( 1- е2) (1- е:)+ е2 (х'" +у'")+ е: (х'• + z2)- е2е:х'". (613) 

Если обозначить Аа долготу меридиана (х' z), в котором лежит 
наибольшая полуось, то 
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х' - х cos Аа + у sin Аа 

у'-= у cos Аа- х sin Аа 

х' = р: ~062 Ф cos2 (А- Аа) 

у''= р: cos2 Ф sin2 (А- Аа) 

х'' +у'" = х2 + у2= р: cos2 Ф 

(614) 



и отсюда 

р: = а2 (1-е2) (1-ef)+ е2р: cos2 Ф+ efp: (cos2 Ф cos2 (Л-Лa)+sin2 Ф]-

(615) 

или 

а V1--e2 V1-ef (6i 6) 
р,= t • 

[1-е2 cos2 Ф-еf sin2 Ф -ef (1-е2) cos2 Ф cos2 (A-Aa)J /о 

Далее выполним разложение в ряд, удерживая члены, содержа
щие е8 , e6er, e2ef. Из (616) получим 

p,=aV1-e2 V1-ef [1+ ~ e2 cos2 Ф+-}efsin2 Ф+ 

+ ~ ef(1-e2)cos2 Фcos2(A-Aa)+: е&соs"Ф+ ~ efsin"Ф+ 

+: et(1-2e2)cos"Фcos4 (Л-Aa)+ ~ e2efsin2Фcos2Ф+ 
3 

+те2еf (1-е2) cos" Ф соs2 (Л-Ла)+ 

+ ~ ef(1-e2)sin2 Фcos2 Фcos2 (Л-Лa)+ 156 е6 соs6 Ф+ 
15 . 15 

+we&efsш2Ф cos"Ф+we&P-f (1-e2)cos6 Ф соs2 (Л-Ла) + 
15 . 15 

+we2efsш"Фcos2Ф+16 e2ef соs6 Ф cos4 (Л-Аа)+ 

-+- ..!!. е2е" sin 2 Ф cos" Ф cos2 (Л-А а)+ ~ е8 cos8 Ф + ' 8 1 128 

35 . 35 +32 e&ef sш2 Ф соs8Ф+32 e6ef cos8 Ф cos2 (А-Ла)] 

Если учесть, кроме того, равенства 

. (617) 

cos2 (А-Ла)={+-} cos 2 (А-Ла) ] 
3 1 1 ' (618) 

cos" (А-Ла)= 8 +т cos 2 (Л- Ла) +в cos 4(Л- Аа) 

иройвведя перегруппировку членов, вместо (617) получим 

р, =а V 1- е2 V 1- е~ [ 1 +-} ( е2 +-} ef- ; e2ef) cos2 Ф + 

+ 1.. (е" + 1.. "" _1._ е2е" + е2е2- е4е2) cos" Ф+~ (е6 + 1.. е4е2-8 8 1 4 1 1 1 16 2 о 1 

- ~e•ez +.1.е2е") cos6 Ф+~ (...!..e8+e6ez) соs•Ф+_!_ е2 sin1 Ф+ 2 1 81 64 2 1 21 

12 Заназ 1261 177 



-t 1.. е4 sin4 ф-1-l.. (е2е2+ _!_е4-_!_е2е') sin2Ф соs2Ф+ 81 '4 12121 

+~ (е4е2 +е2е4) sin2 Ф cos4 Ф+~ е8е2 sin2 Ф cos8 Ф+ 16 1 1 32 1 

+ ~~ e2et sin'Ф соs2Ф + + ( ef - e2ef> cos2 Ф cos 2 (Л- Л а) + 

+ ~. ( Зе11е~ + ; et- 3e2ef- 3e4et) cos4 Ф cos 2 (Л- Ла)+ 

+ :2 ( +et -e2et) соs4 Фсоs4(Л-Ла)+ 

+: (e:-e2ef)sin2 Фcos2 Фcos2(Л-Лa)+ ;~ (e'ef-e8e:+г2et)X 
15 

Х cos8 Ф cos 2 (А-Ла)+ 128 e2et cos8 Ф cos 4 (Л- Ла)+ 

+ ~~ e2efsin2 Фcos2 Фcos2(Л-Лa)+ 

(619) 

Теперь заменим тригонометрические функции сферическими функ
циями по ~606) и получим ряд 

Ре= а~о>+ а~о>р~о> (sin Ф)+(а~2) cos 2Л+ Ь~2) sin 2Л) р~2) (sin Ф)+ 

+ а~о>р~о> (sin Ф)+(а~2) cos 2Л+ Ь12) sin 2Л)Рi2) (sin Ф)+(аi4> cos 4Л+ 

+ Ь1.а> sin 4Л) Р~4) (sin Ф)+а~о>р~о> (sin Ф) + (а~2) cos 2Л+ 

+ Ь~2) sin 2Л) р~2) (sin Ф) + (а~4) cos 4Л + Ь14) sin 4Л) Р~4) (sin Ф)+ 

+ а~о>р~о> (sin Ф)+ (а~2) cos 2Л+ Ь~2) sin 2А)Р~2) (sin Ф), (620) 

коэффициенты которого равны [59] 

a~0>=aV1-e2 V1-ef ( 1+i-e2++e4 +; ef++e8 + 

+ 2 22+1 8+1 4+3 42+3 24+4 82) тsе el. -ge 5е1 зsе е1 зsе е1 ше е1 = 

( 1 1 2 11 4 1 103 8 1 
=а -те - 120 е -6ef- 1680 е +we2ef-

1823 8 11 4+ 13 4 2+ 13 2 "+ 139 8 2) 
- 40 320 е - 120 е1 560-е е1 560 е е1 10 080. е е1 

а<о> =а 1- е2 1-е2 - ~2 --е' +- е2 -- е8 -V--v-( 1 2 1 5 
2 1 3 7 6 1 21 

- -1- е2е2 -~ е8 +..!.е"- -1- е4е2 -~ е8е2 ) -21 1 99 7 1 14 1 693 1 -
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(621) 

а(2) , v- --( 1 1 9 bJ2> = а 1-е2 V 1-el - 140 e2el + 280 et - 1540 e'ei -

3 9 )cos 2А 1 1 241 82 а ( 22+ 4. 
- 616е е1 - 2002 е е1 sin 2Аа =а - 140 е el 280 el-

1 19 2 109 )cos 2Аа 
- 440 гtei ~ 6160 е et 160 160 евеi sin 2А4 

а~2) v--v--( 1 1 
Ь~2) = а 1-е2 1 - el 924 e'el- 924 e2et + 

1 )cos 2Ла ( 1 1 + 693 евеl sin 2Л0 =а 924 e'ei - 924 e2et + 
12* 17 



5 )cos 2Ла 
+ 5544 ~е~ sin 2Ла 

а~2) __ _ __ ( 1 )cos 2Ла 
b~2)=-aVt-e2 V1 -e~ 5148 еве~ sin2Aa = 

1 COS 2Ла 
= - а 5148 еве~ sin 2Ла 

а~4) __ --- ( 1 3 )cos 4Л11 
Ь~4) =а V 1 -е2 V 1 -е~ 2240 et+ 24640 ezet sin 4Ла = 

(621) 

( 1 1 )cos4Aa 
= а 2240 ef - 9856 e2et sin 4Ла 

а~4 > v-- v-- ( 1 )cos 4Л,. 
Ь~.&) = - а 1 - е2 1 -е~ 44 352 e2ef sin 4Ла = 

1 COS 4Ла 
= - а 44 352 ezet sin 4Ла 

Если имеем радиусы-векторы геоида и эллипсоида, полученные 
путем разложения в ряды сферических функций, то можем: при 
помощи такого разложения легко определить и их разность р - Р·е 

p-p,=(A~0>-a~0>)+f {i: [(AJ/1.>-ahk>)coskA+ 
n-2 n-o 

+(B~k>-b~k>)sin kA] P~ll.>(sin Ф)}. (622) 

Величины р - р, неточно равны высотам: геоида ~. так как ~ 
измеряются по нормали к эллипсоиду. Но отличие это очень мало. 
так как 

~ = (р- р,) cos е, (623) 

где е - малый угол между р (р,) и отвесной линией в соответству
ющей точке геоида (см:. также (581)). Поскольку (р - р,) < 200 м:, 
а е < 0,3°, то можно в (623) положить cos е~ 1 с ошибкой< 1 см:. 

Если бы м:ы хотели установить высоты геоида относительно эллип
соида вращения, то нужно было бы в (622) принять 

(624) 

Если рассматри~аем:ый эллипсоид относимости должен быть 
некоторым: из применяемых геодезических референц-эллипсоидов, 
то нужно учесть и влияние c'lp весовпадения его центра с центрои 
масс Земли, т. е. влияние элементов сдвига 

х у ' z 
бр ~б'= -~х0 +-~У о+- ~z0 = cos Ф cos Л~х0+ 

р р р 

+ cos Ф sin Л ~У о+ sin Ф ~z0 • (625) 
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Поведение геоида можно было бы легко установить относительне 
нормального сфероида, определенного, например, так, что для его 
радиуса справедливо равенство 

РсФ = At0>+ А~о>р~о) (sin Ф). (626) 
Поэтому 

Р-РсФ =(А~2> cos 2Л+ Щ2> sin 2А) Р~2 > (sin Ф)+ 

+ ~3 [~о (A~k>coskA+B~k>sinkA)P~k> (sinФ)J. (627) 

Рис. 17. Карта высот геоида в :м относительно трехосвого эллипсоида Бурши, 
1967 [59] 

Средняя интегральная величина р - РсФ так определенных 
отступлений геоида везде равна нулю 

2П П./ 2 

(Р-РсФ)= :л s s (Р-РсФ)соsФdЛdФ=О, (628) 
0 -П/2 

где средняя интегральная величина р - р, равна 

2П П./2 

(р-р,)= :л s s (p-p,)cosФdAdФ=A~o>-a~0 > (629) 
о -П./2 

и равна нулю, если потребовать для произвольных параметров 
эллипсоида выполнения условия 

а~о> = А~о>. (630) 

В качестве примера приведем отступления геоида р - р,. 
относительно геоцентрического трехосного эллипсоида с параме

трами [59]: а= 6 378 173 м (большая полуось экватора), а1 = 
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= 1 : 298,25 (среднее полярное сжатие), а1 = 1 : 94 000 (сжатие 
экваториального эллипса), Аа = 14° (долгота меридиана, по кото
рому располагается большая полуось а) (рис. 17) и относительно 
геоцентрического эллипсоида вращения МГА (Международной 
геодезической ассоциации) 1967 г. с параметрами: а = 6 378 160 м; 
а = 1 : 298,247 (рис. 18). · 

Использована была совокупность динамических постоянных 
SAO [52], определенных по наблюдениям ИСЗ (табл. 2-3) без вве
дения каких бы то ни было поправок. 

PJilc. 18. Нарта высот rеоида в м относительно аллипсаида вращения 
1967 МГА 

Высоты геоида, полученные по наблюдениям ИСЗ описанным 
способом, обычно отличаются от относительных высот геоида, вы
числ.енных из астрономо-геодезического или астрономо-гравиметри

ческого нивелирования, вследствие 

а) весовпадения поверхности референц-зллипсоида с поверх
ностью использованного геоцентрического эллипсоида; 

б) неучета влияния внешних масс. 
Первую причину можно компенсировать путем злементарной 

трансформации согласно (625); при различных параметрах эллипсо
ида нужно добавить еще дополнительные поправки по известным 
дифференциальным формулам [см. ч. 1, формулу (200)]. 

Кроме этого пути получения высот геоида, можно идти и иным 
путем при помощи возмущающего потенциала, что, однако, требует 
концепции нормального поля тяготения, к которому приступим 

только в § 35 при определении аномалий силы тяжести. 
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§ 32. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕР.ИСТИК ВНЕШНИХ УРОНЕННЫХ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ ПО НАБЛЮДЕНИЯМ СПУТНИКОВ 

Подобно тому как определили радиус-вектор р поверхности 
реr·уляризированного rеоида, :може:м определить радиус-вектор Pi 
произвольной внешней уровенной поверхности с потенциалом W 1 
-и линейным масштабным коэффициентом 

/М 
Ri = И'; • (631) 

По аналогии с (604) будем иметь 
N n 

р 1 =(А~0>);+!, ~ [(A~k>);cosk.\+(Bfzk>);sink.\]Pfzk>(sinФ), (632) 
rt=2 k=O 

где ковффициенты (А~0));, (A~kJ);, (BhkJ); Иl\Iеют такую же струк
туру, как в (607), если подставить R; вместо R0 • 

Если геоцентрическая сфера, проведеиная через какую-либо 
точку исследуемой уровенной поверхности, проходит вне земных 
масс, т. е. охватывает тело Земли, то проблема сходимости ряда 
сферических функций отпадает. Так как (632) имеет свойства сфери
ческой функции, то можем легко вычислить rеометрические характе
ристики поверхности, которые нас интересуют. 

Можем, например, вычислить Гауссову (общую) кривизну Ki 
втой поверхности, для которой обычно служит формула [60] 

DD"-D'~ 
К;= н4 , (633) 

где 
д2:r; д2у д2z 

дф2 дф2 дФ2 

D= 
дх д у дz 

дФ дФ дф 

дх д у дz 

дА дА дА 

д2:r; д2у д2z 

дФдА дФдА дФ дА 

D'= дх д у дz 

дФ дФ дФ 

дх д у дz 

дА дА дА 

д2:r; д2у д2z 

дА2 дА2 дА2 

D"= дх д у дz 

дФ дФ дф 

дх д у дz 

дА дА дА 

H=VEG-F2 , 

1 

(634) 

(635) 
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причем Е, F, G суть фундаментальные Гауссовы величины первого 
рода в первой квадратвческой форме 

Е = ( :~у+ ( :~у+ ( ;~) 2 

дх дх ду ду дz дz 

F = дФ дА + дФ дА + дФ М . (636) 

G = (:~у+ ( :~у+ ( :~ )2 
В нашем случае, где исследуемая поверхность определяется 

уравнением (632), т. е. в общем виде 

Pt = Р1 (Ф, Л), (637) 

подставим в предыдущие выражения формулы 

х = р cos ф cos л ] 
у = р cos Ф sin Л 
z =psinФ 

(638) 

и получим 

Е=р~+ ( :* У}• (639) 

F = :~ :~ , G = р7 cos2 Ф + ( :~ у, 
D 1 ф д2рi ф 2 ( дрi )2 ф = Pi cos -р1 дФ2 cos + р1 дФ cos 

п· • др1 . Ф • д2рi Ф + 2 др1 др1 Ф =- Pi дА sш . -Pi дФ дА cos р1 дФ дА cos 

D" = р~ cos3 Ф-р' 82Р 1 cos Ф+р' дрi sin Ф cos2 Ф+ 
1 1 дА2 1 дФ 

, (640) 

( дрi )2 · + 2pl дА cos Ф 

н =р~соsФ [t+ :т (;~У+ р'с~s2Ф ( :~ ) 2Г· · (641) 

Напомним, что семейства кривых Ф = const, Л= const на иссле
дуемой поверхности (632) не ортогональны, и угол е между касатель
ными к этим кривым в общей точке определяется формулой 

поэтому 
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F 
cos8= .r-, 

r EG 

cos 8 = дрt дрi [р4 соs2Ф+р' соs2Ф ( дрt ) 1 -1-
дФ дА 1 1 дФ 

(642) 

+rt( :~У+(~~ У(~~ YJ1". (643) 



Подставим (640) и (641) в (633) и получим точное выражение 

К =-1-[1+_!_ t Ф дрi +...!. ( дрi )2 __ 1_ д2рi +...!.t Ф( дрi )з-
1 р~ Pi g дФ р~ дФ Pi дФ2 · pf g дФ 

__ 1 t ф дрl д2р/ + 1 (2-t 2ф)( дрj)2+ 
р~ g дФ дф2 р~ cos2 Ф g дА 

+ 4 . ф др/ ( дрj )2 2 д2р/ ( др/ )2 
р' соsз Ф sш дФ дА - р~ cos2 Ф дФ2 дА -

1 д2р/ 2 ( дрi )2 д2р/ 1 д2рi д2р/ 
- Pi cos2 Ф д/\.2 - РТ cos2 Ф дФ дА2 + р~ cos2 Ф дф2 дА2 -

1 ( д2р/ )2 2 t ф др/ д2рi 1- 4 дрt х 
- pfcos2 Ф дФ дА - р~ cos2 Ф g дА дФ дА - pTcos2 Ф дФ 

Х ~~ д:Р~А] [1 + :~ ( :~ ) 2 
+ р~с~s2Ф ( :~ ) 2 

+ :t ( :~ )4 
+ 

1 ( др/ )4 2 ( др/ )2 ( др/ )2]-1 
+ pf cos4 Ф дА + pf cos2 Ф дФ дА • 

(644) 

В нем частные производвые получим прямо из (632) 

N n 

дрi - ~ ~[(А <k>) kA + (B<k>) . kA] dPJ.k> (sin Ф) 
дФ - ~ ~ n i COS n l SШ dФ ' (645) 

n-2 li.=O 

N n 

~~~ = ~ ~ k [- (A~k>)1 sin kA+(B~k>)1 cos kA] Phk> (sin Ф), (646) 
71•2 li.=O 

N n 

дzpi = ~ ~ [(А <k>) kA + (B<k>) . kA] d2PJ.k> (sin Ф) 
дф2 ~ ~ n 1 COS n l SШ dФ2 ' (647) 

n=2 k=O 

N n 

:~: = ~ ~ k2 [- (A~k>)1 cos kA- (Bhk>)1 sin kA] Phk> (sinФ), (648) 
n=2 k=O 

N n 

~=~= ~~k[-(A<k>) . . kA+(B<k>). kA] dPп(sinФ) дФ дА дА дФ ~ ~ п 1 sш п 1 cos dФ • 
71=2 li.=O 

(649) 

Выражения для провзводных функций Лежандра получим 
прямо IIЗ определяющей формулы (108) 

(650) 
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Отсюда вытекает 

dP<ItJ (sin m) d1tpn<OJ (sin <р) . dlt+lp<OJ (sin q>) 
11 "' =-ksinqJcoslt-1qJ--=----'--:-'-'-+~1 cosltclqJ ~ , 

или 

dq> d (sin QJ)It d (s1n QJ)"+l 

(651) 

ap<ltJ (sin <р) 
n dq> =- ktg qJP~ (sin qJ) + ~~P~+l (sin qJ), (652) 

1 при k ~n-1 
~~=о при k=n 

d2PJ,It> (sin QJ) 
dqJ2 

dPJ,k> (s in. <р) 
- k sec2 qJP~It> (sin qJ)- k tg qJ dq> + 

, d P~+l (sin QJ) 
--;- ~tl d(j) 

d2PJ,k> (sin QJ) 
dq>2 = k sec2 qJ (k sin2 qJ -1) PЛit> (sin qJ)-

- ~1 (2k+ 1) tg c:r P~lt+l) (sin qJ) + ~2РЛ1t+2) (sin qJ). 

1 при k~n-2 
~2 =0 при k=n; п-1. 

В случае зональных функций ( k = О) 

dPJ,O> (sin q>) _ p(l) ( . ) 
dq> - n SШ qJ' n =1= О, 

(653) 

(654) 

(655) 

(J2P<OJ (sin q>) 
n d<p2 =- ~1 tg с:рР~1 > (sin qJ) + ~2Ph2 > (sin qJ). (656) 

Можно было бы еще выполнить преобраsовавие формулы (644) 
после подставовки (645)-(649) так, чтобы кривиэва уровеввой 
поверхности была определена в форме ряда сферических функций 
непосредственно при помощи динамических постоянных J~'li.J' s~/t). 
Из-за сложности вывода все же его здесь опустим. 

Совершенно аналогично можно было бы определить среднюю 
кривизну J i поверхности (632), определяемую соотношением 

Ji= EDп-2~~'+GD • (657) 

Далее можно было бы таким же способом определить, например, 
кривизну меридианов, секущих изучаемую поверхность, кривизну 

в плоскости первого вертикала и т. д. 

Следующей характеристикой уроненной поверхности, часто при
меняемой в геодезии, является, например, направление внешней 
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нормали к вей. Его можно легко определить при помощи направля
ющих косинусов а1 , Ь1 , с1 , для которых справедливы формулы [60] 

ду дz 

1 дФ дФ 
а=-л (658) 

д у дz 1 

1 
Ь=

н 

1 

дА 

дх 

дФ 

дх 

дА 

дх 

дФ 

дА 

дz 

дф 

дs 1 

дл 

д у 

дФ 

с=- н дх ду • 
дА дл 

С учетом (635) и (638) получим точные формулы 

а1 =(соsФсоsЛ+....!... ддрФi sinФcosЛ+ 1 ФХ ] Pi Pi cos 

дрt • л) т хмsш 1 

Ь 1 = ( cos Ф sinЛ+ ; 1 ~~ sin Ф sinЛ-

(659) 

(660) 

1 дрt л) --Ф-::::- дА cos Т 1 
} (661) 

PiCOS ' 

с1= ( sin Ф- :1 ~~ соsФ) Т1 
1 

[ 1 ( дрt )2 1 ( дрi )2]- 2 
Т i = 1 + р~ дФ + р' соs2Ф дА 

Иа (661) можно далее вычислить угол Ф между вормальЮ к по
верхности (632) и плоскостью экватора и угол Л. между проекцией 
нормали на плоскость экватора и плоскостью исходного меридиана 

(xz), так как имеют место формулы 

а1 = cos Ф cos Л; Ь1 = cos Ф sin Л, с 1 = sin Ф. (662) 

Тогда1 например, 

tgФ1 =c1 (а~+ ь~)- ~ = tgФ ( 1- : 1 :* ctgФ) Х 
1 

Х Lr 1 + 2дрt tg Ф+-1 ( дрt )2 tg2ф+ 1 ( дрl )2]-·2, (663) 
р;дФ р' дФ р' cos4 Ф дА 

tg /..1 = а-1Ь = tg Л ( 1 + r : 1 ~~ tgФ- Pt со~2 Ф ~~ ctgЛ) Х 
( 1 дрj 1 дрi )-1 

Х 1 +Pl дФ tgФ+ р;соs2Ф дА tgЛ . (664) 
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~·глы 'Pi и 'Ai были бы равны астрономическим координатам в слу
чае, если бы использованное разложение по сферическим функция111 
было точным и если бы плоскость (xz) была точно параллельна пло
скости исходного (гринвичского) астрономического меридиана. При 
ограничении ряда конечной степенью N гармонических функций 
речь пойдет о нормали к i-й уровенной поверхности, более или менее 
сглаженной в зависимости от числа N. Характеристики уровенной 
поверхности Ki (Ji), ai, ьi, Cj, 'Pi• Aj можно было бы далее разделить 
на часть «нормальную», вычисленную, например, для описанной 
нормальной рефереицной поверхности эллипсоида, и· на часть «ано
мальную». Если примем за референцную поверхность трехосный 
эллипсоид (612) *, то из (616) получим производвые 

др, 1 · 2ФS Q-" 1 . 2Ф 1 
дФ =- 2р,sш 1 ~=:::: 2 р,sш Х 1 

х [е2 + е4 (1 + е2 cos2 Ф) cos2 Ф-

-ei (1 + е2 cos 2Ф) sin2(A- Аа)]. 

81 =e2-ei sin2(A-.\a)-
-e2ei cos2(A- ,\а) 

Q = { 1 - е2 cos2 Ф- ei Х 
Х fsin2 Ф+соs2 Ф cos2(A-Aa)] + 

((I05) 

+e2e~cos2 Фcos2 (A-Aa)1' 1 •=:::: 1- ~ е2 соs2 Ф- ~ е4 соs'Ф-'
- ~ ei [ 1-cos2 Ф sin2 (А- . .\а)]+ ~ e2et cos2 Ф (cos2 (А-А11)

= sin2 Ф sin2 (А- Аа)]- ;~ е6 cos6 Ф, 

д2р, Q-·s ( ')Ф з . 2 2ФQ-2" ) дФ2 = -р. - 1 cos ... -4sш . ,, 1 = 

= -.p,[e2 cos 2Ф+е4 cos2 Ф (1-5 sin2 Ф)-е~ cos 2Фsin2(A-Aa)+ 

+ e2ef sin2 (Л-Aa){ ~ sin2 2Ф-1)+e8 cos4 Ф(cos2Ф-6sin2 Ф)J. 
(666) 

~~ =-~ p,ei(1-e2)cos2 Фsin2(A-Лa)Q-2 = 
= - ~ p,S2 sin 2 (Л- А а), (66 7) 

82 = ( 1- е2) И+ e2ei cos2 Ф) cos2 Ф, 
д2р [ \ 3 2 дА =-p,ei(1-e2)cos2 Ф cos2(A-I a)Q-2 - 4 e1 (1-e2)X 

хсоs2 Ф sin2 2(Л-Aa)Q-4]=- p,S2 cos2(Л-Aa), (668) 

д:~л = ~ p,el(1-e2) [sin2Ф sin 2 (Л-Ла)Q-2+ ~ sin 2Ф х 

* Параметры а, е2 ef, Аа, и особенно а, здесь выберем так, чтобы поверхность 
эллипсоида проходила достаточно близко к изучаемой внешвей уровениой 
поверхности. 
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xcos2 Фsin2(Л-Лa)SQ-4]~ ~ p,(e~-f- ~ е2е~соs2 Ф)х 
X(1-e2)sin2Фsin(Л-Лa)o (669) 

и далее, согласно (634)-(636), получим 

Ее~ р: { 1 + ~ е2 [ ~ еЧ-е4 cos2 Ф-е~ sin2 (А-Ла) J sin22Ф} 1 
• (670) 

F, ~ ~ р:е2е~ (1-е2) sin 2Ф cos2 Ф sin 2 (А- Аа) 
G,~ р: cos2 Ф 

D ,-::::::!. р: cos Ф [ 1 -f-e2 cos 2Ф-f-е4 cos2 Ф ( 1-3 sin2 Ф)-

-е~ cos2Фsin2 (A-Лa)-e2e~ ( 1-; sin22Ф) Х (671) 

Х sin2 (Л- Аа) + е6 cos4 ( 1-4 sin2 Ф)], 

n; = - i- p~ei (1- е2) (1 -f- 2е2 cos2 Ф) sin 2Ф cos Ф sin 2 (Л- Аа), 
" 3 { 1 2 De ~Ре cos3 Ф 1-e2 sin2 Ф- 4 е4 sin 2Ф-f-et [(1-е2) соз 2 (А-Ла)+ 

+ sin2 Ф sin2 (А-Ла)]+ е2е~ [(1-е2) cos2 Ф cos 2 (А-Ла)+ 

+ sin2 Ф cos 2Ф sin2 (А-Ла)- е6 sin2 Ф cos4 Ф}, 

н,~ р: cos Ф { 1 + ~ е2 sin2 2Ф [е2-2е~ sin2 (А- Aa)-f

-f-e4cos2Ф]} 

cos е,~ ~ е?е~ (1-е2) si~ 2Ф cos Ф sin 2(Л-Аа) 

(672~ 

Выражения в (665)-(669) совершенно точны; при дальнейших 
иреобразованиях пренебрегаем членами, порядок которых е8 , et, 
e4ef, и такова же точность полученных выражений (670)-(672). 
С учетом: формул (665)-(672) получаются окончательные выражения 
для Гауссовой кривизны трехосиого эллипсоида (с отбрасыванием 
членов порядка е8 и выше) 

К е~ р;• {1 + е2 (1- 3 sin2 Ф)+_е4 (1_:_2 sin2 2Ф)+ 

+е~ [1- 3 cos2 Ф sin2(A- Аа)] + е2е~ Х 
х [1-3sin2 Ф-cos2 Ф(3-16sin2 Ф)sin2 (А-Ла)]+ 

+ е6 cos2 Ф (1-14 sin2 Ф + 20 sin4 Ф)}. 

(673) 

Аналогично для направляющих косинусов нормали к поверх
ности трехосного эллипсоида 

а,~ cos Ф cos А { 1-e2 sin2 Ф-: е4 sin2 2Ф+ 
+ el sin(A- Лa)[sin2 Фsin(A-Aa)-tg Acos (A-A5)]-f

+ e2ei sin2 Ф sin (А- Аа) [sin (А- Аа) (3 cos2 Ф -1)-f-

-f-tgAcos(A-Aa)-f- ~ e8 sin2 2Ф(1-5cos2 Ф)}, (674) 
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ь,~ cos ФsinЛ {1-e2 sin2 Ф- ~ e"sin22Ф+ 
+е~ sin(Л-Лa) [sin2 Фsin(Л-Ла)+ ctg Л cos (Л- Ла)l + 

+ e2el sin2 Фsin(Л-Ла) (sin(Л-Ла}(З cos2 Ф-1)-

-сtgЛсоs(Л-Ла)]+ ~ e6 sin2 2Ф(1-5cos2 Ф)}, 

с, ~ sin Ф [ 1 + е2 cos Ф + е" cos2 Ф ( 1 - ~ sin2Ф) -
-е~ cos2 Ф sin2 (Л-Лa}-e2~ cos2 Ф(1- 3 sin2 Ф) sin2 (Л-Лa)+ 

+ е6 cos4 Ф ( 1 - ~ sinФ) J 
и для геодезической широты В и долготы L точки на трехосном эллип-
соиде с координатами Ф, Л · 

tg В~ tg Ф [(1-e2}-1 -ei (1-e2)sin2 (Л- Ла)]} 

tg L ~ tg Л (1 +е~ sin 2 (Л- Ла) cosec 2Л] · <675) 

Можно найти аномалии Гауссовой и средней кривизн, аномалий 
направляющих косинусов внешней нормали, аномалий широты 
и долготы как разиость этих характеристик для внешней i-й уровеи
иой поверхности и трехосиого эллипсоида 

К;-К,, 1;-l,, 
ai-a" bi-b,, с1 -с,, 

~i-B, 'J..i-L. 

(676) 
(677) 
(678) 

Вместо (678) можно ввести составляющие угла между двумя 
и~рмалями в плоскости меридиана и первого вертикала, т. е. перейти 

к слагающим 1. fi отвеса 
~"~p"(tg~-tgB)cosBcos~ } 

(679) 
~~~ ~ p"(tg ')..-tg L)cos В cos Lcos ').. · 

Нужно обратцть внимание на то, что соответствующие точки на 
обеих поверхностях, в которых проведеиы нормали, лежат здесь 
(в отличие от привычиой концепции) на общем радиусе-векторе, 
но не на общей нормали. 

Составляющие 1. fi можем очень легко определить и прямо въt
вести из (622) 

;:" __ ..е:_аср-р,) dФ n"-- р" а(р-р,> 
"' - М дФ dB' ·• - Ncos В дА ' 

м -- а ( 1- е2) • а 
где , N= , , 

(1- е2 sin2B) /а' (1-е2 sinB) /о 
и с учетом (675) 

:~ ~ 1-е2+ 2e2sin1 Ф+e'sin2 Ф+ ... , 
если поверхностью относимости является эллипсоид вращения 

с параметрами а, е2, 
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Поr.кольку обычно центр референц-эллипсоида не совпадает 
с центром масс Земли, то нужно в выражении (622) для (р -Ре) 
предположить наличие сферической функции первой степени 

!:ix0 cos Ф cos А+ !:iy0 cos Ф sin А+ !:iz0 sin Ф. 
С учетом формул 

sin2 В~ sin2 Ф [1+ 2e2 cos2 Ф(1- 2e2 sin2 Ф)+3J1 cos8 Ф+ ... ], 
cos2 В.::::::!. cos2 Ф [1- 2е2 sin2 Ф (1 + 2е2 cos2 Ф)+ е• sin2 Ф + ... ], 

Рис. 19. Изодивив составляющих '" в секундах дуги отвосительио 
эллипсоида. 1967 МГА 

получаемых из (675) при отбрасывании выражений, содержащих 

2 L\.з:о 
е -а-' 

2 L\.yo 
е

а • 

и т. д., и выражений 

...!:.. '""'"'1 + е2 (1-.! sin2Ф) + е• ( 1 _!_ sin2 Ф+~ sin4 Ф) 
м- 2 2 8 ' 

...!:.. ~ 1-.!.e2 sin2 Ф-e4sin2 Ф (1-2.sin2 Ф) 
N 2 8 ' 

получим для составляющих 1. fj формулы 
~"=-р" L\.з:о sinФcosA-p" L\.yo sinФsinA-j-p" L\.zo соsФ-

а а а 

N n 

- Р: ~ ~ {[(Ahk'-a~)J cos kA+ (Bhk' -b~k1)sinkЛ] х 
n=2 lz=O 

х ( 1 + .!_ 2 . 2 Ф+_! ' . 'Ф) dPhk'(sin Ф)} 
2 е SlD 8 е SlD dФ , 

Т)"= р" L\.з:о cos Ф sin А-р" L\.yo cos Ф cos А+ 
а а 
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Рис. 20. Изолинии составляющих Тi" в секундах дуги относительно 
аллиuсоида 1967 МГ А 

Рис. 21. Схема векторов полных уклонений отвеса ·'V12+ 1)2 относительно 
аллипсаида 1967 МГА 

N n 

+ Р: ~~{k [(A~1 -%M)sinkA-(B~111-b~11')coskA]x 
n=211=0 

х sec ФP~1(sin Ф)}, 

причем для производной [dPh11> (sin Ф)]7dФ имеется. формула (652). 
в качестве примера приведем карты величин r. ~"(рис. 19-21), 

вычисленные при помощи динамических постоянных из табл. 2-3 
для случая, когда поверхностью относимости является геоцентри

ческий эллипсоид вращения МГА 1967 (а = 6 378 160 и, е2 = 
= 0,006 694 604 5, Ах0 = О, Ау0 = О, Azo = О) [79]. 
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§ 33. УСТАНОВЛЕНИЕ ОСНОВНЫХ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
ЗЕМЛИ ПО НАБЛЮДЕНИЯМ СПУТНИКОВ 

Решение втой задачи неоднозначно и зависит собственно от опре
деления геодезических параметров формы и размеров Земли. Тут 
)южно, например, принимать условие, чтобы референцный веиной 
аллипсоид был уровенной поверхностью в смысле Пицетти ( 61, 62], 
применяемой в геодезической гравиметрии. В качестве основных 
параметров тела Земли принимают параметры вллипсоида (большая 
полуось, полярное сжатие, в случае надобности СЖ{lТИе вкватора 
и направление полуоси вкваториального вллипса). Однако можно 
геодезические :иараметры Земли определять ив условия, что пара
~ttетры формы и размеров принимаемоrо &Jiлипсоида «лучше всего 
соответствуют» поверхности геоида. 

Здесь ивбе~ем дfуrой путь. Хотя совокупность ~намических 
постоянных 1~111 , S~ 1 при высших степенях n, очевидно, опреде
ляется неуверенно, все же в основных чертах она правильно пред

ставляет геиераливоваииую фигуру поверхности реrуляривироваииого 
rеоида. Позтому для вычисления геодезических параметров Земли 
по этому второму пути используется совокупиость величии J~lr.>, 8~11.>, 
которые определены надежно. Речь может идти о динамических 
постоянных 

1~.,, 1~о1, 1~.,, 8~.,, ~~~~, 8~.,, 1~о1, ~~~, 8~.,, 1~~.,, 8~~.,. 

Содерщаиие понятия «лучше всего соответствует» можно в атом 
втором определении геодезических параметров тела Земли опре
делить по-равному, например, ив следующих математических 
ус.'lовий: 

13 3аказ 1261 

п 

2П 2 J J (p-p,)2 cosФdЛdФ=min, 
О_.!!_ 

п 

2n 2 

2 

J S (W-W,)2 cosФdЛdФ=min, 
о п 

2 

2П : 1 S S (K-K11)2 cosФdЛdФ=min 
о п 

2 
1( , 

2П 2 
S S (J-J11)2 cosФdЛdФ=min 
о п 

2 J 

(680) 

(681) 

(682) 
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Jl 

21t 2 

S S (g-g.)2 cosФdAdФ=min, 
о 1t 

2 

1t 

21t 2 

5 5 (~2+'1 2) cos Ф dA dФ = min. 
о 1t 

2 

Здесь обозначено: 
р - радиус-вектор поверхности геоида, 

Рг - радиус-вектор земного эллипсоида, 

W - потенциал силы тяжести на геоиде, 
w. - потенциал силы тяжести на поверхности эллипсоида, 
К - Гауссова (полная) кривизна геоида, 
к.- Гауссова (полная) кривизна эллипсоида, 
J- средняя кривизна геоида, 
Je- средняя кривизна эллипсоида, 
g - уско·рение силы тяжести на поверхности геоида, 

g. - ускi>рение силы тяжести на поверхности эллипсоида, 

(683) 

(684) 

~.'1'] -составляющие уклонений отвеса (углов между нормалями 
к обеим поверхностям в точках эллипсоида). 

Можко выбрать и другие условия. 
'Условие (680) сформулировал еще Ф. Слудский [5], а для случая 

заменяющего эллипсоида вращения его разработал И. Жонголо
вич [53).· Здесь будем Применять это условие для трехосвого эллип
соида согласно [59] с учетом ортогональности сферических функций 
( § 7) и формулы 

1t 

2п 2 [ kA] 2 5 5 p~k1(sinФ) c~s kA соsФ d АdФ= 
0 n SlD 

2 

4:rt(n+k)! k=FO 
i'Jk (2п+1) (n-k)! . бk=i, если k =О J (685) 

Из нее вытекают здесь 4 уравнения (k =::;;; n) 
1 да <О! 

(А 101 _ а<о>) ___!!..._ + 
-:2::-n~+~t~ n n да 

n=O, 2, 4, 6 

194 



---(AIOI_a!OJ)~+ ~ 1 д (0) 

2n+1 n n де 
n=0,2,4,8 

+ ~ ~ (n+k)! [<A(/tJ оо) дahkl + 
~ 2(2n+1)(n-k)! n -an """"де2 

'11=2,4,6 k=2,4 

+(В~'- ь~~t') а:;:' J = о 
1 д (0) 

(AIOI_ (0))~+ 
"'"'2:-n-.,+,....1.,... n an деl 

(686) 

n-0,2,4,8 

+ ~ ~ (n+k)! [<Aik.J_ !kl) дahk' + 
~ ~ 2(2n+1) (n-k)! n an де1 

11=2,4,8 k-2,4 

+ (Bikl- b!kl) дЬhk' J = О 
n n деf 

~ __ 1_ (А 101 _ 101) даW1 + 
~ 2n+1 n an дАа 

которые однозначно определяют иско:мые параметры а, е2, el, Аа. 
Определим конкретВЬiе выражения приведеввых частных произ

водных как функции параметров эллипсоида 

(687) 
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196 

+ 1 2 2 313 е) 
14 е el - 22 176 е 

·да~·> ( 3 2 9 18 
--2-=а - зsе + 140 е~- 385 е'
деl 

213 2 2 837 е) 
- 3080 е el- 40040 е 

да~·> ( 5 15 89 ) 
-~- =а 154 е4 - 308 е2е~ + 2772 ев 
деl 



} .(687) 

J 
f97 



(688) 

f98 



или 

. (689) 
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IШИ 

(690) 
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- _!.._ е2е2) + в<2) (- ..! е2 - ...!... е• + .!.. е2 - 109 ев -
701 4 7 н 714004 

19 22 )+в<з>(20 4 +50 6 20 22)]+ -"1'54 е et 6 143 е 429 е - 143 е е1 . (690) 

+ sin4A11 • [А(4) ( _ 4e2+.!Q. е2е2 ) + 900 А<"> e2e2J + 
cos 4А11 4 1 Н 1 143 6 1 

+ cos 4Аа [в<•> (4 2 _.!Q. 2 2) - 900 в<•> 2 2]=- о 
sin 4Аа 4 е1 Н е е1 143 в е е1 

или,~ иаковец, 

.(691) 

2G1 



+ k~2> А~2> + k~2> А~2>)-1, 

k(2) 2 3 2 1 4 + t 2 307 8 1 2 1 
2 ==5-35е -we теl- 9240 е -70 е el 

k<2>=-.!e2 -i.e4+!et- 109 е8 -~е2е2 
4 7 11 7 4004 154 1 

k(2) 20 4 + 50 6 20 2 2 
6 = 143 е 429 е - 143 е el 

Уравнения (691) :можно сравнительно легко решить последова
тельными приближениями. 

Здесь возникает практическая необходимость знать коэффициенты 

А<о> А<о> А<о> А <о> А <2> в<2> А<2> в<2> А<2> в<2> 
Ot 2t 4t 8t 2t 2t 4• 4t 6t 6• 

Эти коэффициенты при помощи формул (607) выражены через 
динамические коэффициенты JA111 и SAI!J, линейный масштабный коэф
фициент R0 и угловую скорость суточного вращения Земли. 

Детальные характеристики геоида локального характера не
определимы, и при выводе геодезических параметров, определя

ющих тело Земли в целом, следовательно, учитываться не должны. 
Кроме этого аналитического решения :можно задачу решать, 

используя совокупность достаточно большого числа разностей 

(р- р,) при условии ~v2 со!Ф = min, где уравнения ошибок имеют 
вид 

' 
V = ~ [ n=O~,& ~~~.& ( :~~ COS kA+ 

+ ::~ sin kA) P~11'(sin Ф)dр1 ] + (р,)0 - Р, (692) 

i = 1, . ·., 4; k ~ п; Р1 =а; Р2=е2; Рз =el; Р4 = Ла; dpi = Pi-(Pt)o• 

(р1)0 - приближенное значение искомого пара:метра, при помощи 
которого была вычислена величина (р,)0 в свободном члене. 

Можно также написать упрощенно 

v!:::::::: f:/: da-; (a)0 sin2 Фdе2- ~ (а)0 cos2 Фsin2 [А-(Аа)е) dei + 

+ ~ (а)0 (ei)0 cos2 Ф sin [А-(Аа)0] dAa + (Р,)0 - Р. (693) 

Для примера цри:меневия условия (680) используем совокупность 
динамических постоянных [52) (вариант 1) и [51, 63], (вариант 2). 
За линейный :масштабный коэффициент R0 примем величину (586), 
соответствующую значению потенциала на геоиде (583). Результаты 
приведены в табл. 12. 

Результаты варианта 1 мы посчитали исходными при определении 
высот геоида в § 31 (см. рис. 17). 
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Т а б лиц а 12 

ПарамеТры Вариант 1 Вариант 2 1 Средняя ошибка 
а (максимальное) 6 378173 м 6378173 м ±10 м 
ii (среднее) 6 378139м 6378139м ±10м 
е2 (максимальное. полярное) 0,006 704 953 0,006 704 904 ± 3·10-7 
1/а (максимальное полярное) 297,786 297,788 ± 1,4·10-2 
е2 (среднее полярное) 0,006 694 385 0,006 694 375 ±3·10-7 

1/а (среднее полярное) 298,257 298,257 ± 1,4. 10-2 
е} (экваториальное) 0,000 021 275 0,000 021198 ±4·10-6 
1 fa1 (экваториальное) 940000 94350 ± 2 ·104 
Л а 14,8 о w 14,8 о w ±50 

Аналогично, как и в случае условия (680), можно было бы посту
пить при разработке решения, основанного на условиях (681), (682) 
и (684). Все эти другие решения, однако, сложнее, и к их помощи мы 
не прибегали. . 

Предметом особого исследования могут, однако, быть параметры 
экваториального сечения геоида, т. е. а, er, Ла, которые можно 
значительно проще определить отдельно, т. е. без учета полярного 
сжатия. Это экваториальное сечение определяется уравнением 

N N 

РФ=о=а+Rо~ aicosjA+Ro~ bisinjA, 
~1 ~1 

(694) 

которое получается из (604) при Ф = О, и коэффициенты которого 
равны [64], [78], а члены, содержащие J~01 q2, здесь отброшены 

a=Ro{t+..!. (~)-3 q+~(~)-в q2-~(~)-1 ~~·~q+ \ 
2 Ro 4 R 0 4 Ro 1 

+.l.. (~)-е q3_..!. (~) ~n·~ [1 + (~)2 ~~·~- (~)-3 q]+ 
16 R 0 2 R 0 R 0 R 0 

+~(~)'JI•J-~(~)6 JCO)+~ (~)8J!oi_~(~)10J<OJ} 
8 R 0 4 16 R 0 6 128 R 0 11 ?56 R 0 10 

а ) -JI1J J-11) 1-111 
1 =-1620(~ 3 - 3 +1606(~)ь_ь -1601(~) 7 _7 

Ь1 ' Ro 8ш ' R 0 8ш ' R 0 8с11 
3 ь 7 

а ~-~~~ 1-~~~ 1-<zJ 
2 =1936(~) 2 -2 -1677(~)'-' +1633(~)6 _6 - (695> 

Ь2 ' Ro 8~21 ' Ro 8~21 ' R 0 8J•I 
-JI2J ~· 

-1 617 (~)8 _в 
' Ro S~~~ 

а -JIIJ -JII) -1 (1) 
3 = 2,092 (~)3 _ 3 -1 734 (~)ь _6 + 1 664 (~) 7 _ 7 

Ь3 Ro 8с11 ' R 0 81а1 ' R 0 8c:s1 
3 li 7 
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а -j(C) -1(4) -~(С) 

'= 2 219 (~)' _4 -1 789 (~)8 _ 6 + 1 696 (..5!...) 8 _ 8 
Ь ' Ro s<•> ' Ro s<•> ' Ro s<•> 

• 4 в 8 

а- ) -J<ъ> ) -J<&> 
"=2,327 (..5!... 5 _ь -1,840 (~ 7 _ 7 

Ь5 Ro s~ъ> Ro s~ъ> 

а -J<e> -J<e> 
8 = 2 422 (~)8 _ 6 -1 887 (..5!...) 8 _ 8 

Ь8 ' Ro s~e> ' R0 s~s> 

а -J<7> 
7 = 2,507 (~) 7 

- 7 ' 
Ь7 Ro S~7> 

а J-<s> 
8 = 2,584 (~)8 _о 

Ь8 Ro s~a1 

и т. д 
J 

Значения экваториального радиуса-вектора геоида РФ=О• при 
использовании динамических постояиных тела Земли из [52] до N = 10 
включительно приведены в табл. 13. 

Т а б л J'IЦ а 13 

л 1 РФ=О•, М 1 л л 

о о 6 378158 120 о 6 378185 240 о 6378116 
20 143 140 197 260 129 
40 114 160 192 280 149 
60 078 180 162 300 128 
80 056 200 154 320 117 

100 119 220 133 340 152 

Средвее интегральное значение а в этом: случае равно 

211 

1 s -2зt РФ=о·dА==а=6378137,8 м:. (696) 
о 

Если мы хотим кривую (694) заменить лучше всего подходящим: 
эллипсом: с параметрами а, е~, Аа 

то нужно поставить условие 

211 

1 = S [PФ=o·-(P,)cp~o·] 2 dA=min. (698) 
о 

Из него следует 

д/ д/ дl 
8ii" =0; деf =0; дАа =0, (699) 
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11 

а =а { 1- ~ el [ 1- ~ ~ 0 ( а2 cos 2Ла + Ь2 sin 2Ла)]} Х 

Х [ 1- ; el ( 1- 1
3
6 е~) J1 

2 8 а- i.i + 4 Ro ( 2Л Ь • 2Л ) el=s-a- 34 a2cos а+ 2sш а 
• (700) 

tg 2Ла = !!, ; а2 cos 2Ла + Ь2 sin 2Ла = (а~ + Ь~)' 1 • 
а2 

Если отбросить члены, содержащие et, (/~11)2, (8~11)2 и т. д., 
то первые два уравнения в (700) упростятся так: 

- 4R 
а-а ~Ro (а~+ ь;)'l•; el ~ -=·Ча:+ ь:)'l•. (701) 

а 

Большал полуось экваториального эллипса также зависит от 
линейного раамер:ного фактора (584), от динамических коэффициентов 

-J<·> -J<•• -J<2> J-<2> • s-(0) s-<s> s-,., 
2 ) 2 • 4 • 6 1 ••• , 1 ' ' ' 8 1 ••• 

и от постолиной q. Сжатие и ориентировка этого эллипса зависят 
ТОЛЪКО ОТ ~~11 , J~21 , J~ll ••• j S~21 , S~21 , S~21 • • • ПрИНЯВ ЗНаЧеНИЯ 
динамических коэффициентов из [52], при N = 10 получим: 

а=6378173,6 м, (702) 

Вместо аналитического решения (698) можно также положить 

.! vv = min, причем 

V= -da{ 1-; (ef)0 sin11 [A-(Лa)0] }- ~ def(a)0 X 

Х sin11 [A-(Лa)0]+ ~ dAa(a)0 И)0 sin2 [А-(Ла)0]+ l 
N N 

l = а-(а)0 + ~ а1 cosj А+}", Ь1 sin jA+ 
i-1 i-i 

' (704) 

+ ~ (a)0 (ef)0 sin11 [A-(Aa)o] 

где уравнение (697) приведеио к линейному виду е отбрасЬDiа:нвеи 
величии, содержащих ef, а величины (а)о, (ef)o, (ЛJ0 предетавшпот 
приближеиные аиачеиил иеиsвестиых, выбранные достаточно блиако, 
чтобы вторыми дифференциалами можно было преиебречь. 
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Используя интервал дискретных значений dA = 10°, получаем 
по (704) параметры, практически совпадающие с (702) и (703) 

а=6378173,3 м±7,4 м; ef=22,3-10-6 ±3,8·10-8; 

(705) 

Напомним, что обычно а =1= (рФ=оо)mах; а (1 - ef)'l• =1= (PФ=oo)min• 
В нашем случае по (694) (РФ=оо)mах :::::::: 6 378 198 м: при А :::::::: 150°; 
(PФ-oo)mtn:::::::: 6 378 056 м: при А= 70°, а 1/а I(PФ=oo)max- (PФ=oo)mt~] = 
:::::::: 1 : 44 900, и что эти значения отличны от (702), (703). 

Для иллюстрации приведем экваториальный профиль геоида 

(рис. 22), кривую разностей РФ=ОО -а (рис. 23) и разностей d = 

= РФ=оо,л + РФ=оо, лнsоо - 2а -(рис. 24). 
Вполне аналогично можно было бы отдельно изучать меридиональ

ное сечение. Меридиональный профиль геоида по сечению эллипса 
плоскостью, содержащей большую полуось, дан на рис. 25 и 26 
по сечению плоскостью, содержащей малую полуось. 

Описанным: способом, каким: были получены параметры соответ
ствующего экваториального эллипса, можно было бы определить 
и параметры aiL, (e1)1L, (Лa)IL эллипса, соответствующего разрезу 
геоида при Ф = const = ФIL, т. е. 
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"" n 
piL =А~·>+~ ~ (A~k> cos kA+B~k) sinkA) Phk) (sin ФIL) = 

n=2 k=O 

= (P0)1L + ~ с~) cos kA + }; d~1 sin kA, 
k k 

"" (p0)1L = А~·>+~ А~1 р~> (sin ФIL), 
n-2 

c<k> "" J<k> 
IL R ~ ( а0 )n n p<k> ( . ф ) 

d~k> = о ~ Ro Shk> n SШ IL • 
n=З 

Уравнение этого искомого эллипса при Ф = Ф11 имеет вид [79] 

r11 = aiL [1-(е1)~] '1•{1- (е1)~ cos2 [А- Аа]}-'/•:::::::: (r0)~ + 

+ (с~')е cos 2А+ (d~-), sin 2А+ (c~1 )ecos 4А+ (a~"),sin 4А, 

(r~k>)~ = aiL [ 1- ~ (el)~- :4 (el)~ J • 
(с~')е [ 1 1 1 с J COS 2 (Aa)IL 
(d~>), =aiL т(el)IL+W(el)IL sin2 (Aa)IL' 

(с~"), [ 3 ( >•] cos 4 (Aa)IL 
(d~ 1 ), =а"" 64 е1 IL sin 4 (Aa)JJ.' 



Р:мс. 22. Экваторвальвый профип:ь высот rеоида 
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Рис. 23. Из111еиеиие разностей РФ=Оо -а в :м вдоп:ь экватора 
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Рис. 25. Меридиовальный профиль высот rеоида по сечению плоскостью, 
со~ержащей большую полуось 
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а умовие для определения его параметров а~о~, (е 1)~о~, (Лa)J.I 

или 

2:rt 

1 = J (Р~о~ cos Ф~о~- r~o~)2 dA = min, 
о 

Рис. 26. МеридиовалЬDЫЙ профиль высот rеовда по сечеиию 
плоскостью, содержащей малую экваториальную полуось 

2Я 

а поскольку J sin kA cos тА dA =О 
8 

и 
2:rt 

J cos kA cos mAdA=O, 
о 

14 Заназ 1261 

2:rt 

f sinkЛsinmЛdЛ=O, 
о 
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если k =1= т, то далее 
28 

:Р S {l(r0)~12 +(c~2>):cos1 2A+ (d~>):sin2 2A+{cff1): соsЧА+ 
о 

+ (dft>): sin14A- 2 (r0~ (р0)"' cos Ф"'- 2 (с~>), с::• cos Ф"' cos11 2А

-2(d~21),d~21 cos Ф"' sin2 2А-2 (cft1),cft> cos Ф"' cos2 4А-

- 2 (d:1>), d~•> cos Ф"' sin2 4А} dA =О. 

Рис. 31. Ориентация: больших по
луосей различных вллвпсов в срав
нении с ориентировкой полуоси 

вкватор:аальноrо вллипса 

Тогда, преиебрегая члеиами, порядок малости которых выше et. 
получаем 

2 {а"' [ 1- i- (е1)~ ]- (Р0)"' cos Ф"'} [ 1- ~ (е1)~ J =О, 
~ а"' (е1)~- [с~• cos 2 (Aa)JA + d~> sin 2 (Aa)JA) Х 

x[t+ ~ (e1)~JcosФ"'-2{a"'[1- ~ (е1)~]-(Р0)"'соsФ"'}х 

Х [ 1 + ~ (е1)~ J =О; С~21 sin 2 (Aa)JA- d~ cos 2 (Aa)JA =О. 

Ревультаты числового pememOI при ер= О, ±308 , ±60° приведеиы 
в табл. 14 и для наглядиости ка рис. 27-30. Интересно, что сжатие 
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эuипсов северного полушария (Ф = +30°, +60°) болыпе, чем сжатие 
эллипса южного полушария {Ф = -30°, -60°). Кроме того, раз
лична и ориентировка больших полуосей между собой, а также 
по сравнению с ориентировкой полуоси экваториального эллипса 
(рис. 31). Сжатие эллипса южного полушария, однако, достаточно 
хорошо соответствует сжатию плоских сечений «трехосного эллип
соида», т. е. «нормальному значению», которое обозначим (сх 1) 0 и для 
которого имеет место равенство [79] 

0 1 ef(1-e2)cos2Ф ... 
(cxl) ~ 2 1-е2 cos2 Ф -е• sin2 Ф • 

р. 1 р. 
Таблица 14 

ф л а ef·10 1 

1 
(1: а.1 )·10- 1 

1 
1 : (а.,)"•10-1 

6Q!!N 6,6!!W 19,5 102 377 
30° N 11,6W 20,3 99 126 
О!! 22.5W 22,4 89 94 

30° s 0,2W 11,8 169 126 
60°8 8,0W 4,2 474 377 

§ 34. ОПРЕЛЕЛЕИВЕ УСКОРЕНИЯ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ В ТОЧКАХ ЗЕМИОИ 
ПОВЕРХНОСТИ И ВО ВНЕШНЕМ ПРОСТРАНСТВЕ ПО НАБЛЮДЕНИЯМ 

СПУТНИКОВ 

Во внешнем пространстве, где сходимость ряда (577) докаванаt 
можно определать ускорение сил~ тяжести так 

·v' ( дW )2 1 ( дW )2 1 ( дW )2 
g= дj) +р2 дФ + p2cos2 Ф дА ' (706) 

причем ив {577) имеем с учетом (652) и (585) 

00~ =- 1: (1+ ~[(п+1)(a;)n~(Jh111 coskA+ 
n-2 k-o 

+ Shk1 sin kA) Р~ (sin Ф)] - ~ q ( аро ) -з [ 1- P~" 1(sin Ф)] J, (707) 

~: = 1: ~~~(а: )n(J~11>coskA+Shh1 sinkA)[-kx 

xtgФP~111 (sinФ)+J.t1PAA+t>(sinФ)]-~ q( а; )-3P~11 (sinФ>j. (708} 

:~ - /: ~ [ ( ': )' ~ k ( -J~' sin kA+S~"' cos kA) Р~' (sin Ф) }(709) 

Если пренебречь членами, содержащими квадраты и произведе
ния динамических коэффициентов, т. е. (JAk1) 2, (SA!1) 21 /~111 , S~k>, 
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а также J~k> q, S~k> q для всех n и k, кроме n = 2, k = О, и удертать 
'lлеиы с (J~0>),3 q3, J~O>qz, (J~o>)2q, J~O>J~o>, ~~е> q, то nОJiуч:им 

g~ ': [!1+ ~~(п+1) ( ';)"(Ji:''coskA+S~'sinkA)X 1 

xPhn)(sinФ)- ~ (а: )-3q[1-P~·1 (sinФ)]J + 

+{ (а; ) 2J~•>p~11 (sinФ)+ ( аро ) 4 J~" 1 P~11 (sinФ)-

- 3 ( Т) qP~11 (sinФ)} 1 а -3 . 2 ]' 1 • 

или 

g ~ ':: [ 1 + 2 ~ ~(п+ 1) ( ',' )" (.l',f" cos kA+ Si:'' sin kA) х 1 

Х Phk) (sin Ф)- ~ ( аро )-3 q [1-P~·>(sin Ф)J+ 

(710) 

+{ 3 (~о ) 2 ~~·>p~· 1(sinФ)+5 (~о ) 4 ~~·>p~">(sinФ)- }, (711) 

- ; ( ~ )-з q [1- P~" 1(sin Ф)] }2 + { (а: )2 ~~·> Р~11 (sinФ) + 

+( ~ )4J~">p~l>(sinФ)- ~ (а: )-3qP~11 (sinФ) YJ/• 

g= !; 11 +2 ~ ~(n+ 1) (а: )n (J~> cos kA+S~k> sin kЛ) Х ) 

Х Phk1 (sinФ)-; ( аро )-3 q[1-P~" 1 (sinФ)!+ 

+ (а: ) 4(J~·>)2(9 [Р~·> (sin Ф)J2 + [Р~11 (sinФ)]2)+ 

+ ( ~ )-6 q2 (: [1-P~"1(sin Ф)] 2 + ~ [P~11(sin Ф)]2 ) + 

+( ~ )-1 J~" 1q(-4P~"1 (sinФ)[1-P~"1 (sinФ)]- (712) 

- {!P~11(sin Ф)]2 ) + ( ~о у J~" 1J~"1(30 [P~" 1(sinФ)][P~·> (sinФ)] + 

+ 2 [Р~11 (sin Ф)] [Р~11 (sin Ф)]) + ( аро) J~·>q х 

Х (- 2~ [1- р~·> (sin Ф)] [Pi"> (sin Ф)]-

- ~ (P~11(sin Ф)] [p~0(sin Ф)]) J' 1 
• 
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и далее 

g~ 1:: j1-; ( ~ ( q(1-P\''(sinФ)I+ ~~(•+ 1) ( •; )"х 

х (J~k> cos kA + S~lt> sin kA) p~lt> (sin Ф) + ~ (а; у (1&"1) 2 [Р~11 (sin Ф)]2 + 

+-1- (~)-в q2 [P~0(sin Ф)р-..!. (~)-1 J~">q [Р~11 (sin Ф)]2 + 
18 р 3 р 

+ ( ~ )-4 ~~~1q2 (- ~ P~"1(sin Ф) [P~11 (sin Ф)] 2- ~ !Р&11 (sin Ф)]2 Х 

х [1-P~")(sinФ)]+ 2
1
7 (а: )-о q3 [1-P~"1 (sinФ)][P~11 (sinФ)]2 + 

+ (а; )6 J~">J~·> [Р~11 (sin Ф)] [Р~11 (sin Ф)]-

_ ~ ( а; ) J~">q [Р~11 (sin Ф)] [Р~0 (sin Ф)]-

- ; (а: ) 6(/~"1 )3 [P~11(sin Ф)]2 [Р~"> (sin Ф)] + ( а:) (/~"1)2 q Х 

Х ( ; [1-P~"1 (sin Ф)][P~11 (sin Ф)]2+[P~11 (sin Ф)]2 [P~" 1 (sin Ф)])], (713} 

Если учесть связь между сферическими функциями (606), то 
•rожно (713) переписать в виде 

g ~ 1:: (с:.·• +~~(С:," cos kA+ v::• sin kЛ) Р:," (sin Ф)j. (714) 

где 

с~·>= 1-~ ( ~)-3 q __)_.! (~)4 (J~">)2 +_!_(~)-е q2 _ 
3 р 1 5 р 15 р 

2 ( а0 )-1 J<"> + 4 ( а 0 )-в 3 9 ( а0 )-4 J<"> 2 
-- - 2 q - - q -- - 2 q -5 р 105 р 35 р 

_ : 5 ( аро ) в (/~"')3 + ~~ ( а; ) (J~"')2q 
с~·>= ; (а; )-3 q + 3 ( а; у~~·>+ ~ ( ар0 )4 (/~"')2 + 
+ 1 ( а0 )-6 2 2 ( а0 )-1 J<"> 1 ( а0 )-4 J<"> 2 + zr т q -т т 2 q-т т 2 q 

+ 20 ( а0 )в J<">J<"> 20 ( а0 ) J<"> 
т т 2 -~ -к т " q-

-.!!. (~) 6 (/~"1)3 + ~ (~) (J~">)2 q 
7 р 7 р ' 
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. (715 

При помощи формул (714) можно вычислить ускорение силы 
тяжести в произвольвой точке внешнего пространства с координа
тами р1 Ф, Л. Если не учитывается составляющая цевтробежноi· 
силы и речь идет только об ускорении притяжения, нужно в (714 
принять q = О. Результат, конечно, не учитывает влияние массы 
.атмосферы и гравитационного действия Луны и Солнца. 

Во внешнем пространстве можно из (714) определить также грt
диевты силы тяжести, например радиальВЪiй градиент силы тяжести 

!.!.._== _ 2/М { 1 + .!_ (.!:!!...)-з q + [6 (.!:!!...)2 ~~·> _ 
др рЗ 3 р р 

- ~ (а; )-s q J р~·> (sin Ф)+ члены 2-го и высшего порядков}. (716 

Если подставить в (714) вместо радиуса-вектора функцию 

Р=Р(Ф, Л), (717 

которая обычно определяет поверхность, то получим формулы для 
ускорения силы тяжести непосредственно на этой поверхности ка:t
фувкцию координат Ф, Л. 
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Прежде всеrо рассмотрим: внешнюю уровенную поверхность 
с потенциалом W1 и линейным масштабным коэффициентом 

(718) 

Ее уравнение с точки зрения дальнейшего использования лучше 
рассматривать в виде 

(719) 

rде выражения для коэффициентов (A~It>) 1 , (Bhlt)) 1 задаются равен
ствами вида (607) 

( А<">) =.!.(~)-8 +~(~)-е 2 _...!.._(~)-1 J<") _ 
0 1 3 Rt q 5 Ri q 15 Ri 2 q 

-~ (~ )t (JI"))2+ ~ (~ )-9 8_..!_ (.!!. )-4 J(O) 2 
5 Rc 2 35 Rt q 35 Rc 2 q 

(А<"!) _ ( а 0 )2 J<"! 1 ( а0 )-з 4 ( а0 )-• 2+ 
2 i- Ri 2 -3 Ri q-7 7fi q 

1 
+..l..(~)-1 Jl"! _!(~)'(J<"!)2 _!. (~)-е 8+ 

21 Ri 2 q 7 Rc 2 7 Rt q 

+ ! (~)-4 Jl 0 ) 11 
7 Rt 2 q 

(А<">)=(~) J<")+.!..(~)-6q2 _ _!_ (~)-1 J<">q-
' 1 Rt 4 35 Rt 35 Ri 2 

-~ (~)' (JI"))2+~ (~)-е s_ 192 (~)-' J<"! 2 
35 R; 2 385 Rc q 385 Rt 2 q 

1· (720) 

(А<">).=(~)& р•>_..!!.(~)-11 s+~(~)-' Jl"> 2 
6 1 R1 6 77 Rc q 77 Rt 2 q 

(Ah">)1 = ( ~01 У Jh">, n = 3, 5, 7, 8, .•. , N 

(A~l> Jt =О, (B~l))t =О 

Если подетавии (719), (720) в (714), то получим, отбрасываJI 
члены (J~"!)2q, (1~"!) 3, ~~·> ~~·>, J~">q, следующее уравневне .цла 
силы тяжести 
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N n 

g= ~ {1+(А~·>) 1 + ~~[(A~>)tcoskA+ 
n~2 k=O 

+ (в~>) 1 (sin kA) р~> (sin Ф)] г2 
{ 1- ~ ( ~~ )-3 q [ 1 + 

+ (А~о)) i + (А~о>) i Р~о) (sin Ф) + (А~•)) i Р~о) (sin Ф)] 3 + 

+; ( ;;i У(Ло>)2+ 115 (~о~ )-6 q2 [1 + (A~OJ)i+ 
+ (A~O))i р~о) (sin Ф)] 6 - ~ ( ~oi )-1 л·> q[ 1 + (A~·>)i + 

(А (о)) р(о) ( • ф ] 9 ( а0 )-4 т(•) 2 4 ( ао )-9 3 + 2 i 2 SШ ) -35 If/ J2 q + 105 Rt q + 
+ p~·>(sin Ф) (; ( ;:1 )=З q [ 1 + (A~o>)i + (A~o>)l Р~о) (sin Ф)+ 

+(Ai">)i P~·>(sin Ф)Р+З ( ~01 У J~">[ 1 +(A~">)t+(A~o>)~P~o>(sin Ф)+ 

+ (A~o>)i p~o)(sinФ)]-2 + ; ( ~oi )4 (J~o))2 + ;1 ( ~oi )-6 q2 Х 

Х [ 1 + (A~o))i + (A~o))i P~o)(sin Ф)] 6 - ~ ( ~01 )-
1 Ло) q Х , (721) 

Х [1+ (A~o)}l+ {A~o))t p~•)(sinФ)]- ~ ( ~~ )-4 J~o>q2) + 
+Р~о> (sinФ) ( 5 ( ~01 /л·>-;~ ( ~01 )

4 (~0>) 2 _ 

- 3~ ( ~oi )-8 q2 [ 1 + (A~·>)i + (A~o))i р~о) (sinФ)] 6 + 

+ ;; ( ~01 )-1 ~~·>q [1+ (A~·>)i+ (A~·>)t P~o>(sinФ)]-

4 ( а0 )-в 3 174 ( а0 )-4 ]<•> 2) (0
) • 

- 55 Rt q + 385 R 1 2 q , + р в (sш Ф) Х 
Х ( 7 (!2..)в 1 <·> +_в_ (!2.. )-е q3 _ _!_ (.!!:2.)-4 J<o>q2+ 

Rt 6 231 Rt 77 Rt 2 

+ 3 ( i 1 ) 
2 (J~2> cos 2Л + S~2> sin 2Л) Р~2> (sin Ф)+ 

N n 

+ ~ ~(п+ 1) ( ~01 у (J~k> cos kA+ s~~<) sin kA) р~> (sin Ф)+ 
п~з k=l 

+ ~ (n+ 1) ( ~01 У J~>p~>(sinФ) 
n=З,5,7,8, ... N 

ял и 

N n 
g=(g~·>) 1 +~ ~ ((g~>)icoskЛ+(h~k>) 1 sinkA] p~>(sinФ), (722) 

n=2 k-o · 
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rде 

) 

. (723) 

g 
"'ЛZ _ 

~о -

Рис. 32. Профили ускорений сины тяжести на rеоиде при Ф = 30° и Ф = -30"" 

Численные значения нормированных коэффициентов (723), соот
ветствующих совокупности динамических постоянных (51), (52} 
Ri = R0 = 6 363 675 м и W; = Wo = 62637,23·103 мzс-2 , т. е. длв 
поверхности rеоида (см. (586), (583), приводятся в табл. 15-16. 
Для иллюстрации приводим схематическую карту изменения сипы 
тв:жести по сечениям геоида Ф = 30° и Ф = -30° (рис. 32). 
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Таблица 15 

n ~~·>, :иnr n ~~·>, млr 

о 979 773,11 11 -1,77 
2 3461,69 12 -0,58 
3 5,08 13 1,77 
4 -12,93 14 2,30 
5 0,69 15 0,92 
6 -2,69 16 -6,88 
7 2,52 17 0,85 
8 0,90 18 5,66 
9 0,17 19 1,38 

10 3,07 20 -6,55 

Используя формулу (722), :можно легко получить выражения для 
. d d 

rориаонтал:ьных градиентов силы тяжести d~, d~ , а также 
d2g d2g d2g 

проиавоДНЬiе "ifcii2, dФdA, """iiA2 и 1'. п. 

С учетом формул (652), (654) можно написать 
N n 

:~ = ~ ~ {[(g~111 )1 cos kA+ (k~AJ), sin kA] Х 
n-z k-o 

Х [ -k tg ФР~111 (sin Ф) + J11P~11+11 (sin Ф)J}, (724) 
N n 

:~, == ~ ~{[(gh11>), coskA+(k~>), sinkA] [k sec2ф(k sin111 Ф-1)x 
n-sk-o 

х p~h.> (sin Ф) -J11 (2k + 1) tg ФP~k+t> (sin Ф) + p.2P~+SJ (sin Ф)J}, (725) 
N n 

:~ = ~ ~ k [ -(g~111 )1 sin kA +(k~), cos kA] P~11J (sin Ф), (726) 
n-z k•O 

N n 

:~ = ~ ~ k2 [ -(g~11>)1 cos kA- (k~J)1 sin kA] P::1(sin Ф), (727) 
n-2k-o 

N n 

д~2~А = ~ ~ { k [ -(g~>)1 sin kA + (k~111) 1 cos kA] Х 
n-2 k-o 

х [-k tg ФР~111 (sin Ф)+ p.1P~+1J(sin Ф)]}. (728) 

Приближенно вертикальный градиент силы тяжести на поверх
иости W = W1 получим после подста:новки (719) в уравнение (716) 

!л_=- 2/М {1 _1..(~)-aq+ 
др Rf 3 Rt 

+ [ 3 ( ~о1 у J~o> + ~ ( ~01 )-а q J Р~01 (sin Ф). (729) 
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ТаблJiца 16 

n 
1 

А 

1 
6~1", млr 1 h~k), млr J n 

1 
k ;~k) ипг 1 Щ,kl, млr 

2 2 2,35 -1,33 10 7 0,36 -0,45 
3 1 3,39 0,46 8 0,36 -0,45 

2 1,66 -1,01 9 0,45 -0,36 
3 1,31 2,83 10 0,27 -0,18 

4 1 -1,40 -1,16 11 1 -0,30 0,20 
2 1.04 1,43 2 0,50 -0,50 

3 0,10 -0,81 3 2,74 -0,72 4 -0,30 0,00 4 0,11 0,89 5 0,30 0,20 
5 1 -0,24 -0,20 6 -0,30 -0,20 

2 2,11 -0,84 7 0,30 -0,30 
3 -1,59 0,28 8 0,40 -0,20 
4 -0,80 0,08 9 0,30 0,10 
5 0,72 -2,23 10 -0,30 -0,10 

6 1 -0,40 0,05 11 1,01 0,61 
2 0,05 -1,35 12 1 -1,00 -0,78 
3 -0,20 0,15 2 -0,67 0,22 
4 -0,40 -2,39 3 0,33 0,22 
5 -1,30 -2,29 4 -0,56 0,11 
6 -0,10 -0,80 5 0,22 0,11 

7 1 1,02 0,66 6 -0,11 0,11 
7 -0,45 -0,22 2 1,92 0,96 8 0,00 0,11 3 1,08 0,00 9 -0,11 0,22 4 -о,96 -0,24 10 -0,11 0,00 5 0,42 -0,06 11 -0,56 -0,22 6 -1,38 0,60 12 -0,11 -0,11 7 0,42 0,36 

8 1 -0,07 -0,07 13 1 0,00 0,49 
2 -0,36 0,12 2 0,28 0,28 3 0,00 0,36 3 -0,21 0,00 

' 0,12 -0,24 4 -1,19 -014 5 0,36 -0,24 5 -0,63 о:63' 6 -0,36 0,61 6 -0,07 2,10 7 -0,24 0,00 7 0,14 0,28 8 -0,24 -0,12 8 -1,26 0,21 9 0,24 0,61 
9 1 0,88 0,00 10 0,49 -0,24 

2 0,24 0,40 11 -0,24 0,12 
3 -0,24 -0,08 12 -0,24 0,73 
4 0,56 0,16 13 -0,85 0,00 
5 -0,32 0,32 14 1 -0,13 0,26 6 0,32 0,08 2 -0,13 -0,53 7 0,32 -0,16 3 о. 79 -0,40 8 1,04 0,00 4 0,00 0,00 9 0,64 0,32 5 0,1:6 -0,40 

10 1 0,91 -0,63 6 0,13 -0,40 
2 -0,72 -0,54 7 0,40 0,26 
3 -0,72 -0,45 8 -0,40 -0,40 
4 -0,54 -0.72 9 0,40 0,92 
5 0,18 -0,18 10 0,53 0,13 
& -0,36 -0,09 н 0,53 0,13 
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Продолжение табл. 16 

n IL 1 g~kl, млr 1 Щ,k>, млr 1 n 

12 0,66 -0,40 15 7 0,43 0,57 
13 0,13 0,53 8 -0,86 0,00 
14 -0,53 0,26 9 0,00 0,57 

15 1 0,14 -0,14 10 0,29 0,14 
2 -0,29 -0,43 11 0,14 0,14 
3 0,29 0,43 12 -1,00 0,71 
4 0,00 0,14 13 -0,71 -0,43 

14 0,14 -0,43 5 0,43' -0,29 15 -0,29 -0.14 6 0,43 0,71 

Аналоrично формуле (722) выведем формулу для ускорения силы 
тяжести g, на поверхности трехосноrо эллипсоида 

(730) 

Выражения для радиус-вектора р, уже получены в виде разло
жения по сферическим: функциям: в § 31. Здесь используем: выра
жение 

Р,=а1 {1 +(a~01)i + ~ ~ [(a~1)icoskЛ+(Ъ~')1 sinkЛ] Ph10 (sin Ф), (731) 
~ n k 

rде ai - большая полуось экваториальноrо эллипса рассматривае
моrо i-ro внешнеrо эллипсоида. Коэффициенты (ah10)i, (Ь~м},, соrласно 
(621), равны 

а<•> a<kJ ь<k> 
(а~" 1)1 =7-1; (a~1)i=7; (bhk1)1 =~-}-· (732) 

Предположим, что параметры этоrо эллипсоида а1 , е2, el 1 Ла 
близки к параметрам соответствующеrо аем:ноrо эллипсоида. 

Если подставим (731) в (714), то, пренебреrая членами порядка 
ю-в, получим 

g, = ~~ {1+(а~"1)1 +(а~" 1)1 р~·> (sinФ) +[(а~11 )1 cos 2Л + 
1 

+(Ъ~21 ) sin 2Л] Р~21 (sin Ф) + (a~"')i р~·> (sin Ф)+ 

+[(а~21 ); cos 2Л +(Ъ:)1 sin 2Л] Р~11 (sin Ф) + (а~"')1Р~"1 (sin Ф)}-2 Х 
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{1 2 ( а0 )-3 [t+( 1•1) +( 1• 1) р<•>(. ф" , Х -т ""'iii q ао 1 а2 i 2 sш )т 

+(a~"1 )1 P1" 1(sinФ)]з+ ~ ( :~ ) 4 (J~">)2 + :5 ( :~ )-s q2-

-; ( :~ )-
1 J~" 1q+P~·'(sinФ)( ~ ( =~ )-3 q[1 +(а~"')1 + 

+(а~"1 )1 р~·> (sin Ф)+ (а~"1) 1 P~" 1 (sin Ф)]3+3 ( :; ) 2 Х 



х J~" 1 [1 + (а~"')1 + (а~"')1 р~·> (sin Ф)+ (а~"') р~·> (sin Ф))-2 + 
+2. (~)· (JI.')2 +-1- (~)-6 2_~ (~)-1 Jl"' ) + 

7 al 2 21 а1 q 7 а; 2 q 

+P1"'(sinФ)[5 (~)4 J'"'-~ (~) 4 (J1 "')2 _ i.... (~)-8 q2 + 
4 · а; 4 35 а; 2 35 at 

+ ~; ( =~ )-1 J~"'q] + 3 (:~у (/~21 cos 2А +8~1' sin 2А) Х 
(733) 

N n 

хР~21 (sin qJ)+ ~ ~(n + 1) ( :~ )n (1~1 cos kA+Shk' sinkA)x 
n=З k~1 

х Phk1 (sinФ)+ n=з;sf ..• N (п+1)( :~ YJ:;''P~"J(sinФ)} 
или 

N n 

g, = (g~"')1 + ~ ~ [(g~')fcos kA +(hhk1): sin kA] Phll.'(sin Ф), (734) 
n~2 k=O 

где 

( <"')' fM {1 2 ( а0 )-3 2 ( <">) 2 ( а0 )-3 [< <•>) go i = ar -3 а-; q- ао i -3 а-; q ао ~-

1 ( <"')] 12 (ao)2J<"J( <">) + 3( <">)•+ 3 ( <">)•+ - 5 az l - 5 а; 2 а2 i ао i 5 а2 l 

+_1_(~)-6 2 _ _;_ (~)-1 Jl") +l_ (~)"<JI"J)2 + 
15 а; q 5 а; 2 q 5 а; 2 

+_4_(~)-• з-~(ас•>)а-~(~)s (J<"J)з-4(a<•>)l!-
105 а; q 35 2 l 35 а; 2 0 1 

-~(~)-f.p•> 2+..2._(~)-s 2(а1"')·-~(~)'х 
35 tJi 2 q 15 а; q 0 ' 5 а; 

X(JI"J)2(a(")) +~(~)-1 JI0 J (a(0))·+~(~)<JI"))2 + 
2 о l 5 а; 2 q о , 35 а; 2 q 

+ 12 ( :~ ) 2 J~·J (а~"') 1 (а~"');- ~~ ( :~ )' (J~·>)z (а~"')1 + 

+_4_(~)-е 2(а<·>) +~ (~)-1 р•> (а<·>)·+ 
105 а; q 2 1 35 а 1 2 q 2 • 

+ 12 ( ао )2 J<•> ( 1.,)2 12 ( <•>) ( 1.,)2} - 7- а; 2 az i - 5 ао i а2 , 

(g<"J)~= fM {~(~)-зq+3(~)2 p•'-2(a<">) . ..L 
2 ' af 3 а; ai 2 2 ' 1 

+ ~ ( :~ ) -з q [ (а~·')1 - ~ (а~"')1 J -12 ( :: ) 2 J~·> [ (а~"')1 + 

+ ; (a~·>)l J + 6 (а~"1 ) 1 (а~"1 ) 1 + ~ (a~"')f + ;1 ( :~ )-6 q2-

-~(~)-1 J<"> +2.(~)4<JI"')2-~(~)'<J("))3-
7 а; 2 q 7 ас 2 7 а; 2 

\ 
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12 ( <">)а 1 ( а0 )-4 Jl"> 2+ 4 (~о )-8 2( !">) - -7- .а2 t -Т ёii 2 q 2[ --а! q ао i -

- J!_ (~)4 (J~"')2(a~"'>t+.!. (~)-1 J~"'q(a~"')t + 7 Q{ 7 Q{ 

+.!.(~)(J~"')2 q+ 120 (~)2 J~"'(a~"')t(a~"')t- :в (~)·х 7 Q{ 7 Q{ 1 й{ 

Х (/~"1)2 (a~"')i + ~ (:~)-в q2 (a~">)t + ; ( :~ )-1 ~~·>q (a~"l)l + 

+ ~ ( ~ )2 ~~·~ (а~"1)1-~ (a~"')t (а~"1)1 + 30 (~)2 J~"' (a~"'>f+ 7 Q{ 7 й{ 

+~ (~)& J<">J<"> -~ (.!!Q..) J<"> _1!, (~)2 J<"l(a<">) + 7 Q{ 2 4 21 Q{ 4 q 7 Q{ 2 4 1 

+ 2~ ( :~ ) - 3 q (а~•))1 - ~о ( :~ )' J~"1 (а~">)1 -12 (a~">)f (а~">)1 + 
+Е.. ( <">). ( <">) -~ (.!!Q._)4 j(") ( ("))} 7 а, 1 а, t 7 at ' а. 1 ' 

( <">)'=!М [Б(~)· J<">- 2(a<">) _ 216 (~)2 J<">(a<">) + g, 1 ar Q{ • • l 35 Q{ 2 11 1 

+~(а<">)s+Е_(~)-з (а<">) _ __!_(~)-• 2+ 
35 2 1 35 Q{ q 1 1 35 й{ q 

+ ~(~)-1J(") -~(~)·<J("))2_.i..(~)-· 3+ 
35 Q{ 1 q 35 й{ 1 55 Q{ q 

+ ~(~)e(J<">)3 - 432 (a<">)•+..!Z!.(~)-4 J<"> 2_ 
385 Q{ • 3В5 1 1 3В5 Q{ 1 q 

-~(~)-• 2(а<">) + 216 (~)4(J<o>)2(a<o>) -~(~)-1 Х 
35 Qj q о { 35 й{ 11 о { 35 fl{ 

Х J~O)q (a10))i- :~ ( ~ ) (J~O))I q + 2~6 ( :~ ) 2 J~O) (а~О)){ (a~O))i + 

+ 108 (.!!Q._)4 (J<o>)2 (а<о>).- _в_ (~)-в 2 (а<о>).- .Е_ (~)-1 Х 
3В5 Q.j 1 1 1 3В5 Qj q 11 1 3В5 4{ 

х J<"> ( (")) + 648 (~)2 J(") ( <">)•- ~16 ( (")) ( <">)•-~ х 
1 q а, 1 77 а, • а, 1 35 ао 1 а. 1 77 

Х (~)-а (а<">)+ ~(~)6 J<">J<">-~(~) J<"> -ЗОХ 
4j q • { 77 Q{ 2 • 77 Q{ • q 

(~)· J<•> (а<">) _ 240 (~)2 J<"> (аС">)._ 200 (~)· J<"> (а<">). _ х IJj " о { 77 Q{ 2 4 1 77 IJj • 11 1 

- 16~3 ( :~ )-3 q(a~">)i+6(a~·>)i(a1">)i+ ~~о (a~">)t(a1">)i-
- 400 (~)4 J<"> (а<">)·] 

77 Q{ • 11 1 ' 

(g<•>)' = fM [7 (!!..)6 J<">- 2 (а<">). +-в- (~)-• qs + 
' 1 af fl{ • • ' 231 ai 

+ 10В (~)в(J<">)•-.Е..(а<">)з_...!.(~)-4 J<"> z_ 
77 Q{ 1 77 11 77 Qj 1 q 
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_ i!. (~) (/<">)2 q , 216 ( ~)4 (/<">)2 (а<">) _ 
77 а1 2 -г 77 а1 2 2 1 

-~(~)-в 2(а<">). _1!.(~)-1 J<"> (а<">)+ 
77 а1 q 2 1 77 а1 2 q 2 1 

+ 540 (~)2 j(") ( ("))•-~ (~)6 J(")J(") -+~ (~) J<">q-
77 at 2 а2 1 11 at 2 4 33 at 4 

-~ (~)2 J<"> (а<">) + .!2.. (~)-3 (а<">).-11 ai 2 4 1 33 ai q 4 1 

-~ (~)4 /(") ( (")). +~ ( (")). ( (")>·] 11 ai 4 а. 1 11 а. 1 а. 1 

(g~;>)1= ~7 {<п + 1) ( :~ )n JK>- (2аЛ">)i} 
n=B, 10, 12, ... 

(gK>)1= ~~ (n+ 1) (~)n J~>, n=3, 5, 7, ... 
а1 а1 

(gЛk>)1 fM { а0 nJЛk> (аЛk>),} 
(h~>)f= af (п+1>(а,) SЛ">-2(ЬЛk>)t ' k=I=O 

или с учетом (621) 

(g< .. >)1 = fM [1 + _!_ е2 _ _! (~)-3 q + _!_ е4 +_!_е~+ 
о af 3 3 а1 3 3 

+_1_(~)-3 е2+_1_(~)-в z+i.(~)2 J<">e2-
15 а1 q 15 а1 q 5 а1 2 

_ _! (~)-1 J<"> + ~ (~)"(/<">)2+...!!!... (~)-3 е4+..!.ев + 
5 at 2 q 5 а1 2 420 а1 q 3 . 

+ _!_ (~)2 J<"> е"+.!.. (~)-3 е•- _! (~)2 J<">e• + 
7 4j 2 15 C.j q 1 5 4j 2 1 

+Е...(~)4 (J<">)2e2 _ _!_ (~)-е 2е2-~ (~)-1 J<"> е2-
35 4j 2 35 4/ q 35 41 2 q 

- ~ (.!!.)8 (/("))3 -.!.. ( ~)-4 /(") 2 +..!! (~) (/("))2 + 
35 а1 2 35 а1 2 q 35 а1 2 q 

· _!_ (~)-• 3 __ 1_ (~)-3 8282 + ~ (~)4 (/<">)2 82] + 105 а1 q 30 а1 q 1 35 а1 2 1 ' 

(g<">)' = fM [з (~)2 J<"> +.!.е2+..! (~)-3 +.!.е4-
2 1 ar al 2 3 3 ai q 3 

_ _!_~ +..!..(~)-6 2+_1_(~)-3 е2 +Е._(~)2 J(">e2 -
3 !1. 21 а1 q 21 а1 q 7 а1 2 

_ ~ ( :~ )-11~">q+ ~ (:~у (Jp)2 + ~ е& +Ое2е~ + 
+_1_(~)-3 е"+~(~)2 J<">e'-..!!:... (~)-3 е• + 

84 а1 q 7 а1 2 21 а1 q 1 

+ ..!Q_ (~)2 J<">e2 +~ ( !!Q...)" (J<">)2e2 _ _!_ (~)-в 2 2_ 
7 at 1 1 7 а1 1 21' а1 q е 
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- _!_ (~)-1 J<•> е2+~ (~)е J<">JC•> -~ (~) J<"> -
7 ае 11 q 7 ai 1 4 21 ai • q 

_1_ (~)6 (J(•))S _ _!_ (~)-" J(0 ) 2+~ (~) (J{0 ))2 + 
7 ai 11 7 ai 1 q 7 at 1 q 

. 2Q_ (~)" J<·> 2] + 7 ас " е ' 

( <·>)~= fM [s (~)" J<·>+Oe"-.-i.(~)-3 e2-g, 1 af at 4 35 ai q 

_ _!_ (~)-6 2+.Е..(~) 2 J<•>e2+~ (~)-1 J<•> _ • (736) 
35 tz{ q 35 ai 1 35 ai 1 q 

-~ (~)" (/<">)2 + Ое& -~ (~)-3 е"+ 240 (~)z J<•>e'+ 
35 ai 1 385 at q 77 at 1 

+_!_ (~)-3 qe2-~ (~)2 J<·>e2 + Ое2е2-
35 ai 1 35 а 1 11 1 1 

-432 (~)"(J<•>)Ze2+..2!..(~)-8 2e2+~(~)-l J<•> е"+ 
385 ai 1 385 ai q 385 at 1 q 

+~ (~)8 J<•>J<·> -~ (~) J<·> +~ (~)8 (J<·>)• + 
77 at 1 ~ 77 at • q 385 ai • 

+ 1.74 (~)-" J<·> 2_ 288 (~) (J<•>)2 -
385 at 1 q 385 at 1 q 

_ _!_(~)-е s+~(~)" Ji·>e2], 
55 а1 q 17 ai 

( <•>)•=- fM [ 7 (~)е J<•>+Oe8- 40 (~)8 J<">J<•>+ g. 1 af at • 11 ai 1 • 

+~ (~)J<•> + 108 (~)е(/<•>)3 _..!_(~)-" J<•> 1 _ 
33 ai • q 77 4i 8 77 ai 1 q 

-~(~)(J<•>)2 +..!...(~)-• 3+~(~)2 J<•>г"+ 
77 ас 1 q 231 ас q 77 ai 1 

+_!_ (~)-3 е"--'~(~)" (J<•>)2 е2+...!!. (~)-е sez + 
77 ас q 77 ас 1 231 ас q 

+..!. (~)-1 J<•> е2+~ (~)" J<·>e2J 
77 ai 1 q 11 at 4 

(t.•>)f fM { ( а0 )2 ~~2) ( 1 1 ) COS 2Аа } 
(h~•>)f. af 3 --;:{ 8~2>- 6 ef -28 е2е: sin 2Аа 

(g~2>)f fM { ао "J12) 1 2 2 cos 2Аа} 
(h12>)f = ar 5 ( lii) 8~2> +w е е1 sin 2Аа и т. д. 

Если речь идет об эллипсоиде вращения, то нужно положить 
е1 = О, а если учитывается сила притяжения, во не учитывается 
центробежная сила, q = О. Если речь идет о геоцентрической сфере, 
то е= О. 

Подчеркнем:, что используемые эллипсоиды не являются уровев
иым:и поверхностями для силовоrо поля реальной Земли. Для уро-
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венного эллипсоида нужно было бы подставить в качестве .J<,l'-1, S~li.) 
значения динамических постоянных, определяющих нормальное 

поле по теории Пицетти [61], [62], и получи;rи бы при этом: нор
мальное ускорение силы тяжести у (см:. § 35). 

Из формулы (711) можно было бы вывести выражение для 
ускорения силы тяжести в точках произвольной пространствеиной 
поверхности, записанное в параметрической форме. Если р, Ф, А 
определим: при помощи параметра t 

P=P(t); Ф=Ф(t)} 
А= A(t) ' 

(737) 

а затеи (737) подставим в (714), получим выражение 

g = g (t). (738) 

По формулам: (722), _ (7~3) можно легко вычислить средние 

интегральные значения g, g, на внешней уровенной поверхности 
с потенциалом Wi и на внешнем трехосном: эллипсоиде с параметрами 
ар е2, е~, Аа. С учетом ортогональности сферических фуннций 
(см. § 7) сразу же получим: 

:rt 

2:rt 2 

g = :n s s g cos Ф dAdФ = (g~·>)1 , 
о :rt 

2:rt 

- 1 s go='4n 
о 

2 

:rt 
2 

s Ко cos Ф dA dФ = (g~·>)i. 
:rt 

2 

(739) 

(740) 

Средние интегральные значения (739), (740) функций g, g, здесь вы
числялись на поверхности единичной сферы с элементом повер1вости 

dS=cosФdAdФ. (741) 

Однако это не совсем: точно. Рассмотрим, как точнее вычислить сред
нее интегральное значение на векоторой поверхности (на уровевной 
поверхности, эллипсоиде), на которой заданы величины g, g,. Если 
уравнение этой поверхности задано в виде р = р (Ф, Л), то элемент 
ее поверхности равен (см. § 32) 

dS = VEG-F2dAdФ= У[Р2 +( ;~) 2] соs2Ф+ ( ;~ )2 рdЛаФ. 
(742) 

При интегрировании теперь нужно выражение (741) заменить 
:аыражение:м: (742). Если пренебречь членами, содержащими (J~111)2, 
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Jf/"' J~·', (J~o>H, q3 и т. д., то элемент уровенной поверхности (719) 
будет равен 

dS = R~ { 1 + 2 (A~">)t+(A~">)f-!-- ; (A~">)f + 

-1-- [ 2 (А~">) 1 + 2 (А~">)1 (A~">)i -1-- ~ (A~">)f] р~·> (sin Ф)-!--

-1-- [ 2 (Ai">)i- ~~ (A~">)f] P1">(sin Ф)-!--2 ~ (A~})1 P~,J (sinФ)-1-- , (743) 
n' 

+ 2 i
2 
~о [(A~">)j cos kA + (ВЛ">)i sin kЛ] P~">(sin Ф)} х 
xcosФdAdФ, n'=3, 5, 6, 7, ... , N 

а алемент поверхности эллипсоида (731) 

dS=a1{1+2(a~">)i-1--(a~·>)f-!--: (a~">)f+ 
+ [ 2 (a~·>)i + 2 (а~·>)1 (a~·>)i + ~ (a~">)f J р~·> (sin Ф)+ 

+ [ 2(ар)1 - ~: (a~">)f J Pi•> (sin Ф)+2 ~ ~ [(a~">)i cos kA+ 
n k 

-1--(b~)isinkA) Р~> (sin Ф)}соsФdЛdФ 
Средние интегральные значения будут равны 

n 
211: +2 

• (744) 

s s g { 1 +2 (A~">)t +(A~">)f-!-- ; (A~">)f + [ 2 (A~">)i +2(A~">)t(A~">)1 + 
о n 

2 

_ -!-- ~ (A~">)f J Р~·> (sin Ф) + ... } cos Ф dA dФ 
g=--------------~~---------------~--~~--------

4n [ 1 +2 (A~">)i +(A~">)f-!-- ; (A~">>f] 

n 
211:+2 

S J c{t+2 (a~·>)l + (a~">)f + ; (a~">)f + 
о n 

2 

(745) 

_ + [2 (a~">)c+2(a~">)i (a~">)i +f (a~">)f J Р~·> (sin Ф)+ .. ·} cos Ф dA dФ 

к.= 4n [t+2(~">)j+(a~·>)f+: (a~·>>r] . 
(746) 
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Тоrда с учетом ортогоиальиости сферических функций с уже 
упомянутой точиостью получим 

g ~ (g~">)i + ~ (A~">)i (g~·>)i = ~~ [ 1- ~ ( ~~ )-3
- ~ ( ';;, )-• q2+ 

+ 1._ (~)-1 J<•> + O(J<.>)2 _~(~)-е 3 + 206 (~)-4 J<•> 2] 
3 Rt 1 q 1 21 Ri q 63 Ri 1 q ' 

(747) 

g, = (g~·>y, + ~ (g~·>)1 (a~·>)i = :7 [ 1 + ~ е2 - ; ( :~ )-3 q + 
+_!!_e4+.!..e2-_!_(~)-s е2+_1_(~)-• 2+.!.(~-)2 J<•>e2-4~ • 3 1 45 at q 15 at q 5 а, 1 

-~ (~)-1 J<•>q +_!. (~)"<J<•>)2+_1_(~)-s qe"+~e'+ 
5 at • 5 а 1 • 140 ас 315 

+...!. e2et+.!!..(~)2 J<·>e"+..!.(~)-s е2+-1-(~)2 J<·>e2-
45 1 105 aj 1 45 aj q 1 105 at 1 1 

_ _.!.(~)-е 2е2 _ _!_ (~)-1 J<•> е"+~(~)" (J<.>)2e"]. (748) 
63 ас q 21 at z q 7 а1 1 

Отсюда видно, что среднее значение g зависит практически только 
от постоянных/М, Ri, ~~·J, q, а величииаg,- от /М,~~·>, q и пара
нетров &JШипсоида а1 , еа, ef, А11• В табл. 17 приведевы sиачевия i 
для р.rща уровев:иых поверхностей с вел:nииой 

!М, 
1Оtм•с-• 

398600 
601 
602 
603 

398600 
601 
602 
603 

398600 
601 
602 
603 

62 637,01 
,17 
,32 
,48 

62 636,76 
,92 

637,08 
,23 

62 636,52 
,67 
,83 
,99 

fM wl 
G.= Rl == fM. 

984293,7 
296,2 

6 363 650 298,7 
301,2 

984286,0 
288,5 

6363 675 291,0 
293,4 

984278,3 
280,7 

6 363700 283,2 
285,7 

(749) 

Таблица 17 

g• млr 1 gеив, ur 

979 770,4 978033,9 
772,8 036,4 
775,3 038,9 
777,7 041,4 

979 762,6 978026,2 
765.1 028,7 
767,5 031,2 
770,0 033,6 

979 754,9 978018,5 
757,3 020,9 
759,8 023,4 
762,2 025,8 
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Влияние случайных изменений ~~·> на g и gакв ничтожно и про
ввляется в сотых долях м:лг. Значения R 1 = 6 З6З 675 м: 
и W1 = 626З7 ,2З ·103м:2с- 2 соответствуют поверхности геоида, ко
нечно, в предположении о сходимости использованных рядов. 

Ив формул (722), (7З4) м:ожно равным: образом: получить средние 
интегральные значения ускорения силы тяжести на экваторе внеm

вих уровенных поверхностей и на внешнем: трехосном аллипсоиде. 
Если принять q> = О, то получим:, согласно (НЗ) 

gэкв = (gp);- ~ (g~·>); + : (gi•>);- 156 (g~·>); + 1~8 (g~·>)c-

- ::6 (gi~>); + ... + З [(g~2>) 1 cos 2А +(h~2>)1 sin 2А]-

- ~ ((g~1>) 1 cos А+ (h~1') 1 sin А]+ 15 [(g~8')1 cos ЗА+ (h~3>) 1 sin ЗА]-

- ~5 [(gia>)1 cos 2А +<h:)1 sin2A]+105 [(g14>)1cos4A+ (h1'>)1sin4A]- ..• 

(750) 

g:кв = (g~·>)1- ~ (g~·>~ + : (g1•>)1- 156 (gi•>)~ + 

+ 35 ( <·>)' 63 ( (•))' + 
128 g. с- 256 g1o 1 • • ·• (751) 

а отсюда искомые интегральные средние значения gэкв, g.:кв будут 
равны: (ограничиваясь 20-й степенью сферических функций) 

2:n 

gэкв = ;л J gэкв dA = (g~·>);-+ (gp)1 + : (gi•>)1- 1
5
6 (gp)1 + 

о 

+ 35 ( <·>) 63 ( <">) + 231 ( <·>) 429 ( (•)) + 6435 ( <·>) 
128 g. i- 256 g10 i 1024 g12 i- 2048 g1, i 32 768 g1, i-

_ 12155 ( <•>)·+ 46189 ( <•>)·= /М_[ 1 _ 2 (~)-3 _ 
65 536 g1s t 262 144 gso t Rl R; q 

_ _!_(~)2 J(•)_..!j_(~)-8 2 +..!j_(~)-1 J(•) _..!J....(..!!!..)'<J(•))S-
2 R; 2 4 Rc q 2 Rc 2 q 4 R; 2 

_ ~ ( ...!!!..)-' 3 + (...!!!..)-' J<•> 2 + ~ (~)' J<•> _~(~)в J<•> + 
21 Rc q Rc 2 q 8 R; ' 16 Rc 8 

+ 245 (~)· J<·>- 567 (~)1о J<·>+ 254t (~)12 л·>-
128 R; 8 256 R; 1° 1024 R; '12 

- 5577 (~)14 J<•) + 96 525 (~)18 J<·>-
2048 Rc ic 32 768 Rc 18 

- 206 635 (..!!!..)18 J<·> + 877 591 (~)20 J<·>] (752) 
65 536 R; ts 262144 Ri ао ' 

230 



111 

g~кв =о: 21л s g:кв d А = (g~o) )f- ~ (g~o) )2 + : (gp )f- 156 (g~o) )2 + 
о 

+ 35 ( <->)' 63 ( (") е+ 231 ( (О))' 429 ( (О))'+ 6435 ( <">)' 
128 g, t- 256 g10 )l НJ24 g11 t- 2048 g1t t 32 768 gte е-

- 12155 ((о))'+ 46189 ((о))'= /М [1-(~)-З _l..(~)J(o)+ 
65 536 g1• 1 262144 g10 1 al ае q 2 ас 1 

+ ~ (~)' /(0)-~ (~)8 JO + 315 (~)8 /(0)-
8 4j .. 16 4j 8 128 4j 8 

- 693 (~)10 J(o)+ 3003 (~)12 j(")_ 6435 (~)14 J(o)+ 
296 ai 1° 1024 at 11 2048 ас tt 

+ 109395 (~)18 J(o)_ 230945 (~)11 J(o)+ 969969 (~)20 J(O) (753) 
32 768 4j 18 65 536 4j 18 262144 4i IO • 

Значения gэкв, вычисленные по совокупиости динамических 
постояиных J~o> (табл. 2) и при равных значениях (749), приве
деиы в табл. 17. 

Если мы хотим определить ускорение силы тяжести в точках 
земной поверхности, то достаточно подставить в (714) геоцентриче
ские сферические координаты этих точек (р, Ф, А), конечно, опять 
в предположении о сходимости использованных рядов. Координаты 
р, Ф, Л вычислим по геодезическим координатам В, L нормальным 
высотам Hq и высотам квазигеоида ~.если известны злементы сдвига 
L1xo, .1у0 , .1z0 рефереициой геодезической системы координат (см. 
ч. 1, главу 4). 

р = {[(N +Hq + ~q) cos В cos L +L1x0] 2 + [(N +Hq + ~q) х 
Х cosB sin L+.1y0] 2 + [(N -NeJ +Hq+~q)sin B+L1z0] 2}'/• 

ф (N-Ne,+Hq+~q)sinB+Azo 
tg = {[(N+Hq+~q)cosBcosL+Axo]Ч-

+ [(N +Hp+~q) cos В sin L+Ay0)2}'/• 

tg А= (N +Hq+~q) cos В sin L+AYo 
(N + Hq+~q) cos В cos L +Ах0 

N = а,(1-е~) 
Vt-eJsin2 В 

}· (754) 

J 

ar, er - параметры используемого геодезического рефереициоrо 
эллипсоида. 

Элементы сдвига .1х0 , !:1у0 , .1z0 теперь прибливительио известны 
для большинства мировых используемых рефереицных геодезиче
ских систем; они были определены по наблюдениям ИСЗ как гео
метрическим (см. ч. 1, главу 9), так и динамическим [52] методами. 

Ускорение силы тяжести, полученное только по наблюдениям 
ИС3, будет, конечно, соответствовать сглаженному гравитационному 
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полю, так как оно представляется ограниченным. рядом сфери
ческих функций, т. е., в целом, без локального влияния. 

Одновременно с определением ускорения силы тяжести на по
верхностях эллипсоидов (731) получаем и потенциал силы тяжести 
на них. Подчеркнем, что речь идет не о нормальном потенциаль 
а о потенциале действительной Земли. 

Потенциал силы тяжести во внешней точке (р, Ф, А), согласш 
(18) и (302), равен 

W = f: (1 + ~ ~ ( а: ) n (J~> cos kA + s~> sin kA) p~k> (sin Ф) + 
n~2 1t~2 

+ ~ q (а:) -з [1- Р; (sin Ф)] 1· (755 

Если подставим так же, как n для ускорения силы тяжестr. 
(714), вместо радиуса-вектора р функцию р, согласно (731), то по
nучим потенциал силы тяжести Земли на поверхности внеmнегn 
трехосного эллипсоида с параметрами а11 е2, е~, Аа. 

Пренебрегая членами порядка 10-8, можем написать 

w.j: I(W\"1), + ~~ [(w'.:'1),cos kA+(v<,:01),sinkA] р~> (sin Ф)) 
где (75Ь 

(W<">). = 1- (а<•>) +..!.. (~)-3 +~ (~)-3 [(a<">)i- ' о 1 о с 3 ai q 3 ас q о 1 

-f(a~">)i]+(a~·>н+i-(a~·>)r- ~ ( :~ )2 ~~·>(а~">)i-(а~·>н+ 
+..!.. (~)-s q (а<">)2 -~(а<">). (а<">) 2 +~ (~)2 J<"> (a<">)i х 3 а 1 о 1 5 о 1 2 с 5 а 1 2 о 

Х (а<"')·-~ (а<">)3 +~ (~)2 J<"> (а<">)~_ 2 1 35 2 1 35 ai 2 2 1 

_ _!.. (~)-з (а<">). (а<">) +-1 (~)-3 (а<•>)~ 15 ai q о 1 2 l 21 ас q 2 1 

(W<">) = (~)2 J<">-(a<">). _..!_ (~)-3 -3 (~)2 J<"> (а<">) -
2 с а 1 2 2 1 3 ас q ас 2 о l 

-~(~)-3 (а<">) +..!Q.(~)-3 (а<">).-3 ас q о с 21 а1 q 2 1 

- _!_ ( ~) 2 J<"> ( (")) +. ~ ( ("))2 + 2 ( (")) ( (")) -7 ас 2 а2 с 7 а2 i ао с а2 1 

-~(а<">)~+~ (~) 2 J<"> (а<">)~_..!.. (~)-3 (а<">)2-7 2 1 7 а1 2 2 1 3 а 1 q о l 

-3 (а<">)~ (а<">) + 6 ( ~)· 2 J<"> (а<">)2- ~(а<">). (а<">)~+ 
о 1 2 с ас 2 о с 7 о 1 2 1 

+~ (~) 2 ](") ( (")) ( (")) +.!Q. (~) -3 ( (")) ( (")) -7 ас 2 ао 1 а2 i 21 а1 q ао i а2 i 
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(757) 

Rозффициеmы (757) можно определить как функции только пара
метров зллипсида а1 , е2, е~, Ла, динамических постояниых тма 
Земли J~1'\ SAM и коэффициента q. С учетом формул (732) и (621) 
имеем 

(w<">) 1 + 1 2 + 1 ( ао )-3 + 17 4 1 ( а0 )-3 2 + о t= -е - - q -е-- - qe 6 3 ас 120 15 ас 

+ ..!.е• +..!.(~)2 J<">e2 +~ев __ 4_(~)-3 е"-
6 1 5 ai 2 1680 105 ас q 

1 2 1 2 ( а0 )-3 1 + 17 ( а0 ) 2 J<"> 4 --е е1 -- - qe1 - - 2 е-60 15 ас 70 а1 
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1 ( а о ) 2 J<"> 1 
-ю lii 2 el 

(w(")) _ ( а0 )2 J<") + 1 2 1 ( ао )-3 + Н 4 
2 t- - 2 -е -- - q -е -

at 3 3 ai 42 

1 ( а0 )-3 2 1 1 + Н ( ао )2 J<") 2+ 37 8 -- - qe --е1 - - 2 е -е -21 aj 6 14 ai 168 

f 2 1 + 4 ( а0 )-8 1 + 53 ( а0 ) 2 J<"> 4 + --е е1 - - qe1 - - 2 е 84 21 at 56 ai 

+.l..(~)2 J<">~+_!Q_(~)4 J<">e2 
14 ai 2 1 21 а; 4 

(w(")) ( ао )•JC") 1 4+ 4 ( а0 )-8 2+ 18 ( а0 )2 J(") 2 
4 · == - 4 --е - - qe - - 2 е -

1 at 35 35 ai 35 ai 

29 1 + 4 ( а0 )-8 4 + 1 2 1 2 ( а0 )-3 ...1 + 
- 770 е 55 (i"i' qe 35 е е1 - 35 til qr:1 

+ 249 (~)z J<">e4 -~ (~)2 J<">~ + 195 (~)4 J<">e2 
385 aj z 35 al 2 1 154 al 4 

(w<">) =(~)6 J(")+_1_e6 __ 8_(~)-3 е"+ 
6 l ai 6 231 231 at q 

+~(~)· J<">e4+ 25·(~)4 J<">e2 
77 ai 2 33 а; 4 

( W<2>) ) 2 J<2> 1 1 ) cos 2Аа 
2 t- ( ~ 2 + (- е• + - eZe• 

(V~2>)i - at s~a> 12 1 56 1 sin 2Ла 

(w<2>) а ) 4 J<2> ( 1 ) cos 2Ла 
4 t_ (-о 4 + -е2е• 

{V~2)); - at 8~2) 140 1 sin 2Ла 

( w<">) = (~)" J<"> п>6 n l а; n , 

(w~~н)t = ( :~ ) 2'*1 ~~-~-н. n = 1, 2, 

(W~A>)t ( а0 )4 J~A) 
(v~'>~ = til s~A>. k = 1, з, 4 

(W(A))· (а )"J(A) n=3, 5, 6, 7 • •• 
(v~;,)i 1 = а; s~>. k = 1, 2, ... , n 

. (758) 
} 

Средвее интегральное значение W, потенциала силы тяжести 
'!'ела 3ем:ли на поверхности трехосвого эллипсоида получается 
из (756) с учетом ортоговальвости сферических функций 

an +:rt/2 

W,= in S S W,cosФdAdФ= 1:: (w~">);, (759) 
о -:rt/2 
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или, точнее, с учетом (7 44) 

W =!М [(w<o>)·+ ~(w<o>).a<o>] =/М [1 +..!.ez+ 
е ai о 1 5 z 1 2 ai 6 

+ 1 ( а0 )-3 + 7 4 1 ( ао )-8 2 + 1 1 + 1 ( а0 )2 J<"> .. + - - q -е -- - qe - е1 - - z г" 3 4j 72 45 4j 6 15 4j 

+ 377 6 1 ( ао )-з 4 + 1 2 2 7 ( ао )-3 1 + 
5040 е -вз а; qe 36 е е1 - 45 а; qe1 

+~ (~)2 J<") 4 _ _!_ (~)2 /(0
) 2] 

210 ai 2 е 30 а 1 2 е1 • 

t 35. ОПРЕДЕЛЕНИЕ АНОМАЛИЙ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 
ПО НАБЛЮДЕНИЯМ ИС3 

(760) 

Если предметом изучения являются аномалии силы тяжести, то 
неизбежно. придем: к определению нормального поля силы тяжеств1 
с которой аномалии всегда связаны. 

Выбор нормального поля может быть разный. Если, например, 
использовать в разложении потенциала (755) только зональные 
сферические функции 2-й степени, то нормальный потенциал U 
будет равен (301) 

И=!: { 1+J~·>p~·>(sinФ)+ ~ q ( аро )-3 [1-P~o>(sinФ)] }• (761) 

а нормальное ускорение силы тяжести у, согласно (714) 1 

у= 1~ [c~">+c~·>p~o>(sinФ)]. (762) 

Можно было бы добавить и следующий четный зоиальвый член 
с функцией P~">(sin Ф) и, если нужно, секториальиые члены 2-й 
етепеии и 2-го порядка с функциями P~1>(sin Ф)соs 2Л в p~•>(sin Ф) 
sin 2Л или следуЮщие надежно известные члены разложения. 
При таком определении нормального поля, которое использовал, 
например, Гельмерт (с удержанием зональных членов степени n = 2 
в n = 4), уравенные поверхности являются поверхностями сфероида, 
близкими к поверхностям эллипсоида, однако обычно с ними иесов
падающими. 

Пвцеттв [61, 62] выдвинул иную концепцию, вытекающую из 
l'еоремы Стокса. В ней априори задается вид одной из уровеииы:х 
поверхностей нормального потенциала (обычно поверхности эллип
соида вращения), а также масса мо и угловая скорость вращения 
Ф0 «нормальной Земли». При этом полагают 

М0 =М } 
/М0 =/М 

и 

(763) 

(764) 
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т. е. что нормальная Зем:ля имеет такую же массу и угловую скорость 
вращения, как и действительная Зем:ля. Заданная уровенная поверх
ность является уровенным: эллипсоидом:, его парам:етры: большую 
полуось и эксцентриситет обозначим: а0 , е0 • Нормальное поле 
в этом: случае определится параметрами 

(765) 

или другими, им: эквивалентными четырьмя парам:етрам:и. ПJ:и этом: 
предполагается, что 

8.хо = 8.уо = 8.zo =Во= Фо = roo =О. 

Формулы для нормального потенциала приведены в замкнутом: 
виде (в эллипсоидальных координатах) в [61, 62]. Здесь нам:, однако, 
будет удобнее использовать представлеаие в виде ряда сферических 
функций, потому что такие разложения были построены для W и g. 

U = ': { 1 + ( а; У (J~"))o р~·> (sin ФН-

+ е;>)• (Ji">)o р~·> (sin Ф)+ ( apl! ) 8 (J~">)o р~·> (sin Ф)+ .. ·+ 

+ ~ (аро )-а q0 [1-P~">(sinФ)]}= 

= f: {1+ ~( аро )2n{J~~)o p~~(sinФ)+ 
n-1 

+з Р qo 1-Р2 (sinФ) , 1 ( а0 )-3 [ (") J} (766) 

(767) 

(J~~) 0 - динамические коэффициенты для эллипсоида с параметрама 
/М, а0, е0• Так как речь идет об уровеииом: зплиnсоиде, то Uo== 
= const для произвольных значений перем:енных Ф, А. Поэтому 
сразу можно написать, с учетом: (758), 

U0 = 1:: (w~">)" = 1~ [ 1 + ~ (е0)2+ ~ q0 + 

+ 1~~ (ео)'- 115 qo (ео)2+ ~ {J~"))O (ео)2+ 126~ (ео)8 -

(768) 
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и ааодво получить условия 

(W~">)" = (J~">)" + ~ (ео)2- ~ qo + ~~ (ео)" _ ; 1 qo (ео)2+ 

+ ~~ (J~">)"(eo)2+ 1~8 (ео)в+Оqо(ео)"+ 

+ : (!~">)" (ео)" + ~~ (Ji">)" (ео)2 =О 

(W~">)" = (Ji">)" _ ; 5 (е0 )" + ~ qo (ео)2+ ~~ (J~">)" (ео)2-

- ;;О (ео)в+ 5; qo(eo)'_+ ~:: (J~"))"(eo)"+ ~:: (li"')(eo)2=0 

(W~">)" = (!~">)" + 2~1 (ео)в- 2~1 qo (ео)"+ ;7 (J~">) (ео)"+ 

+ ~~ (!~">)" (ео)2 =О 

' (769) 

а иа них выведем искомые выражения для динамических постовввых 

уровеввоrо вллипсоида вращевив 

(!~">)" = _ ~ (ео)2 + ~ qo+O(eo)"- 1~ qо(ео)2+0(ео)в_ 1 :~6 qo(eo)", 

(770) 

(J~">)• = ~ (ео)"- ~ qо_(ео)~+О(ео)в+ :9 qo(eo)", (771) 

(J~">)" = _..!.(e0)8+~q0 (е0 )" (772) 
7 21 . 

или после подставовок 

(773) 

6удем: им:еть 

-~aoqo+~(ao)2qo (774) 
7 147 ' 

(J~">)" = _ ~ (ао)а + ;~ (а0 )2 q•. (776) 
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Если подставим (770) в (768), то получим для потенциала уровен
ного эллипсоида 

Uo= !:: [1+ ~ (ео)2+ ~ qo+ 4~ (ео)'+ 

+0(e0)2 q0 + 1~2 (e0)8 -/-0(e0 ) 4 q0], (777) 

или после подстановки вместо е0 выражений (773) получим 

и о = ~~ [ 1 + ~ а.о + ~ qo + 125 ( а.• )2 + оа.• q• + 

-/-О (а.•)2 q•-/- :8 (а.о)з J. (778) 

Ив уравнения (774) можем определить сжатие уровенного эллип-
соида 

а.• = _ ~ (J~"))"-/- ~ qo _ ;~ (q0)2 + 134 (J~")}" q•-/

-/-: [(J~">)"P+ :в (qo)u- :~ (J~">)" (qo)2-/-

+ :в [ (J~">)"] 2 q•- ~~ [ (J~">)"] 3. (779) 

или квадрат его эксцентриситета 

(ео)2 = -З(J~">)" -/-qo- 194 (q•)2-+ ~~ (J~")}" q•+ 

-/-0 [(1~">)"]2-/- ~:~ (qo)3- ~~ (J~">)" (qo)2-

- ~~~ [ (J~")) "] 2 qO-/- 0 [ (J~")) "] 3, (780) 

а также и 

(а.•>2=: [(IP)"P+ ~ (q0)2-t(J~·>y qo- ;~ (q•>3+ 

-/- :~ (JP}"(q0 )2-/- ~~ [(J~")}")2q0 - 2; [(J~")}")З, (781) 

(а.о)в= _ ~ [(1~">)")3-/- ~ (qо)З-: (lP)"(qo)2-/-

+ 2; [ (IP) ·1 2 q•, (782) 

(eo)'=9[(J~")}"]2-/-(qo)2-6(J~·>)" qo- ~ (q•)•+ 

+ ~ (J~">)" (q0 )2- в; [(l~·>yp q0 +о [(lP)"]•, (783) 

(е8 )8 = -27 [(lP}"] 3 +(q0 )8 -9(~">)"(q8 )2 -/-27 [(Л">)"] 2 q0 . (784) 
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Выражения (779)-(784) помогут вам легко определить (.Jf4"1) 0 

и (1~"1)0 как функции (1~" 1) 0 и q• 

(J~">)" =: [(J~">)"p- :5 (q")2- ;~ (J~">)" qo-

- ;;5 (J~">)"(go)2- ~~~ [(J~">)"]I qo + 2~5 (qo)a, ('785) 

(J~">) о= 2; [ (J~">) ·р- ~ (J~">)" ( q0)2-

_ 1; [(J~">)"]2qo+ ;1-(qo)a. (786) 

Выражения (779)-(784) дают воаможиость также определить 
потенциал (768), (777), (778) эллипсоида как функцию fM, а0, (1~" 1), qo 

!М { 1 о 1 ( <">)" 9 ., 9 ( <">)" 8 
Uo= а'1 1+2q -2 12 -280(q )2-70 12 q + 

+ ~~ [ (J~">) ·р + 11~о (qо)з + 3~~0 (J~">)" ( q0
) 2 + 

+ 1:~ [ (!~">) "] 2 q"- ;~~ [ (!~">) "] 3 } • (787) 

Большую полуось уровеииого эллипсоида можем сраау же опре
делить ив (777), или (778), или (787). Для определения налой 
в:опуоси ь· имеем 

Ьо = ~~ { 1 +О (q•)+ (!~">)"- :5 (qo)l+ 1~ (/~">)" q•-

_: [(1~">)"}2+ 1~7 (qо)з- ::о (J~">)O (qo)2-

- ::~ [ (J~">) "] 2 q" + ~~~ [ (J~">) "] 3 } • 

Ив уравнения АЛЯ нормального потенциала (766) иожем опреде
лить нормальвое ускорение силы тяжести 

= [(!!!...)2 +.i._ (.2!!.. )1]''• у др pz дФ ' (788) 

причем разложение в ряд сферических функций попучии в виде 

(789) 

Для коаффициеитов (Ch1) 0 имеют место такие же выражения, 
как (715), только нужно положить J'n"1 = (lh1) 0 , q == q", (а0 = а0) 
и в случае необходимости учесть (785), (786) 
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Если подставить в (789) в качестве р радиус-вектор уровенноrо 
3JIJIИПСОИДа 1 Т. е. 

р0 =а0 [1+(а~·>)о +(а~·>)о P~·>(sinФ)+(a~·>)• р~·> (sinФ)+ } 
+(а~·>) р~·> (sinФ)J, 

rде (а~·>)о=-- ~ (е")2- 1~~ (е0 )'- 1~~~ (е0 )8 = ~ (J~·>)• -

_ ~ qo+ 81~ (qo)2+fi(J~0)}• qo-: [(J~0))•p+ 

+ 3~~0 (J~•))" (qo)2- ~~~ [(1~·>)•]2 qo- 117 (qо)з + 
+ ::~ [(J~·>)·p 

(а~·>)"=-~ (ео)2- 4; (ео)'- :6 (eo)s=(l~·>)·-; q•+ 

+ ;1 (q0)2+ 114 (J~·>)· q"- ~: [(J~·>)·p_ :в (J~·>)· (q")2+ 

+ 938 [(1~·>)"]2 qo _ 1: 7 (qо)з+ ~~ [(J<·>yJs 

(а~·>)"_ ;5 (ео)' + 757~ (ео)в == ;~ [(~·>)•]2 + ;5 (qo)2 _ 
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_ ~~ (J~0))" qo _ 5;~О (JГ)• (qo)2+ ~~~ [(J~0))•p qo _ 

_ 1~~8 (qо)з- 1;;; [(J~·>)•]з 
(а~·>)·=- 2~1 (ео)в=- ~~ [(J~·>)•]2qo+ ~~ (J~·>).(qo)2- (792) 

_ 2~1 (qо)з+ ;~ [(J~·>)•]з 

то далее получим: 

у= у~·>+ у~·> р~·> (sin Ф) +у~·> р~·> (sin Ф) +у~·> Р~·> (sin Ф), 

где выражения для коэффициентов Yh•> вытекают из (736) для Jh•> = 
= (Jj;1) 0 , ai = а0 , е = е0 , е 1 = О, q = q0 , после подстаиовок 
(785)-(786) и (770)-(772), тогда 

· у~•) = (!~ { 1 + ~ (ео)2 _ ~ qo + ~ (ео)" + 115 qo (ео)2 + 

+ 115 (qo)2+: (J~·>).(eo)2-; (J~•))•qo+; [(J(0
))

0 ]2+ 

+::о q0 (е~)"+~ (ео)в+ ~ (J~·>)• (ео)"+ ~~ [(J~·>)•]2 (ео)2-

- :5 (qo)2(eo)2- :5 (J~·>)o qo (ео)2- :5 [(J~·>)•p _ 

_ 395 (J~·>)• (qo)2+ ~: [(J<•>)•p qo + 1~5 (qо)з }= 
= (~~2 [t+ ~ (ео)2- ~ qo+ 125 (ео)"+ ~ qo(eo)2+0(qo)2+ 

+ 211 (е0)8+ ~: qo(eo)"+O(qo)2(eo)2 +0(qo)з] 

у~·>= (а~2 { 3 (J~·>)• + ; (ео)2+ ~ qo +; (ео)"+ ; 1 (qo)2+ 

+ 211 qo (ео)2 + ~ (J~·>)• (ео)2- ~ (J~·>)• qo + ; [ (J~·>yp + 

+ 2~ (J~0)) 0 (J~·>)· + ~ (ео)в + ~ qo (ео)" + 3; (J~0)) 0 (ео )" + 

+ ~ [(Л.>)•]2 (ео)2- ; 1 (q?(eo)2- ~ (J~·>)• qo (ео)~-

- ;~ (Ji.>)• q0 - ~ [(J~0))•jS- ~ (J~0)) 0 (qo)2+ ~ [(J~0)) 0]2qo+ 

+ 270 (Jf>)• (ео)2 }= (~~~2 { 3 (J~·>)• + ; (ео)2+ ; qo + 

f ~ (ео)"+ ;; (qo)2+ 2\ qo (ео)2+ 2: (J~·>)• (е0 )2 -

- ; (J~·>) • qo + ; [ (J~·>) •р + ;~ (ео)в _ ~:~ qo ( ео)" + 
+ 371 (J~·>)• (ео)"+ ~ (J~·>)• (ео)2+ 12:7 (qo)2 (ео)2-
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_ ~ (J~0 )) 0 qo (е0 )2 -; [(J(•))"]S _ ~ (J~o))o (q0 ) 2+ 
+ ~ [(J~•)) 0)2qo }= (~~2 [ _ ~ (ео)2+ ~ qo- ~ (ео)'+ 

+ ~~ qo (ео)2 +О (qo)2 _ ; 1 (ео)в + 3; 2 qo (ео)' + 
+ 0 (qo)2 (ео)2+ 0 (qо)з] 

у~·>= (:~2 { 5 (!~·>)• +0(ео)4- 3; qo(eo)2-; (qo)2+ 

+ ~~ (J~0)).(eo)2+ ;; (/~0)) 0 qo- ~~ [(J~0 )) 0]2+0(ео)в

- ; 825 qo (ео)4 + 2:~ (!~·>)• (ео)'- ::~ [(!~·)) 0]2 (ео)2-

- ::5 (qo)2(eo)2+ : 5 (Л.))• qo (ео)2- ~~ (Л.>)• qo + 

+ ;5 [(Л.>)·р + ~; (Л.>)· (q0)2- ~~ [(l~·>)·p qo-

_ 5;(qо)з+ 5:: (J~·>).(eo)2+ ~~ (J~·>).(l~·>).}= (:~2 {(ео)4-
- ~ о ( 0)2- 3739 о ( 0)4- _i_ ( 0)2 +Е_ (1( 0

))
0 

( 0)2 + 
35 q е 2695 q е 35 q 35 2 е 

+ ;; (Л.))• qo _ ~~ [(Л•>)•р + 171; (ео)в+ 2;,0 (Л•))• (ео)4 -

- ::~ [(J~·>)•p(e?+ 2~9~ (qo)2(eo)2+ 3~5 (!~·))• qo(eo)2+ 

+ ~~ [(J~•))•P+ ~; (J~0)).(q0 )2- ~:: [(J~0))•]2qo-

- 5; (q0 ? }= (а~2 [~ (ео)'- ~ qo (eo)2+0(qo)2+ ;~ (ео)&-
- ~~~ qo(eo)4+0(qo)2(eo)2+0(qo)SJ 

У~·)= (а~2 { 7 (!~•))• +О(е0 )6 - ~~ (Л.>)• (Л.>)• + 
+ ~~ (Л0)) 0 qo + 170: [ (J~0)) 0p _ ;, (Л0)) 0 (qo )2-

- ;~ [(J~·>)•pqo+ 2~1 (qо)з+ ~~ (Л.>)"(ео)4+ 727 qo(eo)4-

- ~~ [(l~·>)·p (ео)2+ 21~ (qo)2(eo)2+ :7 (!~·>)• qo (ео)2 + 

+ 5О ( /(0
))

0 
( о )2} f м { 1 ( о )8 7 о ( о 4 11 4 е = (а0)2 -к е +кq е)-

_ ~; (J~·>)• (ео)'' + ~ (J~·>)• qo (ео)2- ::f (qo)2 (ео)2 + 

+ 170: [(J~·>)·p- 7~ (J~•))•(q0)2- ~ [(J~•))•pqo+ 2~1 (q'')S

- ;; [ (l~·>yp (ео)2 }= (:~ [ _ ::1 (ео)в + ;3~ qo (ео)' + 
+О (qo)2 (е0)2 + о (qO)SJ 
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Нормальное ускорение силы тяжести 'Ve на экваторе уровеввоrо 
эллипсоида вращения определим из (792), положив Ф = 0°, тоrда 
(с учетом выражений (793), (773), (779)) 

(О) 1 (О)+ 3 (О) 5 10) _ fM [1 + 1 ( 0)2 3 О+ 
'Ve ='Vo -тУ2 в 'V<& -wУв - (ао)2 2 е -2 q 

+~ (ео)"' _ _l_qo (eo)2-~qo (ео)"' +~ (ео)8+ 0 (qo)2(eo)2]= 
8 14 294 16 

--~ [1 +а.о _.l_qo + (a.o)2-~a.oqo + (а.о)3- 125 (а.о)2 qo] = 
(aq)2 2 7 294 

~{1-~(J<•>)o -qo _ ..!.(qo)2-~(JI">)o qo + 
..., (а!!)2 2 2 56 14 2 

+ ~7 [(1~">)о]2- ~8 (qo)3 + ::4 (1~">)о (qo)2-

- ~~5 ((1~"))0)3 + ~~Э ((1~"))0)2 qO} • (794) 

Формулы для ускорения силы тяжести на поверхности уровен
ноrо эллипсоида вращения вужво привести к привьrqной в rрави
метрической riрактике форме, для чего 

_1 = (а0 )2 [t-..!..(eo)2 + .l.qo _ _!_(ео)"'- .!!...qo (eo)2+.!!...(qo)2-
Ye fM 2 2 8 7 4 

_ ; 6 (ео)в _ 1~7 qo (ео)"'. _ ;~3 (qo)2 (ео)2 + ~7 (qo)3 J (795) 

представим в виде отношения 

у: У е= 1 +1~~·> +1~~о> р~·> (sin Ф)+1~~·> р~·> (sin Ф)+1~~о> р~·> (sin Ф), (796) 

rде с учетом (793) 

1~~·> = _ + (ео)2 + ~ qo _ 11:0 (е о)"' _ : 2 qo (ео)2 + ~ (qo)s _ 

-~( 0)8- 103 о ( 0)"'-~ ( 0)2( 0)2+ ~ ( 0)3 
560 е 735 q е 8 q е 8 q ' 

1~~о> = _ + (ео)2 + ~ qo _ f (ео)4 _ :~ qo (ео)2 + ~ (qo)2-

__ s_( 0)8- 145 о( 0)"'-2!..( 0)2( о 2+~( 0)3 
168 е 294 q е 14 q е ) 4 q ' 

' 

lA!">=-~( 0)8+~ о( 0)4. ~" 8 231 е 231 q е 

16* 

(797) 

(798) 

(800) 
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или 

rде 

2А(О) 1 ( 0)2 + 5 о ( О\4 + 53 о ( 0)2 + 15 ( 0)2 
t-'2 =- 2 е. 2 q - е J 28 q е 4 q -

_ ~ (ео)6 + ~~~3 qo (ео)4 + : (qo)2 (ео)2+ ~5 (qo)a, (802) 

11р~·> = ~ (ео)4 _ ~5 qo (ео)2 + 3 (ео)6 _ ~:9 qo (ео)4 _ ~5 (qo)2 (ео)2, (803) 

2AI 0>--~( о)6+~ о( 0)4 ~-' 6 - 16 е 16 q е (804) 

IШИ с учетом соотношений 

sin4 Ф=sin2 Ф-1 sin2 2Ф } 

sin6 Ф=sin2Ф-1 sin2 2Ф-1 sin2 Ф sin11 2Ф 
(805) 

получим 

'V~ = 1 +ар~·> sin2 Ф +ар~·> sin2 2Ф +ар~·> sifil1 Ф sin2 2Ф, (806) 

где 

aAI•J 1 ( 0)2 + 5 о 1 ( 0)4 13 о ( 0)2+ 15 ( О\1 
t-'2 =-те Tq -в-е --7-q е TqJ-

_ 116 (е о )6 _ : 9 qo ( ео)4 _ ~3 ( qo)2( ео)2 + ~5 ( qo)s, (807) 

8AI•>=-_}_( 0)4+~ о( О\2_.Е_( 0)6+ 213 о( 0)4+~( 0)2( 0)2 
~' 4 32 е 16 q е 1 64 е 448 q е 32 q е ' 

(808) 
аА(О) _ 25 ( 0)6 95 О ( 0)4 (809) 

t-'6 -м е -мq е • 
В геодезической практике, однако, используют не широту q>~ 

а широту геодезическую, т. е. угол, который образует нормаль 
к эллипсоиду с плоскостью экватора. Геодезическую широту для 

случая уровенноrо эллипсоида обозначим В*. Между q> и В суще-

* Мы обозначим ее с черточной для отличия от rеодеаичесной широты В 
ва rеодезичесном реферевц-эллипсоиде. Связь В и ii определяют известные 
дифференциальные формулы первоrо и второrо рода при взаимно параллель
вых осях (см. часть 1, § 20, IV) 
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В-В=~ sinBcosLL\.xo+ ~ sinBsinLL\yo- _t. cosBL\zo-

-(e'?)2sinBcosB :~ -[2-(e0 )2sin2B]sinBcosB 1 ~~ 0 + 

а0 [1- (е 0 )2) 
+eosinL-1jJ0 cosL, М= • , 

[1- (е0)2 sin2 В] 1 • 



ствует известное в высшей геодезии соотношение [65] 

- (е0 )2 . - 1 [ (eQ)2 ]!11 . -
Ф-В=- 2-(ео)2 sш2В+т 2 -(ео)2 sш4В-

1 [ (е0 )2 ]3 . -- 3 2 -(ео)2 sш6В+ .•. , (810) 

которое с достаточной для наших целей точиостью можно переписать 
так 

- 1 -
Х sin 4В- 24 (е0 )6 sin 6В, (811) 

- 1 -
(Ф- В)2 ~ 4 (е0 )4 sin2 2В. (812) 

Кроме того, 

sin2 Ф~sin2 В- [ {- (е0) 2 -1 (е0 )4 ] sin2 2В- (е0)4 sin2 В sin2 2В, (813) 

sin2 2Ф~sin2 2В- 2 (е0 )2 sin2 2В + 4 (е0 )2 sin2 В sin2 2В. (814) 

Используя (780), (783), (784), получаем 

ф _в~ { _ + qO + ; (J~"))O + 1~ (q0)2 + ~~ (J~"))O qO _ ~ [(J~•))O] 2 + 

-'--- _5_ ( 0)3 _ ~ (JC"!)O ( 0)2 _ 261 [(J<"J)0]2 О+ 
1 784 q 392 2 q 784 2 q 

+ ~7 f(J~"J)o]з} sin 2В+ {i- (qo)2- : (J~•))oqo + : [(J~"J)0]2-

- 218 (qо)з- ~ (J~"J)o (qo)2 + ~~ [(J~">)o]2 qo _ ~7 [(J~"))о]з} sin 4В-

- { 214 (q•)з + : [(J~">)o]2 qo- : (J~">)o (qo)2- : [(J~">)о]з} sin 6В. (815) 

(qJ-B)2 ~ { ~ (qo)2- ; (J~"J)O qo + ~ [(J~"))o]2 _;В (qо)з+ 

+ ~~ (J1">)0 (q0)2- ~~ [(/~">)0 )2 q0} sin2 2В, (816) 

sin2 ф ~ s-in2 В+ { -{- q0 + ; . (J~">)o + ; (qo)2 _ ~: (J~">)o qo + 
' 

+ ~ [(J~"J)o]2 _ ;~~ (qо)з + ~~О (J~·>)o (qo)2- ~~1 [(J~"J)o]2qo} sin2 2В+ 

где da, da. - разности соответствующих параметров геодезического рефАреиц
ного и уравенного эллипсоидов, L\z0 , L\y0 , L\z0 , г0 , 'Фо -элементы трансфор
мации. 
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+{-(q0)2+6(J~0))0q0-9[/~0))0J2+ ~ (q0)3- ~4 (J~O))O(qo)2 + 

+ ~1 [(/~"1 )0 ]2q0}sin2 Bsin22B, (817) 

sin2 2Ф ~ sin2 2В- {2qo- 6 (J~">)o- ~ (q0)2 + ~7 (J~">)oqo + 
+ ::: (q0)3- ~~2 (J<">)(q0)2 _ :~~ [(/~">)0 ]2q0} sin2 2В + 

+{4qo-12(J~"))o- ~8 (qo)2+ ~4 (J~"))oqo + ~~9 (qo)s-

- ~~4 (/~">)0 (q0)2- ~~7 [(/~·>)0 )2qo} sin2 В sin2 2В. (818) 

С учетом: (813)-(814) и, наконец, из (806) получим 

у= 'Ve (1 + 4~~·> sin2 В+ "р~·> sin2 2В + 4~~·> sin2 В sin2 2В) (819) 

или с обозначениями [ 66] 

Эдесь 
у= у,(1 + ~ sin2B-~1 sin22B- р~ sin2 В sin2 2В). (820) 

fJ = 4р~·> =эр~·>, (821) 

-Pl = 4р~·> = 312 (ео)4- 156 qo (ео)2 + 6~ (ео)в + 

+ :~ qo (ео)4- ~~ (qo)2 (ео)2, (822) 

А'-4А<">- 1 (о)в 15 о(о)4 (823) -t'l- t'6 -ы е -мq е ' 

или, с учетом: соотношений (780), (783), (784), 

р = 2qo + ~ (/~"))о+ ~~7 (qo)2 + ~~ (/~"))о qo _ : [(J~"))o]2 + 

+ ;~9 (qo)s + ~~5 (J~"))o (qo)2- ~~3 [(J~"J)o]2 qo + ~~ [(/~"))о]з, (824) 

-~1 =- : 2 (qo)2+ ~ (J~•>)oqo+ : 2 [(l~"J)o]2- 2;~ (qо)з-

- ~(J~">)(qo)2+ ~~ [(J~"J)OJ2qo- ~~ [(/~"))о]з, (825) 

-р; = _ ; 2 (qо)з+ ~1 (/~"))о (qo)z- ~~ [(J~"J)o]2 qo _ ~~ [(J~"J)o]з. (826) 

Среднее значение у нормального ускорения силы тяжести на 
поверхности уровенноrо эллипсоида вращения лучше всего вычи

слить по формуле (748), в которой положим а0 = ai= а0• 

у = (~~2 [ 1 + f (еО)2 _ ; qo _ 0 (qo)2 + 4~ (еО)4 + ~ qo (ео)2 J = 

= (~~2 {1-+qO-(Jg)o+ 6~0 (q0)2- ~~ (J~O))OqO+ ~ [(/~0))0]2}• 
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Воввращаясь к определению нормального поля по Гельмерту 
[68], напишем уравнение для потенциала силы тяжести на сферо
иде Гельмерта 

U0 = 1:: { 1 + ( ;: У (1~"1 )0 р~·> (sin Ф) + ( ;: ) 4 (1~"1 )0 р~·> (sin Ф) + 

1 ( а!! )-3 0 [ 1 p(•J ( . Ф)J} +з ро q - 2 SШ , (827) 

0 (J)2 (а0)3 
где q = !М • 

р0 - радиус-вектор поверхности этого сфероида, в выражении 
которого удержаны члены порядка [(1~" 1 ) 0 ] 3 , 

р0 = (R0)0 [1 + (а~"))о + (а~"1 )0 р~·> (sin Ф) +(а~"1 )0 р~·> (sin Ф) + 

+ (а~" 1 )0 р~·> (sin Ф)], 

(аЬ"')о =i-v;;зqo + ~ v;;• (qo)2 _ 115 v;;l (J~"')o qo _ ~ v3 [(J~"')o] 2 + 

+ ;; v;;'(qo)3- : 5 v;;'(J~"')o(qo)2 + 

-1- 2\ Vo[(J~"))o]2qo + ~ vt [(J~"')о]з 

(a~"')o=v:(J~"J)o-{v;;зqo-; v;;•(qo)2+ : 1 v;;l(J~"J)oqo

- ; vt [(J~0))0]2 _ ~ Vo' (q0)3 + ; Vo• (J~"))O (q0)2 + зv: [(/~"))0]3-

- ~2 v& (J~"')o (J~·> )о_ ; 1 Vo [(J~•J)o]2qo + 221 Vo (J~">)o qo 

(a~·J)o=vt (J1"')o + 365 v;;• (qo)2- :5 v;;l(J~"')oqo- :: v3 [(J~">)oJ2+ 

+ ;~: v;;• (qо)з _ ~:~ v;;' (J~"J)o (qo)2 + :7 Vo [(J~"')o]2qo + 

+ 108 8 [(J<"))О]З- 120 8 (J<"I)O (J("))O -~ (J<"I)O о 
55 Vo 2 77 Vo 2 4 77 Vo 4 q 

(а~">)о = vg (J~">)o _ :7 v;;• (qо)з + ~; v;;4 (J~">)o (qo)2-

- : 7 Vo [(J~"))OJ2q0 + ~~ v& [(/~"))0]3- ~~ v& {J~"J)O (/1"))0 + 

+ 5 (J<"I)O о 33 "о 4 q' 

а'! о GM 
Vo = (Ro)!! , (Ro) =и;-. 

(827') 

Для ускорения силы тяжести на ефероиде Гельмерта получим, 
согласно (788), 
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ИJIИ 

rде 
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- flvl [1+ 1"1 + <•>р<•> ( . Ф)+ 'V- [(Ro)o]2 'Vo 'V2 2 sш 

+у~·> р~·> (sin Ф) +у~·> Р~"' (sin Ф)] 

rде у~·>=- ; v-o•qo - ~. Vo8 (qo)2 + ·1~ Vol (J~"')o qo-

_ ~ v~ [(J~"')o ]2- ~ v(i• (qо)з + + v(i' (J~"')o (qo)2+ 
+ :~5 Vo [(J~"')o]2 qo + ;; vg [(J~"')о]з 

у~•) = v:{/~8))0 + ; v-ЗqO + 'V(j8(q0)2- ~ 'Vol(J~"))O qO _ 

-vt[(J~"))o]2+ ~ v(i'(qo)з- ~ v(i'(J~"')o(qo)2-

_ _!_ [(J!"J)o]2 о+ 339 8 [J!"))О]З-21 Vo 2 q 49 Vo 2 

- 4v3 (J~"')o· (J~"')o + ~ 'Vo (J~"')o qo 

у~·>= ЗvHJ~"')o _ ~ v(i8(qo)2+ ~2 vol (J~"')oqo _ 

_ ~ & [(J'"')o]2 _ 372 -е ( о)з + 338 --& (J!"J)o ( о )2 + 
5 Vo 2 385 Vo q 385 'Vo 2 q 

+ 1416 [(J<">)o]2 о+ 21654 8 [(J!"')о]з _ 
385 'Vo 2 q 2695 Vo 2 

_.!!_ 'V8 (J!"))O (J!"))O- 552 'V (JI"))OqO 
но2 4 7704 

у~·>= 5v& (J~"')o- 1~ v(i' (J~"')o (qo)2 + 383 v(i' (qо)з-

- :~ Vo [(J~"I)o]2qo + ~~8 vH(J~"J)o]з _ 

- 160 8 (J!"))o (JI"))O + ~ (JI"J)O о 
11 'Vo 2 4 11 Vo 4 . q 

у= У е (1 + ~ sin2 Ф- ~1 sш2 2Ф- ~~ sin2 Ф sin2 2Ф), 

~ = ~ v~ (J~"')o + 2v"Oaqo + ~1 v(i• ( qo)2 + ~ vt(J~"')o + 

+ ~ v'01 (J~"')o qo -Зv~ [(J~"')o)2 + \065 v3 (J~"')o + 

+ 1~1 v'O' (qо)з+ ~ v(i'(J~"t)o (qo)2- 221 Vo [(J~"')o]2 qo + 
. . 

' (828) 

+ 1605 8 [(JI"I)O]З _ 117 8 (JI"I) (JI"I)O + 173 (JI"I)O qo 
56 Vo 2 4 Vo 2 4 28 Vo 4 ' 



- 2025 8 (Jf"))O (J("))O+ 225 (J<O))O О 
64 'Vo 11 ' 16 'Vo 4 q ' (829) 

+ 735 · 8 (J("))O (J (0))0 _ 525 (J("))O О 
8 'Vo 2 ' 16 'Vo 4 q • 

Для ускорения силы тяжести во внешнем пространстве в опре
делении Гельмерта имеют место соотвошевия, по форме сходвые 
с (789), во коэффициенты в них . (C:Z"1) 0 нужно, однако, вычислять 
по (715) с использованием (J:Z"1) 0 и q0 для сфероида Гельмерта. 

Теперь можно определить (в обоих определениях нормального 
поля) возмущающий потенциал 

оо n 

+ ~ ~ ( ;о у (J~kJ cos kA +ShkJ sin kA) p~k> (sin Ф)+ 
n-2 k=l 

00 

~ ( а0 )2n+1J<"J р<•> ( • Ф) + ~ р 2n+1 2n+1 SШ + 
n=l 

+ 1 [( ао )-3 ( а!! )-3 0 ] 1 р<">( . Ф)]} 3 р q- р q [ - 2 Slll (830) 

и истинную (полную) аномалию силы тяжести с учетом (714) и (789) 
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( 0 ) ( 0 ) • , (k) (k) • (k) • оо оо n } 
+ ~ C2n+lP 2n+l(sшФ)+~ti (Сп coskA+Dп sшkА)Рп (sшФ). 

(831) 

В современной гравиметрической практике, однако, используют 

смешанные аномалии l:!.g, которые равны 

(832) 

Точки М и N лежат на общей отвесной линии (рис. 33), где 
нr- нормальная высота точки м, ~r- высота квазигеоида, 

S - поверхность Земли, Е -
----~~~1\Y""O?ttS уроненный эллипсоид или сфе-

;.;_----- роид, создающий нормальный 
потенциал. Точки М и N распо
ложены так, что имеет место 

равенство 

(833) 

Действительный потенциал 
в точке М, где учтено ~ействи
тельное ускорение силы тяжести 

(например, в точке физической 
Рис. 33. К теории нормальных высот поверхности реальной Земли), 

численно равен нормальному 

потенциалу в точке N, где вычисляется нормальное ускорение. 
Если потенциалы геоида W0 и уроненного эллипсоида или сфероида 

U0 · неравны, т. е. если 

Wo=f=Uo, 

то условие (833) изменяется так 

Wм-W0 =Uн-U0• 

(834) 

(835) 

Это означает, что при вычислении смешанных аномалий силы 
тяжестИ по наблюдениям ИСЗ нужно звать потенциал U0 и м е в в о 
т о г о у р о в е в н о г о э л л и п с о и д а и л и с ф е р о и д а, 
в поле которого вычисляются смешаввые 

а в о м а л и и. 

В геодезической и гравиметрической практике нормальное поле 
практически определяется формулами для нормального ускорения 
силы тяжести у. В эти формулы входят постоянные 'Уе и ~ -в слу
чае уронениого эллипсоида или три постояввые- 'Уе• ~. ~ 1 в случае 
нормального сфероида Гельмерта. Кроме того, предполагается, что 
/М = /М0 И (J) = (J) 0 • 
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Следовательно, нужно вычислить по этим данным постояНВЬiй: 
потенциал U0 и параметры фигуры соответствующей уровенной 
поверхности (уровенного аллипсоида, нормального сфероида). 

В системе Пицетти получим (по четырем данным параметрам /М, 

Ф, у" I0 
(eo)2=-2P-!-5qo-P2+ ~7 qop- ~~5 (qo)2+ ~ рз+ ~~~3 qop2-

_ 17013 ( о)2А + 36095 ( о)з 
392 q t' 784 q ' 

ао ={fM [1 -1-..!..(e?-~qo +~(eo)4_.1_qo(eo)2-
'Ye 2 2 8 14 

1 

_ ;;4 qo (ео)4 + 156 (ео)6 + O(qo)2 (ео)2 ]}"2 = 

={!М [t-P-1-qo+pz_ ~ qop-~(qo)2-~pз_ 
'Уе 1 14 4 

1 

_ 1205 oAz + 10 697 ( о)2А _ 14 855 ( о)з]}2 
1176 q t' 2352 q t' 4704 q ' 

Uo= VGMy,[ 1 +i-P+ ~ qo-1-qop- ~ (qo)2- ::0 Р2+) 
+~ оА2_ 1663 ( o)zA +~АЗ+ 1081 ( о>з] 

80 q t' 672 q t' 1680 t' 448 q 

(J("))" _ 2 А 4 о+ 1 А2 26 о А + 395 ( о)2 1 АЗ 
2 -з.,-тq з., --7-q.., 84 q -6., -

_ 1093 оА2+ 14141 ( о)2А _ 28015 ( о)з 
588 q t' 1176 q t' 2352 q 

(J("))" ·- 4 А2 24 оА + 25 ( о)2+ 4 АЗ 2676 ОА2+ 
4 ---5 .... -т q .... -7- q 5 .... - 245 q .... 

+ 1:;3 (qo)2p _ 1::0 (qо)з 

(J~">) = ~ рз _ ;~о qop2 + ;о (qo)2p _ ;~о (qо)з 

(836) 

(837) 

• (838) 

В системе Гельмерта имеют место аналогичные соотношения, но 
содержащие пять параметров: /М, ro, 'Ve• р, р 1 • Пренебрегая чле
нами второго порядка малости, получаем 

(eo)2=-2P+5qo- ~~ pz+ ~7 qop- ~;5 (qo)z-1- ~~ р1, (839) 

а"= у tм [t-{P+{qo+ ~~ р2- :в qop- ~ (q0)2+ ~ p1J, 
'Уе (840) 

ifo= V/My,[ 1 + ~ Р+ ~ qo +qop- ~ (q0
) 2 - ::о Р2 - 1; Р1]. (841) 
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(J<"J) • = _.!.. v-2R _ _!_ v-&q" _ ~ v-2 (R )2 + _!_ v-&qo R _ ~ v-1! (qo )2 + 
2 3 о 1-' 3 о 63 о 1-' 63 о 1-' 9 о 

+~ -2R _ _!_R _ _.!_ o+_!_R.2_~ OR. 5( О 2_~R. 
21 "о 1-'l- 3 1-' 3 q 7 1-' 7 q 1-' + q ) 21 t'l• 

:::::o~R.2_~ OR.+~< 0)2+_E_R. 
105 1-' 7 q 1-' 3 q 105 1-'l• 

Численные значения этих и некоторых других величин приве
дены в табл. 18 для нормальных систем Гельмерта (1901-1909) [68], 
Кассиниса (1930) [67] и МГА (1967) (системы, припятой XIV Гене
ральной ассамблеей Международной геодезической ассоциации в 
1967 г.). 

Теперь можем приступить к вычислению смешанных аномалий 
силы тяжести во внешнем пространстве в точках М физической 
поверхности реальной Земли, конечно, опять в предположении схо
димости используемого разложения, обсужденной в § 29; в каждом 
случае речь пойдет о поле, в известной мере сглаженном. 

Потенциал W0 , как и достаточно большую совокупность ~инами
ческих коэффициентов J~kJ, S~kJ, предположим определенными по 
наблюдениям ИСЗ (см. § 27-28). Если совокупность коэффиЦиен
тов недостаточно велика (недостаточно велика степень N разложе
ния по сферическим функциям), то поле оказывается соответственно 
сглаженным. 

Путь для вычисления смешанных аномалий силы тяжести в точ
ках земной поверхности М с геоцентрическими сферическими коор
динатами рм, !рм, Лм * может быть следующим. 

1. Определяем потенциал силы тяжести W м в точке М согласно 
(755) 

( 
N n 

Wм= ~: 1 + ~~( :; )n (J~> соskЛм+ 

2. Определяем радиус-вектор PN в точке N, в которой нормаль
ный потенциал U N равен 

(843) 

* Об определении Рм• Ч'м• Ам см. § 28. 
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1\J 
<:.n 
w 

Величина 

!М 

(!) 

У е 

~ 

~1 
. qo 

а о 

( е"')2 

а~ 

1/ао 

(J~O))O 

(J~O))~ 

Uo 

!М 
(Ro) 0 =-и;; 

!М U2 
[(Ro) 0 )2 - !М 

Размерность Гельмерта 
(1901-1909) 

(норм. сфероид) 

iОDмзс-2 398 603 

1Q-5c-l 7.292 115 

млг 978 030 

0.005 302 

0.000007 

tQ-6 3 461;427 

м 6 378172 

0,006 696 46 

0,003 353 85 

298,16 

10-6 -1083,46 

10-6 2,72 

10зм2с-2 62 636,95 

м 6363 704 

млг 984 284,5 

Т а блиц а 18 

Нормальные системы 

МГА (1967) 
1\ассиниса (1930) (уров. ЭJшипсоид) (уров. эллипсоид) 

398 603 398 633 398 603 

7.292115 7.292115 7.292115 

978049 978049 978 031,845 6 

0.0052884 0,0052884 0,005 302 365 7 

0,000 005 9 0,000 005 9 0,000 005 849 8 

3 461,388 3 461,520 3 461,407 2 

6 378148 6 378 388 6 378 160 

0,006 722 07 0,006 722 67 0,006 694 604 5 

0,003 366 70 0,003 367 00 0,003 352 923 3 

297,03 297,00 298,2472 

-1091,87 -1092,04 -1082,7 

2,42 2,42 2,371 

62 637,43 62 639,79 62 637,030 5 

6 363 655 б 363 893 6 363 695,672 

984 299,6 984 299,7 984 287,020 4 



используя формулу (719), согласно которой 

PN- ~~ 11- Щ'')о + ~ ~ [(А).'')о cos kAN+ 

+ (ВЛk>)о sin kAN] РЛk> (sin ФN)}, (844) 

где козффициенты (А~о 1) 0, (A~R.1) 0 , (B~R.1) 0 определяются выражениями 
(720), но только вместо R1 в~жво принять RN = fM/UN, а вместо 
динамических постоянных Jh 1 реального тела Земли постояввые 
[/~01 ] 0 нормального тела (уровенного зллипсоида или сфероида). 

3. Определяем действительное ускорение силы тяжести gм в точке 
М согласно (714) 

gм= 1~ (с~о>+ ~~(Chk>coskAм+Dhk>sinkAм)PЛk>(sinФм)J· (845) 
Рм n=2 k=o 

4. Определяем нормальвое ускорение силы тяжести Ун в точке N 
по (789) 

+ (Cr')0 Р1о> (sin ФN) +(С~о>)0 Р~о> (sin Фн) + ... ]· (846) 

5. ВЬIЧисляем разиость 

Существует и другой путь вычисления смешанных аномалий 
силы тяжести через возмущающий потенциал (321), (830) [69, 70] 

Тм=Wм-Uм. (847) 

Его производпая по касательной к силовой линии нормального 
поля силы тяжести v равна 

(848) 

и так как по определению потенциала имеет место 

( ~~ )м=-gм, ( ~~ )м=-Ум• (849) 

то 

( ~~ )м=-gмcos(v, п>м+Ум• (850) 
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причем: (v, п)м- угол между касательной к действительной (напра
вление n) и нормальной (направление v) силовой линией в точке М, 
т. е. так называемое «абсолютное» уклонение отвеса66 • С ошибкой 
ю-7 можно при (v, n) < fl принять cos (v, п) = 1 и переписать (850) 
в виде, в котором допускается ошибка <0, 1 млг 

(831) 

а поскольку 

l'м ~Ум+ ( :~ )N~f. (852) 

то 

( ~~ )м=-gм+УN+( :~ )N~:. (853) 

С учетом обобщенной формулы Брунса 

~м= Тм -~~-Uo , 
q 'YN 'YN 

(854) 

наконец, получии 

g -~• __ (!!:_) +-1 (.!:i.) Т --1 (!l) (W -U) (855) М IN- дv М 'VN дv N М 'YN дv N О О' 

или 

( дТ) 2Тм 2 g -у =Ag~- - ---+-(W0-U0), 
М N дv М PN PN 

(856) 

или 

1 (д'У) 2 
'YN дv N~- р;;• (857) 

По (854) можем: вычислить и высоты ~ непосредственно по воз
мущающему потенциалу, независиио от пути, описанного в § 30. 

Следующий способ определения высот геоида основан на фор
муле Стокеа [71] 

23t 

~= R~ s 
4:n:g 

о 

3t 

2 s AgS('Ф)cosФdЛdФ, 
:rt 

2 

(858) 

где S ('Ф) - функция Стокса, для которой [72] справедлива формула 

ro 

S('Ф)= ~ :п!/ Pп(cos'I\J), (859) 
n=2 
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или, с учетом (198), 

S('\J)= ~ :п!/ (ph•>(sinФ0)PA>(sinФ)+ 
п-2 

n 

+ 2 ~ ~: ~ ~~ : PS,11> (sin Ф0) cos kA0PSf) (sin Ф) cos kA + 
k•l 

+ 2 ~ ~: ~ ~~ : PS,k> (sin Ф0) sin kA0P~> (sin Ф) sin kAJ. (860) 
k-1 

Здесь речь идет опять о регуляризированном геоиде. Интегриро
вание проводится по поверхности сферы относимости. Если исполь
зуются аномалии силы тяжести, иuходящие из (856), то в разложе-
нии по сферическим функциям производную по v практически можем 
заменить производной по р, т. е. 

оо n 

Ag= ~ ~(~gS,k> coskA+~hhk> sinkA)PS,k> (sin Ф)+ :о (W0 -U0), (861) 
n=2 k=l 

и тогда с учетом ортогоналъности сферических функций (см. § 7) 

256 

п 

оо n 2п 11 

2 ~~ 2п+1 (n-k)l А (k)ptk)(. Ф) kA s s + """'"""'li=Г(n+k)!ugn ii SШ 0 COS о Х 
п-2 k=l о n 

2 

оо n 

х [P~k> (sinФ) cos kA]2 cos Ф dA dФ + 2 ~ ~ :п!/ ~=~=~: Х 
n=2 k=l 

п 2 

xAhS,k>ps,k>(sin Ф0) sin kAg s s [Pst> (sin Ф)sin kA]2 cos ФdАdФ -п ] 

о п 

2 

(862) 



или с использованием (158), (176) и (177) 

~= Ri ~~ n-~ 1 ~gЛ">P~">(sinФ0)+ ~~ n~ 1 (~g~k1coskA0 + 
n~2 11=2 k~l 

+~h!zk>sinkA0)P!ak>(sinФ0)1- ~ (W0-U0), (863) 

где ро, Фо, Ло- координаты точки, в которой вычисляется высота 
регуляризированного геоида. 

В разложении (863) отсутствуют сферические функции нуле
вой и первой степени и соответствующего порядка, что вытекает 
из (856)Jили из предположения о совпадении угловой скорости вра
щения и центров тяжести (си. § 7) действительной и нормальной 
Земли. 

Так как ~х0 =О, ~У о= О, ~z0 =О, 'Фо =О, е0 =О, <.о0 =О, (864) 

то имеет место равенство 
N 11 

д Т 2Т дТ 2Т fM ~ ~ ( ао )~~ ----=----=-· (n+1) - Х дv р др р р2 р 
n-2 k~o 

х {[J!ak>- (JЛk>)0 ] cos kA + [SЛk>- (S!zk>)0 ] sin kA} P!zk> (sin Ф)+ 

"' + ~л: ~ (n + 1) ( ;о у (Jfak> cos kA + S~> sin kA) P!zk> (sin Ф)-
II=N 

N 11 

- 2~Z.: ~~(;о )11 {[/111>-(JAk>)0 ]coskA+[S!ft>-(SЛk>)0]sinkA}X 
11=2 k=O 

оо 11 

х PAk> (sin Ф)- 2~Z: ~ ~ ( ;о У (JЛk> cos kA+ SJak> sin kA) P!ak> х 
11~N k=O 
N n 

X(sinФ)= f: ~ ~(n-1) (а; )n {[l~)- (1~>)0] coskA+ 
n=2 k=O 

+ [Sfak>- (SJak>)0 ] sin kA} Р~> (sin Ф) + 

(865) 

(866) 
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В случае аномалий силы тяжести на физической поверхноети 
Земли точность разложения (865) сравнительно низка [73]. Ее 
можно существенно повысить путем введения поправки [73] 

Gl = 16; 110 S L\g(p-p0) cosec3 ~ dS. (867) 
в 

Здесь р, ро- радиусы-векторы переменной и изучаемой точки; 
'Ф- угол между ними. 

1\роме того, вследствие весьма плохой сходимости разложения 
(865) речь идет о поле аномалий силы тяжеси сильно сглаженном. 
Строгое решение задач физической геодезии, в которых характе
ристики внешнего поля тяжести вычисляют по величинам, измерен

ным на земной поверхности, наиболее полно рассмотрено в фунда
ментальных работах [69, 70]. 

До сих пор обсуждались пути, как вычислят» при помощи спут
никовых наблюдений аномалии силы тяжести с использованием 
динамических постоянных Земли J'nk>, S'nk>. Их можно определить 
по вариациям элементов орбит ИСЗ, как описано в § 27. Существует, 
однако, и принципиально иной путь, чем определение аномалий 
силы тяжести по вариациям указанных элементов [74, 75]. Анома
лии в тех частях континентов, океанов и морей, где они получены 
прямым измерением, используют прямо, а а~rомалии в областях 
гравиметрически неизученных выступают в уравнениях для вариа-
ций элементов орбиты как величины неизвестные. · 

§ 36. СОЕДИНЕНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИ НЕСВЯЗАННЫХ РЕФЕРЕНЦНЫХ 
СИСТЕМ ДИНАМИЧЕСКИМ СПУТНИКОВЫМ МЕТОДОМ 

Потенциал на поверхности геоида W0 или линейный масштаб
ный коэффициент R о, получение которых из наблюдений ИСЗ рас
сматривается в § 28, можно использовать для геодезической связи 
несвязанных геодезических систем. Предположим лишь, что в систе
мах, которые нужно связать, известны относительные высоты гео

ида ~,, хотя бы в трех выгодно размещенных точках. 1\роме того, 
сохраним в силе все предыдущие замечания о сходимости ряда сфе
рических функций, определяющего потенциал на поверхности 
геоида. 

Если не вводить при вычислении W о, R о поправки за внешние 
массы, то значения W о, R0 не будут точно соответствовать действи
тельному геоиду, с которым связаны высоты ~,. Однако значения~, 
содержат заметные неточности, если они вычислены из классиче

ского астрономического нивелирования без учета данных о силе 
тяжести. Если бы ошибки использованных относительных высот 
геоида были существенно меньше ошибок в постоянной Ro, то ука
занная поправка была бы желательна. 

Пока, однако, имеем в распоряжении лишь вычисленные значе
ния (583), (586), которые имеют сравнительно хорошую внутреннюю 
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сходимость отдельных результатов, но беs учета влияния внешних 
масс. 

Представим референцную геодезическую систему, определенную 
па раметра:ми: 

а,, е~ - большая полуось и квадрат эксцентриситета референц
ного эллипсоида, 

L1zo, L1yo, L1zo - координаты центра референцного эллипсоида 
относительно центра масс Земли. 

Пока речь идет о малых углах ео, -фо, roo (см. часть 1, § 4), в этой 
задаче их влияние пренебрежимо мало. В данной референцной 
системе имеем относительные высоты геоида ~, в точках с геодези
ческими координатами В, L. 

По приведеиным данным можем вычислить радиус-вектор точки 
иа геоиде (В, L, ~,), приведенный к центру референцного эллип
соида 

р,= {[(N, +~,) cos В cos LJ2 + [(N, +~,) cosB sinL]2+ 
1 

+ [(N,-N~e~+ ~,)sinB]2}2, 
N а, 

где ,= ~r • 
r 1-eJsin2B 

(868) 

По наблюдениям ИСЗ, предположим известными динамические 
постоянные J~k>, S~k> и коэффициент R0• Тогда можно определить 
геоцентрический радиус-вектор ивучаемой точки на геоиде 

р = R 0 [ 1·+ А~">+ f ± (A!zk> cos kA+ BS[e> sin kA)Phk> (sin Ф)] . (869) 
n=2 k=2 

Выражения для постоянных А~·>, AAk>, B~k> уже даны форму
лами (607), численные значения которых, вычисленные по совокуп
ности динамических коэффициентов [52], приведены в табл. 10-11. 
Строго говоря, в (869) мы имели бы геоцентрические сферические 
ноординаты Ф, А изучаемой точки на геоиде. Разность (A-L) в дан
вой задаче всегда преиебрежимо мала, разность (Ф-В) иадо учиты
вать в областях больших изменений высот ~,. В случае необходи
мости задача решается последовательными приближениями, т. е. 
после определения L1zo, L1yo, L1zo в первом приближении вычисляется 
величина 

ф (N,-N,e'J+~r)sinB+L\zo (870 tg = _____ ..:.:.....:._.,:.:..t...;..!....!....,;!:~.::...;;;.....:...;;;;,..::_ ____ -;-1 • ) 

{[{N,+~,) cos В cos L+ .1z0)2+ [(N,+~,) cos В sin L+.1vo]2} 2 

с, использованием которой находится значение (869) во втором при
ближении. 

Практически это, очевидно, ие будет нужно, если точность по
стоянной R о порядка нескольких метров. Если отвлечься от ошибок 
всех использованных данных и оставаться при приведеиных 
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упрощающих предпосылках, то разность p-pr будет функцией только 
злементов сдвига Ахо, Ауо, Azo. При отбрасывании их квадратов 

Pr-P ~ Ax0 cosB cosL+Ay0 cosB sinL+ Az0 sin Ф, (871) 

что является сферической функцией первой степени в разложении 
потенциала. 

Рис. 34. Результаты трансформирования высот rеоида 

Тогда 

li">Pl"> (sin Ф) + Jp> cos АРр> (sin Ф) + 811> sin ЛР11> (sin Ф). (872) 

Из (871) с учетом (868) и (869) получииJ 

Ax0 cosB cosL+Ay0 cosB sinL+Az0 sinB= 

t 

= {(N,+~,)2 -2N,(N,+ ~r) е~ sin2 B+N1el sin2 B}2-

- R 0 [ 1 +АР+ ~2 ~о (A~k> cos kL+B~k> sinkL)P~k> (sinB)]. (873) 

Имеем уравнения с тремя неизвестными Ахо, Ауо, Azo; теорети
чески для их решения достаточно трех удачно расположенных 

точек с известными относительными высотами геоида. Практически 
задачу всегда будем решать путем уравнивания с использова
нием всей области, в которой имеются относительные высоты геоида. 
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Эта область должна быть достаточно обширной, чтобы коэффициенты 
при определяемых неизвестных имели как можно более различные 
значения. 

Этим способом мы приблизительно связали относительные высоты 
геоида [76] с системой С7 с параметрами трехосного эллипсоида, 
приведеиными в табл. 12, вариант 1 [55]. Результаты трансформации 
показавы на рис. 34. Области, где была использована классическая 
астрономо-геодезическая информация, заштрихованы; в областях 
без относительных высот геоида, а именно на океанах, были исполь
зованы спутниковые результаты (динамические постоянные из 
табл. 2 и 3). 
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